Své postupy i sva rozhodnuti zdivodnujte!

1.

(10 boaty Pro téleso K = Q(v/2,v/3,v/5,V7) popiste Galoisovu grupu Gal(K/Q).
Kolik méa téleso K kvadratickych podtéles, tj. podtéles L s vlastnosti [L : Q] = 27

(3 x 10 bods) JsOU dany polynomy

(a) fi=a2"+2;
(b) fo=a"—42”° +2;
(C) f3:f176+3.

Pro kazdé ¢+ = 1,2,3 popiste rozkladové téleso K; polynomu f;, jeho Galoisovu
grupu Gal(K;/Q) a svaz vSech podtéles télesa K.

v 2.2 ’ 71X 2 . .9
. (0beas) Uvazme devadesaté prvni kruhové téleso K = Q((), kde ¢ = cos gf +isin g}

Necht o = ¢+ ¢ +(™ag=¢+ ¢+ ¢BL

(a) Urcete kazdy ze stupni rozsiteni [K : Q(«)], [K : Q(8)], [K : Q(a) N Q(5)],

[K = Q(ev, B)].

(b) Rozhodnéte, zda je Galoisova grupa Gal(K/Q(«) N Q(5)) komutativni.

(c) Rozhodnéte, zda je Galoisova grupa Gal(K/Q(«) NQ(f)) cyklicka.
(10 boas)y Necht (G, -) je Hausdorffovska topologickd grupa, H C G jeji podgrupa,
pricemz H je komutativni.

(a) Dokazte, ze uzavér H podgrupy H je také komutativni.

(b) Rozhodnéte, zda toto tvrzeni plati i bez predpokladu Hausdorffovskosti.

(10 boary Necht K = Fy(z) je téleso raciondlnich funkeci nad dvojprvkovym télesem
;.

(a) Dokazte, Ze pro libovolnou matici A = (24) € GLy(Fy) existuje automorfis-

mus 0, : K — K spliujici podminku o4(x) = ‘gig

(b) Dokazte, ze G = {04; A € GLy(Fy)} tvori vzhledem ke skladani grupu, ktera
je izomorfni s GLy(Fy).

(c) Popiste podtéleso L C K takové, 7ze K/L je koneéné normdlni separabilni
rozsiteni s Galoisovou grupou G.

(d) Naleznéte vhodné € K tak, aby L = Fy(f3).

(e) Nakreslete svaz vSech téles M, spliujicich L C M C K, a vyznacte stupné
rozsifeni mezi kazdymi zakreslenymi télesy, které jsou v inkluzi.

(Pro vypocet stupni rozsifeni mizete pii feSeni uzit vétu: Necht F je téleso
a t je transcendentni nad F. Necht f(t), g(t) jsou nenulové nesoudélné poly-

nomy z F[t], z nichZ je alespori jeden nekonstantni. Pak plati [F(t) : F(M)} =

mas{deg (1), deg g(t)}.) "



Své postupy i sva rozhodnuti zdtivodnujte!

1. (10 boasy Necht n > 3 je prirozené ¢islo. Necht D,, znac¢i grupu vSech symetrii pravi-
delného n-thelnika. Rozhodnéte, zda je grupa D, teSitelna.

2. (3x 10 boas) Jsou dany polynomy

(a) fi=a*+1;
(b) fo =2t + 522 + 6;
(C) f3:336—4.

Pro kazdé ¢ = 1,2,3 popiste rozkladové téleso K; polynomu f;, jeho Galoisovu
grupu Gal(K;/Q) a svaz vSech podtéles télesa K.

3. «oweany Necht (G, -) je topologickd grupa, H C G jeji podgrupa.

(a) Dokazte, 7e je-li H oteviend, pak je H té7 uzaviena.
(b) Udejte priklad topologické grupy (G, -) a jeji podgrupy H, ktera je uzaviena,

ale neni otevrena.

4. Necht K = Q((), kde { = cos 2 + isin 2%, je Sedesité treti kruhové téleso. Necht
a=(+Fapf=C+(¢"
(a) Urcete kazdy ze stupni rozsifeni [K : Q(a)], [K : Q(8)], [K : Q(a) NQ(B)],
(K : Q(a, B)).
(b) Rozhodnéte, zda je téleso Q(«) N Q(3) redlné, tj. plati Qo) NQ(B) C R.



Své postupy i sva rozhodnuti zdtivodnujte!

1. (0voay Necht H znaci grupu vSech symetrii pravidelného ¢tyfsténu a GG znaci grupu
vSech symetrii krychle. Pro kazdou z grup G, H rozhodnéte, zda je TeSitelna.

2. (3x 10 boas) Jsou dany polynomy

(a) fi=at+1;
(b) fo=a"+72%+12;
(C) f3:I6—9.

Pro kazdé i = 1,2, 3 popiste rozkladové téleso K; polynomu f; nad Q, jeho Galoi-
sovu grupu Gal(K;/Q) a svaz vSech podtéles télesa K;.

3. aoweany Necht (G, -) je topologickd grupa, H C G jeji podgrupa.

(a) Dokazte, 7e je-li H oteviend, pak je H té7 uzaviena.

(b) Udejte priklad topologické grupy (G,-) a jeji podgrupy H, kterd neni ani
uzaviena ani oteviena.

(c) Udejte priklad topologické grupy (G, -) a jeji podgrupy H, ktera je uzaviena,
ale neni oteviena.

(d) Udejte piiklad topologické grupy (G, -) a jeji podgrupy H, které je uzaviena
a soucasné oteviena.

4. Necht K = Q((), kde ¢ = cos 2 + isin 2%, je Sedesaté tieti kruhové téleso. Necht

Ly, ..., Lg 7znadi vSechna (po dvou riznd) podtélesa télesa K, pro kterd [K : L;] = 2
(pro kazdé i =1,...,s).

(a) Urcete pocet s téchto téles.

(b) Kolik z podtéles Ly, ..., Ly je redlnych, tj. pro kolik i = 1,..., s plati L; C R?
)
)

(c

(d) Pro kazdé i =1,...,s naleznéte vhodné ¢islo «; s vlastnosti L; = Q(ay).

Pro kazdé + =1, ..., s urcete minimalni polynom ¢isla ¢ nad télesem L;.



Své postupy i sva rozhodnuti zdtivodnujte!

1.

(10 bodi) Necht
(a) Ly =Ty (tj. téleso o 2 prveich);
(b) Lo = F; (tj. téleso o 3 prvcich);
(c) L3 =T, (tj. téleso o 4 prvcich).

Pro kazdé i = 1,2, 3 necht K; je rozkladové téleso polynomu 2° + z + 1 nad L;.
Urcete, kolik prvki ma Gal(K;/L;), a popiSte vSechny prvky této Galoisovy grupy.

(10 boaty Jsou dany polynomy

(a) fi=a"—32>+2;
(b) f2 2376 — 4.

Pro kazdé ¢ = 1, 2 popiste rozkladové téleso K; polynomu f; nad Q, jeho Galoisovu
grupu Gal(K;/Q) a svaz vSech podtéles télesa K.

. (10 boas)y Uvazme néasledujici topologii na mnoziné Z: mnozina X C Z je oteviena,

pravé kdyz 0 ¢ X nebo Z — X je konefna. Rozhodnéte, zda vzhledem k této
topologii tvoii (Z, +) topologickou grupu.

(0 boat) Necht K = Q((), kde ¢ = cos 2 + isin 2%, je Sedesdté tiet] kruhové téleso.
Necht Ly,...,Ls znadi vSechna (po dvou rizna) podtélesa télesa K, pro kterd

(K : L) =3 (prokazdé i =1,...,s).

(a) Urcete pocet s téchto téles.

b) Kolik z podtéles Ly, ..., L, je realnych, tj. pro kolikz =1, ..., s plati L; C R?
( j yeh, t]

(c) Proalespon jednoi € {1,..., s} uréete minimalni polynom ¢isla ¢ nad télesem
L;.



Své postupy i sva rozhodnuti zdtivodnujte!

1.

(10 boaw) Popiste rozkladové téleso K polynomu f(z) = z* — 22> — 2 nad Q, jeho
Galoisovu grupu Gal(K/Q) a svaz vSech podtéles télesa K.

(10 boaty Naleznéte minimalni polynom g¢(z) ¢isla v = 1 4+ /2 + v/4 nad Q. Popiste
rozkladové téleso L polynomu g(x) nad Q, jeho Galoisovu grupu Gal(L/Q) a svaz
vSech podtéles télesa L.

(10 bodt) Zvolte vhodné a napiste explicitné néjaké konkrétni realné ¢islo o a dokazte
o ném, 7ze Q(a)/Q je cyklické rozsiteni stupné 7 (cyklické rozsiteni je Galoisovo
rozsiteni s cyklickou Galoisovou grupou).

(10 boary Uvazme nasledujici dvé topologie na mnoziné R: pro mnozinu X C R
plati X € T, pravé kdyz je X prazdna nebo je sjednocenim libovolného poctu
polootevienych intervali (zleva otevienych, zprava uzavienych), a plati pro ni
X €Ty, pravé kdyz 0 ¢ X nebo R — X je kone¢né. Pro kazdou z téchto topologii
rozhodnéte, zda vzhledem k ni tvoii (R, +) topologickou grupu.

(16 bodiy Necht K je 1729té kruhové téleso. Pro kazdou z nasledujicich ¢tyr vliastnosti
urcete, kolik podtéles P télesa K ji ma a kolik z podtéles s touto vlastnosti je
realnych (tj. je podtélesem R).

(a) [K: P] =2
(b) [K:P]=3
(c) [P:Q =2
(d) [P:Q =3



