
Své postupy i svá rozhodnutí zdùvodòujte!

1. (10 bodù) Pro tìleso K = Q (

p

2;

p

3;

p

5;

p

7) popi¹te Galoisovu grupu Gal(K=Q).

Kolik má tìleso K kvadrati
ký
h podtìles, tj. podtìles L s vlastností [L : Q ℄ = 2?

2. (3 � 10 bodù) Jsou dány polynomy

(a) f

1

= x

3

+ 2;

(b) f

2

= x

4

� 4x

2

+ 2;

(
) f

3

= x

6

+ 3.

Pro ka¾dé i = 1; 2; 3 popi¹te rozkladové tìleso K

i

polynomu f

i

, jeho Galoisovu

grupu Gal(K

i

=Q ) a svaz v¹e
h podtìles tìlesa K

i

.

3. (10 bodù) Uva¾me devadesáté první kruhové tìlesoK = Q(�), kde � = 
os

2�

91

+i sin

2�

91

.

Ne
h» � = � + �

16

+ �

74

a � = � + �

9

+ �

81

.

(a) Urèete ka¾dý ze stupòù roz¹íøení [K : Q(�)℄, [K : Q(�)℄, [K : Q (�) \ Q (�)℄,

[K : Q (�; �)℄.

(b) Rozhodnìte, zda je Galoisova grupa Gal(K=Q(�) \ Q (�)) komutativní.

(
) Rozhodnìte, zda je Galoisova grupa Gal(K=Q(�) \ Q (�)) 
ykli
ká.

4. (10 bodù) Ne
h» (G; �) je Hausdor�ovská topologi
ká grupa, H � G její podgrupa,

pøièem¾ H je komutativní.

(a) Doka¾te, ¾e uzávìr H podgrupy H je také komutativní.

(b) Rozhodnìte, zda toto tvrzení platí i bez pøedpokladu Hausdor�ovskosti.

5. (10 bodù) Ne
h» K = F

2

(x) je tìleso ra
ionální
h funk
í nad dvojprvkovým tìlesem

F

2

.

(a) Doka¾te, ¾e pro libovolnou mati
i A = (

a b


 d

) 2 GL

2

(F

2

) existuje automor�s-

mus �

A

: K ! K splòují
í podmínku �

A

(x) =

ax+b


x+d

.

(b) Doka¾te, ¾e G = f�

A

; A 2 GL

2

(F

2

)g tvoøí vzhledem ke skládání grupu, která

je izomorfní s GL

2

(F

2

).

(
) Popi¹te podtìleso L � K takové, ¾e K=L je koneèné normální separabilní

roz¹íøení s Galoisovou grupou G.

(d) Naleznìte vhodné � 2 K tak, aby L = F

2

(�).

(e) Nakreslete svaz v¹e
h tìles M , splòují
í
h L � M � K, a vyznaète stupnì

roz¹íøení mezi ka¾dými zakreslenými tìlesy, které jsou v inkluzi.

(Pro výpoèet stupnù roz¹íøení mù¾ete pøi øe¹ení u¾ít vìtu: Ne
h» F je tìleso

a t je trans
endentní nad F . Ne
h» f(t), g(t) jsou nenulové nesoudìlné poly-

nomy z F [t℄, z ni
h¾ je alespoò jeden nekonstantní. Pak platí

�

F (t) : F

�

f(t)

g(t)

��

=

maxfdeg f(t); deg g(t)g.)



Své postupy i svá rozhodnutí zdùvodòujte!

1. (10 bodù) Ne
h» n � 3 je pøirozené èíslo. Ne
h» D

n

znaèí grupu v¹e
h symetrií pravi-

delného n-úhelníka. Rozhodnìte, zda je grupa D

n

øe¹itelná.

2. (3 � 10 bodù) Jsou dány polynomy

(a) f

1

= x

4

+ 1;

(b) f

2

= x

4

+ 5x

2

+ 6;

(
) f

3

= x

6

� 4.

Pro ka¾dé i = 1; 2; 3 popi¹te rozkladové tìleso K

i

polynomu f

i

, jeho Galoisovu

grupu Gal(K

i

=Q ) a svaz v¹e
h podtìles tìlesa K

i

.

3. (10 bodù) Ne
h» (G; �) je topologi
ká grupa, H � G její podgrupa.

(a) Doka¾te, ¾e je-li H otevøená, pak je H té¾ uzavøená.

(b) Udejte pøíklad topologi
ké grupy (G; �) a její podgrupy H, která je uzavøená,

ale není otevøená.

4. Ne
h» K = Q (�), kde � = 
os

2�

63

+ i sin

2�

63

, je ¹edesáté tøetí kruhové tìleso. Ne
h»

� = � + �

8

a � = � + �

�8

.

(a) Urèete ka¾dý ze stupòù roz¹íøení [K : Q(�)℄, [K : Q(�)℄, [K : Q (�) \ Q (�)℄,

[K : Q (�; �)℄.

(b) Rozhodnìte, zda je tìleso Q(�) \ Q(�) reálné, tj. platí Q (�) \ Q (�) � R.



Své postupy i svá rozhodnutí zdùvodòujte!

1. (10 bodù) Ne
h» H znaèí grupu v¹e
h symetrií pravidelného ètyøstìnu a G znaèí grupu

v¹e
h symetrií kry
hle. Pro ka¾dou z grup G, H rozhodnìte, zda je øe¹itelná.

2. (3 � 10 bodù) Jsou dány polynomy

(a) f

1

= x

4

+ 1;

(b) f

2

= x

4

+ 7x

2

+ 12;

(
) f

3

= x

6

� 9.

Pro ka¾dé i = 1; 2; 3 popi¹te rozkladové tìleso K

i

polynomu f

i

nad Q , jeho Galoi-

sovu grupu Gal(K

i

=Q) a svaz v¹e
h podtìles tìlesa K

i

.

3. (10 bodù) Ne
h» (G; �) je topologi
ká grupa, H � G její podgrupa.

(a) Doka¾te, ¾e je-li H otevøená, pak je H té¾ uzavøená.

(b) Udejte pøíklad topologi
ké grupy (G; �) a její podgrupy H, která není ani

uzavøená ani otevøená.

(
) Udejte pøíklad topologi
ké grupy (G; �) a její podgrupy H, která je uzavøená,

ale není otevøená.

(d) Udejte pøíklad topologi
ké grupy (G; �) a její podgrupy H, která je uzavøená

a souèasnì otevøená.

4. Ne
h» K = Q (�), kde � = 
os

2�

63

+ i sin

2�

63

, je ¹edesáté tøetí kruhové tìleso. Ne
h»

L

1

; : : : ; L

s

znaèí v¹e
hna (po dvou rùzná) podtìlesa tìlesaK, pro která [K : L

i

℄ = 2

(pro ka¾dé i = 1; : : : ; s).

(a) Urèete poèet s tì
hto tìles.

(b) Kolik z podtìles L

1

; : : : ; L

s

je reálný
h, tj. pro kolik i = 1; : : : ; s platí L

i

� R?

(
) Pro ka¾dé i = 1; : : : ; s urèete minimální polynom èísla � nad tìlesem L

i

.

(d) Pro ka¾dé i = 1; : : : ; s naleznìte vhodné èíslo �

i

s vlastností L

i

= Q(�

i

).



Své postupy i svá rozhodnutí zdùvodòujte!

1. (10 bodù) Ne
h»

(a) L

1

= F

2

(tj. tìleso o 2 prv
í
h);

(b) L

2

= F

3

(tj. tìleso o 3 prv
í
h);

(
) L

3

= F

4

(tj. tìleso o 4 prv
í
h).

Pro ka¾dé i = 1; 2; 3 ne
h» K

i

je rozkladové tìleso polynomu x

3

+ x + 1 nad L

i

.

Urèete, kolik prvkù má Gal(K

i

=L

i

), a popi¹te v¹e
hny prvky této Galoisovy grupy.

2. (10 bodù) Jsou dány polynomy

(a) f

1

= x

4

� 3x

2

+ 2;

(b) f

2

= x

6

� 4.

Pro ka¾dé i = 1; 2 popi¹te rozkladové tìleso K

i

polynomu f

i

nad Q , jeho Galoisovu

grupu Gal(K

i

=Q ) a svaz v¹e
h podtìles tìlesa K

i

.

3. (10 bodù) Uva¾me následují
í topologii na mno¾inì Z: mno¾ina X � Z je otevøená,

právì kdy¾ 0 =2 X nebo Z � X je koneèná. Rozhodnìte, zda vzhledem k této

topologii tvoøí (Z;+) topologi
kou grupu.

4. (10 bodù) Ne
h» K = Q(�), kde � = 
os

2�

63

+ i sin

2�

63

, je ¹edesáté tøetí kruhové tìleso.

Ne
h» L

1

; : : : ; L

s

znaèí v¹e
hna (po dvou rùzná) podtìlesa tìlesa K, pro která

[K : L

i

℄ = 3 (pro ka¾dé i = 1; : : : ; s).

(a) Urèete poèet s tì
hto tìles.

(b) Kolik z podtìles L

1

; : : : ; L

s

je reálný
h, tj. pro kolik i = 1; : : : ; s platí L

i

� R?

(
) Pro alespoò jedno i 2 f1; : : : ; sg urèete minimální polynom èísla � nad tìlesem

L

i

.



Své postupy i svá rozhodnutí zdùvodòujte!

1. (10 bodù) Popi¹te rozkladové tìleso K polynomu f(x) = x

4

� 2x

2

� 2 nad Q , jeho

Galoisovu grupu Gal(K=Q) a svaz v¹e
h podtìles tìlesa K.

2. (10 bodù) Naleznìte minimální polynom g(x) èísla 
 = 1 +

3

p

2 +

3

p

4 nad Q . Popi¹te

rozkladové tìleso L polynomu g(x) nad Q , jeho Galoisovu grupu Gal(L=Q) a svaz

v¹e
h podtìles tìlesa L.

3. (10 bodù) Zvolte vhodnì a napi¹te expli
itnì nìjaké konkrétní reálné èíslo � a doka¾te

o nìm, ¾e Q(�)=Q je 
ykli
ké roz¹íøení stupnì 7 (
ykli
ké roz¹íøení je Galoisovo

roz¹íøení s 
ykli
kou Galoisovou grupou).

4. (10 bodù) Uva¾me následují
í dvì topologie na mno¾inì R: pro mno¾inu X � R

platí X 2 T

1

, právì kdy¾ je X prázdná nebo je sjedno
ením libovolného poètu

polootevøený
h intervalù (zleva otevøený
h, zprava uzavøený
h), a platí pro ni

X 2 T

2

, právì kdy¾ 0 =2 X nebo R �X je koneèná. Pro ka¾dou z tì
hto topologií

rozhodnìte, zda vzhledem k ní tvoøí (R;+) topologi
kou grupu.

5. (16 bodù) Ne
h» K je 1729té kruhové tìleso. Pro ka¾dou z následují
í
h ètyø vlastností

urèete, kolik podtìles P tìlesa K ji má a kolik z podtìles s touto vlastností je

reálný
h (tj. je podtìlesem R).

(a) [K : P ℄ = 2.

(b) [K : P ℄ = 3.

(
) [P : Q ℄ = 2.

(d) [P : Q ℄ = 3.


