Elektrodynamika

1 Elektrické a magnetické veli¢iny, jednotky SI

Elektricky proud I je v systému SI zdkladni veli¢ina, jednotka je 1 Ampere (1 A).
Definice: Stejné proudy ve 2 rovnobéznych dratech ve vzdalenosti 1 m maji velikost 1
A, kdyz vzdjemn4 piitahovaci sila na 1 m dratu je 2 - 107'N.

Naboj ¢: Zdroj elektromagnetickych sil, pohybuje se ve vodici, kdyz tece elektricky
proud. Jednotka: 1 Coulomb (1 C).

Definice: Pri elektrickém proudu o 1 A protece prutezem vodice 1 C za sekundu.

1 C=1 As ~ 6-10' elementarnich nabojt.

Coulombuv zakon Pritazliva nebo odpudiva sila dvou naboju ¢; a ¢2 v mistech 77 a
T

ﬁ:kl—qj(q—y), F:k%, (1)

kde 19 = |Z] — @3] a k je konstanta. Dimenze [k] této konstanty vyplyva z (1).

As- As Nm?
N = [k] -~ = [k] = A
Pouzitim rychlosti svétla ¢ plati pro experimentalné urcenou konstantu
N
_10-7.2
V SI se pise z historickych duvodu
1
k=: ,
4d7eq

kde €y je tzv. ,dielektricka konstanta vakua‘“.

Poznamka: Mohli bychom predpokladat & = 1. Tim bychom urcéovali dimenzi
ndboje, vyjadienou mechanickymi velicinami. V systému cgs dostavame z Coulombova

zakona )
gem  [q]
2 cm?’

= [q]= gécm%s’l.

dyn =

To je jednotka naboje v Gauflové systému.
Elektrické pole: Sila souboru naboju ¢y, ...,qx v mistech 7y,..., 7y na dalsi naboj
g v bodé 7 je popsand pusobenim elektrického pole v bodé ¥ na naboj.

Intenzita eletrického pole E(f) je lokalni vlastnost prostoru, v némz se nachazeji
elektické naboje.
1 X -7 -

— Iy -
ZQ%W::QE(«T)- (2)

dmeg

F(2) =
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Intenzita = sila na jednotkovy néboj.
Dimenze:

Napéti U. Prace = zména potencidlni energie pti pohybu naboje v elektrickém poli je
dand integralem

W:/ﬁdg.

V pripadé pohybu o vzdalenost [ podél homogenniho elektrického pole (napi. v deskovém
kondensatoru) plati jednoduse

W =qEl=:qU.

Elektrické napéti je rozdil potencidlni energie jednotkového naboje na dvou bodech.
Dimenze: [U] = £

Jednotka: 1 Volt =1V = 1%.

Volt se pouziva pro bézné oznédcéeni jednotky elektrického pole, [E]

1Y,

Magnetické pole. (Stacionarni) elektrické proudy vyvoldvaji sily na pohybujici se
néboje (Lorentzova sila). Analogicky k zavedeni intenzity elektrického pole uvazujeme
silu souboru eletrickych proudu v daném uspotadani vodic¢u na usek d/ jednoho dalsiho
dratu s konstantnim proudem 7. Sila je imérnd I a dl,

—

dF(7) = Idi x B(%). (3)

Magnetickd indukce B (%) zahrnuje pusobeni vsech elektickych proudu v bodé Z.
Dimenze: Z (3) vyplyva
N J Js Vs

Am  Am? Cm? m?

N =Am[B],= [B] =
Jednotka: 1 Tesla = 1T = 1%.

Prispévek elektrického proudu v tseku dratu d/ na misté ¥, k magnetickému poli v
bodé 7 (analogicky Coulombovu zdkonu) je

—

T2

8y

dB(7) = kITdl x ——

1 $2|

3 (4)

8y

V SI se pise k= £2, py = 60% je tzv. ,magnetickd permeabilita vakua“.
Sila mezi dvéma infinitesimdlnimi tuseky vodice, umisténymi v bodech x; a x5 s elek-
trickymi proudy I; a I (analogon Coulombova zdkona):

—

|fl — T2

F(z) = Z—;Il Lydl; x <d12 x 1773> .



Hustota naboje:

p(@) = Jlim <,

AV—0 AV

kde ¢ je naboj v objemu AV, ktery obsahuje bod 7.
Hustota proudu:
P | dr
J(#) = Y T
kde AA je element prufezu vodice a 3—{ je jednotkovy vektor ve smeéru elektrického
proudu 1.

2 Maxwellovy rovnice, staticky pripad

J. C. Maxwell nasel v 19. stoleti dvé vektorové a dvé skalarni parcidlni diferencialni
rovnice 1. fadu, které spojuji elektrické a magnetické pole navzijem a s elektrickym
nabojem. Z téch rovnic 1ze odvodit celd elektrodynamika.

— — é
divE = 2, ot = 28
€0 . ot (5)
1 a oE .3
—rotB = ¢y — + ], divB = 0.
Ho ot

Vektorové operatory div a rot lze vyjadrit pomoci operdtoru Nabla,

- o 0 0

divi=V-7, rot 7=V x 7. (7)
V pripadé statickych poli, kdyz casové derivace jsou nulové, odpojuji se elektrické a
magnetické pole.

Elektrostatika
Zakladni rovnice
divE = 2, rotF = 0. (8)
€0

Elektrostatické pole je bezvirové pole se ztidlem -E%. Pro takové pole existuje skalarni
potencidl ¢ tak ze
E = —grad¢ = —Vo. 9)

Dosazenim do Maxwellovy rovnice dostaneme

—divgradg = —V2p = 2.
€

0

3



Definujeme Laplaceuv operator

N=Vi= -+ —+ 10
or2  O0y? 022’ (10)
nabyva rovnice pro potencial néasledujici tvar,
N =L (11)
€0
TAato rovnice se nazyva Poissonova rovnice. Oproti Maxwellové rovnici divE = —ﬁ ma

vyhodu, ze jejim Fesenim je jedna skalarni funkce ¢(Z) misto vektorového pole E(7).

Magnetostatika

rotB = o7, divB = 0. (12)
Magnetostatické pole je beztidlové, silocary jsou uzaviené; existuje vektorovy potencial
A, tak ze
B =rotA, (13)
protoze
div rotA = 0.

Dosazeni do Maxwellovy rovnice vede k
rot B = rot rotA = grad divA — AA = o7,

nebo

AA=V(VA) = —poJ. (14)
Potencidly nejsou jednoznacéné urceny svymi rovnicemi (11) a (14), ¢ je jednoznacné az
na libovolnou konstantu, A az na gradient libovolné funkce, ponévadz rot gradf = 0.
Potencidly lze kalibrovat, jsou kalibracni, nikoliv fyzikalni velic¢iny.

3 Greenova funkce Poissonovy rovnice, o-distribuce

Poissonova rovnice (11) je eliptickd linedrni parcidlni diferencidlni rovnice druhého
fadu. Pro takové rovnice existuje rozsahld teorie, my budeme ale zkonstruovat reSeni
na zakladée znamych fyzikalnich skutecnosti.

Elektrické pole bodového naboje v pocatku je

E= S 15
dey |72 (15)
piislusny potencidl je
1 q
= <. 16
¢ dmeg T (16)



Pro hustotu bodového naboje plati
p(¥) =0 Vi #0 a /d?’x p(%) = q.

Ptestoze takova funkce v klasickém smyslu neexistuje, existuje matematicky objekt,
ktery popisuje idealizaci bodového naboje a pomoci toho muzeme skladat elektrické
pole a potencidl libovolného rozlozeni ndboje z vyrazu (15) a (16).

Hustota bodového nédboje je zkonstruovana pomoci ,, Diracovy d-funkce”, kterd lze
definovat jako limita funkci s integralem od minus do plus nekone¢na rovnym jedné,
které jsou ,vice a vice soustfedéné na jeden bod“, napf.

X 1 .. 1 22
0(x) = limg(c) = 7 lim —e <. (17)
Takové limity maji vlastnost, ze
| f@)d@)de =lim [ f(x) g.(x) dw = £(0), (18)
nebo obecnéji,
| _fa) ol — o)y da’ = f(a) (19)

pro libovolnou spojitou funkci f. Integral s d-funkci tedy vybird hodnotu funkce v
urcitém bodé.

Ve vybéru urcité funkéni hodnoty spociva exaktni definice § v ramci distribuci,
t.j. jako zobrazeni vhodného prostoru funkci, jako nekonecné diferencovatelné funkce
s omezenim nosicem, do redlnich nebo komplexnich ¢isel. V jazyce distribuci se pise
ekvivalent rovnice (19)

[ f] = f(=). (20)

Distribuce 0, prifazuje funkci f funkéni hodnotu f(x); pro jeji definici staci, ze f je
spojita funkce.

Hustota bodového naboje v pocatku souradné soustavy se vyjadiuje trojrozmérnou
o-funkei

p(7) = q8°(%) = q8(x) 8(y) 6(2). (21)

Dosadime potencidl a hustotu naboje v bodé Z’ do Poissonovy rovnice,

— q ]' q 3/ =1/
A = A = —— (7 — 22
6(7) = oo Ay =~ 0'F 7, (22)
odvodime z toho .
AN = (T — 7). 2
A |7 — 7| (7= 7) (23)
G7,7") = — (24)
’ CAr |z — 1|

se nazyva Greenova funkce Laplaceova operatoru (=potencidl jednoho bodového naboje.)



Ponévadz Poissonova rovnice je linedarni, muzeme zkonstruovat potencial rozlozeni
néboje p(¥) jako superpozici potencidlu bodovych nédboju, tedy

2\ 1 3.0 =/ 1
00) = g [ 4 (25)
poptipadé
8(7) = —/d?’x’G(f,f’) P (26)
€o

To je teseni Poissonovy rovnice pro rozlozeni ndboje p(Z). Dukaz:

—D09(7) = /d3x NG, 3 AT _ /d3x63(f—f’) ) _ pl@)

€0 €0 €0

Index x zduraznuje pusobeni Laplacianu na necarkované souradnice.
Greenova funkce neni jednoznaénd. G(#, ') plus libovolné feSeni homogenné difer-
encialni rovnice A¢ = 0 je také Greenovou funkei stejného operatoru.

Greenova véta

Odectenim dvou identit,
V(uVv) =ulv+ Vu Vo

V(vVu) = v Au+ Vo Vu,

dostaneme

V(uVv —vVu) = ulv— v Au.

Integrovanim a aplikaci Gauflovy véty odvodime Greenovu vétu:

/(uAv—vAu)dV: g (uVv — v Vu)ids, (27)
v v

kde V' je objem a 7 je normalni vektor na okraj oV .

Podle okrajovych podminek ma Greenova véta dvé standardni aplikace.
Dirichletuv problém: Zndme p(Z) uvniti néjakého objemu V' a potencidl ¢ na okraji
dV. Dosadime u = ¢ a v = G do Greenova vzorce.
[ 8 £uG(E,7) - G, Dil@)] 4 =
V

= | [6(@") VuG(F,3") - G(#,7") Voo(i")] 7dS.
oV

Podle predpokladu je prvni ¢len na pravé strané znamy, druhy, ktery obsahuje gradi-
ent potencialu, nikoliv. Tak vyuzime moznost volby Greenovy funkce a zkonstruujeme



takovou, kterd se rovnd nule na okraji 0V. Greenové funkci s tou vlastnosti rikame
Dirichletovu Greenovu funkci, Gp. Potencidl ve V' je pak ddn vzorcem

/GD a0 27 )d3 "+ | V(@) (&) 7S (28)

Neumanniv problém: Zniame gradient potencialu na dV. Vybereme Neumannovu
Greenovu funkci G, jejiz gradient se rovnd nule na okraji.

$(E) = — / an(# ) 2L ) - Gy (#, &) V(i) it dS'. (29)
\4 € ov

0

4 Elektrostaticka energie naboju

Napiseme si potencidlni energie ndboje v elektrostatickém potencialu

U = q¢(Z).

Energie dvou naboju = energie naboje ¢; v bodé ¥; v potencidlu vyvolaném nabojem
@2 v bodé ¥5 plus vyraz s prehozenymi naboji lomeno dvéma, aby se energie nepocitala
dvakrat.

U = %(ql ¢2(fl) + q2 ¢1(f2))7
kde 1 .
¢i(%) = B

4:7T€0 |f— fz| .

Energie spojitého rozlozeni naboje:

= [ poav. (30)

Pro rozlozeni bodovych ndboju je potencidl

a a — a 31
¢(SL’ ) Areq g} Tab Tab X Tp ( )

a energie
1 qa 9b

8meg ; 2o Tab

—

(32)

5 Multipdlovy rozklad pole

V nasledujicim budeme hledat rozvoj elektrického potencidlu ve velké vzdalenosti od
zdroje.



5.1 Laplaceova rovnice ve sférickych souradnicich

Ve sférickych soutadnicich mé Laplacidn néasledujici tvar:

5, 0¢ 1 ¢ 1 0%
A —.
¢= 7“2 or < 8r> - r2sin ) 90 <sm 19819) - 72 sin? ¥ Q2 (33)

Separace proménnych: Pokousime se preménit parcidlni diferencidlni rovnici do tii
obyéejnich diferencidlnich rovnic pro funkce jednotlivych proménnych, R(r), ©(0) a
®(p). K tomu predpokldddme teseni ve tvaru soucinu

¢(r,0,0) = R(r) - ©() - 2(p) (34)

a dosadime do Laplaceovy rovnice

10 1 0 do 1 d?®
AN -O-d V-R— @ +——5- RO —— =0.
¢ r2or (T dr >+r2 sin 9 OV (Sl dv >+r2 sin® dp?

(35)

r2sin? ¢

rog & biseme cast, zavisejicl na ¢, na pravou stranu

Néasobime

sind d [ ,dR +sin19d do\ 14’0
r 32

R dr \' dr sind 35

Leva strana ted’ zavisi na r a 1, prava strana na . Z toho vyplyva, ze se obé strany
musi rovnat konstanté, kterou nazveme m?. Z pravé strany dostaneme oby¢cejnou difer-
encialni rovnici,

d?®

— +m?® = 0. (36)

dy?

Rovnici vyplyvajici z levé strany muzeme upravit podobnym zpusobem,

li TQ@ = m’ — L li sinﬁﬁ = )\2
Rdr dr | sin?29  sind© dv T

kde se opét obé strany musi rovnat konstanté, oznacené A\2. Z toho dostaneme dvé dalsi
obycejné diferencidlni rovnice,

d [ ,dR\
E(r dr) MR =0 (37)
1 d e ,  m?
S dg <s1n19 @> + <)\ — sin219> O =0, (38)

tak ze misto parcidlni diferencidlni rovnice mame rovnice (36), (37) a (38).
Reseni: Rovnice (36) ma Fesent

®,,(¢) = Cy, cosme + S, sinmgp (39)



piislusné k parametru m, ktery musi byt celoc¢iselny, aby & bylo periodické ve .
Radiélni rovnice (37) ma Feseni

Rl(’l“) = A 7! + ’I“— (40)

kde A2 = [(I+1). V rovnici (38) piseme cos?) = z. Reseni, které obsahuje obé integraéni
konstanty m a [, ozna¢ime P/™. Takovou dpravou dostaneme Legendreovu rovnici
d’P () dpP"(x) ’

m
1—2%)———+ -2
( %) dz? v dz 1 —22

+ lza +1)— ] P (z) = 0. (41)

5.2 Legendreovy polynomy
Ortogonalni bazi feseni pro m = 0 jsou Legendreovy polynomy P;(z), vyhovuji jednodussi

rovnici 1 4P
[(1 _ 932) ! (Q?)

dz dx

s nezapornym celoc¢iselnym parametrem [. Legendreovy polynomy jsou ortogondlni v
intervalu (—1,1)

] 1 +1) P(z) =0 (42)

/llpk(x) P(r)dz =0  Vk#L (43)

Legendreovy polynomy se objevuji jako koeficienty v rozvoji tzv. vytvarejici funkce

! = li_o:Pl(a;) th. (44)

(1 — 2zt + t2)1/2
Pouzitim Leibnizova pravidla

dm[f(l‘)g(l")]:i ml A" Ff(x) dig(z) (45)
k!

dzm (m—k)! dzm=k  dab

k=0
dostaneme m-ndsobnym derivovanim rovnice (42)
(1 =2 f"(x) = 2z(m + 1) f'(x) + { —=m)(l+m+1)f(z) =0, (46)

kde f(z) = d™P/(x)/da™. Substituce f(x) = (1 — 22)™™/2g(z) vede k tomu, Ze funkce
g(x) musi spliovat rovnici (41), je tedy konec¢né

d™P)(z)
P (z) = (1 — 2%)m? ———2, 47
P = (1 -2 (47)
Legendreovy polynomy lze vyjadtit pomoci Rodriguesova vzorce
P(z) = W@(l’ — 1) (48)
Vyuzitim tothoto vztahu muzeme rozsiiit (47) na oblast zapornich m, tedy
m (_l)l m dmt!
P (z) = 3 (1—2?) /demﬂ(l —2?)} —1<m<I. (49)

Polynomy P/™ se nazyvaji pridruzené Legendreovy polynomy. Nami definované P/ ()
nebo P(r) nejsou na intervalu (-1,1) normované na jednicku. Ostatné ruzné drobné
i vétsi odchylky v definicich specidlnich funkei jsou diky historickému vyvoji bohuzel
zcela bézné.



5.3 Kulové funkce

Pomoci pridruzenych Legendreovych polynomu definujeme tiplny ortonormélni soubor
kulovych funkei (t.j. kazdou funkci dhlovych proménnych ve sférickych soutradnicich
muzeme napsat pomoci (nekonec¢né) fady téchto funkei)

mp oy | @D (=1 .
YE (197 50) _\} A (l+ ) Pl (COS 19) exp(zmgo). (50)
Plati tedy
2w m
/ de [ d9 sind Y™ (9, ¢) V"2 (0, ©) = 01,1 Omyms (51)
0 0

(ortonormalita) a

oo m=l

0.0 =3 X e, = [ de [0 50 f0,0) 7 (0,0 (52)

=0 m=—1

(iplnost). Neékolik prvnich kulovych funkei je

1
VY =4/ —
0 4m
/3 : /3 /3 ,
YVt =4/— sinde VY =/ — cos? V! =4/—sinde”
8m 4m 8m

1 . 1 .
Y, 2= 375 sin?g e %% Yy = 375 sin?¢ 2% (53)
T T

15 ~ Y 15 .
Yy, '=y[—=sindcosde ™ V)= (Bcos® —1) Yy =1/——sindcosde™.
8T 167 8

Velmi dulezitym specidlnim piipadem rozkladu (52) je vztah pro Legendreuv polynom
obecného tihlu v mezi dvéma vektory 7 = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) a
1’ = (sin accos 3, sin asin 3, cos v, tedy

—

cosy =1 -7 = cosvcosa + sindsin acos(p — ),

P(cos ) = %; Y9, ). (54)

5.4 Multipdlovy rozklad rozlozeni naboje

Uvazujeme rozlozeni naboje uvniti koule o poloméru R,

R A )

10



Potencidl mimo koule je ddn vzorcem (25)
d)(f) _ 1 /d3 ! p(f,) _ 1 /d3l'l p(f,)
4meg 17— 7| 4reg \/3—52 + 22— 2|2 |T'| cosy
p()

2 ‘I | Fcosy + (‘%‘)2.

(56)

/ 3 g
47T€0 17| \/1

7 je dhel mezi 7 a #'. 1/jmenovatel je vytvaiejici funkce Legendreovych polynomi, tak

7= it [ ) S Pleos) (—) 57)

47reg r
(psali jsme |Z] = r a |Z'| = 7). Pouzitim (54) dostaneme rozvoj
0F) = [ (@) Y Y0, (58)
4meg —~ 20+ 17+t ! ’ LA

Pomoci multipélovych momentu

Qi = /d%'p(x‘") 't Y™ (', ") (59)
muzeme konecné psat potencidl jako superpozici kulovych funkei

1 & l 1 Qim
r)=— ———Y/" (¥, p). 60
V piipadé bodového naboje vime, ze pole je ddno Coulombovym potencidlem. Je-li
néboj ¢ umistén mimo pocatek soutadnic, napt. na ose z (v bodé z = R), je potencial
dan vztahem

!
Py(cos <
b= 47T60R Z 1(cos V) <R> ’ rs ki

: (61)

= ZP; cos 1)) (f) , r> R.

47reo

Pro r > R pfevazuje rota¢né soumérnd (vzhledem k poc¢atku soutadnic, nikoli poloze
naboje) slozka [ = 0. Umistime-li vSak na ose z jesté ndboj opacné velikosti do z = — R,
vyrusi se identické prispévky ¢lenu s [ = 0 a pro r >> R prevazuje pak dipdlova slozka
(I=1)

2gR Pi(cos?) D cos

2

¢dip =

kde D = 2¢qR oznacuje dipélovy moment. Podobné, umistime-li na ose z v 2 = +R
naboje ¢ a v pocatku naboj —2¢, vyrusi se identické prispévky ¢clenusl=0al=1 a
pro r >> R prevazuje pak kvadrupdlova slozka (I = 2)

2qR* Py(cosd) @ 1—3cosd
41eg r3 ey r3

(62)

dmey T dmey 12

¢quad = - ) (63)

kde Q = qR? je kvadrupélovy moment. Obecné jsou multipélové momenty zavislé na
umisténi v souradném systému, s vyjimkou nejnizsiho nenulového momentu.
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6 Magnetostatika

6.1 Analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou

Integralni tvar infinitesimalni rovnice (4), vyjadieny pomoci hustoty proudu, je

o ol Z— 7' .l -» 1
B(@) = /d?"(a:')xﬁ U K[ i) x N

_ M3 3.0 ( ,) . (=
- 47TV></d T ot A(R). (64)

r—7

Zavedli jsme vektorovy potencial

—»—)/

_) -‘ d3 i x
/ |x (65)

Vektorovy potencial neni jednoznacny, protoze muzeme pricist gradient libovolné funk-
ce, jehoz rotace je identicky nulova. Takova transformace,

A(7) — A(Z) + grad A(2)

se nazyva kalibra¢ni transformace. (Stejné je skaldrni potencidl jednozna¢ény jenom
az na konstantu.) Volba A = 0 (Coulombova kalibrace) vede k vlastnosti div A = 0,
protoze V|Z—Z'|"' = —V'|Z—Z'|~! a z toho dostaneme integraci per partes V'J(Z),
coz se rovna nule podle statické rovnice kontinuity. Dosazenim do Maxwellovy rovnice
dostaneme tak

rot B(Z) = rot rot A(Z) = grad divA(Z) — AA(F) = —AA(Z)
_ luo 3 1 =y 1 _ =/ —
= /d 7 (7 )Ar, 7 o7 (7)), (66)

tedy vektorovou Poissonovu rovnici pro A.

Néasledujici tabulka ukazuje analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou.

Elektrostatika Velicina, vztah Magnetostatika
dF = dqﬁ definice pole dF =Idi'x B
dg hustota ziidel Idl' = 7d3x
ﬁ:qﬁ sila na naboj ﬁ:qﬁxé
dlv? = p/eo rovnice pole r(?t li = HoJ
rot £ = divB =0
E = —grad ¢ potencialy B =r1ot A
VAN IES _r rovnice potencialu AA = — o]
€o
1 —/ _) —» —»l
8(7) = / @r LT encidl zifdel ?) / 43’
dreg -7 |{L‘ -

12



Analogické magnetické pole k elektrickému Coulombovu poli je pole linedrniho
vodice. Uvazujme nekonecné dlouhy, rovny drat ve sméru osy z s elektrickym proudem

I

T(T) = 16(x) 6(y) . (67)
Podle (64) je magnetické pole
L MUI/OO L #—(0,0,2)
B(¥) = — d . 68
(@) = 2 | %X 70,0, 0 (68)

Zavedeme poldrni soufadnice p = /x% + y?, ¢ = arctan £, z a uvedomime se, ze pole

musi byt konstantni ve sméru z, tak 7e staci poéitat B v roviné (x,y). Vypocet vede k
Biotovu-Savartovu zakonu

3 /'LOI éw
B(p) = ——. 69
() = 525 (69)

6.2 Magnetické pole kruhové smycky.

Do vztahu pro vektorovy potencial (65) dosadime hustotu proudu

7@ =T6(p" —a)d(2') éy p'dp' d2' dy,

kde €, = —sin(¢' — ¢) €, + cos(¢’ — )€, a dostaneme
> . ol [T a cos pdp
Alp,z) = Ay(p, 2) €, Ay(p, 2) = / . 70
(p.2) o0:2) o(p:2) 21 Jo (a2 4 p? + 22 — 2apcos ¢)? (70)
Integral lze vyjadrit uplnymi eliptickymi integraly E a K,
wol [a 3 k?
A =— |- 1—— | Kk)—-F 1
o = ()7 (1= ) o - m0). (7
kde
4 z d z
e (— K(k):/z ___ € E(k):/ﬁh—k?sin?gdg.
(a+ p)? + 22 0 /1 — k2sin%¢ 0
(72)
Pfii vypoctu indukce potiebujeme identity
dE(k)  E(k) — K(k) dK(k) _ E(k)  K(k) (73)
dk k ’ dk k(1 — k?) k-
Potom mdme pro slozky indukce (B, = 0)
0A I P+ 0P+
By(pe) = -G =tk + S b
0z 27 p/(a+ p)? + 22 (a—p)?+=z
10(pA I 1 22
Bu(p, ) = L0pAs) _ i [K k) +—FP 2 E(k)] . (75)
p Op 21\ J(a + p)? + 22 (a—p)*+2z
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7 Maxwellovy rovnice v materidlovém prostredi

7.1 Polarizace, magnetizace

Kdyz se materidlové prostiedi nachazi pod vlivem vnéjsiho elektromagnetického pole,
napt. mezi deskami kondensatoru nebo v magnetickém poli civky, rozliSujeme vnéjsi
naboje a proudy, pext & Jext, @ Naboje p a proudy 7 indukované vnéjsim polem v ma-
terialu. Naboje a proudy uvniti atomi, molekul, nebo elementarnich bunek krystali,
které vyvolavaji mnohem vétsi pole nez jsou makroskopicka, muzeme zanedbat, kdyz
sttedujeme pies prostorové oblasti podstatné vétsi nez vzdalenost elementarnich jed-
notek materidlu. Sttedované Maxwellovy rovnice jsou

divE = (P) T+ Pext otf = 98
€o ot
3} (76)
1 -  OF 3}
ZrotB = 602 £ () + T divB = 0.
rotB = g + (1) + o v

—

E a B jsou stiedovan pole, () oznacuje stiedovani zdroji.
Celkovy naboj vazany na prostiedi, které je plné uzavieno uvniti oblasti V, je roven
nule

/<p> V=0 = (p)=—divP (77)
v
pricemz P = 0 vné materislu. Potom je totiz

/<p>dvz—/ divﬁdvz/ﬁ-ﬁdszo,
14 Vv S

kde S = 0V. Uvazujme dipélovy moment
/f<p>dvz—/ fdivﬁdvz—/f(ﬁ-ﬁ) dS+/ (ﬁ-ﬁ)fdvz/ Bdv. (78)
14 14 S 14 14

Uvazujme nyni uzavienou plochu S uvniti materidlu. Celkovy proud touto plo-
chou vazany na prostiedi je dan celkovou hodnotou ¢asové zmény prumeétu vektoru
polarizace P

d(p) o .. = op
7 -*dS:—/ —dV:/ L Pdvz/—-*ds
/s<‘7> " v ot voto sot "
. 9P
= (7) =rot M + —-, (79)
ot
pricemz M = 0 vné materialu.
/ rot M -7dS =0 protoze 0S = 0.
S
V statickém piipadé je oP /0t = 0. Uvazujme magneticky moment

1 1 ;
—/fx(j)dV:—/fxrothV: (80)
2 Jv 2 Jv

%/Sfx(ﬁxz\?) dS—%/V(Mxﬁ) xde:/VMdv.
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Definice vektoru polarizace Pa magnetizace M pomom momentu je dulezita pro jed-
noznacnost, jinak by vyhovovaly také P + rot f a M + grad f. Jako vedlejsi vysledek
dostaneme ze spojeni rovnic (77) a (79) diferencidlni (= mikroskopickou) rovnici kon-
tinuity

% +div(]) = 0. (81)

7.2 Makroskopické Maxwellovy rovnice

Zavedeme vektory indukce elektrického pole a intenzity magnetického pole jako

— — — — ]_ — —
D=eFE+P, A=—F-M. (82)
Ho
Pouzitim polarizace (77) a magnetizace (79) dostaneme makroskopické Maxwellovy

rovnice,

. . OB

divD = Pexct s rotE = —E,
3 (83)

rotH = E +j:ext; divB = 0.

Jak Maxwellovy rovnice ve vSeobecné formé, tyto rovnice jsou konsistentni s rovnici

kontinuity
8pext

ot

\Y homogenmm isotropnim linedrnim prostiedi bez disperse jsou vztahy mezi D a
E amezi H a B obzvlast jednoduché, pole jsou imérna,
1 =
B, (85)
Mo o

kde €, je dielektrickd konstanta a konstanta p, je magnetickd permeabilita materialu.
(,Linedrni prostiedi“ znamend, ze tyto veli¢iny jsou konstantni.)

+ div Jox, = 0. (84)

D= er€o H =

7.3 Energie a impuls elektromagnetického pole

Méjme spojité rozlozeni ndboje p. € oznacuje energii naboje obsazeného v objemu AV,
Ae zména energie pii pohybu v elektromagnetickém poli. p a 7 oznacuji ted’ externi
veliciny.

Ae=F A7 F=pEA ’X BA ——— =7 FE.
€ T, pE AV + 7' vV = AV ALY (86)
S vyuzitim vztahu

B (x )~ f-(¥xB)=V- (i xE) (57)
odvodime z Maxwellovych rovnic vyraz

g aé = 85 — — — —
H —+F - —=—-7.FE-V.-(ExH).
o T E o= V- (ExH) (88)



Na pravé strané vystupuje vykonand prace a divergence toku, vyraz na levé strané
muzeme tedy interpretovat jako ¢asovou zmeénu hustoty energie. Po zavedeni veli¢in
hustoty energie W a Poyntingova vektoru S

]_ — — — — — — —
W:§(E-D+B-H), S=ExH (89)
muzeme (88) psat jako
8 pd = ~ —
—/WdV+/j-EdV+/ §.ids =0, (90)
ot Jv v oV

S ma tedy vyznam hustoty toku energie. Obdobnou tivahu muzeme provést pro impuls.
Pti prechodu ke spojitému rozlozeni naboje je

Ap = FAt, F=pEAV+7xBAV = ——"C—pE+7xB. (91

Z Maxwellovych rovnic odvodime vyraz
Dx28 00§ B (VD) Bx (¥ x )11 (¥ B)~Dx (¥ x F)-eiook

Posledni dva c¢leny na pravé strané popisuji Lorentzovu silu, muzeme tedy Casovou
derivaci na levé strané interpretovat jako ¢asovou zménu hustoty impulsu

G=DxB=ecpeoulk x H=— 5, (93)

pokud prvni ¢tyii ¢leny na pravé strané lze psat jako divergence toku impulsu. Zavedli
jsme

= L, n® = e . (94)

€oto

c je rychlost siteni elektromagnetickych vin ve vakuu, tedy rychlost svétla, jak budeme
brzo vidét, a n je index lomu, jehoz vyznam bude také ziejmy v souvislosti s siteni
elektromagnetickych vin. Po upravé, kdy predpokldadame, ze permitivita a permeabilita
nezavisi na prostorovych souradnicich, muzeme psat

. (95)
[ (V- B) - B x (ﬁxﬁ)]zzga%j (H.B, ~ 3 6, 8 - B)
a zakon zachovani ma tvar
0 L o= 3
a/VGiolv+/V[pEiJr(]xB)i] dv+/avjz_jlnjnjdzzo. (96)
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Definovali jsme Maxwelluv tensor ndpéti T;; jako
]_ — — — —
TU:—(EiDj+HiBj)+§5ij(E-D+H-B). (97)

Takto definovany Maxwelluv tensor urcuje tok impulsu z uvazovaného objemu. Jeho

stopa je rovna hustoté energie
3

W -3 Ti=0. (98)

8 Integralni formy Maxwellovych rovnic, indukce

8.1 Integrované rovnice

Uvazujeme prostorovou oblast V' s okrajem 0V a plochu S s okrajem 0S. 77 oznacuje
normalni jednotkovy vektor na plochu dV, popt. S, t teény vektor na 9S. Integru-
jeme rovnici divE = -E% pres objem V', dostaneme podle Gaulovy véty Gaufiuv zdkon
elektrostatiky.

/ Foids = 9. (99)
ov

€0

Kdyz integrujeme rotaci elektrického pole ptes plochu S, miizeme uplatnovat Stokes-
ovu vétu (f je teény vektor okraje 9S):

7( E-deZ/rotE-ﬁdS:—g/g-ﬁdS. (100)
as 5 ot Js

Integral [ B-#dS definuje magneticky tok ®,, plochou S. Odvodili jsme tedy Faradayuv
indukcni zakon: Elektrické nédpéti v uzaviené draténé smycce se rovna minus casové
derivaci magnetického toku,

- = 8
?gSE-tds_—a@m. (101)

Analogicky dostaneme v statickém pripadé E=0

f é-fds:/roté-ﬁdS:uo/j-ﬁdS. (102)
oS S S

Integral na pravé strané predstavuje celkovy elektricky proud I, z toho vyplyva Ampereuv
zakon

B-tds=pol. (103)

0S
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8.2 Aplikace — vzajemna indukce a vlastni indukce

Uvazujeme dvé geometricky pevné smycky s proménnym proudem ve smycce 2. In-
dukované napéti ve smycce 1 vyvolané zménou pole buzeného smyckou 2 je

U, = ——/ B, -1, dSy, / By -1 dS; = % Ay-dly, Ay = M?{ —=. (104)
ot J) (1) (1) (2)

47 T12

Po dosazeni dostavame

dr, dly - A7,
Uy = Myy &2, 7( f 105
! 12 dt |IL'1 — I2| ( )
Pokud by tekl proménny proud smyckou 1, bylo by indukované napéti ve smycce 2
dr
U2 - Mgld—tl, M12 - MQl - M (106)

Ale také zména magnetického toku smyckou 1 vytvori indukované napéti v této smycce,
stejné plati pro smycku 2. Obecné tedy muzeme psat

dh dl, dl, dl,
U =-L +M— Uy=M——Ly—-. 107
Yt dt dt Tt (107)
Casové zména energie magnetického pole je rovna zdporné vzaté praci
dWw dl, dl, dl, dl;
—=-UhL-UlL=01 11—+ LI —-M|L—+1 1
dt Ul = Ul = I digp Lo Lo (1dt+2dt> (108)
takze pro energii magnetického pole je
1 1
W:§L1]12+§L2122—M11[2, Ly Ly > M>. (109)
Energii magnetického pole mame ovSsem také vyjadienou jako
1 S 1 S
W= [ B-fdav =[5 Aav. 110
2Jv 2 V] (110)

Pti odvozeni obou vyrazu v této rovnici je postupné vyuzito vztahu
B =rot A, ﬁ-rotg—g-rotﬁ:div(gxﬁ), rot H =7 (111)

Vztahu pro energii vyuzijeme pro vypoéet vlastni indukcénosti

L= / B4V 112
e (112)
Uvazujme dvé solenoidalni civky, kazdou o N zavitech, tésné na sobé. Prufez civek

je S a jejich délka £. Pole prvni a druhé civky jsou tedy pfiblizné (Ampereuv zdkon)

HONll LLONIQ

B, ~ By ~ 113
1 / ) 2 / ( )
a pro indukcénosti mame
N2

leLZNMN“f’éS (114)

Pro energii magnetického pole pak
N2S
W= “0% (I, + ). (115)
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9 Casové proménni elektromagneticks pole

9.1 Dynamické potencialy, kalibrace

Pfedpokladame dynamické potencidly ®(#,t) a A(#,t) a B = rotA. Pak vyplyvé z

Maxwellovy rovnice rotF = —B , 7e 1 casova derivace vektorového potencidlu piispiva
k elektrickému poli

< o dA

B =rotA, E = —grad¢ — o (116)

Dosazeni do dalsich Maxwellovych rovnic vede k

Ao+ Ldiviz L

” N 117
AA 0’4 d (div A + eopn 22 7 o
- — —gra i — | = —uoJ-
€o Mo 92 g v €o Mo It HoJ
S vyuzitim kalibra¢ni transformace
A — A+ grad, o — ~ 5 (118)
muzeme mit Lorenzovu kalibraci (Ludwig Valentin Lorenz # Hendrik Antoon Lorentz)
- 0
divA + 60#0—¢ =0 (119)
ot
a dostavame tak pro potencidly nehomogenni rovnice
np— L& _ _»p pf_LPA_ (120)
2ot ¢ 2o M

Oznadcili jsme rychlost svétla ve vakuu ¢
1
\/Gouo.

Rovnice (120) jsou Maxwellovy rovnice pro potencidly, spolu s kalibraci (119) jsou
ekvivalentni (5).

CcC =

9.2 Rovinna a kulova vlna

V ptipadé volného elektromagnetického pole popisuji homogenni rovnice odpovidajici
(120) sifeni vin. Vlnova rovnice v jednorozmérném piipadé popisuje rovinnou vinu (ve
sméru )

0*(x, 1 0% (x,
P 420

Obecné teSeni je

w(x,t):f<t—%>+g<t—%>. (122)
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Vezmeme jako priklad GauBovu funkei f = exp[—(t — £)?]. Maximum se nachézi pri
t — % =0, pohybuje se tedy s rychlosti ¢ ve sméru rostouciho .

Dalsim jednorozmérném piikladem je sféricky symetrickd vinova rovnice v troj-
rozmérném pripadeé,

1P(ry(r,t)  10%0(rt) _

_ =0 123
r or? 2 ot? (123)
s obecnym fesenim
1 r 1 r
¢(r,t):—f<t——>+—g<t+—>. (124)
r c r c

Na toto feseni se muzeme divat jako na rozbihavou nebo sbihavou kulovou vinu. Tvar
reseni také ukazuje, ze rychlost Siteni je c.

V (linedrnim) materidlovém prostiedi se nahrazuje ey — €69 a g — pif1o- Pak
dostaneme z rovnice (120) rychlost Siteni ¢/n, kdyz zavedeme index lomu

= \/€rlhy.

9.3 Obecné reSeni nehomogenni rovnice pro potencialy.

Pro obecné teseni rovnice (120) jesté chybi partikuldrni feseni nehomogenné rovnice.
Zavedeme Fourierovu transformaci ¢asové zavislosti potencidlu a hustoty nédboje

1 foo ~ .
oE ) = 5= [ dwil@w)e ™, (125)

1 foo .
p(Et) = 5 [ dwp(@w)e ™ (126)

a dosadime do rovnice (120),

o0 2\ . 1 o .
/ dw <A + w_2> (T, w)e ™ = —— dw p(T, w) e ™" (127)
—00 C €g J—o0
Exponencidlni funkce s ruznymi w jsou nezavislé, proto plati
2 ~f =
(A + w—2> 37, w) = ~2E). (128)
C €o

Hleddme Greenovu funkci diferencidlniho operatoru na levé strané, definovanou vzta-
hem

(A+E)G@, 2 k) =87 - 1'). (129)
Reseni této rovnice zavisi jen na absolutni hodnotu r = |7 — Z':

e:l:ik:r

2.z k) = k) = ) 1
G, 7', k) = Glr k) = (130)
Dikaz:
1)
+ikr 1 62 eiikr
Ay = [ - 131
(A + k%) . (rar2r—|—k> . 0 (131)



plati pro r # 0.
2) Néasobime levou stranu testovaci funkei f(Z) a integrujeme ptes cely prostor. Diky
(131) staci integral ptes infinitesimélni kouli o poloméru € kolem pocatku,

e:l:ik:r e:l:ikr
/ &z f(7) (A + K) — = / &z f(7) (A + K2 . (132)
r r<e r
Rozvijeme exponencidlni funkci a vyuzijeme A 1/r = —47§3(|7 — ')
3, p(n o (L Lo 3. (a2 Lol
d°z f(Z) (A + k%) (—izk——k ri...) = d’z f(Z) <A——i—k —i...)
r<e T 2 r<e r r
= —47 f(0) + O(€%). (133)
V limité € — 0 tak ziskdme
Aiy ST s 134
(A + )m—— (|2 = 2). (134)
Resenfm rovnice (128) je tedy
1 i ||

b(Z,w) = (135)

4d7eq

/dgx' pT,w) ————7
|7 — &
Zpétni Fourierova transformace pro zaporné znaménko vede k

1 o (' w) —iw(t-12=2 1 R
o(7,t) = /d3x'/ dw |p£x ’w,)| e (t ¢ ) = /d?’x'p(xi’tr,]), (136)
—00 X

872eq — 7 41eg |Z — &

kde retardovany cas byl definovan jako

— -/
r—1x
tret =1 — g (137)
c
Potencial casové zavislého rozlozeni naboje vypapda formélné jako staticky potencial,
s rozdilem, 7e ¢asovy argument z4visi na vzdalenost |# — 7|, t. j. potencial a elektrické
pole se siti konecnou rychlosti. Takto ziskany potencial se nazyva retardovany potencial,

analogicky to plati pro vektorovy potencidl.

1 p(@' t — =T
(1) = /d3 / c ) 138
Prea(T, 1) dTeg v |7 — 2| (138)
= =1 |f*f,|
e N Ho 3 ,](ZL’ 7t_ )
A (Tt :—/d c ) 1
() = | B T (139)
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9.4 Pole ¢casové proménného dipdélu

Uvazujme bodové naboje, soustiedené viechny kolem pocatku souradnic. Pak muzeme
pro vektorovy potencial psat

Tanmto [3(FeYav= s en (-0
(7%) drr I\ c g drr ;ea Yo c (140)
neboli pomoci dipélového momentu
2o Mo -, r o o
A%, t) ~ — (t——), t) = o Ta(t). 141
@0~ LG (0=0) ) = Y el (141)

Skalarni potencidl spoc¢teme integraci vztahu (Lorenzova kalibrace)

% = —2divA. (142)

Jednoduchymi dpravami dostaneme

divA = -1 7. {;<t—5> +55<t—5>},
473 c c ¢

(143)

(145)
Dostatecné daleko od dipélu mame
oo 1 157, r . o o 1 (_, r)
E(Z,t) = -D(Z,t——) X B(z,t) = -—-D (Z,t — - 146
(7, Aregc? r <x’ c> " (7,1) drer s » (146)
kde jsme oznacili
5<f,t—5> :"*(t—f) « 7, =2 (147)
c c r
Pro hustotu energie a Poyntinguv vektor je
1 1 1 1 O [ 1 1
W=c-|eE+—B)=——— D> S=—FExB=———D%
2 (60 Lo 16m2cteq r? Lo 1672c3¢eq r?
(148)
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Je prirozené

S
i = o (149)
Priklad: Vezméme rozlozeni proudu ve tvaru
N . Tz -
7(7,1) = 15(2) 8(y) sin (f) cos(wt) &,  0<z<L. (150)
Podle (140) a (141) spoc¢teme snadno
2L1
7 (1) = == sin(wt) &, 151
7(t) = 22 sinfu) (151)
a podle (147)
. 2L1
D <f,t - C) = 22 Gin sinw (t - C) €. (152)
c T c
Priklad: Rotujici ndboj v roviné (x,y) v dipdlové aproximaci:
P = qro(coswt, sinwt, 0), (153)
. qr2u’
D = 22" (zsinwt, —zcoswt, y cos wt — xsinwt). (154)
r

Casové stiedovany Poyntingiv vektor popisuje vykon zafeni do elementu prostorového
uhlu,

2,2, 4
5 ¢'row 24 (@,,2)
S) = ————— cos" v ——. 155
(5) 1672c3er? r (155)
Celkova vyzatovand energie za sekundu je pak
@it

pP= /<§> 7dS = (156)

Aregcd  Amepcd’

kde a oznacuje zrychleni row? na kruhové draze. T4to ztrata energie by vedla k rychlému
kolapsu atomu v klasické elektrodynamice.

9.5 Liénardtav - Wiechertiiv potencial
At’ se nabita ¢astice pohybuje po zadané trajektorii ¥ = Zy(t). Hustota naboje je pak
p(F,1) = €3 (& — G (1)), (157)

Vzorec pro skalarni potencidl piepiseme jako

1 —/ tl —»_—»I
o(Z,t) = G )6(t’—t+w>dt’d3 =
&

=/

dreg ) | — T

1 e 17— 7|
= — St —t+——)df 1
4meg / R(t") ( T ) ’ (158)
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kde jsme oznadili R(t') = & — Zo('), R(t') = |R(#)|. S pomoci vztahu

' ot —t, t,
) t,—t+R( ) = (" .-») ) tr:t_R( )7 (159)
c 1— R(t;g(:(;tr) c

napiSeme vyraz pro skalarni potencial jako

_ . (160)

—

— 6/"L0 r
Az 1) =20 ' .
(&1 =" R(t,) — )

(161)

Vezméme ted’ jednoduchy piipad pohybu s konstantni rychlosti podél osy z. Pod-
minku pro nalezeni ¢asového zpozdéni prepiSeme na

At —t1,)2 = (v —vt,)> + 9> + 22, (162)

(1—Z—z>tr:t—%—%[(:r—vt)2+<1—2—22>(y2+z2)]%. (163)

Jmenovatel vyrazu (160) a (161) pro potencidly muzeme psat jako

c(t—tr)—wzclt—%—(1—2—2)@1. (164)

Cc

odkud

Po malé upravé pak dostavame

o(Z,t) = —— — (165)

- 1
AT, 1) = (A(7,1),0,0), Ay =0~ ° (166)

pro vektorovy potencial, kde jsme oznacili

)2
= [@ =00
12

c2

+ 1y’ + 22] : (167)
Vektor intenzity elektrického pole je
e 1

L 1
E(7,t) = HGOT%E(«T—W,%Z) (168)

24



a vektor indukce magnetického pole je

— el 1 v

B(%,t) 0, —z,y). (169)

1 _ o r*3
02

Pro vektor hustoty impulsu pole G= GOE x B dostavame

- ey 1w
Gy = St 1
(7 1) 1672 1 — Z—j r*6

(y2 + 22, —y(z — vt), —z(x — vt)) (170)

a pro hustotu energie W = (eE? + B?/ 1) /2 vyraz

2 1 (@—v)?+ (1+%) @2 +22)

- 2 v *6
32m%€n 1 — o T

W (1) (171)

10 Zaklady teorie relativity

10.1 Principy

Princip relativity: vSechny ptirodni zakony jsou stejné ve vSech inercidlnich sourad-
nych soustavach. Inercidlni soustavy jsou takové, kde se pohyb déjé s konstantni rychlosti.

Interakce c¢astic se v obycejné mechanice popisuje pomoci interakéni potencidlni en-
ergie, kterd je funkci polohy interagujicich ¢astic. Tento zpusob popisu v sobé obsahuje
predpoklad o okamzitém pusobeni.

Princip koneéné rychlosti sifeni signalu: Rychlost Siteni interakce je konec¢nd.
Z principu relativity je tato rychlost ve vSech inercidlnich soustavach stejna. Z Maxwell-
ovych rovnic je vidét, ze jde o rychlost svétla ve vakuu

c=299792458 ms™". (172)

Toto je exaktni hodnota, urcujici tak délkovou jednotku jednotkou casu.
Sjednoceni principu relativity s principem koneéné rychlosti §iteni signalu je nazy-
vano Einsteinovym principem relativity.

10.2 Interval, vlastni cas.

Uvazujme dvé udalosti: emisi a absorpci fotonu. V soustavé K je

(o —21)* + (o —y1)* + (2 — 21)? = Pty — 11)* = 0, (173)
v soustavé K’ pak

(2 — 21)* + (yo — 91)° + (2 — 21)7 = (ty, — £)* = 0. (174)

Zavedeme obecné kvadrat intervalu mezi dvéma udélostmi (dvéma body ¢tyfrozmer-
ného prostorocasu) jako

Sty = (ta—11)* — (2 —11)* — (Y2 — 1)° — (22 — 21)%, (175)
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popftipadé pro infinitesimalné blizké udalosti

ds® = c?dt? — dz? — dy? — dz% (176)

Je-1i interval roven nule v néjaké inercidlni soutradné soustavé K, je roven nule i v
libovolné jiné soustavé K’'. Potom tedy musi byt

ds? = k(v) ds'”. (177)

Vzhledem k homogenité prostoru a casu nemuze faktor imeérnosti zaviset na soutad-
nicich, vzhledem k isotropii prostoru muze pak tento faktor zaviset pouze na velikosti
relativni rychlosti uvazovanych inercidlnich soustav. Uvazujeme-li tti soustavy K, K;
a K, dostavame

) = k(?hz)a
(178)

a protoze leva strana posledni rovnice nezavisi na thlu mezi vektory rychlosti ¢ a ¥,
zatimco prava strana muze, musi byt

ds* = k(v;) ds?, ds? = k(vy) ds3, ds = k(vig)ds; =

k(v) = 1. (179)

Kvadrét intervalu mezi dvéma uddlostmi (175) nebo mezi dvéma infinitesimdlné bliz-
kymi uddlostmi (176) je stejny ve vSech inercidlnich soustavach.

V predeslych uvahach se pripojuje ¢as prirozenym zpusobem k prostoru, proto je
vyhodné definovat ¢tyfrozmérny prostorocas ¢i Minkowskiho prostor, v némz se
pocita kvadrat prostorového intervalu zaporné a kvadrat casového intervalu kladné
(nebo opacné). Oznameni uddlost ma vyznam bodu v étyfrozmérném prostorucase.

Oznacme si v soustave K

t1e = ta—11, Gy = (=21’ +(2—1)"+(22—21)> = 51, =P}, —(3,. (180)

Zkoumejme, existuje-li takova soustava K', kde by se obé udélosti odehraly v jednom
bodé prostoru, tedy ze plati £1; = 0. Mame tak podminku s2, = 2, — 2, = t">, > 0,;
takovy interval se nazyva c¢asupodobny. Naopak pozadavek na to, aby existovala
soustava, ve které obé uddlosti nastanou soucasné (#;, = 0), vede k podmince s%, =
At2, — (2, = —'?, < 0,; interval se pak nazyva prostorupodobny. V soustavé, ktera,
se pohybuje s danym hmotnym bodem (¢}, = 0), muzeme tedy definovat vlastni ¢as
jako
2

t t’—l/s2ds—/t2 Y %dt (181)
2 l_c S1 - t1 CZ '

V pripadé konstantni rychlosti v dostaneme jednoduchy vztah mezi parametrem s
trajektorie télesa a ¢asovou soutadnici t,

2 2
So—s1=cy|1— U—Q (t2 — t1), popf. infinitesimdlné ds = c¢4/1 — U—Q dt. (182)
c c
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10.3 Lorentzova transformace

Soustava K se pohybuje vuéi inercidalni soustavé K’ rychlosti v podél osy . Z ele-
mentdarnich dvah je ziejmé, 7e étverec intervalu s? = ¢?t? — 2% se nezméni pii transfor-
maci

ct = x' sinh ) + ct' cosh 1), x = 7' cosh ¢ + ct' sinh 1), (183)
podobné jako se nezméni ¢tverec vzdalenosti I2 = 22 + y? pii transformaci

x =" cosp+y sinp, y = —x'sinp + 1y cos p. (184)

Pro pocétek soustavy K’ (bod 2’ = 0) mame v soustavé K 7z definice x/t = v, jednak
z (183) x/t = ctanh), mdme tedy tanht¢ = v/c a vztah (183) muzeme zapsat jako
Lorentzovu transformaci

ct' + 2o 4ot
= —=L— =", y=y, z=17. (185)

) )
/1 _ 2 _ v
c2 c?

Vzdy jsou uvadény dva klasické piiklady na pouziti vztahu (185).

(a) V soustavé K je podél osy z v klidu méfitko, jehoz dvé rysky maji v této soustave
soutadnice 1, z3. Vzdalenost (klidovd) rysek je tedy Azg = x5 — 1. Vzdalenost v
soustavé K’ (soutadnice jsou uréovény ve stejném case t| = t}) je Ax = af, — 2} =

Amgy/1 — % Mluvime o kontrakei délky.

(b) V soustavé K’ se v casech ] a t}, odehraji dvé uddlosti v jediném misté =} = z,
Yy = b, 2 = 2, (interval mezi uddlostmi je tedy Aty = ¢}, —t}). V soustavé K je inter-

val mezi témito udalostmi At = to—¢; = Aty /\/1 - Z—; Mluvime pak o dilataci ¢asu.

Vztah (185) muzeme zapsat i v diferencidlnim tvaru

dt’ + 2 da’ dz’ dt’
cdt = cdi + . ar dr = i, dy =dy', dz=d7". (186)

G ’ G
/1 — 22 1— 22
c? c?

Pro transformaci slozek vektoru rychlosti (i = d#/dt, @' = d#'/d#') dostaneme 7

(186) vztah
w) +v w145 w1 -5
=— Wy = e, W= e (187)
1+ 2 1+ 2 1+ %
Sledujeme-li §iteni svételného paprsku v roviné (w, = ccos?, w, = csind, w, = 0 resp.
w), = ccos?, w, = csin?d', w, = 0), dostaneme vztah (aberace svétla)

Wy =

2

< _ sind'. (188)

sing = —~Y—¢%
n 1+%cos19

Pro v/c < 1 polozime ¥ = ¢ — Ad a porovnanim nejnizsiho ¢lenu Taylorova rozvoje
dostaneme obvykle uvadeny vztah

AY = % sin o', (189)
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10.4 Ctyivektory, étyftenzory

Nejprve definujeme podstatné tenzory. Metricky tenzor v Minkowskiho prostoru a jed-
notkovy tenzor jsou

1 0 0 0 1000

|0 -1 0 0 s 0100

=9 =10 0 -1 0 | “=10010 (190)
00 0 -1 000 1

gir Se nazyva kovariantni metrika, inversni metrika ¢’* se nazyva kontravariantni. Déle
definujeme kontravariantni a kovariantni uplné antisymetricky tenzor 4. radu je defi-
novan pomoci vztahu

eFm (0123 — 1), €ikim (€0123 = —1). (191)
Ctyfvektor souradnic udalosti (kontravariantni a kovariantni) zapisujeme jako
vt = (2%, 2", 2% 2®) = (ct, I), x; = (%9, 21, 9, x3) = (ct, —T). (192)
Metrika ndm ud4va invariantni prostoroc¢asovou ,,délku“ vektoru z*
s =gprtat = g*a;xp = 2t x; = A — (27 4+ 97 + 2. (193)

Pritom plati

T = Gik xk, S gik Tk (194)

(zvednuti a spusténi indexi = transformace mezi kontravariantnimi a kovariantnimi
indexy).

V étyfrozmérném zépisu muzeme Lorentzovu transformaci (ve sméru z) (185) psat
ve tvaru

o= N2 (195)
s Lorentzovou matici
v oy 00
i @y v 00
Me=1%9 0 10| (196)
0O 0 01
kde v je bézné zkraceni
1
V= = (197)
T2

10.5 Ctyfrychlost a étyfzrychleni

Definujeme ¢tyivektor rychlosti prirozenym zpusobem jako derivaci ¢tyivektoru uddlosti,
ze kterych se skladd svétocdra (Ctyfrozmérnd trajektorie) télesa, podle parametru s
(= ¢ krat vlastni cas)

w= u:(\/_%,c\/_%), u'u; = 1. (198)




u’ je tedy teénym vektorem svétocary. Obdobné étyivektor zrychleni

;o dut A%t

a_ds_ds2’

u'a; = 0. (199)

Podivejme se na relativisticky popis pohybu s konstantnim zrychlenim. V souradné
soustavé, kde rychlost ¢dstice je momentdlné nulové (v = 0), mame

i = (1,0,0,0), at, = (0 a4 0,0), (200)

) o
02

kde a je obycejné zrychleni. V souradné soustavé pohybujici se rychlosti v ve sméru x
je rychlost a zrychleni

ul = ! " 0,0 O o 0,0]. (201)
Vimsefi-n ) (-5) e(-5)

Po malé tpravé (z rovnosti a’ a; = a’ ag;) dostavame

d v
u (7_ _) . (202)

S pocatecnimi podminkami vy = 0, zo = 0 dostavame Feseni pro konstantni zrychleni
a
at c? at\ ?
V= ——, xz;( 1+<?> —1). (203)
1+ (%)

10.6 Relativisticky impuls

Jak v klasické mechanice, tak existuje i ve specidlni teorii relativity princip nejmensiho
ucinku. Jako invariantni a jednoduchy ucinek bodové ¢astice se nabizi integrdl vlastniho
casu podél svétocary. Abychom v nerelativistické limité dostali pro ti¢inek znamy nerel-
ativisticky vyraz, musime konstantu imérnost zvolit rovhu —mec, tedy

b t 02
S = —mc/ ds = —mc2/ 1 — —dt. (204)
a ta C

Lagrangeova funkce a impuls jsou

L=-mc1l—-— P= s = ———. (205)

2
L~ —me (1 - ”—> =T e (206)



tedy nerelativistickou Lagrangovu funkei volné ¢dstice minus konstantu mc?, ktera je
bez vyznamu pro pohybové rovnice klasické mechaniky.
Hamiltonova funkce je pak

H:ﬁ-ﬁ—L:%:\/pQCQ—i-ch‘*; (207)

c2
v pripadé v < ¢ dostaneme
5  muv?
H ~ mc” + 5 (208)

t.j. klidova energie hmoty + nerelativistickd kinetickd energie.
Z hamiltonidnu a impulsu skladame étyrimpuls

P = (—,ﬁ) = mcu’, p'p; = m?c? (209)
c

a zavedeme ctyrvektor sily

fi:d_pi:( v
ds cﬂ/l—’é—?q/l—ﬁ

c2

) . f'm=0. (210)

11 Naboj v elektromagnetickém poli

11.1 Pohybové rovnice

Ucinek nabité ¢dstice v elektromagnetickém poli je dan vzorcem
b b .
S = —mc/ ds — e/ A; dz, (211)

kde jsme zavedli ¢tyirpotencial

Al = (2,4). (212)

Lagrangeova funkce a zobecnény impuls jsou

2 Y 7 B B,
L:—ch,/1—Z—2+eA-z7—e¢, P:%:%HA:ZHHA, (213)
CZ

hamiltonova funkce je

H:ﬁ-ﬁ'—L:L+e¢:\/m2c4+02(]3—eA)2+e¢. (214)

7 vektorové analyzy budeme potirebovat identitu

G(a-8) = (a-9)5+ (5-9)a+bx (Txd)rax (TxD). (215
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Je pak

—

6Lze§(ﬁ)-6)—e&qﬁze(ﬁ-ﬁ)/f—i—eﬁx (ﬁxg)—eVd),

d,. —« dp 04 ooy -
T (p+eA) = E+e§+e(v-V)A.
Lagrangeova rovnice je tedy
dp L, o
pri e (E + 7 X B) ,
kde jsme oznacili
E=-V¢—- — =VxA
¢ at Y X
Ve ¢tyirozmérné notaci je
b b .
0S =—mec | 6ds—ed [ A;dx’.

Variace elementu délky je

i Sk
dds = 6/ gipdzidzk = M = ug 0dz®,
s

variace vektorového potencialu

0A4;

= Ok Sx*.

dA;

Pouzitim toho a integraci per partes dostaneme

0A; - ;. & 0A;
Ok oxtdz® — 68xk

b , , .
5SS = / (mc ox'du; + e ot d:r;Z) — (meu; + eA;) ozt

Z toho vyplyvaji pohybové rovnice

du;
me &2 = e Fyu”
ds
s definici tenzoru Fj
0A, 0A;
Fy = A )
R oxi Ok

Prostorové slozky pohybovych rovnic popisuji Lorentzovu silu (217).
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11.2 Tenzor elektromagnetického pole

V minulém podkapitoli jsme zavedli tenzor elektromagnetického pole

0 E E  E 0 —& _EB _E
F’ik — , FZk — (225)
%o B, 0 -B, ™ B. 0 -B,
- B, B, 0 L -B, B, 0

Pii Lorentzové transformaci se tenzor elektromagnetického pole transformuje podle
vztahu . .

Fik = A\ AR prmn (226)
Pii Lorentzové transformaci ve sméru = s matici A% (196) dostaneme nasledujici trans-
formacni vztah tenzoru elektromagnetického pole

0 Fot ~ (Fm 4 F’12> 5 (F’03 + 2 F’13>
. 1o 0 ~y (F/12 + % F/OQ) 5 (F/13 + % F’03)
F* = 5 (F/20 4o F’Ql) 5 (F’21 42 Fl2[)) 0 2
’y (F/30 + ; F’31> v (F’31 + z Fl3[]) F132 0
c C (227)

Ptevedeno do vektoru intenzity a indukce plati

E,=FE, E,= ’y(EZ’/ +vB)), E,=~(FE,— UBZ,/),

! / v ! ! v ! (228)
B, =B, By:7<By—gEz>, BZ:7<Bz+gEy>.
V nerelativistickém ptiblizeni (v/c — 0) prechazi (228) na
E=FE —#x B, B=PH. (229)

Invarianty pole muzeme zkonstruovat z tenzoru pole. Ponévadz je antisymetricky,
zuzeni nedava nic a mame az kvadratické vyrazy

. . 1. .
g™ g" Fyp, Frp = Fy, F* = inv, 56”“”" Fiy Frpp = Fyy *F™* = inv. (230)

Duadlni tenzor vyjadreny pomoci intenzity elektrického pole a indukce magnetického

pole ma tvar
0 -B, -B, —-B,

E, FE
B, o = H
c c
*Fy, = E E (231)
B, _= 0 i
c c
E E,
B, - -4 = 0
c c



Invarianty maji pak vyjadieni

72
Fy F* = =2 (E—2 — 32) , Fy, xF™™ =4

; (232)

12 Synchrotronové zareni

12.1 Liénardiav-Wiecherttiv potencial

Pocitame potencial pole, vytvareného jednim nabojem, ktery se pohybuje po trajektorii
T =Zy(t), v case t v bodé P(z,y, z). Potenciél je dan stavem pohybu ¢dstice v case ¢/,
pro ktery plati (doba potiebnd pro Sifeni svételného signalu)

c(t — ) = R(t') = |7 — T (). (233)

V souradné soustavé, ve které je Castice v case t' v klidu, mame pravé Coulombuv

zakon
e 1 -

= ramEy | A@n=o (234)

Podminku (233) zapiSeme ve ¢tyirozmérném (kovariantnim) tvaru jako podminku toho,
ze interval mezi udalostmi ,emise fotonu“ (ct’, Zy(t')) a ,absorpce fotonu® (ct, ¥) lezi
na svételném kuzelu, tedy pro rozdil étyivektori uddlosti R¥ = (c(t —t'), % — T (t'))

plati

O(7, 1)

RFR, = 0. (235)

Pomoci tohoto nulového ¢tyivektoru a jednotkového ctyivektoru rychlosti ¢astice

. ]_ 77 d-‘ t, .
ut = _ v ‘ : 7= ?7(t,) _ xO( ), ut u; = 1 (236)

se pokusime zapsat ¢tyfvektor potencidlu pole tak, aby pro ¢ = 0 (tj. pro ctyivektor
u' = (1,0)) ptesel do tvaru (234). Z moznych kombinaci snadno nalezeme vysledek

e u'

A= (E’A> - dmegc uy, RF (237)

Pokud nevypisujeme explicitné argumenty, musime mit na paméti, ze levé strany vz-
tahu jsou uvazovany v case t, pravé strany v case t'. V trojrozmérném znaceni pak ma
(237) tvar

e 1 el 0]
¢ = ___ Ao Y 238
I 7 (1 ) R (1 F) )
Vysledek (238) je prirozené stejny jako (160) a (161). Pii vypoctu poli
E=-V¢-"  B=Vxi (239)
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budeme potiebovat nasledujici triky pro vypocet parcidlnich derivaci: Derivovanim

vztahu (233) podle ¢ dostdvame
OR 0RO  R-vot or\ ot 1
gr_onor U _ (1) =D o _ 240
ot o ot R ot % a»jﬁtl_% (240)
Obdobné derivovdnim vztahu (233) podle & dostdvame
R (241)

. = R -, R =
T ¢R

Vyraz pro potencidly ve (239) pak budeme chapat jako funkce f(Z,t'), a budeme
pocitat parcidlni derivace podle 7 pii konstantnim t' a podle ' pii konstantnim 7.

Porovnavanim diferencialu
S of > f > of = of ot'
df =Vf-df+ =dt=Vf-df+=dt' = [V — V' | -dZ+ == —dt (242
f=Vi-dits, fodTt o ( URSY T puar 4t (242)
prepiseme (239) jako
S5 = 0p(Z, 1) =, OA(Z 1)t
E=-V¢(zt)— Lg,’ ) Vit — 7;;,’ )E’
) (243)
- o o > OA (%t
B=VxA@1)+ Vt x %.
Pro intenzitu elektrického pole dostavame pak
} 1-2)(A-2) dax((7-2)xwd
E = € ( C)(_‘_‘ 3C>+ ( C_‘_‘g ) , (244)
Ameo | g2 (1 - 1) R (1-£2)
zatimco pro indukci magnetického pole pole
1—-2)(Fx7 ix ((7—2) <@
% ( CZ)(_‘_‘ 3)+T_i>< (( C_‘)_‘ . ) . (245)
”) cR (1 — %)

— 1 —
B=-nx FE=
c 47 RQ(l—”—

Oznaéili jsme jednotkovy vektor i = R/R a zrychleni & = d#/d#. Limitn{ pipady pro
(246)

v/ec— 0 jsou
F~—r B =~
4dregR?’ 47 R?

12.2 Intenzita zareni
Poyntinguv vektor (energie, prochazejici jednotkovou plochou za jednotku casu, di-
(247)

menze [Jm~2s7!]) je
— ]_ — —
S=—F x B=¢cE’i
Ho
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a intenzitu zafeni (tj. energie, vyzafovanou za sekundu do elementu prostorového 1hlu,
[Watt]) spocteme tedy jako

dI = lim S -7 R?dQ. (248)
R— o0
Po dosazeni z (247) a (244)
2 |2 ) (7 - @) e (1- %) (- w)?
- 16 B 3 L \b + N4 - L N6 dQ. (249)
et e(=) (=) (=)

Pro v/c — 0 dostavdme s oznac¢enim 7i-w = w cos £ pro celkovou vyzafFovanou intenzitu

2?2 - 02 12
T= s [Ty [ agsing(1 - cos?€) = . 250
16m2¢pc? Jo 1 0 §sin (1 —cos™§) 6meged (250)
V klidové soustavé céstice je tedy (s oznacenim [ = dE/dt)
e?w? - G S - du W
dE = dt, dp'=0 b= = (1,0 b= =10,—=%). 251
e . I o (O P C

Relativisticky invariantni vyraz (tj. diferenciél ¢tyfvektoru impulzu) vytvoteny z ¢tyi-
vektort rychlosti a zrychleni, ktery v klidové soustavé piejde na vyrazy ze vztahu (251),
je pak

; < ﬁ> iy e? dufduy | e?  duf duy,
= — = — — —ar = — _
p P) p 6megc ds ds 6megc ds ds

u' ds. (252)
V laboratorni soustavé tedy mame pro celkovou vyzarovanou intenzitu vyraz

2 - 7)?
e2 w'—(w X =
(&

- 6meged (1 _ u2)3

(253)

2

Zde jsme potiebovali vyjadieni ¢tyivektoru rychlosti i zrychleni v laboratorni soustaveé.
Abychom nemuseli pii vypoctu ¢tyivektoru zrychleni uzit obecné Lorentzovy transfor-

+ ; . s ’ ’ i 2 5 2
mace, vypocteme w" derivovidnim zndmého tvaru v’ = (1/\/1 — 3,0 (c\/l — ’c’—2>>,

potom

—

i REN: w N U (U - W)
3 v2\2 2 (1 - 2 4 022
c(i-%) 2l-%) ¢d(1-%)

V homogennim magnetickém poli se nabitd céstice pohybuje rychlosti v po kruznici
poloméru R, jeji zrychleni w = v?/R je kolmé k rychlosti. Dosazenim do vztahu (253)

e? vt e’e <£>4% e’e ( T )4. (255)

I — = -
6meoc? p2 (1 _ v_;)Z 6megR2 \me 6megR2 \ mc?

(254)

V poslednim vyrazu ve (255) jsme pouzili aproximace vysokych energii, kde pro kinet-
ickou energii plati T = /p2c? + m2c* — mc?® ~ pe. Z tohoto vyrazu je také ziejmé, ze
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synchrotronové zétreni je omezujicim faktorem pti urychlovéani lehkych ¢astic (elektronu
a positront). Pro normovaci hodnotu Ry &~ 0,5 km muzeme psait
I ~ (Ry/R)?*(T/mc?)*eVs !

Jsou-li rychlost a zrychleni v uréitém okamziku rovnobézné, dostavame (7i - ¥ =
v cos ¥, rychlost podél osy z) pro tihlové rozlozeni zéteni vyraz

2,2 .2
ar= -~ __ 7 LAY (256)
16m*€oc (1 — 2 cos 19)

Pro hodnoty v/¢ — 1 md thlové rozlozeni velmi 1izké, ale ,dvouhrbé“ maximum kolem
Y = 0. Jsou-li rychlost a zrychleni v urcitém okamziku navzajem kolmé, dostavame
(i - ¥ =wcosd, il - W = wcos psind, rychlost podél osy z a zrychleni podél osy z) pro
uhlové rozlozeni

22 1 (1 — Z—j) sin? 9 cos? ¢
= — d€.
167%€oc? (1 — Lcos 19)4 (1 — Lcos 19)6 (257)

df

13 Maxwellovy rovnice v ¢étyrrozmérné formulaci

13.1 Ctyfrozmérny vektor proudu, rovnice kontinuity
Definujeme ¢tyivektor proudu (pro édstici: ndboj krat ¢tyirychlost)

dz?
dt

it = p—r = (cp, pi) = (cp, ]). (258)

Ndboj, ktery ubude v néjakém objemu, muzeme zapsat dvojim zpusobem
0 / dv f 7. 7dS (259)
- = -ndS.
ot ) P J
S pomoci GauBovy véty pak z (259) plyne

- Op B
/(V-]%—E) dv =0, (260)

tedy (objem je libovolny) rovnice kontinuity

-, Op 0f
v.re P9 261
Tt 9 = oui (261)

13.2 Homogenni Maxwellovy rovnice

7 vyjadieni tensoru elektromagnetického pole pomoci potencidlu snadno odvodime
platnost vztahu

OF; OF, 0Fy;
ko Ok 0N

- = 0. 262
ox! oxt oxk 0 (262)
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Na levé strané je uplné antisymetricky tensor tietiho fadu, predstavuje pouze Ctyii
ruzné rovnice. Zietelnéji je to vidét, uzijeme-li zapis dudlniho (pseudo)vektoru

1 oimOFm  OXF*
26 ok oxk

0. (263)

Nulta komponenta dava tvrzeni o neziidlovém charakteru magnetického pole, dalsi tii
komponenty Faradaytuv indukéni zakon

0B

5. 5= 5 o8 %64
v 0, V x 5 (264)

13.3 Nehomogenni Maxwellovy rovnice

Ctyfrozmérny zapis nehomogennich Maxwellovych rovnic, obsahujicich hustotu naboje
a proudu, je

OF*
oxk

Nultd komponenta je rovnice pro divergenci intenzity elektrického pole (Gauflova véta
elektrostatiky), zbyvajici t¥i pro rotaci magnetického pole (Ampereuv zikon)

= —poj". (265)

V.- E=— VXB=—— s 266
o B T Mo (266)
13.4 Tensor energie-impulsu
Z hustoty energie
1 s 1 =
W=z <60E2 + —B2> : (267)
2 Ho
z Poyntingova vektoru
— 1 — —
S=—FEXB (268)
Ho
a z Maxwellova tensoru napéti
1
Oap = GOEaEg + —BaBg - W5a5 (269)
Ho

elektromagnetického pole (ve vakuu) muzeme sestavit Gtyfrozmérny tensor energie-

impulsu,
: w 1S
Tk — 7 (270)
lSa —Oap

c

Pomoci tensoru elektromagnetického pole dostavame jednoduchy vyraz

, 1 . 1.
Tzk — u_ <_glszlem + ZngﬂmFlm> ) (271)
0
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Tensor energie-impulsu soustavy ¢astic zapiSeme pomoci analogie s tensorem energie-
impulsu elektromagnetického pole. Hustotu impulsu soustavy ¢astic napiseme jako

T = peu®, =" m, P (& — 7,). (272)

Hustota impulsu je u elektromagnetického pole rovna hustoté toku energie délené 2.
Vyraz (272) bude tedy analogicky roven T°/c. Veli¢ina pc je nultou komponentou
(stejné jako hustota naboje u ¢tyfvektoru proudu) ¢tyivektoru toku hmoty udz®/dt.
Tensor energie-impulsu tak muzeme konecné psat jako

dz® dzk . pds

— = pcu'u’ — T = T*. (273)

Tik _
HeLs "t at’

Pro tensor energie-impulsu elektromagnetického pole dostaneme s vyuzitim Maxwell-
ovych rovnic

8Fik i tklm aﬂm
axk HoJ € axk ( )
vyraz
o .. ny
%TW = —F%*j. (275)
Pro tensor energie-impulsu soustavy ¢astic dostaneme s vyuzitim pohybovych rovnic
du’ . dut .
c—=pF*uy & pc— =F*j 276
pe-s = pF up & pe— Jk (276)

a rovnice zachovani hmotnosti (rovnice kontinuity pro ¢tyfvektor toku hmotnosti,
podobné jako pro ¢tyivektor proudu)

% (u dd—f> — 0 (277)
vyraz
%le')k = F* . (278)
Spojenim (275) a (278) dostavame zikon zachovani
O (it | ik
o (1% +1%) = 0. (279)

Pro tensor energie-impulsu plati (rovnost pravé pro elektromagnetické pole)

T! > 0. (280)
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14 Elektromagnetické viny

14.1 Vlnova rovnice

Vezmeme homogenni par Maxwellovych rovnic (ve vakuu) a dosadime vyjddieni pole
pomoci potencialu

OF* , . 0A;  0A;
=0 sz: — 1] 4kl —t i}
oxk ’ 99 (8:1:J ox! ) ’
| (281)
02 AF y 0% A
97 = " s =
0wl Oxk oxk Oz
Lorenzova kalibra¢ni podminka (119) nabyva formu ¢tyfdivergenci
Ak
— =0 282
ok (282)
a zjednodusi (281) na vlnovu rovnici
0% A
kl
—g" ——— = 0. 283
oxk Ox! (283)
Pomoci d’Alembertova operatoru
1 02
J=A-=— 284
c? Ot? (284)
mame pak ve tfirozmérném zapisu
——+V-A=0 [(1p=0 [JA=0. 285
CZ at + ) ¢ ) ( )

VInové rovnice, spolu s Lorenzovou kalibracni podminkou, jsou ekvivalentni Maxwell-
ovym rovnicim pro volné elektromagnetické pole. Konsistence kalibra¢nich podminek
s rovnicemi pole se dokéaze takto:

1) Zvolime Lorenzovu kalibraci 9, A¥ = 0 na poc¢atecni nadplose ¢t = 0.

2) Resime rovnici (] AF = 0.

3) Protoze A* je feseni vlnové rovnice, plati

%(%Ak:A0+§Z:AAO+§Z:§<§EO+Z> _ _$E—o.
0
iakAkZO a EakAk =0

pro t = 0.
4) Kdyz A* je feSeni vlnové rovnice, pak je 0 A* také feseni:

o, A* = 0, [0 AF = 0.

5) Z toho vyplyva, ze Oy A* = 0 vsude.
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14.2 Rovinna monochromaticka vlna

Reseni hleddme ve tvaru rovinné viny, tedy konstantni étyivektor nasobeny komplexni

jednotkou . ‘ ' ‘ ‘
A" = Re{a" exp(ik;2’)}, ki k' =0, k;a" = 0. (286)

Posledni vztah ve (286) je dén Lorenzovou kalibraéni podminkou. Ctytvektor impulsu
zapisujeme jako

K= (f/?) F=Ya  At=1 (287)

c c

Velmi jednodusSe popiSeme pomoci charakteristik rovinné monochromatické viny Dop-
pleruv jev. Méjme zdroj svétla, ktery je v klidu v soustavé K. Soustava Ky se pohybuje
vzhledem k laboratorni soustavé K rychlosti v. At’ je tthel mezi smérem pohybu zdroje
a smérem Siteni svétla a. Potom plati

k?()) — M k?()) _ W) L0 — w

/1 — Z_j c c
(288)

L w(0) w

ko) = j’ ko) = . o8 k' = ~ cosa.
02
a odtud
/ ,02

W= W) T (289)

1—2cosa
C

Pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla mame

1 2
W ()(1+%cosoz+52—2 cosZa) (290)
Tensor energie-impulsu je
2
ik _ € ik Loris
T _EWkk , W_Q,uo [aa —|—Re{aalexp (22k xj)}] (291)

Ve sttedni hodnoté podle casu je druhy clen ve vyrazu pro hustotu energie roven nule.
Oba invarianty (232) jsou rovny nule.

Se specidlni volbou kalibrace (spojené oviem s jednou uré¢itou inercidlni souradnou
soustavou) mame

—

Al =(0,4), A=a,cos(wt— kx+ a)é, + a,sin(wt — kz + a)é,
E = wa, sin(wt — kx + )&, — wa, cos(wt — kx + a)é., (292)
B = ka, cos(wt — kx + @))€, + ka, sin(wt — kx + a)e,.

Elipticka polarizace takové viny je vidét ze vztahu

E? E? B? B?
y z Y y

w2a2 w2a2 o k22 + k2aq2 =1 (293)
y z z y
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14.3 Rozklad elektrostatického pole bodového naboje

Potencidl bodového naboje (Coulombuv potencidl) vyhovuje rovnici
A(T) = —= 5P (). (294)

Uvazujme Fourierovu transformaci

43k
(2m)*’

0(7) = [ égexplik - 7) op = [ 0@ exp(~ik - F)d’x. (295)

Mame dvé vyjddreni pro Fourierovu transformaci pusobeni Laplaceova operatoru

S =, d3k
NO(@) = [ ~Kopexplf -y = (Do) = —Fop,
(2m) (296)
2@ = - [exp(ii- )25 S (Ag) = -2
6 P (2mr)3 Foe
Porovnanim obou vyjadieni dostdavame
__7
o = pyEL (297)

14.4 Vlastni kmity pole

[_J)vai_}ljme objem V uzavieny v krychli o hranach délky A, B, C' a kalibraci ¢ = 0,
V-A=0. Mame

A= ZA‘E exp(ik - 7), k- _‘,; =0, z‘L,g = _‘;%, (298)
k
pritom
2mn, 2mn 2mn
kx = e k, = Y kz = Za 299
A 9 Yy B 9 C ( )

kde n,, n,, n, jsou celd cisla. Fourierovy slozky vyhovuji rovnici

+w? A =0, (300)

Jsou-li rozméry A, B, C zvoleného objemu dostatecné velké, jsou sousedni hodnoty
ks, ky, k, velmi blizké a muzeme uvazovat o po¢tu moznych stavi v intervalu hodnot
vlnového vektoru

A B
Ang = — Ak,, An, = — Ak, An, = g Ak,
2m 2m 2m
Ak, Ak, Ak (301)
An = An, An,An, =V ————2—=
(2m)?

41



Pro pole dostaneme s potencidlem (298)

. A . . L .
E:_E:_detk exp(ik - T), B=VxA=1i> kx Az exp(ik - ). (302)
k k

Celkova energie pole je

1 Lo 1 a0 1% dA. dA% 1 . Ly .
g=§/<€0E +%B>dV:§Z<eod—tk-d—tk+—(l€x E)-(kxAE)).

Jednoduchou tpravou (vyuziti kalibra¢ni podminky) prepiseme vyraz (303) na

—

E —l-w,f .

) *l

_ Vey (A A4
2 At dt

) , wy = c k). (304)

Rozklad potencidlu (298) obsahuje jak stojaté, tak postupné viny. Vhodnéjsi pro inter-
pretaci je rozklad potencidlu, ktery obsahuje jen postupné viny

A=Y [azexp (i (k-7 — wit)) + afexp (=i (k-7 — wit))]. (305)

k

Porovnanim (305) a (298) dostavame

—

;= Gy exp(—iwyt) + @ exp(iwgt). (306)

Dosazeni (306) do (304) umoznuje ted’ napsat energii pole jako

E=Y €&, & =2Veqwj dy - @;. (307)
k
Obdobné dostaneme pro impuls
— 1 — — E(g_'
’P:—/E B)dv =Y S 308
Ho ( 8 ) % k c (308)
Nakonec zavedeme kanonické proménné
QE = eV (c?,; exp(—iwyt) + Eig exp(iwkt)) ,
B G- (309)
P = —iwpv/egV (EL'E exp(—iwyt) — ax exp(iwkt)) = dtk'

V téchto proménnych mame energii vyjadienou jako energii souboru harmonickych
oscilatoru

1,5 .
£=3 ¢ & =5 (P +wiQf). (310)
k
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15 Rozptyl zareni volnymi naboji

15.1 Thomsonuv vzorec

Zavedeme pojem uc¢inného prurezu. At’ dI znaci intenzitu zareni, tj. stfedni hodnotu
energie vyzafrované soustavou za jednotku c¢asu do elementu prostorového uhlu d€2 a S
je stFedni hodnota Poyntingova vektoru (stfedni hodnota toku energie) dopadajiciho
zateni. Potom je diferencidlni i¢inny prufez (i¢inny prufez rozptylu do elementu pros-
torového tihlu dQ) veli¢ina rozmeéru elementu plochy
dr
do = =. 311
- B11)
Uvazujme ted’ rozptyl elektromagnetické viny jednim jednotkovym volnym nabojem.
Budeme piedpoklddat, ze rychlost ziskand nabojem bude mald a ze vinova délka je
mnohem vétsi nez amplituda vyvolanych kmitu ndboje okolo puvodni polohy (kam
umistime pocatek soutadnic), tedy muzeme psat
d2z

Moy = eEy cos (E T —wt+ a) ~ By cos(wt — ). (312)

Pro intenzitu dip6lového zatreni kmitajiciho ndboje mame podle (148) ve sméru 7

4 4

‘ |Ey x #]? cos?(wf — ) dQ = ——°

dI E} sin*9dQ (313)

1672¢ym?2e3 32m2egm?2c?

a pro sttedni hodnotu Poyntingova vektoru dopadajici viny

IS o5y _ L 2

S = cey Ej cos?(wt — o) = 5 C€o Eg, (314)
takze pro diferencidlni u¢inny prifez je

9 2
do = (‘37> sin®y dS. (315)

4men mc?

Celkovy ucinny pruftez je pak dan Thomsonovym vzorcem

sm( & \° 8
_ 8 _8 316
773 <47r60mc2> 3" e (316)

kde r. je klasicky polomér elektronu.

15.2 Modifikace Thomsonova vzorce
Uvazujme nyni nikoliv volny naboj, ale tlumeny oscilator, tedy

dz dz

— e o
T + ion +wiE = — Ej cos wt. (317)
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Pro dipélovy moment p = ex odsud dostavame

2 (wd — w?) coswt + ywsinwt -

e
p=— Ey. 318
P= (wi — w?)? + 72w? 0 (318)
Celkovy ucinny prufez je v tomto piipadé
8T 4 wt
=—r . 319
7= 3 e (wWg — w?)? + Y2w? (319)

16 Index lomu

Definujeme polarizovatelnost «(w) jako konstantu imérnosti ve vztahu mezi (lokalnim)
elektrickym polem Ej,. a dipélovym momentem p. Vyjdeme z komplexniho zapisu (317)

>z dz L € = .
@ + ’YE + u)g r = E Eloc exp(—zwt). (320)

Potom
€2 1

eom wg — iyw — w?’

P = €0 a(w) e, a(w) = (321)
Polarizace je pak P= Np. Musime ovSem uvazit, jaké pole pusobi na ndboj. Pripomeii-
me z elektrostatiky, ze je-li v dielektriku s homogennim polem dutina, je lokalni pole
rovno ) )

Eloc:Ea Eloc:E+_ﬁa Eloc:E+_ﬁa (322)

€9 3e€n

podle toho, jde-li o stérbinu podél nebo napti¢ pole nebo o kulovou dutinu. (V piipadé
Stérbiny napfic¢ pole mame Ej,. = %D) Pro tplnost poznamenejme, ze pro magnetické
pole mame v podobné situaci

2#

Bioe = B — M, Bioe = B, Emzé—gM. (323)

Pro dielektrika uvazujeme o vazanych nabojich uvniti kulové dutiny, muzeme tedy
psat

P=——"—/—¢¢kF 324
1—-3Na 0 (324)
a pro index lomu (za velmi ¢astého predpokladu u(w) = o)
Na
e L 325
" Tz s Na (325)
Obvykla forma tohoto vztahu je (Clausius - Mosotti)
n?—1
———— = Na. 2
n?+2 @ (326)
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Ve vodi¢i uvazujeme o téméi volnych elektronech (nevdzanych k atomu, tedy wy = 0) a
déle mame pro konstantu v (ze dvou ruznych vyjadieni proudu a zdpisu zmény impulsu
za dobu mezi srazkami)

N e?
mo

j=0cF, j = Neuwq, mugy=eE = y= (327)

(vq je zprumérovand rychlost elektronu - drift.) Také lokdlni pole je rovno vnéjsimu,
opét diky neustalému pohybu témér volnych elektronti. Odtud mame pro index lomu

2 2
w Ne
w? 4w wy 2 m €y

wp je tzv. plasmovd frekvence.
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