
Elektrodynamika

1 Elektrik�e a magnetik�e veli�iny, jednotky SI

Elektrik�y proud I je v syst�emu SI z�akladn�� veli�ina, jednotka je 1 Ampere (1 A).

De�nie: Stejn�e proudy ve 2 rovnob�e�zn�yh dr�ateh ve vzdalenosti 1 m maj�� velikost 1

A, kdy�z vz�ajemn�a p�ritahova�� s��la na 1 m dr�atu je 2 � 10

�7

N.

N�aboj q: Zdroj elektromagnetik�yh sil, pohybuje se ve vodi�i, kdy�z te�e elektrik�y

proud. Jednotka: 1 Coulomb (1 C).

De�nie: P�ri elektrik�em proudu o 1 A prote�e pr�u�rezem vodi�e 1 C za sekundu.

1 C=1 As � 6 � 10

18

element�arn��h n�aboj�u.

Coulomb�uv z�akon P�rita�zliv�a nebo odpudiv�a s��la dvou n�aboj�u q

1
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kde r
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= j~x

1
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2

j a k je konstanta. Dimenze [k℄ t�eto konstanty v�yplyv�a z (1).
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:

Pou�z��t��m ryhlosti sv�etla  plat�� pro experiment�aln�e ur�enou konstantu

k = 10
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V SI se p���se z historik�yh d�uvod�u

k =:

1

4��

0

;

kde �

0

je tzv.

"

dielektrik�a konstanta vakua\.

Pozn�amka: Mohli byhom p�redpokl�adat k = 1. T��m byhom ur�ovali dimenzi

n�aboje, vyj�ad�renou mehanik�ymi veli�inami. V syst�emu gs dost�av�ame z Coulombova

z�akona

dyn =

g m

s

2
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[q℄

2

m

2

; ) [q℄ = g

1

2
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2

s

�1

:

To je jednotka n�aboje v Gau�ov�e syst�emu.

Elektrik�e pole: S��la souboru n�aboj�u q

1

; : : : ; q

N

v m��steh ~x

1

; : : : ; ~x

N

na dal�s�� n�aboj

q v bod�e ~x je popsan�a p�usoben��m elektrik�eho pole v bod�e ~x na n�aboj.

Intenzita eletrik�eho pole

~

E(~x) je lok�aln�� vlastnost prostoru, v n�em�z se nah�azej��

elektik�e n�aboje.

~
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0

N
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Intenzita = s��la na jednotkov�y n�aboj.

Dimenze:

[E℄ =

N

C

=

J

mC

:

N�ap�et�� U . Pr�ae = zm�ena poteni�aln�� energie p�ri pohybu n�aboje v elektrik�em poli je

dan�a integr�alem

W =

Z

~

F d~s:

V pr��pad�e pohybu o vzdalenost l pod�el homogenn��ho elektrik�eho pole (nap�r. v deskov�em

kondens�atoru) plat�� jednodu�se

W = q E l =: q U:

Elektrik�e n�ap�et�� je rozd��l poteni�aln�� energie jednotkov�eho n�aboje na dvou bodeh.

Dimenze: [U ℄ =

J

C

Jednotka: 1 Volt = 1V = 1

J

C

.

Volt se pou�z��v�a pro b�e�zn�e ozn�a�en�� jednotky elektrik�eho pole, [E℄ = 1

V

m

.

Magnetik�e pole. (Staion�arn��) elektrik�e proudy vyvol�avaj�� s��ly na pohybuj���� se

n�aboje (Lorentzova s��la). Analogiky k zaveden�� intenzity elektrik�eho pole uva�zujeme

s��lu souboru eletrik�yh proud�u v d�an�em uspo�rad�an�� vodi��u na �usek dl jednoho dal�s��ho

dr�atu s konstantn��m proudem I. S��la je �um�ern�a I a dl,

d

~

F (~x) = I d

~

l �

~

B(~x): (3)

Magnetik�a induke

~

B(~x) zahrnuje p�usoben�� v�seh elektik�yh proud�u v bod�e ~x.

Dimenze: Z (3) v�yplyv�a

N = Am[B℄;) [B℄ =

N
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=

J
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2

=
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2

=
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m

2

:

Jednotka: 1 Tesla = 1T = 1

Vs

m

2

.

P�risp�evek elektrik�eho proudu v �useku dr�atu dl na m��st�e ~x

2

k magnetik�emu poli v

bod�e ~x

1

(analogiky Coulombovu z�akonu) je

d

~

B(~x

1

) = k I d

~

l �

~x

1
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2
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1
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: (4)

V SI se p���se k =

�

0
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2

je tzv.

"

magnetik�a permeabilita vakua\.

S��la mezi dv�ema in�nitesim�aln��mi �useky vodi�e, um��st�en�ymi v bodeh x

1

a x

2

s elek-

trik�ymi proudy I

1

a I

2

(analogon Coulombova z�akona):
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�
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Hustota n�aboje:

�(~x) = lim

�V!0

q

�V

;

kde q je naboj v objemu �V , kter�y obsahuje bod ~x.

Hustota proudu:

~| (~x) = lim

�A!0

I

�A

d

~

l

dl

;

kde �A je element pr�u�rezu vodi�e a

d

~

l

dl

je jednotkov�y vektor ve sm�eru elektrik�eho

proudu I.

2 Maxwellovy rovnie, statik�y p�r��pad

J. C. Maxwell na�sel v 19. stolet�� dv�e vektorov�e a dv�e skal�arn�� pari�aln�� difereni�alni

rovnie 1. �radu, kter�e spojuj�� elektrik�e a magnetik�e pole navz�ajem a s elektrik�ym

n�abojem. Z t�eh rovni lze odvodit el�a elektrodynamika.

div

~

E =

�

�

0

; rot

~

E = �

�

~

B

�t

;

1

�

0

rot

~

B = �

0

�

~

E

�t

+ ~|; div

~

B = 0:

(5)

Vektorov�e oper�atory div a rot lze vyj�ad�rit pomoi oper�atoru Nabla,

~

r =

 

�

�x

;

�

�y

;

�

�z

!

: (6)

div~v =

~

r � ~v; rot~v =

~

r� ~v: (7)

V p�r��pad�e statik�yh pol��, kdy�z �asov�e derivae jsou nulov�e, odpojuj�� se elektrik�e a

magnetik�e pole.

Elektrostatika

Z�akladn�� rovnie

div

~

E =

�

�

0

; rot

~

E = 0: (8)

Elektrostatik�e pole je bezv��rov�e pole se z�r��dlem

�

�

0

. Pro takov�e pole existuje skal�arn��

poteni�al � tak �ze

~

E = �grad� = �

~

r�: (9)

Dosazen��m do Maxwellovy rovnie dostaneme

�div grad� = �

~

r

2

� =

�

�

0

:
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De�nujeme Laplae�uv oper�ator

4 :=

~

r

2

=

�

2

�x

2

+

�

2

�y

2

+

�

2

�z

2

; (10)

nab�yva rovnie pro poteni�al n�asleduj���� tvar,

4� = �

�

�

0

: (11)

T�ato rovnie se naz�yv�a Poissonova rovnie. Oprot�� Maxwellov�e rovnii div

~

E = �

�

�

0

m�a

v�yhodu, �ze jej��m �re�sen��m je jedna skal�arn�� funke �(~x) m��sto vektorov�eho pole

~

E(~x).

Magnetostatika

rot

~

B = �

0

~|; div

~

B = 0: (12)

Magnetostatik�e pole je bez�r��dlov�e, silo��ary jsou uzav�ren�e; existuje vektorov�y poteni�al

~

A, tak �ze

~

B = rot

~

A; (13)

proto�ze

div rot

~

A � 0:

Dosazen�� do Maxwellovy rovnie vede k

rot

~

B = rot rot

~

A � grad div

~

A�4

~

A = �

0

~|;

nebo

4

~

A�

~

r(

~

r

~

A) = ��

0

~|: (14)

Poteni�aly nejsou jednozna�n�e ur�eny sv�ymi rovniemi (11) a (14), � je jednozna�n�e a�z

na libovolnou konstantu,

~

A a�z na gradient libovoln�e funke, pon�evad�z rot gradf � 0.

Poteni�aly lze kalibrovat, jsou kalibra�n��, nikoliv fyzik�aln�� veli�iny.

3 Greenova funke Poissonovy rovnie, Æ-distribue

Poissonova rovnie (11) je eliptik�a line�arn�� pari�aln�� difereni�aln�� rovnie druh�eho

�radu. Pro takov�e rovnie existuje rozsahl�a teorie, my budeme ale zkonstruovat �re�sen��

na z�akl�ad�e zn�am�yh fyzik�aln��h skute�nost��.

Elektrik�e pole bodov�eho n�aboje v po��atku je

~

E =

q

4��

0

~x

j~xj

3

; (15)

p�r��slu�sn�y poteni�al je

� =

1

4��

0

q

r

: (16)
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Pro hustotu bodov�eho n�aboje plat��

�(~x) � 0 8~x 6= 0 a

Z

d

3

x �(~x) = q:

P�resto�ze takov�a funke v klasik�em smyslu neexistuje, existuje matematik�y objekt,

kter�y popisuje idealizai bodov�eho n�aboje a pomoi toho m�u�zeme skladat elektrik�e

pole a poteni�al libovoln�eho rozlo�zen�� n�aboje z v�yraz�u (15) a (16).

Hustota bodov�eho n�aboje je zkonstruovan�a pomo��

"

Diraovy Æ-funke\, kter�a lze

de�novat jako limita funk�� s integr�alem od minus do plus nekone�na rovn�ym jedn�e,

kter�e jsou

"

v��e a v��e soust�red�en�e na jeden bod\, nap�r.

Æ(x) := lim

�!0

g

�

() =

1

p

�

lim

�!0

1

�

e

�

x

2

�

: (17)

Takov�e limity maj�� vlastnost, �ze

Z

1

�1

f(x) Æ(x) dx = lim

�!0

Z

1

�1

f(x) g

�

(x) dx = f(0); (18)

nebo oben�eji,

Z

1

�1

f(x

0

) Æ(x� x

0

) dx

0

= f(x) (19)

pro libovolnou spojitou funki f . Integr�al s Æ-funk�� tedy vyb��r�a hodnotu funke v

ur�it�em bod�e.

Ve v�yb�eru ur�it�e funk�n�� hodnoty spo���v�a exaktn�� de�nie Æ v r�ami distribu��,

t.j. jako zobrazen�� vhodn�eho prostoru funk��, jako nekone�n�e diferenovateln�e funke

s omezen��m nosi�em, do re�aln��h nebo komplexn��h ���sel. V jazye distribu�� se p���se

ekvivalent rovnie (19)

Æ

x

[f ℄ = f(x): (20)

Distribue Æ

x

p�ri�razuje funki f funk�n�� hodnotu f(x); pro jej�� de�nii sta���, �ze f je

spojit�a funke.

Hustota bodov�eho n�aboje v po��atku sou�radn�e soustavy se vyj�ad�ruje trojrozm�ernou

Æ-funk��

�(~x) = q Æ

3

(~x) = q Æ(x) Æ(y) Æ(z): (21)

Dosad��me poteni�al a hustotu n�aboje v bod�e ~x

0

do Poissonovy rovnie,

4�(~x) =

q

4��

0

4

1

j~x� ~x

0

j

= �

q

�

0

Æ

3

(~x� ~x

0

); (22)

odvod��me z toho

4

�1

4� j~x� ~x

0

j

= Æ

3

(~x� ~x

0

): (23)

G(~x; ~x

0

) :=

�1

4� j~x� ~x

0

j

(24)

se naz�yv�a Greenova funke Laplaeova oper�atoru (=poteni�al jednoho bodov�eho n�aboje.)
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Pon�evad�z Poissonova rovnie je line�arn��, m�u�zeme zkonstruovat poteni�al rozlo�zen��

n�aboje �(~x) jako superpozii poteni�al�u bodov�yh n�aboj�u, tedy

�(~x) =

1

4��

0

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

1

j~x� ~x

0

j

; (25)

pop�r��pad�e

�(~x) = �

Z

d

3

x

0

G(~x; ~x

0

)

�(~x

0

)

�

0

: (26)

To je �re�sen�� Poissonovy rovnie pro rozlo�zen�� n�aboje �(~x). D�ukaz:

�4

x

�(~x) =

Z

d

3

x4

x

G(~x; ~x

0

)

�(~x

0

)

�

0

=

Z

d

3

x Æ

3

(~x� ~x

0

)

�(~x

0

)

�

0

=

�(~x)

�

0

:

Index x zd�uraz�nuje p�usoben�� Laplai�anu na ne�arkovan�e sou�radnie.

Greenova funke nen�� jednozna�n�a. G(~x; ~x

0

) plus libovoln�e �re�sen�� homogenn�e difer-

eni�aln�� rovnie 4� = 0 je tak�e Greenovou funk�� stejn�eho oper�atoru.

Greenova v�eta

Ode�ten��m dvou identit,

~

r(u

~

rv) = u4v +

~

ru

~

rv

a

~

r(v

~

ru) = v4u+

~

rv

~

ru;

dostaneme

~

r(u

~

rv � v

~

ru) = u4v � v4u:

Integrovan��m a aplika�� Gau�ovy v�ety odvod��me Greenovu v�etu:

Z

V

(u4v � v4u) dV =

Z

�V

(u

~

rv � v

~

ru)~ndS; (27)

kde V je objem a ~n je norm�alni vektor na okraj �V .

Podle okrajov�yh podm��nek m�a Greenova v�eta dv�e standardn�� aplikae.

Dirihlet�uv probl�em: Zn�ame �(~x) uvnit�r n�ejak�eho objemu V a poteni�al � na okraji

�V . Dosad��me u = � a v = G do Greenova vzore.

Z

V

[�(~x

0

)4

x

0

G(~x; ~x

0

)�G(~x; ~x

0

)4

x

0

�(~x

0

)℄ d

3

x

0

=

=

Z

�V

h

�(~x

0

)

~

r

x

0

G(~x; ~x

0

)�G(~x; ~x

0

)

~

r

x

0

�(~x

0

)

i

~n dS

0

:

Podle p�redpokladu je prvn�� �len na prav�e stran�e znam�y, druh�y, kter�y obsahuje gradi-

ent poteni�alu, nikoliv. Tak vyu�z��me mo�znost volby Greenovy funke a zkonstruujeme
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takovou, kter�a se rovn�a nule na okraji �V . Greenov�e funki s tou vlastnost�� �r��k�ame

Dirihletovu Greenovu funki, G

D

. Poteni�al ve V je pak d�an vzorem

�(~x) = �

Z

V

G

D

(~x; ~x

0

)

�(~x

0

)

�

0

d

3

x

0

+

Z

�V

~

rG

D

(~x; ~x

0

)�(~x

0

)~ndS

0

: (28)

Neumann�uv probl�em: Zn�ame gradient poteni�alu na �V . Vybereme Neumannovu

Greenovu funki G

N

, jej���z gradient se rovn�a nule na okraji.

�(~x) = �

Z

V

G

N

(~x; ~x

0

)

�(~x

0

)

�

0

d

3

x

0

�

Z

�V

G

N

(~x; ~x

0

)

~

r�(~x

0

)~ndS

0

: (29)

4 Elektrostatik�a energie n�aboj�u

Nap���seme si poteni�aln�� energie n�aboje v elektrostatik�em poteni�alu

U = q �(~x):

Energie dvou n�aboj�u = energie n�aboje q

1

v bod�e ~x

1

v poteni�alu vyvolan�em n�abojem

q

2

v bod�e ~x

2

plus v�yraz s p�rehozen�ymi n�aboji lomeno dv�ema, aby se energie nepo���tala

dvakr�at.

U =

1

2

(q

1

�

2

(~x

1

) + q

2

�

1

(~x

2

));

kde

�

i

(~x) =

1

4��

0

q

i

j~x� ~x

i

j

:

Energie spojit�eho rozlo�zen�� n�aboje:

U =

1

2

Z

� � dV: (30)

Pro rozlo�zen�� bodov�yh n�aboj�u je poteni�al

�(~x

a

) =

1

4��

0

X

b6=a

q

b

r

ab

; r

ab

= j~x

a

� ~x

b

j (31)

a energie

U =

1

8��

0

X

b6=a

q

a

q

b

r

ab

: (32)

5 Multip�olov�y rozklad pole

V n�asleduj����m budeme hledat rozvoj elektrik�eho poteni�alu ve velk�e vzdalenosti od

zdroje.
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5.1 Laplaeova rovnie ve sf�erik�yh sou�radni��h

Ve sf�erik�yh sou�radni��h m�a Laplai�an n�asleduj���� tvar:

4� =

1

r

2

�

�r

 

r

2

��

�r

!

+

1

r

2

sin#

�

�#

 

sin#

��

�#

!

+

1

r

2

sin

2

#

�

2

�

�'

2

: (33)

Separae prom�enn�yh: Pokou�s��me se p�rem�enit pari�aln�� difereni�aln�� rovnii do t�r��

oby�ejn��h difereni�aln��h rovni pro funke jednotliv�yh prom�enn�yh, R(r), �(�) a

�('). K tomu p�redpokl�ad�ame �re�sen�� ve tvaru sou�inu

�(r; #; ') = R(r) ��(#) � �(') (34)

a dosad��me do Laplaeovy rovnie

4� =

1

r

2

�

�r

 

r

2

dR

dr

�� � �

!

+

1

r

2

sin#

�

�#

 

sin# �R �

d�

d#

� �

!

+

1

r

2

sin

2

#

R���

d

2

�

d'

2

= 0:

(35)

N�asob��me

r

2

sin

2

#

R��

a p���seme ��ast, z�avisej���� na ', na pravou stranu

sin

2

#

R

d

dr

 

r

2

dR

dr

!

+

sin#

�

d

d#

 

sin#

d�

d#

!

= �

1

�

d

2

�

d'

2

:

Lev�a strana ted' z�avis�� na r a #, prav�a strana na '. Z toho vypl�yv�a, �ze se ob�e strany

mus�� rovnat konstant�e, kterou nazveme m

2

. Z prav�e strany dostaneme oby�ejnou difer-

eni�alni rovnii,

d

2

�

d'

2

+m

2

� = 0: (36)

Rovnii vyplyvaj���� z lev�e strany m�u�zeme upravit podobn�ym zp�usobem,

1

R

d

dr

 

r

2

dR

dr

!

=

m

2

sin

2

#

�

1

sin#

1

�

d

d#

 

sin#

d�

d#

!

= �

2

;

kde se op�et ob�e strany mus�� rovnat konstant�e, ozna�en�e �

2

. Z toho dostaneme dv�e dal�s��

oby�ejn�e difereni�aln�� rovnie,

d

dr

 

r

2

dR

dr

!

� �

2

R = 0 (37)

a

1

sin#

d

d#

 

sin#

d�

d#

!

+

 

�

2

�

m

2

sin

2

#

!

� = 0; (38)

tak �ze m��sto pari�alni difereni�aln�� rovnie m�ame rovnie (36), (37) a (38).

�

Re�sen��: Rovnie (36) m�a �re�sen��

�

m

(') = C

m

osm'+ S

m

sinm' (39)
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p�r��slu�sn�e k parametru m, kter�y mus�� b�yt elo���seln�y, aby � bylo periodik�e ve '.

Radi�aln�� rovnie (37) m�a �re�sen��

R

l

(r) = A

l

r

l

+

B

l

r

l+1

; (40)

kde �

2

= l(l+1). V rovnii (38) p���seme os # = x.

�

Re�sen��, kter�e obsahuje ob�e integra�n��

konstanty m a l, ozna���me P

m

l

. Takovou �upravou dostaneme Legendreovu rovnii

(1� x

2

)

d

2

P

m

l

(x)

dx

2

� 2x

dP

m

l

(x)

dx

+

"

l(l + 1)�

m

2

1� x

2

#

P

m

l

(x) = 0: (41)

5.2 Legendreovy polynomy

Ortogon�aln�� b�az�� �re�sen�� prom = 0 jsou Legendreovy polynomy P

l

(x), vyhovuj�� jednodu�s�s��

rovnii

d

dx

"

(1� x

2

)

dP

l

(x)

dx

#

+ l(l + 1)P

l

(x) = 0 (42)

s nez�aporn�ym elo���seln�ym parametrem l. Legendreovy polynomy jsou ortogon�aln�� v

intervalu (�1; 1)

Z

1

�1

P

k

(x)P

l

(x) dx = 0 8 k 6= l: (43)

Legendreovy polynomy se objevuj�� jako koe�ienty v rozvoji tzv. vytva�rej���� funke

1

(1� 2xt + t

2

)

1=2

=

1

X

l=0

P

l

(x) t

l

: (44)

Pou�zit��m Leibnizova pravidla

d

m

[f(x) g(x)℄

dx

m

=

m

X

k=0

m!

k! (m� k)!

d

m�k

f(x)

dx

m�k

d

k

g(x)

dx

k

(45)

dostaneme m-n�asobn�ym derivov�an��m rovnie (42)

(1� x

2

)f

00

(x)� 2x(m + 1)f

0

(x) + (l �m)(l +m + 1)f(x) = 0; (46)

kde f(x) = d

m

P

l

(x)=dx

m

. Substitue f(x) = (1� x

2

)

�m=2

g(x) vede k tomu, �ze funke

g(x) mus�� spl�novat rovnii (41), je tedy kone�n�e

P

m

l

(x) = (1� x

2

)

m=2

d

m

P

l

(x)

dx

m

: (47)

Legendreovy polynomy lze vyj�ad�r��t pomo�� Rodriguesova vzore

P

l

(x) =

1

l! 2

l

d

l

dx

l

(x

2

� 1)

l

: (48)

Vyu�zit��m tothoto vztahu m�u�zeme roz�s���rit (47) na oblast z�aporn��h m, tedy

P

m

l

(x) =

(�1)

l

l! 2

l

(1� x

2

)

m=2

d

m+l

dx

m+l

(1� x

2

)

l

; �l � m � l: (49)

Polynomy P

m

l

se naz�yvaj�� p�ridru�zen�e Legendreovy polynomy. N�ami de�novan�e P

m

l

(x)

nebo P

l

(x) nejsou na intervalu (-1,1) normovan�e na jedni�ku. Ostatn�e r�uzn�e drobn�e

i v�et�s�� odhylky v de�ni��h spei�aln��h funk�� jsou d��ky historik�emu v�yvoji bohu�zel

zela b�e�zn�e.
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5.3 Kulov�e funke

Pomo�� p�ridru�zen�yh Legendreov�yh polynom�u de�nujeme �upln�y ortonorm�aln�� soubor

kulov�yh funk�� (t.j. ka�zdou funki �uhlov�yh prom�enn�yh ve sf�erik�yh sou�radni��h

m�u�zeme napsat pomo�� (nekone�n�e) �rady t�ehto funk��)

Y

m

l

(#; ') =

v

u

u

t

(2l + 1)

4�

(l � 1)!

(l +m)!

P

m

l

(os#) exp(im'): (50)

Plat�� tedy

Z

2�

0

d'

Z

�

0

d# sin#Y

m

1

�

l

1

(#; ')Y

m

2

l

2

(#; ') = Æ

l

1

l

2

Æ

m

1

m

2

(51)

(ortonormalita) a

f(#; ') =

1

X

l=0

m=l

X

m=�l

f

m

l

Y

m

l

(#; '); f

m

l

=

Z

2�

0

d'

Z

�

0

d# sin# f(#; ')Y

m�

l

(#; '): (52)

(�uplnost). N�ekolik prvn��h kulov�yh funk�� je

Y

0

0

=

s

1

4�

Y

�1

1

=

s

3

8�

sin# e

�i'

Y

0

1

=

s

3

4�

os# Y

1

1

=

s

3

8�

sin# e

i'

Y

�2

2

=

s

15

32�

sin

2

# e

�2i'

Y

2

2

=

s

15

32�

sin

2

# e

2i'

(53)

Y

�1

2

=

s

15

8�

sin# os # e

�i'

Y

0

2

=

s

5

16�

(3 os

2

#� 1) Y

1

2

=

s

15

8�

sin# os # e

i'

:

Velmi d�ule�zit�ym spei�aln��m p�r��padem rozkladu (52) je vztah pro Legendre�uv polynom

oben�eho �uhlu  mezi dv�ema vektory ~n = (sin# os'; sin# sin'; os#) a

~n

0

= (sin� os �; sin� sin�; os�), tedy

os  = ~n � ~n

0

= os# os� + sin# sin� os('� �);

P

l

(os ) =

4�

2l + 1

m=l

X

m=�l

Y

m�

l

(�; �)Y

m

l

(#; '): (54)

5.4 Multip�olov�y rozklad rozlo�zen�� n�aboje

Uva�zujeme rozlo�zen�� n�aboje uvnit�r koule o polom�eru R,

�(~x) =

(

�(r; #; ') r < R

0 r > R

(55)
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Poteni�al mimo koule je d�an vzorem (25)

�(~x) =

1

4��

0

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

j~x� ~x

0

j

=

1

4��

0

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

q

~x

2

+ ~x

0

2

� 2 j~xj � j~x

0

j os 

=

1

4��

0

1

j~xj

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

r

1� 2

j~x

0

j

j~xj

os  +

�

j~x

0

j

j~xj

�

2

: (56)

 je �uhel mezi ~x a ~x

0

. 1/jmenovatel je vytv�a�rej���� funke Legendreov�yh polynom�u, tak

�(~x) =

1

4��

0

1

r

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

1

X

l=0

P

l

(os )

 

r

0

r

!

l

(57)

(psali jsme j~xj = r a j~x

0

j = r

0

). Pou�z��t��m (54) dostaneme rozvoj

�(~x) =

1

4��

0

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

X

l;m

4�

2l + 1

r

0

l

r

l+1

Y

m�

l

(#

0

; '

0

)Y

m

l

(#; '): (58)

Pomo�� multip�olov�yh moment�u

q

lm

:=

Z

d

3

x

0

�(~x

0

) r

0

l

Y

m�

l

(#

0

; '

0

) (59)

m�u�zeme kone�n�e psat poteni�al jako superpozii kulov�yh funk��

�(~x) =

1

�

0

1

X

l=0

l

X

m=�l

1

2l + 1

q

lm

r

l+1

Y

m

l

(#; '): (60)

V p�r��pad�e bodov�eho n�aboje v��me, �ze pole je d�ano Coulombov�ym poteni�alem. Je-li

n�aboj q um��st�en mimo po��atek sou�radni, nap�r. na ose z (v bod�e z = R), je poteni�al

d�an vztahem

� =

q

4��

0

R

1

X

l=0

P

l

(os #)

�

r

R

�

l

; r � R;

� =

q

4��

0

r

1

X

l=0

P

l

(os#)

�

R

r

�

l

; r � R:

(61)

Pro r >> R p�reva�zuje rota�n�e soum�ern�a (vzhledem k po��atku sou�radni, nikoli poloze

n�aboje) slo�zka l = 0. Um��st��me-li v�sak na ose z je�st�e n�aboj opa�n�e velikosti do z = �R,

vyru�s�� se identik�e p�r��sp�evky �len�u s l = 0 a pro r >> R p�reva�zuje pak dip�olov�a slo�zka

(l = 1)

�

dip

=

2qR

4��

0

P

1

(os#)

r

2

=

D

4��

0

os#

r

2

; (62)

kde D = 2qR ozna�uje dip�olov�y moment. Podobn�e, um��st��me-li na ose z v z = �R

n�aboje q a v po��atku n�aboj �2q, vyru�s�� se identik�e p�r��sp�evky �len�u s l = 0 a l = 1 a

pro r >> R p�reva�zuje pak kvadrup�olov�a slo�zka (l = 2)

�

quad

= �

2qR

2

4��

0

P

2

(os#)

r

3

=

Q

4��

0

1� 3 os

2

#

r

3

; (63)

kde Q = qR

2

je kvadrup�olov�y moment. Oben�e jsou multip�olov�e momenty z�avisl�e na

um��st�en�� v sou�radn�em syst�emu, s v�yjimkou nejn���z�s��ho nenulov�eho momentu.
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6 Magnetostatika

6.1 Analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou

Integr�aln�� tvar in�nitesim�aln�� rovnie (4), vyj�ad�ren�y pomo�� hustoty proudu, je

~

B(~x) =

�

0

4�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)�

~x� ~x

0

j~x� ~x

0

j

3

= �

�

0

4�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)�

~

r

1

j~x� ~x

0

j

=

�

0

4�

~

r�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)

j~x� ~x

0

j

=: rot

~

A(~x): (64)

Zavedli jsme vektorov�y poteni�al

~

A(~x) =

�

0

4�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)

j~x� ~x

0

j

: (65)

Vektorov�y poteni�al nen�� jednozna�n�y, proto�ze m�u�zeme p�ri���st gradient libovoln�e funk-

e, jeho�z rotae je identiky nulov�a. Takov�a transformae,

~

A(~x) �!

~

A(~x) + grad�(~x)

se naz�yv�a kalibra�n�� transformae. (Stejn�e je skal�arn�� poteni�al jednozna�n�y jenom

a�z na konstantu.) Volba � = 0 (Coulombova kalibrae) vede k vlastnosti div

~

A = 0,

proto�ze

~

rj~x�~x

0

j

�1

= �

~

r

0

j~x�~x

0

j

�1

a z toho dostaneme integra�� per partes

~

r

0

~|(~x

0

),

o�z se rovn�a nule podle statik�e rovnie kontinuity. Dosazen��m do Maxwellovy rovnie

dostaneme tak

rot

~

B(~x) = rot rot

~

A(~x) = grad div

~

A(~x)�4

~

A(~x) = �4

~

A(~x)

= �

�

0

4�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)4

1

j~x� ~x

0

j

= �

0

~| (~x); (66)

tedy vektorovou Poissonovu rovnii pro

~

A.

N�asleduj���� tabulka ukazuje analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou.

Elektrostatika Veli�ina, vztah Magnetostatika

d

~

F = dq

~

E de�nie pole d

~

F = I d

~

l �

~

B

dq hustota z�r��del I d

~

l = ~| d

3

x

~

F = q

~

E s��la na n�aboj

~

F = q ~v �

~

B

div

~

E = �=�

0

rot

~

E = 0

rovnie pole

rot

~

B = �

0

~|

div

~

B = 0

~

E = �grad� poteni�aly

~

B = rot

~

A

4� = �

�

�

0

rovnie poteni�alu 4

~

A = ��

0

~|

�(~x) =

1

4��

0

Z

d

3

x

0

�(~x

0

)

j~x� ~x

0

j

poteni�al z�r��del

~

A(~x) =

�

0

4�

Z

d

3

x

0

~| (~x

0

)

j~x� ~x

0

j
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Analogik�e magnetik�e pole k elektrik�emu Coulombovu poli je pole line�arn��ho

vodi�e. Uva�zujme nekone�n�e dlouh�y, rovn�y dr�at ve sm�eru osy z s elektrik�ym proudem

I

~| (~x) = I Æ(x) Æ(y)~e

3

: (67)

Podle (64) je magnetik�e pole

~

B(~x) =

�

0

I

4�

Z

1

�1

dz

0

~e

3

�

~x� (0; 0; z

0

)

j~x� (0; 0; z

0

)j

3

: (68)

Zavedeme pol�arn�� sou�radnie � =

p

x

2

+ y

2

, ' = artan

y

x

, z a uvedom��me se, �ze pole

mus�� b�yt konstantn�� ve sm�eru z, tak �ze sta��� po���tat

~

B v rovin�e (x; y). V�ypo�et vede k

Biotovu-Savartovu z�akonu

~

B(�) =

�

0

I

2�

~e

'

�

: (69)

6.2 Magnetik�e pole kruhov�e smy�ky.

Do vztahu pro vektorov�y poteni�al (65) dosad��me hustotu proudu

~| (~x

0

) d

3

x

0

= I Æ(�

0

� a) Æ(z

0

)~e

'

0

�

0

d�

0

dz

0

d'

0

;

kde ~e

'

0

= � sin('

0

� ')~e

�

+ os('

0

� ')~e

'

, a dostaneme

~

A(�; z) = A

'

(�; z)~e

'

; A

'

(�; z) =

�

0

I

2�

Z

�

0

a os' d'

(a

2

+ �

2

+ z

2

� 2a� os')

1

2

: (70)

Integral lze vyj�ad�rit �upln�ymi eliptik�ymi integraly E a K,

A

'

(�; z) =

�

0

I

�k

 

a

�

!

1

2

" 

1�

k

2

2

!

K(k)� E(k)

#

; (71)

kde

k

2

=

4a�

(a+ �)

2

+ z

2

; K(k) =

Z
�

2

0

d�

q

1� k

2

sin

2

�

; E(k) =

Z
�

2

0

q

1� k

2

sin

2

� d�:

(72)

P�ri v�ypo�tu induke pot�rebujeme identity

dE(k)

dk

=

E(k)�K(k)

k

;

dK(k)

dk

=

E(k)

k(1� k

2

)

�

K(k)

k

: (73)

Potom m�ame pro slo�zky induke (B

'

= 0)

B

�

(�; z) = �

�A

'

�z

=

�

0

I

2�

z

�

q

(a+ �)

2

+ z

2

"

�K(k) +

a

2

+ �

2

+ z

2

(a� �)

2

+ z

2

E(k)

#

; (74)

B

z

(�; z) =

1

�

�(�A

'

)

��

=

�

0

I

2�

1

q

(a+ �)

2

+ z

2

"

K(k) +

a

2

� �

2

� z

2

(a� �)

2

+ z

2

E(k)

#

: (75)

13



7 Maxwellovy rovnie v materi�alov�em prost�red��

7.1 Polarizae, magnetizae

Kdy�z se materi�alov�e prost�red�� nah�az�� pod vlivem vn�ej�s��ho elektromagnetik�eho pole,

nap�r. mezi deskami kondens�atoru nebo v magnetik�em poli ��vky, rozli�sujeme vn�ej�s��

n�aboje a proudy, �

ext

a ~|

ext

, a n�aboje � a proudy ~| indukovan�e vn�ej�s��m polem v ma-

teri�alu. N�aboje a proudy uvnit�r atom�u, molekul, nebo element�arn��h bu�nek krystal�u,

kter�e vyvol�avaj�� mnohem v�et�s�� pole nez jsou makroskopik�a, m�u�zeme zanedbat, kdy�z

st�redujeme p�res prostorov�e oblasti podstatn�e v�et�s�� ne�z vzdalenost element�arn��h jed-

notek materi�alu. St�redovan�e Maxwellovy rovnie jsou

div

~

E =

h�i+ �

ext

�

0

rot

~

E = �

�

~

B

�t

1

�

0

rot

~

B = �

0

�

~

E

�t

+ h~| i+ ~|

ext

div

~

B = 0:

(76)

~

E a

~

B jsou st�redovan�a pole, hi ozna�uje st�redov�an�� zdroj�u.

Celkov�y n�aboj v�azan�y na prost�red��, kter�e je pln�e uzav�reno uvnit�r oblasti V; je roven

nule

Z

V

h�i dV = 0 ) h�i = �div

~

P ; (77)

p�ri�em�z

~

P = 0 vn�e materi�alu. Potom je toti�z

Z

V

h�i dV = �

Z

V

div

~

P dV =

Z

S

~

P � ~n dS = 0;

kde S = �V . Uva�zujme dip�olov�y moment

Z

V

~xh�i dV = �

Z

V

~x div

~

P dV = �

Z

S

~x

�

~n �

~

P

�

dS +

Z

V

�

~

P �

~

r

�

~x dV =

Z

V

~

P dV: (78)

Uva�zujme nyn�� uzav�renou plohu S uvnit�r materi�alu. Celkov�y proud touto plo-

hou v�azan�y na prost�red�� je d�an elkovou hodnotou �asov�e zm�eny pr�um�etu vektoru

polarizae

~

P

Z

S

h~| i � ~n dS = �

Z

V

�h�i

�t

dV =

Z

V

�

�t

div

~

P dV =

Z

S

�

~

P

�t

� ~n dS

) h~| i = rot

~

M +

�

~

P

�t

; (79)

p�ri�em�z

~

M = 0 vn�e materi�alu.

Z

S

rot

~

M � ~n dS = 0 proto�ze �S = ;:

V statik�em p�r��pad�e je �

~

P=�t = 0. Uva�zujme magnetik�y moment

1

2

Z

V

~x� h~| i dV =

1

2

Z

V

~x� rot

~

M dV = (80)

1

2

Z

S

~x�

�

~n�

~

M

�

dS �

1

2

Z

V

�

~

M �

~

r

�

� ~x dV =

Z

V

~

M dV:
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De�nie vektor�u polarizae

~

P a magnetizae

~

M pomo�� moment�u je d�ule�zit�a pro jed-

nozna�nost, jinak by vyhovovaly tak�e

~

P + rot

~

f a

~

M + grad f . Jako vedlej�s�� v�ysledek

dostaneme ze spojen�� rovni (77) a (79) difereni�aln�� (=mikroskopikou) rovnii kon-

tinuity

�h�i

�t

+ divh~| i = 0: (81)

7.2 Makroskopik�e Maxwellovy rovnie

Zavedeme vektory induke elektrik�eho pole a intenzity magnetik�eho pole jako

~

D = �

0

~

E +

~

P ;

~

H =

1

�

0

~

B �

~

M: (82)

Pou�zit��m polarizae (77) a magnetizae (79) dostaneme makroskopik�e Maxwellovy

rovnie,

div

~

D = �

ext

; rot

~

E = �

�

~

B

�t

;

rot

~

H =

�

~

D

�t

+ ~|

ext

; div

~

B = 0:

(83)

Jak Maxwellovy rovnie ve v�seoben�e form�e, tyto rovnie jsou konsistentn�� s rovni��

kontinuity

��

ext

�t

+ div~|

ext

= 0: (84)

V homogenn��m isotropn��m line�arn��m prost�red�� bez disperse jsou vztahy mezi

~

D a

~

E a mezi

~

H a

~

B obzvla�st jednoduh�e, pole jsou �um�ern�a,

~

D = �

r

�

0

~

E;

~

H =

1

�

r

�

0

~

B; (85)

kde �

r

je dielektrik�a konstanta a konstanta �

r

je magnetik�a permeabilita materi�alu.

(

"

Line�arn�� prost�red��\ znamen�a, �ze tyto veli�iny jsou konstantn��.)

7.3 Energie a impuls elektromagnetik�eho pole

M�ejme spojit�e rozlo�zen�� n�aboje �. " ozna�uje energii n�aboje obsa�zen�eho v objemu �V ,

�" zm�ena energie p�ri pohybu v elektromagnetik�em poli. � a ~| ozna�uj�� ted' extern��

veli�iny.

�" =

~

F ��~x;

~

F = �

~

E�V + ~|�

~

B�V )

1

�V

�"

�t

= ~| �

~

E: (86)

S vyu�zit��m vztahu

~

E �

�

~

r�

~

H

�

�

~

H �

�

~

r�

~

E

�

=

~

r �

�

~

H �

~

E

�

(87)

odvod��me z Maxwellov�yh rovni v�yraz

~

H �

�

~

B

�t

+

~

E �

�

~

D

�t

= �~| �

~

E �

~

r �

�

~

E �

~

H

�

: (88)
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Na prav�e stran�e vystupuje vykonan�a pr�ae a divergene toku, v�yraz na lev�e stran�e

m�u�zeme tedy interpretovat jako �asovou zm�enu hustoty energie. Po zaveden�� veli�in

hustoty energie W a Poyntingova vektoru

~

S

W =

1

2

�

~

E �

~

D +

~

B �

~

H

�

;

~

S =

~

E �

~

H (89)

m�u�zeme (88) ps�at jako

�

�t

Z

V

W dV +

Z

V

~| �

~

E dV +

Z

�V

~

S � ~n d� = 0: (90)

~

S m�a tedy v�yznam hustoty toku energie. Obdobnou �uvahu m�u�zeme prov�est pro impuls.

P�ri p�rehodu ke spojit�emu rozlo�zen�� n�aboje je

4~p =

~

F4t;

~

F = �

~

E4V + ~|�

~

B4V )

1

4V

4~p

4t

= �

~

E + ~|�

~

B: (91)

Z Maxwellov�yh rovni odvod��me v�yraz

~

D�

�

~

B

�t

+

�

~

D

�t

�

~

B =

~

E

�

~

r �

~

D

�

�

~

B�

�

~

r�

~

H

�

+

~

H

�

~

r �

~

B

�

�

~

D�

�

~

r�

~

E

�

�~|�

~

B��

~

E:

(92)

Posledn�� dva �leny na prav�e stran�e popisuj�� Lorentzovu s��lu, m�u�zeme tedy �asovou

derivai na lev�e stran�e interpretovat jako �asovou zm�enu hustoty impulsu

~

G =

~

D �

~

B = �

r

�

r

�

0

�

0

~

E �

~

H =

n

2



2

~

S; (93)

pokud prvn�� �ty�ri �leny na prav�e stran�e lze ps�at jako divergene toku impulsu. Zavedli

jsme



2

:=

1

�

0

�

0

; n

2

:= �

r

�

r

: (94)

 je ryhlost �s���ren�� elektromagnetik�yh vln ve vakuu, tedy ryhlost sv�etla, jak budeme

brzo vid�et, a n je index lomu, jeho�z v�yznam bude tak�e z�rejm�y v souvislosti s �s���ren��

elektromagnetik�yh vln. Po �uprav�e, kdy p�redpokl�ad�ame, �ze permitivita a permeabilita

nez�avis�� na prostorov�yh sou�radni��h, m�u�zeme ps�at

h

~

E

�

~

r �

~

D

�

�

~

D �

�

~

r�

~

E

�i

i

=

3

X

j=1

�

�x

j

�

E

i

D

j

�

1

2

Æ

ij

~

E �

~

D

�

;

h

~

H

�

~

r �

~

B

�

�

~

B �

�

~

r�

~

H

�i

i

=

3

X

j=1

�

�x

j

�

H

i

B

j

�

1

2

Æ

ij

~

H �

~

B

�

(95)

a z�akon zahov�an�� m�a tvar

�

�t

Z

V

G

i

dV +

Z

V

h

�E

i

+

�

~|�

~

B

�

i

i

dV +

Z

�V

3

X

j=1

T

ij

n

j

d� = 0: (96)
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De�novali jsme Maxwell�uv tensor n�ap�et�� T

ij

jako

T

ij

= �(E

i

D

j

+H

i

B

j

) +

1

2

Æ

ij

(

~

E �

~

D +

~

H �

~

B): (97)

Takto de�novan�y Maxwell�uv tensor ur�uje tok impulsu z uva�zovan�eho objemu. Jeho

stopa je rovna hustot�e energie

W �

3

X

i=1

T

ii

= 0: (98)

8 Integr�aln�� formy Maxwellov�yh rovni, induke

8.1 Integrovan�e rovnie

Uva�zujeme prostorovou oblast V s okrajem �V a plohu S s okrajem �S. ~n ozna�uje

norm�aln�� jednotkov�y vektor na plohu �V , pop�r. S,

~

t te�n�y vektor na �S. Integru-

jeme rovnii div

~

E =

�

�

0

p�res objem V , dostaneme podle Gau�ovy v�ety Gau��uv z�akon

elektrostatiky.

Z

�V

~

E � ~n dS =

Q

�

0

: (99)

Kdy�z integrujeme rotai elektrik�eho pole p�res plohu S, m�u�zeme uplat�novat Stokes-

ovu v�etu (

~

t je te�ny vektor okraje �S):

I

�S

~

E �

~

t ds =

Z

S

rot

~

E � ~n dS = �

�

�t

Z

S

~

B � ~n dS: (100)

Integral

R

~

B�~n dS de�nuje magnetik�y tok �

m

plohou S. Odvodili jsme tedy Faraday�uv

induk�n�� z�akon: Elektrik�e n�ap�et�� v uzav�ren�e dr�at�en�e smy�e se rovna minus �asov�e

derivai magnetik�eho toku,

I

�S

~

E �

~

t ds = �

�

�t

�

m

: (101)

Analogiky dostaneme v statik�em p�r��pad�e

_

~

E = 0

I

�S

~

B �

~

t ds =

Z

S

rot

~

B � ~n dS = �

0

Z

S

~| � ~n dS: (102)

Integral na prav�e stran�e p�redstavuje elkov�y elektrik�y proud I, z toho vypl�yv�a Amp�ere�uv

z�akon

I

�S

~

B �

~

tds = �

0

I: (103)
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8.2 Aplikae { vz�ajemn�a induke a vlastn�� induke

Uva�zujeme dv�e geometriky pevn�e smy�ky s prom�enn�ym proudem ve smy�e 2. In-

dukovan�e n�ap�et�� ve smy�e 1 vyvolan�e zm�enou pole buzen�eho smy�kou 2 je

U

1

= �

�

�t

Z

(1)

~

B

2

�~n

1

dS

1

;

Z

(1)

~

B

2

�~n

1

dS

1

=

I

(1)

~

A

2

�d

~

`

1

;

~

A

2

=

�

0

I

2

4�

I

(2)

d

~

`

2

r

12

: (104)

Po dosazen�� dost�av�ame

U

1

=M

12

dI

2

dt

; M

12

= �

�

0

4�

I

(1)

I

(2)

d

~

`

2

� d

~

`

1

j~x

1

� ~x

2

j

: (105)

Pokud by tekl prom�enn�y proud smy�kou 1, bylo by indukovan�e n�ap�et�� ve smy�e 2

U

2

=M

21

dI

1

dt

; M

12

=M

21

=M: (106)

Ale tak�e zm�ena magnetik�eho toku smy�kou 1 vytvo�r�� indukovan�e n�ap�et�� v t�eto smy�e,

stejn�e plat�� pro smy�ku 2. Oben�e tedy m�u�zeme ps�at

U

1

= �L

1

dI

1

dt

+M

dI

2

dt

; U

2

=M

dI

1

dt

� L

2

dI

2

dt

: (107)

�

Casov�a zm�ena energie magnetik�eho pole je rovna z�aporn�e vzat�e pr�ai

dW

dt

= �U

1

I

1

� U

2

I

2

= L

1

I

1

dI

1

dt

+ L

2

I

2

dI

2

dt

�M

 

I

1

dI

2

dt

+ I

2

dI

1

dt

!

; (108)

tak�ze pro energii magnetik�eho pole je

W =

1

2

L

1

I

2

1

+

1

2

L

2

I

2

2

�M I

1

I

2

; L

1

L

2

�M

2

: (109)

Energii magnetik�eho pole m�ame ov�sem tak�e vyj�ad�renou jako

W =

1

2

Z

V

~

B �

~

H dV =

1

2

Z

V

~| �

~

A dV: (110)

P�ri odvozen�� obou v�yraz�u v t�eto rovnii je postupn�e vyu�zito vztah�u

~

B = rot

~

A;

~

H � rot

~

A�

~

A � rot

~

H = div

�

~

A�

~

H

�

; rot

~

H = ~|: (111)

Vztahu pro energii vyu�zijeme pro v�ypo�et vlastn�� induk�nosti

L =

1

�

0

I

2

Z

V

B

2

dV: (112)

Uva�zujme dv�e solenoid�aln�� ��vky, ka�zdou o N z�aviteh, t�esn�e na sob�e. Pr�u�rez ��vek

je S a jejih d�elka `. Pole prvn�� a druh�e ��vky jsou tedy p�ribli�zn�e (Amp�ere�uv z�akon)

B

1

�

�

0

NI

1

`

; B

2

�

�

0

NI

2

`

(113)

a pro induk�nosti m�ame

L

1

� L

2

�M �

�

0

N

2

S

`

: (114)

Pro energii magnetik�eho pole pak

W =

�

0

N

2

S

2`

(I

1

+ I

2

)

2

: (115)
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9

�

Casov�e prom�enn�a elektromagnetik�a pole

9.1 Dynamik�e poteni�aly, kalibrae

P�redpokl�ad�ame dynamik�e poteni�aly �(~x; t) a

~

A(~x; t) a

~

B = rot

~

A. Pak vypl�yv�a z

Maxwellovy rovnie rot

~

E = �

_

~

B, �ze i �asov�a derivae vektorov�eho poteni�alu p�risp��v�a

k elektrik�emu poli

~

B = rotA;

~

E = �grad��

�

~

A

�t

: (116)

Dosazen�� do dal�s��h Maxwellov�yh rovni vede k

4�+

�

�t

div

~

A = �

�

�

0

;

4

~

A� �

0

�

0

�

2

~

A

�t

2

� grad

 

div

~

A+ �

0

�

0

��

�t

!

= ��

0

~|:

(117)

S vyu�zit��m kalibra�n�� transformae

~

A!

~

A+ grad ; �! ��

� 

�t

(118)

m�u�zeme m��t Lorenzovu kalibrai (Ludwig Valentin Lorenz 6= Hendrik Antoon Lorentz)

div

~

A + �

0

�

0

��

�t

= 0 (119)

a dost�av�ame tak pro poteni�aly nehomogenn�� rovnie

4��

1



2

�

2

�

�t

2

= �

�

�

0

; 4

~

A�

1



2

�

2

~

A

�t

2

= ��

0

~|: (120)

Ozna�ili jsme ryhlost sv�etla ve vakuu 

 =

1

p

�

0

�

0

:

Rovnie (120) jsou Maxwellovy rovnie pro poteni�aly, spolu s kalibra�� (119) jsou

ekvivalentn�� (5).

9.2 Rovinn�a a kulov�a vlna

V p�r��pad�e voln�eho elektromagnetik�eho pole popisuj�� homogenn�� rovnie odpov��daj����

(120) �s���ren�� vln. Vlnov�a rovnie v jednorozm�ern�em p�r��pad�e popisuje rovinnou vlnu (ve

sm�eru x)

�

2

 (x; t)

�x

2

�

1



2

�

2

 (x; t)

�t

2

= 0: (121)

Oben�e �re�sen�� je

 (x; t) = f

�

t�

x



�

+ g

�

t�

x



�

: (122)
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Vezmeme jako pr��klad Gau�ovu funki f = exp[�(t �

x



)

2

℄. Maximum se nah�az�� p�ri

t�

x



= 0, pohybuje se tedy s ryhlost��  ve sm�eru rostou��ho x.

Dal�s��m jednorozm�ern�em p�r��kladem je sf�eriky symetrik�a vlnov�a rovnie v troj-

rozm�ern�em pr��pad�e,

1

r

�

2

(r (r; t))

�r

2

�

1



2

�

2

 (r; t)

�t

2

= 0 (123)

s oben�ym �re�sen��m

 (r; t) =

1

r

f

�

t�

r



�

+

1

r

g

�

t +

r



�

: (124)

Na toto �re�sen�� se m�u�zeme divat jako na rozb��havou nebo sb��havou kulovou vlnu. Tvar

�re�sen�� tak�e ukazuje, �ze ryhlost �s���ren�� je .

V (line�arn��m) materi�alov�em prost�red�� se nahrazuje �

0

! �

r

�

0

a �

0

! �

r

�

0

. Pak

dostaneme z rovnie (120) ryhlost �s���ren�� =n, kdy�z zavedeme index lomu

n =

p

�

r

�

r

:

9.3 Oben�e �re�sen�� nehomogenn�� rovnie pro poteni�aly.

Pro oben�e �re�sen�� rovnie (120) je�st�e hyb�� partikul�arn�� �re�sen�� nehomogenn�e rovnie.

Zavedeme Fourierovu transformai �asov�e z�avislosti poteni�alu a hustoty n�aboje

�(~x; t) =

1

2�

Z

1

�1

d!

~

�(~x; !) e

�i!t

; (125)

�(~x; t) =

1

2�

Z

1

�1

d! ~�(~x; !) e

�i!t

(126)

a dosad��me do rovnie (120),

Z

1

�1

d!

 

4+

!

2



2

!

~

�(~x; !) e

�i!t

= �

1

�

0

Z

1

�1

d! ~�(~x; !) e

�i!t

: (127)

Exponeni�aln�� funke s r�uzn�ymi ! jsou nez�avisl�e, proto plat��

 

4+

!

2



2

!

~

�(~x; !) = �

~�(~x; !)

�

0

: (128)

Hled�ame Greenovu funki difereni�aln��ho operatoru na lev�e stran�e, de�novanou vzta-

hem

(4+ k

2

)G(~x; ~x

0

; k) = �Æ

3

(~x� ~x

0

): (129)

�

Re�sen�� t�eto rovnie z�avis�� jen na absolutn�� hodnotu r = j~x� ~x

0

j:

G(~x; ~x

0

; k) = G(r; k) =

e

�ikr

4�r

: (130)

D�ukaz:

1)

(4+ k

2

)

e

�ikr

r

=

 

1

r

�

2

�r

2

r + k

2

!

e

�ikr

r

= 0 (131)
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plat�� pro r 6= 0.

2) N�asob��me levou stranu testova�� funk�� f(~x) a integrujeme p�res el�y prostor. D��ky

(131) sta��� integral p�res in�nitesim�aln�� kouli o polom�eru � kolem po��atku,

Z

d

3

x f(~x) (4+ k

2

)

e

�ikr

r

=

Z

r��

d

3

x f(~x) (4+ k

2

)

e

�ikr

r

: (132)

Rozv��jeme exponeni�aln�� funki a vyu�zijeme 4 1=r = �4�Æ

3

(j~x� ~x

0

j)

Z

r��

d

3

x f(~x) (4+ k

2

)

�

1

r

� ik �

1

2

k

2

r � : : :

�

=

Z

r��

d

3

x f(~x)

�

4

1

r

+ k

2

1

r

� : : :

�

= �4�f(0) +O(�

2

): (133)

V limit�e �! 0 tak z��sk�ame

(4+ k

2

)

e

�ikj~x�~x

0

j

4�j~x� ~x

0

j

= �Æ

3

(j~x� ~x

0

j): (134)

�

Re�sen��m rovnie (128) je tedy

~

�(~x; !) =

1

4��

0

Z

d

3

x

0

~�(~x

0

; !)

e

�i

!



j~x�~x

0

j

j~x� ~x

0

j

: (135)

Zp�etn�� Fourierova transformae pro z�aporn�e znam�enko vede k

�(~x; t) =

1

8�

2
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kde retardovan�y �as byl de�novan jako

t

ret

= t�

j~x� ~x

0

j



: (137)

Poteni�al �asov�e z�avisl�eho rozlo�zen�� n�aboje vypapd�a form�aln�e jako statik�y poteni�al,

s rozd��lem, �ze �asov�y argument z�avis�� na vzdalenost j~x�~x

0

j, t. j. poteni�al a elektrik�e

pole se �s���r�� kone�nou ryhlost��. Takto z��skan�y poteni�al se naz�yv�a retardovan�y poteni�al,

analogiky to plat�� pro vektorov�y poteni�al.
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9.4 Pole �asov�e prom�enn�eho dip�olu

Uva�zujme bodov�e n�aboje, soust�reden�e v�sehny kolem po��atku sou�radni. Pak m�u�zeme

pro vektorov�y poteni�al ps�at

~
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neboli pomo�� dip�olov�eho momentu
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Skal�arn�� poteni�al spo�teme integra�� vztahu (Lorenzova kalibrae)

��

�t

= �

2

div

~

A: (142)

Jednoduh�ymi �upravami dostaneme
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Skal�arn�� poteni�al je tedy

�(~x; t) =
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Pro intenzity dostaneme
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Dostate�n�e daleko od dip�olu m�ame
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kde jsme ozna�ili
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Pro hustotu energie a Poynting�uv vektor je
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Je p�rirozen�e

~

S

W

=  ~n: (149)

P�r��klad: Vezm�eme rozlo�zen�� proudu ve tvaru

~| (~x; t) = I Æ(x) Æ(y) sin
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os(!t)~e
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; 0 � z � L: (150)

Podle (140) a (141) spo�teme snadno

~p (t) =

2LI

�!

sin(!t)~e

z
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a podle (147)
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P�r��klad: Rotuj���� n�aboj v rovin�e (x; y) v dip�olov�e aproximai:

~p = qr

0

(os!t; sin!t; 0); (153)
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(z sin!t;�z os!t; y os!t� x sin!t): (154)
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Casov�e st�redovan�y Poynting�uv vektor popisuje v�ykon z�a�ren�� do elementu prostorov�eho

�uhlu,
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Celkov�a vyza�rovan�a energie za sekundu je pak
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kde a ozna�uje zryhlen�� r

0

!

2

na kruhov�e dr�aze. T�ato ztr�ata energie by vedla k ryhl�emu

kolapsu atom�u v klasik�e elektrodynamie.

9.5 Li�enard�uv - Wiehert�uv poteni�al

At' se nabit�a ��astie pohybuje po zadan�e trajektorii ~x = ~x
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(t). Hustota n�aboje je pak
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Vzore pro skal�arn�� poteni�al p�rep���seme jako
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kde jsme ozna�ili
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nap���seme v�yraz pro skal�arn�� poteni�al jako
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V�yraz pro vektorov�y poteni�al je pak obdobn�e
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Vezm�eme ted' jednoduh�y p�r��pad pohybu s konstantn�� ryhlost�� pod�el osy x. Pod-

m��nku pro nalezen�� �asov�eho zpo�zd�en�� p�rep���seme na
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Jmenovatel v�yraz�u (160) a (161) pro poteni�aly m�u�zeme ps�at jako
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Po mal�e �uprav�e pak dost�av�ame
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pro skal�arn�� poteni�al a
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pro vektorov�y poteni�al, kde jsme ozna�ili
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Vektor intenzity elektrik�eho pole je
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a vektor induke magnetik�eho pole je
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Pro vektor hustoty impulsu pole
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a pro hustotu energie W = (�
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10 Z�aklady teorie relativity

10.1 Prinipy

Prinip relativity: v�sehny p�r��rodn�� z�akony jsou stejn�e ve v�seh ineri�aln��h sou�rad-

n�yh soustav�ah. Ineri�aln�� soustavy jsou takov�e, kde se pohyb d�ej�e s konstantn�� ryhlost��.

Interake ��asti se v oby�ejn�e mehanie popisuje pomo�� interak�n�� poteni�aln�� en-

ergie, kter�a je funk�� polohy interaguj����h ��asti. Tento zp�usob popisu v sob�e obsahuje

p�redpoklad o okam�zit�em p�usoben��.

Prinip kone�n�e ryhlosti �s���ren�� signalu: Ryhlost �s���ren�� interake je kone�n�a.

Z prinipu relativity je tato ryhlost ve v�seh ineri�aln��h soustav�ah stejn�a. Z Maxwell-

ov�yh rovni je vid�et, �ze jde o ryhlost sv�etla ve vakuu

 = 299 792 458ms

�1

: (172)

Toto je exaktn�� hodnota, ur�uj���� tak d�elkovou jednotku jednotkou �asu.

Sjednoen�� prinipu relativity s prinipem kone�n�e ryhlosti �s���ren�� signalu je naz�y-

v�ano Einsteinov�ym prinipem relativity.

10.2 Interval, vlastn�� �as.

Uva�zujme dv�e ud�alosti: emisi a absorpi fotonu. V soustav�e K je
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v soustav�e K
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Zavedeme oben�e kvadrat intervalu mezi dv�ema ud�alostmi (dv�ema body �ty�rrozm�er-

n�eho prostoro�asu) jako
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pop�r��pad�e pro in�nitesim�aln�e bl��zk�e ud�alosti
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: (176)

Je-li interval roven nule v n�ejak�e ineri�aln�� sou�radn�e soustav�e K, je roven nule i v

libovoln�e jin�e soustav�e K

0

. Potom tedy mus�� b�yt

ds

2

= k(v) ds

0

2

: (177)

Vzhledem k homogenit�e prostoru a �asu nem�u�ze faktor �um�ernosti z�aviset na sou�rad-

ni��h, vzhledem k isotropii prostoru m�u�ze pak tento faktor z�aviset pouze na velikosti

relativn�� ryhlosti uva�zovan�yh ineri�aln��h soustav. Uva�zujeme-li t�ri soustavy K, K
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a proto�ze lev�a strana posledn�� rovnie nez�avis�� na �uhlu mezi vektory ryhlost�� ~v

1

a ~v

2

,

zat��mo prav�a strana m�u�ze, mus�� b�yt

k(v) = 1: (179)

Kvadr�at intervalu mezi dv�ema ud�alostmi (175) nebo mezi dv�ema in�nitesim�aln�e bl��z-

k�ymi ud�alostmi (176) je stejn�y ve v�seh ineri�aln��h soustav�ah.

V p�rede�sl�yh uvah�ah se p�ripojuje �as p�r��rozen�ym zp�usobem k prostoru, proto je

v�yhodn�e de�novat �ty�rrozm�ern�y prostoro�as �i Minkowskiho prostor, v n�em�z se

po���t�a kvadrat prostorov�eho intervalu z�aporn�e a kvadrat �asov�eho intervalu kladn�e

(nebo opa�n�e). Oznamen�� ud�alost m�a v�yznam bodu v �ty�rrozm�ern�em prostoru�ase.

Ozna�me si v soustav�e K
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Zkoumejme, existuje-li takov�a soustava K
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, kde by se ob�e ud�alosti odehraly v jednom

bod�e prostoru, tedy �ze plat�� `
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takov�y interval se naz�yv�a �asupodobn�y. Naopak po�zadavek na to, aby existovala
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V p�r��pad�e konstantn�� ryhlosti v dostaneme jednoduh�y vztah mezi parametrem s

trajektorie t�elesa a �asovou sou�radni�� t,
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10.3 Lorentzova transformae

Soustava K se pohybuje v�u�i ineri�aln�� soustav�e K

0

ryhlost�� v pod�el osy x. Z ele-

ment�arn��h �uvah je z�rejm�e, �ze �tvere intervalu s
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sinh ; (183)

podobn�e jako se nezm�en�� �tvere vzdalenosti l
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p�ri transformai
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Pro po��atek soustavy K
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(bod x
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= 0) m�ame v soustav�e K z de�nie x=t = v, jednak

z (183) x=t =  tanh , m�ame tedy tanh = v= a vztah (183) m�u�zeme zapsat jako

Lorentzovu transformai
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V�zdy jsou uv�ad�eny dva klasik�e p�r��klady na pou�zit�� vztahu (185).

(a) V soustav�e K je pod�el osy x v klidu m�e�r��tko, jeho�z dv�e rysky maj�� v t�eto soustav�e

sou�radnie x
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. Mluv��me o kontraki d�elky.

(b) V soustav�e K
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. Mluv��me pak o dilatai �asu.

Vztah (185) m�u�zeme zapsat i v difereni�aln��m tvaru
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Pro transformai slo�zek vektoru ryhlosti (~w = d~x=dt, ~w
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0

) dostaneme z

(186) vztah

w

x

=

w

0

x

+ v

1 +

w

0

x

v



2

; w

y

=

w

0

y

q

1�

v

2



2

1 +

w

0

x

v



2

; w

z

=

w

0

z

q

1�

v

2



2

1 +

w

0

x

v



2

: (187)

Sledujeme-li �s���ren�� sv�eteln�eho paprsku v rovin�e (w

x

=  os#, w

y

=  sin#, w

z

= 0 resp.

w

0

x

=  os#

0

, w

y

=  sin#

0

, w

0

z

= 0), dostaneme vztah (aberae sv�etla)

sin# =

q

1�

v

2



2

1 +

v



os#

0

sin#

0

: (188)

Pro v= � 1 polo�z��me # = #

0

� �# a porovn�an��m nejni�z�s��ho �lenu Taylorova rozvoje

dostaneme obvykle uv�aden�y vztah

�# =

v



sin#

0

: (189)
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10.4

�

Cty�rvektory, �ty�rtenzory

Nejprve de�nujeme podstatn�e tenzory. Metrik�y tenzor v Minkowskiho prostoru a jed-

notkov�y tenzor jsou

g

ik

= g

ik

=

0

B

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

C

A

; Æ

k

i

=

0

B

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

: (190)

g

ik

se naz�yv�a kovariantn�� metrika, inversn�� metrika g

ik

se naz�yv�a kontravariantn��. D�ale

de�nujeme kontravariantn�� a kovariantn�� �upln�e antisymetrik�y tenzor 4. �r�adu je de�-

nov�an pomo�� vztah�u

�

iklm

(�

0123

= 1); �

iklm

(�

0123

= �1): (191)

�

Cty�rvektor sou�radni ud�alosti (kontravariantn�� a kovariantn��) zapisujeme jako

x

i

= (x

0

; x

1

; x

2

; x

3

) = (t; ~x); x

i

= (x

0

; x

1

; x

2

; x

3

) = (t;�~x): (192)

Metrika n�am ud�av�a invariantn�� prostoro�asovou

"

d�elku\ vektoru x

i

s

2

= g

ik

x

i

x

k

= g

ik

x

i

x

k

= x

i

x

i

= 

2

t

2

� (x

2

+ y

2

+ z

2

): (193)

P�ritom plat��

x

i

= g

ik

x

k

; x

i

= g

ik

x

k

(194)

(zvednut�� a spust�en�� index�u = transformae mezi kontravariantn��mi a kovariantn��mi

indexy).

V �ty�rrozm�ern�em z�apisu m�u�zeme Lorentzovu transformai (ve sm�eru x) (185) ps�at

ve tvaru

x

i

= �

i

k

x

0

k

(195)

s Lorentzovou mati��

�

i

k

=

0

B

B

B

�



v



 0 0

v



  0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

; (196)

kde  je b�e�zn�e zkr�aen��

 :=

1

q

1�

v

2



2

: (197)

10.5

�

Cty�rryhlost a �ty�rzryhlen��

De�nujeme �ty�rvektor ryhlosti p�r��rozen�ym zp�usobem jako derivai �ty�rvektoru ud�alost��,

ze kter�yh se sklad�a sv�eto��ara (�ty�rrozm�ern�a trajektorie) t�elesa, podle parametru s

(=  kr�at vlastn�� �as)

u

i

=

dx

i

ds

; u

i

=

0

�

1

q

1�

v

2



2

;

~v



q

1�

v

2



2

1

A

; u

i

u

i

= 1: (198)
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u

i

je tedy te�n�ym vektorem sv�eto��ary. Obdobn�e �ty�rvektor zryhlen��

a

i

=

du

i

ds

=

d

2

x

i

ds

2

; u

i

a

i

= 0: (199)

Podivejme se na relativistik�y popis pohybu s konstantn��m zryhlen��m. V sou�radn�e

soustav�e, kde ryhlost ��astie je moment�aln�e nulov�a (v = 0), m�ame

u

i

K

= (1; 0; 0; 0); a

i

K

=

�

0;

a



2

; 0; 0

�

; (200)

kde a je oby�ejn�e zryhlen��. V sou�radn�e soustav�e pohybuj���� se ryhlost�� v ve sm�eru x

je ryhlost a zryhlen��

u

i

=

0

�

1

q

1�

v

2



2

;

v



q

1�

v

2



2

; 0; 0

1

A

; a

i

=

0

B

�

v



3

dv

dt

�

1�

v

2



2

�

2

;

dv

dt



2

�

1�

v

2



2

�

2

; 0; 0

1

C

A

: (201)

Po mal�e �uprav�e (z rovnosti a

i

a

i

= a

i

K

a

Ki

) dost�av�ame

d

dt

0

�

v

q

1�

v

2



2

1

A

= a: (202)

S po��ate�n��mi podm��nkami v

0

= 0, x

0

= 0 dost�av�ame �re�sen�� pro konstantn�� zryhlen��

a

v =

at

r

1 +

�

at



�

2

; x =



2

a

0

�

s

1 +

�

at



�

2

� 1

1

A

: (203)

10.6 Relativistik�y impuls

Jak v klasik�e mehanie, tak existuje i ve spei�aln�� teorii relativity prinip nejmen�s��ho

�u�inku. Jako invariantn�� a jednoduh�y �u�inek bodov�e ��astie se nab��z�� integr�al vlastn��ho

�asu pod�el sv�eto��ary. Abyhom v nerelativistik�e limit�e dostali pro �u�inek zn�am�y nerel-

ativistik�y v�yraz, mus��me konstantu �um�ernost zvolit rovnu �m, tedy

S = �m

Z

b

a

ds = �m

2

Z

t

b

t

a

s

1�

v

2



2

dt: (204)

Lagrangeova funke a impuls jsou

L = �m

2

s

1�

v

2



2

; ~p =

�L

�~v

=

m~v

q

1�

v

2



2

: (205)

S volbou faktoru �m dostaneme v p�ribl���zen�� v � 

L � �m

2

 

1�

v

2

2

2

!

=

mv

2

2

�m

2

; (206)
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tedy nerelativistikou Lagrangovu funki voln�e ��astie minus konstantu m

2

, kter�a je

bez v�yznamu pro pohybov�e rovnie klasik�e mehaniky.

Hamiltonova funke je pak

H = ~p � ~v � L =

m

2

q

1�

v

2



2

=

q

p

2



2

+m

2



4

; (207)

v pr��pad�e v �  dostaneme

H � m

2

+

mv

2

2

; (208)

t. j. klidov�a energie hmoty + nerelativistik�a kinetik�a energie.

Z hamiltoni�anu a impulsu skl�ad�ame �ty�rimpuls

p

i

=

�

H



; ~p

�

= mu

i

; p

i

p

i

= m

2



2

(209)

a zavedeme �ty�rvektor sily

f

i

=

dp

i

ds

=

0

�

~

f � ~v



2

q

1�

v

2



2

;

~

f



q

1�

v

2



2

1

A

; f

i

p

i

= 0: (210)

11 N�aboj v elektromagnetik�em poli

11.1 Pohybov�e rovnie

�

U�inek nabit�e ��astie v elektromagnetik�em poli je d�an vzorem

S = �m

Z

b

a

ds� e

Z

b

a

A

i

dx

i

; (211)

kde jsme zavedli �ty�rpoteni�al

A

i

=

�

�



;

~

A

�

: (212)

Lagrangeova funke a zoben�en�y impuls jsou

L = �m

2

s

1�

v

2



2

+ e

~

A � ~v � e�;

~

P =

�L

�~v

=

m~v

q

1�

v

2



2

+ e

~

A = ~p+ e

~

A; (213)

hamiltonova funke je

H =

~

P � ~v � L =

m

2

q

1�

v

2



2

+ e� =

q

m

2



4

+ 

2

(

~

P � e

~

A)

2

+ e�: (214)

Z vektorov�e anal�yzy budeme pot�rebovat identitu

~

r

�

~a �

~

b

�

=

�

~a �

~

r

�

~

b +

�

~

b �

~

r

�

~a+

~

b�

�

~

r� ~a

�

+ ~a�

�

~

r�

~

b

�

: (215)
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Je pak

~

rL = e

~

r

�

~

A � ~v

�

� e

~

r� = e

�

~v �

~

r

�

~

A + e~v �

�

~

r�

~

A

�

� e

~

r�;

d

dt

�

~p+ e

~

A

�

=

d~p

dt

+ e

�

~

A

�t

+ e

�

~v �

~

r

�

~

A:

(216)

Lagrangeova rovnie je tedy

d~p

dt

= e

�

~

E + ~v �

~

B

�

; (217)

kde jsme ozna�ili

~

E = �

~

r��

�

~

A

�t

;

~

B =

~

r�

~

A: (218)

Ve �ty�rrozm�ern�e notai je

ÆS = �m

Z

b

a

Æds� eÆ

Z

b

a

A

i

dx

i

: (219)

Variae elementu d�elky je

Æds = Æ

q

g

ik

dx

i

dx

k

=

g

ik

dx

i

Ædx

k

ds

= u

k

Ædx

k

; (220)

variae vektorov�eho poteni�alu

ÆA

i

=

�A

i

�x

k

Æx

k

: (221)

Pou�z��t��m toho a integra�� per partes dostaneme

ÆS =

Z

b

a

 

m Æx

i
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i

+ e

�A

i

�x

k

Æx

i

dx

k

� e

�A
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�x

k

Æx

k

dx

i

!

� (mu

i

+ eA

i

) Æx

i

�

�

�

b

a

: (222)

Z toho vypl�yvaj�� pohybov�e rovnie

m

du

i

ds

= e F

ik

u

k

(223)

s de�ni�� tenzoru F

ik

F

ik

=

�A

k

�x

i

�

�A

i

�x

k

: (224)

Prostorov�e slo�zky pohybov�yh rovni popisuj�� Lorentzovu s��lu (217).
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11.2 Tenzor elektromagnetik�eho pole

V minul�em podkapitoli jsme zavedli tenzor elektromagnetik�eho pole
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: (225)

P�ri Lorentzov�e transformai se tenzor elektromagnetik�eho pole transformuje podle

vztahu

F

ik

= �

i

m

�

k

n

F

0mn

: (226)

P�ri Lorentzov�e transformai ve sm�eru x s mati�� �

i

k

(196) dostaneme n�asleduj���� trans-

forma�n�� vztah tenzoru elektromagnetik�eho pole
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(227)

P�revedeno do vektor�u intenzity a induke plat��

E

x

= E

0

x

; E

y

= (E

0

y

+ vB

0

z
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z
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�
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z
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�

B

0
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+
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2

E

0

y

�

:

(228)

V nerelativistik�em p�ribl���zen�� (v=! 0) p�reh�az�� (228) na

~

E _=

~

E

0

� ~v �

~

B

0

;

~

B _=

~

B

0

: (229)

Invarianty pole m�u�zeme zkonstruovat z tenzoru pole. Pon�evad�z je antisymetrik�y,

z�u�zen�� ned�av�a ni a m�ame a�z kvadratik�e v�yrazy

g
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F
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F

ik

= inv;
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ikmn
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ik

F
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= F
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?F

ik

= inv. (230)

Du�aln�� tenzor vyj�ad�ren�y pomo�� intenzity elektrik�eho pole a induke magnetik�eho

pole m�a tvar
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Invarianty maj�� pak vyj�ad�ren��

F

ik

F

ik

= �2

0

�

~

E
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2

�

~

B

2

1

A

; F

ik

?F

ik

= 4

~
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~

B



: (232)

12 Synhrotronov�e z�a�ren��

12.1 Li�enard�uv-Wiehert�uv poteni�al

Po���t�ame poteni�al pole, vytva�ren�eho jedn��m n�abojem, kter�y se pohybuje po trajektorii

~x = ~x

0

(t), v �ase t v bod�e P (x; y; z). Poteni�al je d�an stavem pohybu ��astie v �ase t

0

,

pro kter�y plat�� (doba pot�rebn�a pro �s���ren�� sv�eteln�eho signalu)

(t� t

0

) = R(t

0

) = j~x� ~x

0

(t

0

)j: (233)

V sou�radn�e soustav�e, ve kter�e je ��astie v �ase t

0

v klidu, m�ame pr�av�e Coulomb�uv

z�akon

�(~x; t) =

e

4��

0

1

R(t

0

)

;

~

A(~x; t) = 0: (234)

Podm��nku (233) zap���seme ve �ty�rrozm�ern�em (kovariantn��m) tvaru jako podm��nku toho,

�ze interval mezi ud�alostmi

"

emise fotonu\ (t

0

; ~x

0

(t

0

)) a

"

absorpe fotonu\ (t; ~x) le�z��

na sv�eteln�em ku�zelu, tedy pro rozd��l �ty�rvektor�u ud�alost�� R

k

= ((t� t

0

); ~x� ~x

0

(t

0

))

plat��

R

k

R

k

= 0: (235)

Pomo�� tohoto nulov�eho �ty�rvektoru a jednotkov�eho �ty�rvektoru ryhlosti ��astie
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; ~v = ~v(t
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) =
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; u

i

u

i

= 1 (236)

se pokus��me zapsat �ty�rvektor poteni�alu pole tak, aby pro ~v =

~

0 (tj. pro �ty�rvektor

u

i

= (1;

~

0)) p�re�sel do tvaru (234). Z mo�zn�yh kombina�� snadno nalezeme v�ysledek
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u

i

u

k

R

k

: (237)

Pokud nevypisujeme expliitn�e argumenty, mus��me m��t na pam�et��, �ze lev�e strany vz-

tah�u jsou uva�zov�any v �ase t, prav�e strany v �ase t

0

. V trojrozm�ern�em zna�en�� pak m�a

(237) tvar
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~

R
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: (238)

V�ysledek (238) je p�rirozen�e stejn�y jako (160) a (161). P�ri v�ypo�tu pol��

~

E = �

~

r��

�

~

A

�t

;

~

B =

~

r�

~

A (239)
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budeme pot�rebovat n�asleduj���� triky pro v�ypo�et pari�aln��h deriva��: Derivov�an��m

vztahu (233) podle t dost�av�ame
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: (240)

Obdobn�e derivov�an��m vztahu (233) podle ~x dost�av�ame
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: (241)

V�yraz pro poteni�aly ve (239) pak budeme h�apat jako funke f(~x; t

0

), a budeme

po���tat pari�aln�� derivae podle ~x p�ri konstantn��m t

0

a podle t

0

p�ri konstantn��m ~x.

Porovnav�an��m difereni�al�u
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rt

0

!

� d~x +

�f

�t

0

�t

0

�t

dt (242)

p�rep���seme (239) jako

~

E = �

~

r�(~x; t

0

)�

��(~x; t

0

)

�t

0

~

rt

0

�

�

~

A(~x; t

0

)

�t

0

�t

0

�t

;

~

B =

~

r�

~

A(~x; t

0

) +

~

rt

0

�

�

~

A(~x; t

0

)

�t

0

:

(243)

Pro intenzitu elektrik�eho pole dost�av�ame pak

~

E =

e

4��

0

2

6

4

�

1�

v

2



2

� �

~n�

~v



�

R

2

�

1�

~v�~n



�

3

+

~n�

��

~n�

~v



�

� ~w

�



2

R

�

1�

~v�~n



�

3

3

7

5

; (244)

zat��mo pro induki magnetik�eho pole pole

~

B =

1



~n�

~

E =

e�

0

4�

2

6

4

�

1�

v

2



2

�

(~v � ~n)

R

2

�

1�

~v�~n



�

3

+ ~n�

~n�

��

~n�

~v



�

� ~w

�

R

�

1�

~v�~n



�

3

3

7

5

: (245)

Ozna�ili jsme jednotkov�y vektor ~n =

~

R=R a zryhlen�� ~w = d~v=dt

0

. Limitn�� p�r��pady pro

v=! 0 jsou

~

E �

e~n

4��

0

R

2

;

~

B �

e�

0

(~v � ~n)

4�R

2

: (246)

12.2 Intenzita z�a�ren��

Poynting�uv vektor (energie, proh�azej���� jednotkovou plohou za jednotku �asu, di-

menze [Jm

�2

s

�1

℄) je

~

S =

1

�

0

~

E �

~

B = �

0

E

2

~n (247)
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a intenzitu z�a�ren�� (tj. energie, vyza�rovanou za sekundu do elementu prostorov�eho �uhlu,

[Watt℄) spo�teme tedy jako

dI = lim

R!1

~

S � ~nR

2

d
: (248)

Po dosazen�� z (247) a (244)

dI =

e

2

16�

2

�

0



3

2

6

4

2(~n � ~w)(~v � ~w)



�

1�

~v�~n



�

5

+

~w

2

�

1�

~v�~n



�

4

�

�

1�

v

2



2

�

(~n � ~w)

2

�

1�

~v�~n



�

6

3

7

5

d
: (249)

Pro v=! 0 dost�av�ame s ozna�en��m ~n� ~w = w os � pro elkovou vyza�rovanou intenzitu

I =

e

2

w

2

16�

2

�

0



3

Z

2�

0

d�

Z

�

0

d� sin �(1� os

2

�) =

e

2

w

2

6��

0



3

: (250)

V klidov�e soustav�e ��astie je tedy (s ozna�en��m I = dE=dt)

dE =

e

2

w

2

6��

0



3

dt; d~p =

~

0; u

i

=

dx

i

ds

= (1;

~

0); w

i

=

du

i

ds

=

 

0;

~w



2

!

: (251)

Relativistiky invariantn�� v�yraz (tj. difereni�al �ty�rvektoru impulzu) vytvo�ren�y z �ty�r-

vektor�u ryhlosti a zryhlen��, kter�y v klidov�e soustav�e p�rejde na v�yrazy ze vztahu (251),

je pak

p

i

=

�

E



; ~p

�

; dp

i

= �

e

2

6��

0



du

k

ds

du

k

ds

dx

i

= �

e

2

6��

0



du

k

ds

du

k

ds

u

i

ds: (252)

V laboratorn�� soustav�e tedy m�ame pro elkovou vyza�rovanou intenzitu v�yraz

I =

e

2

6��

0



3

w

2

�

�

~w �

~v



�

2

�

1�

v

2



2

�

3

: (253)

Zde jsme pot�rebovali vyj�ad�ren�� �ty�rvektoru ryhlosti i zryhlen�� v laboratorn�� soustav�e.

Abyhom nemuseli p�ri v�ypo�tu �ty�rvektoru zryhlen�� u�zit oben�e Lorentzovy transfor-

mae, vypo�teme w

i

derivov�an��m zn�am�eho tvaru u

i

=

�

1=

q

1�

v

2



2

; ~v=

�



q

1�

v

2



2

��

,

potom

w

i

=

0

B

�

~v � ~w



3

�

1�

v

2



2

�

2

;

~w



2

�

1�

v

2



2

�

+

~v (~v � ~w)



4

�

1�

v

2



2

�

2

1

C

A

: (254)

V homogenn��m magnetik�em poli se nabit�a ��astie pohybuje ryhlost�� v po kru�znii

polom�eru R, jej�� zryhlen�� w = v

2

=R je kolm�e k ryhlosti. Dosazen��m do vztahu (253)

I =

e

2

6��

0



3

v

4

R

2

�

1�

v

2



2

�

2

=

e

2



6��

0

R

2

�

p

m

�

4

�

e

2



6��

0

R

2

�

T

m

2

�

4

: (255)

V posledn��m v�yrazu ve (255) jsme pou�zili aproximae vysok�yh energi��, kde pro kinet-

ikou energii plat�� T =

p

p

2



2

+m

2



4

�m

2

� p. Z tohoto v�yrazu je tak�e z�rejm�e, �ze
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synhrotronov�e z�a�ren�� je omezuj����m faktorem p�ri uryhlov�an�� lehk�yh ��asti (elektron�u

a positron�u). Pro normova�� hodnotu R

0

� 0; 5 km m�u�zeme ps�at

I � (R

0

=R)

2

(T=m

2

)

4

eV s

�1

.

Jsou-li ryhlost a zryhlen�� v ur�it�em okam�ziku rovnob�e�zn�e, dost�av�ame (~n � ~v =

v os #, ryhlost pod�el osy z) pro �uhlov�e rozlo�zen�� z�a�ren�� v�yraz

dI =

e

2

w

2

16�

2

�

0



3

sin

2

#

�

1�

v



os#

�

6

d
: (256)

Pro hodnoty v=! 1 m�a �uhlov�e rozlo�zen�� velmi �uzk�e, ale

"

dvouhrb�e\ maximum kolem

# = 0. Jsou-li ryhlost a zryhlen�� v ur�it�em okam�ziku navz�ajem kolm�e, dost�av�ame

(~n � ~v = v os #, ~n � ~w = w os' sin#, ryhlost pod�el osy z a zryhlen�� pod�el osy x) pro

�uhlov�e rozlo�zen��

dI =

e

2

w

2

16�

2

�

0



3

2

6

4

1

�

1�

v



os#

�
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v

2



2

�
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2

# os

2

'

�

1�

v



os#

�

6

3

7

5

d
: (257)

13 Maxwellovy rovnie v �ty�rrozm�ern�e formulai

13.1

�

Cty�rrozm�ern�y vektor proudu, rovnie kontinuity

De�nujeme �ty�rvektor proudu (pro ��astii: n�aboj kr�at �ty�rryhlost)

j

i

= �

dx

i

dt

= (�; �~v) = (�;~|): (258)

N�aboj, kter�y ubude v n�ejak�em objemu, m�u�zeme zapsat dvoj��m zp�usobem

�

�

�t

Z

� dV =

I

~| � ~n dS: (259)

S pomo�� Gau�ovy v�ety pak z (259) plyne

Z

 

~

r � ~|+

��

�t

!

dV = 0; (260)

tedy (objem je libovoln�y) rovnie kontinuity

~

r � ~|+

��

�t

=

�j

i

�x

i

= 0: (261)

13.2 Homogenn�� Maxwellovy rovnie

Z vyj�ad�ren�� tensoru elektromagnetik�eho pole pomo�� poteni�alu snadno odvod��me

platnost vztahu

�F

ik

�x

l

+

�F

kl

�x

i

+

�F

li

�x

k

= 0: (262)
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Na lev�e stran�e je �upln�e antisymetrik�y tensor t�ret��ho �r�adu, p�redstavuje pouze �ty�ri

r�uzn�e rovnie. Z�reteln�eji je to vid�et, u�zijeme-li z�apis du�aln��ho (pseudo)vektoru

1

2

�

iklm

�F

lm

�x

k

=

� ?F

ik

�x

k

= 0: (263)

Nult�a komponenta d�av�a tvrzen�� o nez�r��dlov�em harakteru magnetik�eho pole, dal�s�� t�ri

komponenty Faraday�uv induk�n�� z�akon

~

r �

~

B = 0;

~

r�

~

E = �

�

~

B

�t

: (264)

13.3 Nehomogenn�� Maxwellovy rovnie

�

Cty�rrozm�ern�y z�apis nehomogenn��h Maxwellov�yh rovni, obsahuj����h hustotu n�aboje

a proudu, je

�F

ik

�x

k

= ��

0

j

i

: (265)

Nult�a komponenta je rovnie pro divergeni intenzity elektrik�eho pole (Gau�ova v�eta

elektrostatiky), zb�yvaj���� t�ri pro rotai magnetik�eho pole (Amp�ere�uv z�akon)

~

r �

~

E =

�

�

0

;

~

r�

~

B =

1



2

�

~

E

�t

+ �

0

~|: (266)

13.4 Tensor energie-impulsu

Z hustoty energie

W =

1

2

 

�

0

~

E

2

+

1

�

0

~

B

2

!

; (267)

z Poyntingova vektoru

~

S =

1

�

0

~

E �

~

B (268)

a z Maxwellova tensoru n�ap�et��

�

��

= �

0

E

�

E

�

+

1

�

0

B

�

B

�

�WÆ

��

(269)

elektromagnetik�eho pole (ve vakuu) m�u�zeme sestavit �ty�rrozm�ern�y tensor energie-

impulsu,

T

ik

=

0

�

W

1



S

�

1



S

�

��

��

1

A

: (270)

Pomo�� tensoru elektromagnetik�eho pole dost�av�ame jednoduh�y v�yraz

T

ik

=

1

�

0

�

�g

lm

F

il

F

km

+

1

4

g

ik

F

lm

F

lm

�

: (271)
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Tensor energie-impulsu soustavy ��asti zap���seme pomo�� analogie s tensorem energie-

impulsu elektromagnetik�eho pole. Hustotu impulsu soustavy ��asti nap���seme jako

�

�

= �u

�

; � =

X

a

m

a

Æ

(3)

(~x� ~x

a

): (272)

Hustota impulsu je u elektromagnetik�eho pole rovna hustot�e toku energie d�elen�e 

2

.

V�yraz (272) bude tedy analogiky roven T

0�

=. Veli�ina � je nultou komponentou

(stejn�e jako hustota n�aboje u �ty�rvektoru proudu) �ty�rvektoru toku hmoty � dx

i

=dt.

Tensor energie-impulsu tak m�u�zeme kone�n�e ps�at jako

T

ik

= �

dx

i

ds

dx

k

dt

= � u

i

u

k

ds

dt

; T

ik

= T

ki

: (273)

Pro tensor energie-impulsu elektromagnetik�eho pole dostaneme s vyu�zit��m Maxwell-

ov�yh rovni

�F

ik

�x

k

= ��

0

j

i

; �

iklm

�F

lm

�x

k

= 0 (274)

v�yraz

�

�x

k

T

ik

F

= �F

ik

j

k

: (275)

Pro tensor energie-impulsu soustavy ��asti dostaneme s vyu�zit��m pohybov�yh rovni

�

du

i

ds

= � F

ik

u

k

, �

du

i

dt

= F

ik

j

k

(276)

a rovnie zahov�an�� hmotnosti (rovnie kontinuity pro �ty�rvektor toku hmotnosti,

podobn�e jako pro �ty�rvektor proudu)

�

�x

k

 

�

dx

k

dt

!

= 0 (277)

v�yraz

�

�x

k

T

ik

P

= F

ik

j

k

: (278)

Spojen��m (275) a (278) dost�av�ame z�akon zahov�an��

�

�x

k

�

T

ik

F

+ T

ik

P

�

= 0: (279)

Pro tensor energie-impulsu plat�� (rovnost pr�av�e pro elektromagnetik�e pole)

T

i

i

� 0: (280)
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14 Elektromagnetik�e vlny

14.1 Vlnov�a rovnie

Vezmeme homogenn�� p�ar Maxwellov�yh rovni (ve vakuu) a dosad��me vyj�ad�ren�� pole

pomo�� poteni�al�u

�F

ik

�x

k

= 0; F

ik

= g

ij

g

kl

 

�A

l

�x

j

�

�A

j

�x

l
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;

g

ij

�

2

A

k

�x

j

�x

k

� g

kl

�

2

A

i

�x

k

�x

l

= 0:

(281)

Lorenzova kalibra�n�� podm��nka (119) nab�yv�a formu �ty�rdivergeni

�A

k

�x

k

= 0 (282)

a zjednodu�s�� (281) na vlnovu rovnii

�g

kl

�

2

A

i

�x

k

�x

l

= 0: (283)

Pomo�� d'Alembertova oper�atoru

= 4�

1



2

�

2

�t

2

(284)

m�ame pak ve t�r��rozm�ern�em z�apisu

1



2

��

�t

+

~

r �

~

A = 0; � = 0;

~

A = 0: (285)

Vlnov�e rovnie, spolu s Lorenzovou kalibra�n�� podm��nkou, jsou ekvivalentn�� Maxwell-

ov�ym rovni��m pro voln�e elektromagnetik�e pole. Konsistene kalibra�n��h podm��nek

s rovniemi pole se dok�a�ze takto:

1) Zvol��me Lorenzovu kalibrai �

k

A

k

= 0 na po��ate�n�� nadplo�se t = 0.

2)

�

Re�s��me rovnii A

k

= 0.

3) Proto�ze A

k

je �re�sen�� vlnov�e rovnie, plat��

�

�t

�

k

A

k

=

�

A

0

+

~

r

_

~

A = 4A

0

+

~

r

_

~
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~

r

�

~

r

~

A
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~

A

�

= �

~

r

~

E = 0:

) �

k

A

k

= 0 a

�

�t

�

k

A

k

= 0

pro t = 0.

4) Kdy�z A

k

je �re�sen�� vlnov�e rovnie, pak je �

k

A

k

tak�e �re�sen��:

�

k

A

k

= �

k

A

k

= 0:

5) Z toho vypl�yv�a, �ze �

k

A

k

= 0 v�sude.
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14.2 Rovinn�a monohromatik�a vlna

�

Re�sen�� hled�ame ve tvaru rovinn�e vlny, tedy konstantn�� �ty�rvektor n�asoben�y komplexn��

jednotkou

A

i

= Refa

i

exp(ik

j

x

j

)g; k

i

k

i

= 0; k

i

a

i

= 0: (286)

Posledn�� vztah ve (286) je d�an Lorenzovou kalibra�n�� podm��nkou.

�

Cty�rvektor impulsu

zapisujeme jako

k

i

=

�

!



;

~

k

�

;

~

k =

!



~n; ~n

2

= 1: (287)

Velmi jednodu�se pop���seme pomo�� harakteristik rovinn�e monohromatik�e vlny Dop-

pler�uv jev. M�ejme zdroj sv�etla, kter�y je v klidu v soustav�e K

0

. Soustava K

0

se pohybuje

vzhledem k laboratorn�� soustav�e K ryhlost�� v. At' je �uhel mezi sm�erem pohybu zdroje

a sm�erem �s���ren�� sv�etla �. Potom plat��
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=
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(288)

a odtud

! = !

(0)

q

1�

v

2



2

1�

v



os�

: (289)

Pro ryhlosti mal�e ve srovn�an�� s ryhlost�� sv�etla m�ame

! � !

(0)

 

1 +

v



os�+

1

2

v

2



2

os 2�

!

: (290)

Tensor energie-impulsu je

T

ik

=



2

!

2

W k

i

k

k

; W =

1

2�

0

h

a

i

a

�

i

+Re

n

a

i

a

i

exp

�

2ik

j

x

j

�oi

: (291)

Ve st�redn�� hodnot�e podle �asu je druh�y �len ve v�yrazu pro hustotu energie roven nule.

Oba invarianty (232) jsou rovny nule.

Se spei�aln�� volbou kalibrae (spojen�e ov�sem s jednou ur�itou ineri�aln�� sou�radnou

soustavou) m�ame

A

i

= (0;

~

A);

~

A = a

y

os(!t� kx+ �)~e

y

+ a

z

sin(!t� kx + �)~e

z

;

~

E = !a

y

sin(!t� kx + �)~e

y

� !a

z

os(!t� kx+ �)~e

z

;

~

B = ka

z

os(!t� kx + �)~e

y

+ ka

y

sin(!t� kx+ �)~e

z

:

(292)

Eliptik�a polarizae takov�e vlny je vid�et ze vztahu

E
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2

a

2

y
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E

2
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a
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z

= 1;

B

2

y

k

2

a

2

z

+

B

2

y

k

2

a

2

y

= 1: (293)
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14.3 Rozklad elektrostatik�eho pole bodov�eho n�aboje

Poteni�al bodov�eho n�aboje (Coulomb�uv poteni�al) vyhovuje rovnii

4�(~x) = �

q

�

0

Æ

(3)

(~x): (294)

Uva�zujme Fourierovu transformai

�(~x) =

Z

�

~

k

exp(i

~

k � ~x)

d

3

k

(2�)

3

; �

~

k

=

Z

�(~x) exp(�i

~

k � ~x) d

3

x: (295)

M�ame dv�e vyj�ad�ren�� pro Fourierovu transformai p�usoben�� Laplaeova oper�atoru

4�(~x) =

Z
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2

�

~

k

exp(i
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d

3

k
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3

) (4�)

~
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2
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~
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;

4�(~x) = �

q
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0

Z

exp(i
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(296)

Porovn�an��m obou vyj�ad�ren�� dost�av�ame

�

~

k
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q

�

0

k

2

: (297)

14.4 Vlastn�� kmity pole

Uva�zujme objem V uzav�ren�y v kryhli o hran�ah d�elky A, B, C a kalibrai � = 0,

~

r �
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A = 0. M�ame
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A =
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; (298)

p�ritom

k

x

=

2�n

x

A

; k

y

=

2�n

y

B

; k

z

=

2�n

z

C

; (299)

kde n

x

, n

y

, n

z

jsou el�a ���sla. Fourierovy slo�zky vyhovuj�� rovnii
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dt
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k

= 0: (300)

Jsou-li rozm�ery A, B, C zvolen�eho objemu dostate�n�e velk�e, jsou sousedn�� hodnoty

k

x

, k

y

, k

z

velmi bl��zk�e a m�u�zeme uva�zovat o po�tu mo�zn�yh stav�u v intervalu hodnot

vlnov�eho vektoru
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Pro pole dostaneme s poteni�alem (298)
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Celkov�a energie pole je

E =
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(303)

Jednoduhou �upravou (vyu�zit�� kalibra�n�� podm��nky) p�rep���seme v�yraz (303) na
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Rozklad poteni�alu (298) obsahuje jak stojat�e, tak postupn�e vlny. Vhodn�ej�s�� pro inter-

pretai je rozklad poteni�alu, kter�y obsahuje jen postupn�e vlny
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Porovn�an��m (305) a (298) dost�av�ame
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Dosazen�� (306) do (304) umo�z�nuje ted' napsat energii pole jako
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Obdobn�e dostaneme pro impuls
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Nakone zavedeme kanonik�e prom�enn�e
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V t�ehto prom�enn�yh m�ame energii vyj�ad�renou jako energii souboru harmonik�yh

osil�ator�u

E =

X

~

k

E

~

k

; E

~

k

=

1

2

�

~

P

2

~

k

+ !

2

k

~

Q

2

~

k

�

: (310)

42



15 Rozptyl z�a�ren�� voln�ymi n�aboji

15.1 Thomson�uv vzore

Zavedeme pojem �u�inn�eho pr�u�rezu. At' dI zna��� intenzitu z�a�ren��, tj. st�redn�� hodnotu

energie vyza�rovan�e soustavou za jednotku �asu do elementu prostorov�eho �uhlu d
 a S

je st�redn�� hodnota Poyntingova vektoru (st�redn�� hodnota toku energie) dopadaj����ho

z�a�ren��. Potom je difereni�aln�� �u�inn�y pr�u�rez (�u�inn�y pr�u�rez rozptylu do elementu pros-

torov�eho �uhlu d
) veli�ina rozm�eru elementu plohy

d� =

dI

S

: (311)

Uva�zujme ted' rozptyl elektromagnetik�e vlny jedn��m jednotkov�ym voln�ym n�abojem.

Budeme p�redpokl�adat, �ze ryhlost z��skan�a n�abojem bude mal�a a �ze vlnov�a d�elka je

mnohem v�et�s�� ne�z amplituda vyvolan�yh kmit�u n�aboje okolo p�uvodn�� polohy (kam

um��st��me po��atek sou�radni), tedy m�u�zeme ps�at
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Pro intenzitu dip�olov�eho z�a�ren�� kmitaj����ho n�aboje m�ame podle (148) ve sm�eru ~n
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 (313)

a pro st�redn�� hodnotu Poyntingova vektoru dopadaj���� vlny
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; (314)

tak�ze pro difereni�aln�� �u�inn�y pr�u�rez je
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# d
: (315)

Celkov�y �u�inn�y pr�u�rez je pak d�an Thomsonov�ym vzorem
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; (316)

kde r

e

je klasik�y polom�er elektronu.

15.2 Modi�kae Thomsonova vzore

Uva�zujme nyn�� nikoliv voln�y n�aboj, ale tlumen�y osil�ator, tedy
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Pro dip�olov�y moment ~p = e~x odsud dost�av�ame

~p =

e

2

m

(!

2

0

� !

2

) os!t+ ! sin!t

(!

2

0

� !

2

)

2

+ 

2

!

2

~

E

0

: (318)

Celkov�y �u�inn�y pr�u�rez je v tomto p�r��pad�e
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16 Index lomu

De�nujeme polarizovatelnost �(!) jako konstantu �um�ernosti ve vztahu mezi (lok�aln��m)

elektrik�ym polem

~

E

lo

a dip�olov�ymmomentem ~p. Vyjdeme z komplexn��ho z�apisu (317)
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exp(�i!t): (320)

Potom

~p = �

0

�(!)

~

E

lo

; �(!) =

e

2

�

0

m

1

!

2

0

� i! � !

2
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Polarizae je pak

~

P = N~p. Mus��me ov�sem uv�a�zit, jak�e pole p�usob�� na n�aboj. P�ripome�n-

me z elektrostatiky, �ze je-li v dielektriku s homogenn��m polem dutina, je lok�aln�� pole

rovno
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podle toho, jde-li o �st�erbinu pod�el nebo nap�r��� pole nebo o kulovou dutinu. (V p�r��pad�e

�st�erbiny nap�r��� pole m�ame

~

E

lo

=

1

�

0

~

D.) Pro �uplnost poznamenejme, �ze pro magnetik�e

pole m�ame v podobn�e situai
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Pro dielektrika uva�zujeme o v�azan�yh n�aboj��h uvnit�r kulov�e dutiny, m�u�zeme tedy

ps�at
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E (324)

a pro index lomu (za velmi �ast�eho p�redpokladu �(!) = �

0

)
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: (325)

Obvykl�a forma tohoto vztahu je (Clausius - Mosotti)
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Ve vodi�i uva�zujeme o t�em�e�r voln�yh elektroneh (nev�azan�yh k atomu, tedy !

0

= 0) a

d�ale m�ame pro konstantu  (ze dvou r�uzn�yh vyj�ad�ren�� proudu a z�apisu zm�eny impulsu

za dobu mezi sr�a�zkami)

j = � E; j = N e v

d

; m v

d

 = eE )  =

N e

2

m�

: (327)

(v

d

je zpr�um�erovan�a ryhlost elektron�u - drift.) Tak�e lok�aln�� pole je rovno vn�ej�s��mu,

op�et d��ky neust�al�emu pohybu t�em�e�r voln�yh elektron�u. Odtud m�ame pro index lomu
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!

p

je tzv. plasmov�a frekvene.
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