Kapitola 1

Box-Jenkinsova metodologie

1.1 Uvod

V ptedchozim jsme podali vyklad analyzy jednorozmérnych ¢asovych rad zalozeny na dekompo-
zi¢nim principu. Pokouseli jsme se vy¢lenit (a posléze modelovat) deterministickou ¢ast ¢asové
fady (deterministicky trend, deterministickou sezénni slozku) a stochastickou ¢ast jsme hloubéji
neanalyzovali - chapali jsme ji jako ¢ast zbytkovou.

Ve skutec¢nosti vsak také v reziduélni (zbytkové) ¢asti existuji jisté systematicnosti, jez jsou
velmi vyznamné, a je proto nutné se jimi zabyvat. Box-Jenkinsova metodologie (zkracené B-J
metodologie) ztotoziuje systematickou ¢ast casové fady s ¢asti deterministickou a je zaloZena na
myslence, ze ¢asova fada mize byt chapana jako rada stochastického charakteru. Zasluha Boxe
a Jenkinse nespoc¢iva v objeveni principti, které budeme popisovat, ale ve vytvoreni konkrétniho
postupu, jak tyto principy prakticky vyuzivat.

Témeér kazdy kvalitni statisticky programovy paket tuto metodologii obsahuje (SAS, BMDP,
SPSS, STATGRAPHICS, RATS))

Vyhody B-J metodologie:

e je flexibilni a rychle se adaptuje na zménu v charakteru modelovaného procesu

e v mnoha pfipadech déva nejlepsi vysledky (vzhledem k MSE-stfedni ¢tvercové chybé)
Nevyhody B-J metodologie:

e musi byt dostatecné dlouhé realizace

e ztraci se moznost jednoduché interpretace vyslednych modela (lze tézko presvédéit za-
davatele, ze fadu lze modelovat pomoci ndhodnjch Soki. Jedinym argumentem jsou zde
Casto jen kvalitni pfedpovédi ziskané pomoci téchto modelu).

1.2 Zakladni pojmy

V dalsim budeme uvaZovat centrované staciondrni nahodné posloupnosti {Y;,t € Z}, kde
Y; € L*(Q, A, P), coz je Hilbertiv prostor realnych nahodnych veli¢in s kone¢nymi druhjmi
momenty, ve kterém dvé ndhodné veliciny X a Y povazujeme za ekvivalentni, pokud

PX=Y)=1.
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1.2.1 Operator zpétného posunuti

Definice 1.2.1.
Necht {Y;,t € Z} je posloupnost ndhodnych veli¢in. Operdtor zpétného posunuti je
definovan pomoci vyrazu

BY, =Y, 1,

pricem?z jej lze aplikovat nékolikanasobné jako

BY, =Y, ;.

1.2.2 Linearni proces

Nez zavedeme pojem linedrniho procesu, vyslovme vétu, ktera zabezpecuje jeho korektnost.

Véta 1.2.2.
Necht {g;,t € Z} ~ WN(0,02) je bilym Sumem, ddle méjme posloupnost redlnych cisel

{4132, takovou, Ze E;io 1/1]2 < 00. Pak tada ijsj konverguje podle kvadratického

stredu, tj. existuje nahodnd velicina Y € L*(Q2, A, P) a plati

g 3w

DUKAZ. Vime, 7e bily sum &, € L*(2, A, P). Pro libovolna pfirozen4 ¢isla k, N € N plati

2 2 2

N+k Ntk Nk
Z Vigs — Z ie|| =FE Z bigj — Z ey = Z YjE;
j=N+1

N+k N+k N+k N+k
:E< > %fj) ( > ¢h€h> oD bt E€J€h

j=N+1 h=N+1 j=N+1h=N+1 nekorel

N+k

2
—J Z ,l/}J N—o0

j=N+1

Posloupnost c¢astecnych soucti je tedy cauchyovska tj. existuje k ni limita
Y =lim. Z 0 Vigs-

N—oo

Definice 1.2.3.
Méjme {e,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost redlngjch cisel {1;}32, takovou, Ze
> 2o ¥? < o0, pak linedrni proces je definovdn vztahem

Y, = Z Vjct—j.
=0
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Pocitejme postupné stfedni hodnotu, rozptyl a autokovarianéni funkci linearniho procesu a
presvédcéeme se, ze linearni proces je stacionarni.

EY:|= <Z Vjer- ) = ¥ Bey =[0]
3=0 -0

<
Il
o

DY; <Z w]&'t J) nekorel Zw Dgt ] i

Y(t)|=C(Y,,Yes) = EY Y = F (Z @Z)jES_j) <Z ¢h€s+t—h>
Jj=0 h=0

0o oo %) 5 o2 k= :
=) D nEes jean = |02 Y U] protoze (k)=
par a(t;—/ - par; 0 jinak.
Ve J—

Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme

Z ijﬁrt

7=0

()] = 1C(Ys, Yo)| =

< /DY, DYy, =4(0) = 02 ) "% < o0.
=0

Podminka stacionarity je tedy podminka, ze

D ¥ < oo
§=0
Pokud zavedeme funkci
=D v |
=0
pak podminka
> up<oo
=0

implikuje, ze funkce
Uy (2) je holomorfni uvnitf kruznice |z| < 1.
Takze podminku stacionarity 1ze vyslovit i pomoci podminky:
Wy () je holomorfni pro || < 1, pficemz 772 9? < oo.

Oba pozadavky budou splnény, pokud bude platit

Uy (2) je holomorfni uvnitf a na jednotkové kruznici |
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Linearni proces lze jesté zobecnit takto:

Definice 1.2.4.

Méjme {e,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost redlngjch cisel {1;}32 . takovou, Ze
> o2 ¥F <00, pak zobecnény linedrni proces je definovin vztahem

Y, = Z Vier—j.

j=—00

Pro takto definovany zobecnény linearni proces dokadzeme obdobnym zpiisobem jak pro oby-
¢ejny linearni proces spocitat

EY;=0, DY,=02 ) & a At)=02> U
j=—00

j=—o00

Na zaveér tohoto odstavce pocitejme jesté spektralni hustotu zobecnéného linearniho pro-
cesu.

Nejprve odvodime spektralni hustotu bilého sumu, a to pomoci jeho autokovarianc¢ni funkce
(1)

t=—o00

1 - —itw _ 1 = —itw _2 _ % w € <_7T77T>7
)= 5 30 e = 5 Y o) —{

2
/
0 jinak A

kde

1 t=0 B
o(t) = 7
0 jinak.

Pak pomoci autokovarianéni funkce zobecnéného linedrniho procesu pocitame spektralni hus-
totu pro w € (—m, )

fr(w) = % Y () = % Yo (0'3 >, 1/1j1/1j+t>

t=—o00 j:foo

0'2 —itw )W w
=& Z%Z%Het ) 3 e 3 e 0
v = t=—o00 j=—o00 t=—o0
fe(w)?
Z e = fulw Z ;e nebof |z|> =z - 2
t=—0o0 t=—0o0
Pokud polozime
=D
j=—o00

pak miizeme psat

fr(w)

o ro

D () =] E oy ())(= £

2

()[).
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1.2.3 Linearni filtry

Véta 1.2.5.
Necht {X;,t € Z} je (centrovand) staciondrni ndhodnd posloupnost a {1;}52_ ., je absolutné
konvergentni posloupnost redlnijch cisel (tj. Z]:_OO Y] < 00). Pak plati

V= S X, e QAP

j=—00

tj. {Yi,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost.

DUKAzZ. Je zfejmé, ze stacl dokdzat existenci ndhodnych velicin
-1 o)
2 1
YW= wx., a Y= ux.,
j=—00 Jj=0
protoze pak bude platit Y; = Y;(l) + Y;(Z). Oznacme
vx(h) = EX; X a  x(0)=0% > 0.

Pak pro libovolna prirozena cisla k, N € N plati

N+k N+k N+k
Zw]Xt] Zwtxt W = ijxt j Zwtxt W =B X
j=N+1

(E ) (B

j=N+1 h=N+1
N4k N+k

= > > Y EX, EXi X,

N+1h=N+4+1
7= IV (—h)|<vx (0)= a§
2

N+k  N+k N+k
<ok > Y wllvnl = ox | D0 vl =0

j=N+1h=N+1 = | j=N+1

—0

Posloupnost ¢asteénych souctt je tedy cauchyovskd (podle kvadratického stiedu), tj. existuje
k ni limita
) —1im. ijxt o= v e LX0AP),

N—oo

tj. Yt(l) ma nulovou stfedni hodnotu a konecny rozptyl a je tedy stacionarni.
Podobné se dokaze i existence stacionarni nahodné posloupnosti Yt(z). O

Miuzeme tedy korektné vyslovit nasledujici definici.
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Definice 1.2.6.
Necht {X;,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost a {1;}32 . je absolutné konvergentni

posloupnost redlnych cisel (tj. 3377 || < o). Pak
Yi= > X
j=—o00

nazveme linearnim filtrem procesu {X,,t € Z}.

Véta 1.2.7.
Méjme centrovanou staciondrni nahodnou posloupnost {X;,t € 7Z} se spektrdlni hus-
toutou fx(w). Necht {1;}32 . je absolutné konvergentni posloupnost redlngjch Cisel (1j.

> e oo [¥l < 00). Pak ndhodnd posloupnost |Y; = Z ;X ;| je staciondrni se spekt-

j=—o00

ralni hustotou
2

)

fr(w) = fx() [Ty (e7)

kde Wy (z) = Y70 _4iz? pro |z| < 1 se nazjvd generujici funkce filtru a

j=—00

Yy (w) = Uy (e7) prenosovd funkce filtru.

DUKAZ. Stacionaritu jsme dokazali v pfedchozi vété. Oznadme proto

= Z P2 pro |z] < 1.
j=—00
S ohledem na to, ze palti

wlt) = [ e

pocitejme autokovariancéni funkci

’YY() C(YS?YS+t (Z w] s—7» Z thS-‘rt h) Z Z ’QZJJ’QZ)hC s—7» s+t—h)

j=—o00 h=—00 j=—00 h=—00
= > > Wiwx(t+i—h) Z Z Vitn / T2 f (w)dw
j=—00 h=—00 Jj=—00 h=—00

-/ e (Z ye ) (f} @bhe—i’W> fre(w)do

j=—o0 h=—o00
- / S | fu(w)d = / h_ZOO% it

jf—OO

- [ p o= [ g oy @) i

- ~~ -7

=fr(w) =fr(w)

X(w)dw
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1.2.4 Autokovarianéni a autokorela¢ni generujici funkce stacionar-
nich procesu

Pri vySetfovani vlastnosti autokovariancni a autokorela¢ni funkce starionarnich procesi je uzi-
tecné zavést nasledujici transformaci

o0 [e.9]

G)= 3 Ak xesp.  R()= 3 p(k)E,

k=—o00 k=—o00

které se nazyvaji autokovarianc¢ni, resp. autokorelac¢ni, generujici funkce.

Vsimnéme si jesté vztahu mezi spektralni hustotou a autokovarian¢ni generujici funkci

o0

fw)|= 5= Z Y(t)e ™ = LG (e7™) |

t=—00

PRikLAD 1 : BiLY SuMm

2 k=0
Mé&jme bily um |, ~ WN(0,02) | s autokovarianéni funkei |v. (k)= {ga . k7 , takze
jina

G.0]= 3 w0F=[02] a  [L@)]= G () = {o_ ;nilf_ﬁ’“h

k=—oc0

PRIKLAD 2 : ZOBECNENY LINEARNI PROCES

Méjme posloupnost redlnych cisel {1;}32  takovou, ze Z;’i_oo @Z)jz < 00, pak zobecnény
linearni proces je definovan vztahem
o0
Xy = Z %’Etfj
j=—o00

a mé autokovarian¢ni funkci tvaru

yx(k) =02 > dtbinl,

j=—00
takze
Gx(2)|= > wxk)F =02 > 25 dph=02 > Y iz g
k=—00 k=—00 j=—o00 k=—o00 j=—00

. subst. o 2 > h > - 1

= . = 0 z 2 =G (2) ¥ x(2)¥x (2
k] I Lt () Ux(2)Tx (=)

=Ge(2) "7 -

Fx@)] = O (67) = £ () x () W () =[0) [ ()]
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PRIKLAD 3 : LINEARNI FILTR

Méjme posloupnost redlnych ¢isel {9;}52 takovou, ze Z?‘;_OO ;] < oo

Daéle necht {X;,t € Z} je centrovana stacionarni nidhodna posloupnost. Pak linearni
filtr je definovan vztahem

Y, = Z Vi Xij

j=—o00

a mé autokovariancéni funkci

Yy (k)| = EY.Yyr = E ( doiXe Y, whxs+kh)

j=—00 h=—o

=) Y YEX X

j=—00 h=—00

e ¢}

=[ >0 > winyx(k+ 5 - h)|,

j=—00 h=—00

takze

[e.e]

Gy(2)|= Y (k)= D" 2" Y Y wbpyx(k+j—h)

k=—00 k=—o00 j=—00 h=—00

- i i i iz b yx(k+ 4 — h)ZFHT =

k=—00 j=—00 h=—00

= 3wt Y e Y x(9)e = [Cx () By () ()

s=k+j—h

subst. ’

h=—00 j=—o00 s§=—00
—_———
=Gx(z)

fr@)|= 3Gy (€7) = -G () Uy () Ty () =| fx(w) [Ty () [}
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1.2.5 Definice ARMA procesu

Definice 1.2.8.
ARMA proces tadu p,q je definovan vztahem

Yi—o1Yi1— - —oYi p=c+0ie 1+ -+ 0,6, | kde e, ~ WN(0,02),

pricemz pomoct operatoru zpétného chodu lze psat

Y} ~ ARMA(p,q): ®(B)Y;=0O(B)e,
kde

O(B)=1-pB—-—@,B"  (py=1)

OB)=14+6B+---+0,B7 (6h=1).

Rekneme, ze {Y;,t € Z} je ARMA(p,q) se stredni hodnotou p, jestlize {Y; — u} je
ARMA(p, q) proces.

Specialnt pripady ARMA procestu nazyvame:
Autoregresni proces (AR proces): Y: ~ AR(p) ~ ARM A(p,0), tj.
Proces klouzavijch soucti (MA proces): Y, ~ MA(q) ~ ARMA(0,q), tj. |p =

1.2.6 Kauzalita

Dfive neZ zavedeme pojem kauzality, v§imnéme si blize AR(1) procesu.

AUTOREGRESNI PROCES PRVNIHO RADU.

Pro autoregresni proces prvniho fadu ‘Y} — 1Y =¢ ‘ postupné v k krocich upravujme

—oYiata=p(pYiote ) tea =0V ot oietea
= 0} (p1Yiz + €t 2) + @161+ 6 = P3Yy 3+ Qi o+ P16 1 + &4

k—1 k
= o} (e1Yimk1 + Ei) + Z Pree; =P Y + Z P1EL-
=0 =0

(1) Uvazujme nejprve ptipad, kdy ||p1| < 1]a {Y;,t € Z} je stacionarni, tj. Y; € L*(Q, A, P) a
EY? < o0, pak

2

= HSDIfHYt—quQ =L }@lfHYt—k—ﬂz O ianl 7 ) N g—
N N e’ — 00

k

Y= el

J=0

—0 =02 <o
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tj. Z;io go{ét,j konverguje podle kvadratického stfedu k Y; a mizeme psat

o

_ J

= E P1€t—j |
Jj=0

tj. jde o linearni proces, tedy i o linearni filtr s generujici funkei filtru (pro |z| < 1)

1 -2

. 1 5 .
U 4ra) (2 Zw]z] Z p12)) = protoZze ;=] a
7=0

Pak dokézeme spocitat

m EZSOlEt j = Z@{Egt*j :@
m Dz(plt]nekorelzgpngt]_o_ Z(p

[e.e]

[
¢

Z Ol E€37j€s+\t|fh = Z Z @Jﬂ@?%(h

V()| = C(Ys, Yeqp) = EY, Yo = £ <Z gp{es_j> (
=0

2

O¢

1— ¢}

h=0

= |tl =)

1

1| < 1.

Z Splf5s+|th>

2
e

j=0 h=0 j=0 h=0
oo 1t
= ng g _ 1‘P1 0'52-
i — ¢
V@) [
p(t)|=—==|¢ tzv. ACF funkce.
7(0) =
Pomoci generujici funkce filtru dokazeme snadno spocitat i spektralni hustotu
o2 —io\ |2 o2 1 o2
fary(@) | = 5= [Yana) () = em———m = 5

(2) Déle fesme ptipad, kdy |p;| > 1. Pouzijeme-li vztah
Yior = é}/t - égt

a postupné v k krocich budeme upravovat

L= e BT e (e — o))

Vil=1ty,, — L -1 (1ly 1 _ 1
o1 T+l ¢15t+1 o1 o Lt+2 @15t+2 ¢1€t+1

1 Y 1 1
= = — =& — —&
80% t+2 90% t+2 o1 t+1

_1(1y 1 1 1
=L (LYis— Tens) — Ser2 — —¢
©? (@1 t+3 7 o t+3> P22 T St

1 )% 1 1 1
= —3 — —J3& — —5& — —¢&
4{3? t+3 @? t+3 @% t+2 o1 t+1

k
1 1
=| 7Y 1— E % 1Ct—7 |-
(Pllc+1 t+k+ (pllcﬂ t—j

j=0

2 |6iw

2
— o1
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Stejné jako v predchozim ptfipadu lze snadno ukazat, ze — Z;io éet, ; konverguje podle kva-
1
dratického stredu k Y;.

Avsak vidime, Ze Y; zde vyjadiujeme pomoci budoucich hodnot {eg, s > ¢}. Tim porusujeme
prirozenou podminku, Ze Y; je na budoucnosti nezavisla a rikame, ze neni kauzalni.

(3) V pfipadgé, ze plati |p1]| = 1, pak AR(1) neni stacionarni, jde o tzv. nAhodnou prochazku.

Nyni jiz miZzeme zavést pojem kauzality.

Definice 1.2.9.
ARMA proces Yy ~ ARMA(p,q) se nazjvd kauzdlni, jestlize existuje absolutné konver-
gentni posloupnost redlngjch cisel ¥ = {1;}22,, (1. Z?io ;] < 00) tak, Ze

Y, = Zzpjgt,j, ty. zkracene Y, ~ MA(00) : Y, = ¥(B)ey.
§=0

PozNAMKA 1.2.10.
Protoze plati

o0 o0 2
S e (Zw) o
=0

=0

pak kauzalni proces | Y; = 3" 1je; ;| je linedrnim procesem.

Protoze linearni proces je stacionarnim procesem, je kauzalni ARMA proces
Yy ~ ARMA(p, q), kde 3277 [¢);] < o0,

také stacionarnim procesem.

AUTOREGRESNI PROCES p -TEHO RADU: | AR(p) : ®(B)Y; = ¢

PozNAMKA 1.2.11.

Me¢jme polynom ®(z) = pg — @12 — - - - — ¢,z a necht 5= jsou jeho kofeny, tj. @ (%) = 0. Pak
J J

plati

wo—solz—---—sopzp=sopl_[(2—%j> = oo [J(1 = N;2)
J

J

v nasem piipadé ¢y =1 a ¢, # 0.
Provedme tedy rozklad polynomu ®(z) na soucin kofenovych ¢initelt

B(2) = (1= M2) ... (1— A\p2)™,

kde
1 1
200 = —y. .., 208 = —
0= 5 ok = 3
jsou rozdilné (reélné ¢i komplexni) kofeny polynomu ®(z), pi,...,px je jejich nasobnost

(pfi¢emz plati p; + - - - + pr. = p).
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Budeme hledat takovou absolutné konvergentni posloupnosti ¢isel ¥ = {9}

Yi = 2o iei—j | byl kauzélni proces.

Pokud pouzijeme operator zpétného chodu, mizeme psat:
B(B)Y; = &,

pfitom hleddme ®(B) takové, aby platilo

®(B)Y(B)=1 nebo O(2)U(z) =1 ¢ili

oo
7=0

12

tak aby

Z véty o rozkladu na ¢astecné zlomky dostavame (pokud pro nazornost predpokladame, ze

vSechny kofeny jsou jednoduché)

1 1 C1

o(z) (1—A2)... (I—X32) 1—Az

pro vhodné ¢y, ..., c,.
Pokud pro k=1, ..., p plati
\)\kz\ < 1,

miizeme psat

Cr > :
- \i2)!
1-— /\kZ k ]ZO( kZ)

a dokézali jsme najit konvergentni radu

oo

o0 p o0
V() =) 02/ =) Y M= (aX+-+eN) 2,
j=0 1 7=0

k=1 j =0
pricemz ‘

’l/)j = Cl)\Jl + -+ Cp>\§),
nebot ¥(z) = @ je holomorfni pro |z| < 1 pouze kdyz

Al < 1,000 <1 &

——
|zo1]|>1

P

1 -2

)‘P
———
‘Z0p|>1

tedy vSechny kofeny polynomu |®(z) | musi leZzet vné jednotkové kruznice.

Tim jsme ukazali, Ze existuje feseni

Y, = Z (I
j=0

tzv. stochastické diferencni rovnice

Yi—o1Yia— o =Yy = 5tNWN(0>‘752)

(1.1)

a timto feSenim je kauzalni autoregresni posloupnost fadu p. Protoze Y; je linearni proces,

je toto feSeni stacionarni.

Podminka tykajici se kofent polynomu ®(z) je podstatné. Lze ukdzat, Ze v ptipadé, kdy
alesponi jeden kofen polynomu ®(z) lezi uvnit¥ nebo na hranici jednotkové kruznice, neexistuje
kauzélni posloupnost {Y;,t € Z} spliujici stochastickou diferenc¢ni rovnici (1.1). Snadno se da

ukazat, ze toto Teseni je jediné.
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STREDNI HODNOTA, ROZPTYL, AUTOKOVARIANCE A AUTOKORELACE AR(p)

Pro kauzalni AR(p) procesy pocitejme nejprve

m Ez¢jet —j Z¢jE€t—j:@
=0

Abychom mohli spocitat rozptyl kauzalniho AR(p) procesu, nejprve rovnici
Vi=pYia+- -+ oY, +e
vynasobime vyrazem Y; a spocitame stiedni hodnoty obou stran, tj.
EY? = BY; 1Y;+ -+ ¢, EY, Y, + BeYi. (A1)

Protoze
EY; =0,

pak autokovarianc¢ni funkce je rovna
() = C(Y,,Yiy) = E(Y; — EY})(Yij — EY,;) = EY}Y,

a rozptyl
1(0) = EY? = DY,

Dale spoc¢téme

m (Z ’l/}JEt ]> Er = ijEgtfjgt = Z%%(?) = O-g 9
§=0 J=0

nebot

o j=0
(j) =< ° ’ a =1.
1) {O Jinak. ¥o

Vratme se k rovnici (A;), pak po dosazeni EY;e; = 02 a v(0) = EY;? dostaneme

Y(0) = p1y(1) + -+ @py(p) + 0 (A2)

Podélme obé strany rovnice (A) vyrazem (0) > 0 a protoze pro autokorelaci plati p(k) = L&

7(0)°
dostaneme )

g
0) = N+ + + —=
p(l) v1p(1) ©pP(p) ~(0)
2
a odtud jiz plyne, 7e =7(0) =| 1= o) S () |
p

Pfi vypoctu autokovariance (nebo autokorelace ACF) budeme piedpokladat, ze k > 0,
nebot v(0) = DY} jiz jsme spoéitali. Rovnici

}/t :S01Y2—1+"'+S0p)/t—p+€t
vynasobime vyrazem Y; ; a spocitame stfedni hodnoty obou stran, tj.

EYYir =@ EY,aYip + -+ o EYi Y+ By (A3)
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Protoze
EY; =0,
je
(k) = cov(Yy, Yi_g) = E(Yi — BY;)(Yix — EY 4) = EYiY; 4.
Spoctéme

EY, e = € € Ee € (7+k)=0.
t—kEt = (Z%tgk)t Z% t—j—kEt = Z%’VJ )

=0

Vratme se k rovnici (A3), pak po dosazeni EY;e; = 0 a v(k) = EY,Y, ;. dostaneme

(k) = p1y(k = 1) + -+ (k= p) (As)

Podélme obé strany rovnice (A4) vyrazem v(0) a protoze p(k) = % dostaneme tzv. Yuleovy-
Walkerovy rovnice.

pk) = or1p(k = 1) + -+ ppp(k —p) | k=1 (As)

EXPLICITNI VYJADRENI AUTOKORELACNI FUNKCE PROCESU AR(p)

P1i explicitnim vyjadfeni autokorela¢ni funkce procesu vyjdeme z Yuleo-Walkerovych rovnic

p(k) = er1p(k = 1) + -+ @pp(k —p) k=1
Oznacme
Bp(k) = p(k—1),  piicemz  p(0)=1 a p(—j) = p(j)
a hledejme Feseni tzv. homogenni diferenc¢ni rovnice

p(k) —orp(k =1) =+ —@pp(k —p) =0 k=1 tj. | ®(B)p(k) =0 |

PoznAMKA: RESENI HOMOGENNI DIFERENCNI ROVNICE

Méjme polynom ®(z) = g — @12 — - - — 2" a necht - JSOU jeho koreny, tj. ® (%) = 0. Pak
J

wo—solz—m—sopzp:sopn(z—%j) = o [ [(1 = N2).
J

J

plati

v nasem piipadé ¢y =1 a ¢, # 0.

1. Necht + Je kofen polynomu ®(z), pak | \¥| je fesenim ®(B)p(k) = 0.

J
Dukaz:

BN = (1= @B = =, B = N — o ™! — - — o A
k k
=\ (1_@1%1__..._90,,%?):@(i)&:o.

nebo ekvivalentné: jestlize uvazujeme faktorizaci ®(B) = ¢ [ [,(1—\;B), tak mezi faktory
jeiclen (1 — \;B) a plati

(1= AB)AE = Xf— M BOK) = M — ) A1 =,

J
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2. Necht /\%’ ey % jsou riizné jednoduché kofeny, pak |c;\F 4 .-+ cp)\’; je feSenim ho-
mogenni diferencni rovnice a ¢y, ..., ¢, jsou konstanty, které jsou urceny pocatecnimi
podminkami.

Dikaz:

B(B) (e N+ -+ cp)\l;) = ®B)N+- ¢, @(B))\]; =0.
~—— ~——

2(3)=0 @(i):o

3. Je-li kotfen )\—1] dvojnasobny koren, pak )\f, k)\f jsou fesenimi ®(B)p(k) = 0.

Ditkaz: Diky faktorizaci mizeme psat ®(B) = (1 — A;B)*[];,;(1 — \:B). Pak
(1= XB)’A = (1= 20,B+ X B%)AF = AF — 20 M1+ A2M 2 =0

(1= XNB)kAY = (1= 20\;B + X2 BY)EXY = kXY — 2X;(k — 1)AS + A2 (k — 2)A0 2
= kXY — 2kXY + 20 + kY — 20 =0

4. Analogicky dostaneme: je-li kofen /\i r-tého radu, pak )\f , l{;)\? Sy k’“’l)\f jsou Tesenimi
J
(B)p(k) = 0.
Shrneme-li tedy predchozi, za predpokladu, ze /\il, cee /\—lk jsou rtizné kofeny s nasobnostmi

P1,-- -, Dk, PFiCemz p = py + - - - + pg, pak feseni homogenni diferen¢ni rovnice ®(B)p(k) = 0 je

tvaru
k pj—1
p(k) = (Z cjsk8> Ak

j=1 s=0

kde c;s jsou konstanty, které jsou urceny pocatecnimi podminkami.
Dale polozme

— ot
Aj = 1€,

Pak mame

Vzhledem k tomu, ze plati
[Ajl = <1,

dostédvame odtud, ze a p(k) klesd pro kK — oo exponencialné k nule, tj.

p(k) —— 0}

k—o0

coz je velmi dulezita identifikaéni vlastnost autoregresnich AR(p) procest.
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1.2.7 Invertibilita

Vime, Ze pokud autoregresni proces koneéného fadu AR(p) je kauzéalni, pak jej lze vyjadiit i

pomoci MA procesu nekoneéného fadu, tj. [AR(p) = MA(c0) |
Zajima nas, za jakych podminek mtzeme MA proces kone¢ného fadu vyjadrit pomoci auto-
regresniho procesu nekonecného fadu, tj. |MA(q) = AR(c0)| Tuto vlastnost nazveme

invertibilitou. Pfesnou definici vyslovime pozdéji.
Nejprve si vSimneme jednoduchého piipadu, a to M A(1) procesu.

MA PROCES PRVNIHO RADU: | YV; ~ MA(1): YV, =¢;+ 01641 g, ~WN(0,02) |

Nejprve oznac¢me ¢, = —6 a predpokladejme, ze | |01 = |0| < 1 | Vyuzijeme-li vztahu

Yi=e+bieio1 ==Y+ 0g1,

muzeme postupné upravovat

k
e =Yt 0o =Y H 0 (Yo +020) =Y+ 0Yia +Pep = =) Y+ 0 ey
j=0
a
k 2 k 2
£ — Z@jyzij =FEle — Z HjK,j - B }9k+1€t7k71’2 _ 62(k+1)03 — 0,
e e k—o0
tedy
£ = Z@jY;,j pro 0] < 1|
=0
Budeme-li pfedpokladat, ze | |01 = |6| > 1 |, pouzijme vztah
Et—1 = %YQ - %Et
a oznacme 6; = —f. Pak miizeme opét postupné upravovat
k+1
€t = —%Y}H + %€t+1 = —%Ytﬂ + % (%Y;H—Q + %€t+2) == Z %Ytﬂ‘ + #&Mﬂ-
j=1

Obdobné jako v pfedchozim pripadé, lze ukéazat, ze posloupnost —E;V:l %Y;ﬂ konverguje
pro N — oo také k g;. Tento rozvoj vSak nemé prakticky smysl, nebot nepozorovatelna ve-
li¢ina ¢, je vyjadfena pomoci teprve budoucich pozorovatelnych hodnot {Y;, s > t}.

Déle si vSimnéme vicenasobné reprezentace M A(1) procest . Demonstrovat to mizeme

pomoci nasledujiciho pfikladu. Necht plati | |#;| > 1 || a uvazujme dva procesy, prvni neinver-

(1) Y; =&+ elft_l Et ~ WN(O, 0'2)
(2) Xi=mn+ g1 m~WN(0,6070%)

procesy maji stejné prvni a druhé momenty.

=F (8t + 01815,1) = Egt + ‘91E€t71 = @,
=F (77t + %ntﬂ) = En + %Eﬁt—l = @7

tibilni, druhy invertibilni: . Uk4dZeme, ze oba dva
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(k)| = EY Yk = E (et + 0160-1) (€14 + 016115-1)

= Feepin +01Beerip1 + 01 Ber_1604y + 0%E5t715t+k71
= Ve(k) + ‘91’76(k - 1) + 0176(k + 1)0%’76(]{:)

o2 (1+6?) k=0
= (14 0)y.(k) + 017y (k — 1) + 017.(k +1) =| < 6,0? k=41
0 jinak

~—

vx (K

=EX Xy =F (ﬁt =+ éﬁt&) (77t+k + %ﬁtﬂcq)
= Eneeek + 3o Eneeri—1 + g Ene1ness, + éEm—lmk—l
= 'Yn(k) + %'Yn(k -1)+ é%z(k + 1)%777(143)

o2 (1+62) k=0
— (14 %) k) + Fnlk =D+ Fyk+1) =|4 ho* k=1
0 jinak

I kdyZ obé invertibilni i neinvertibilni MA reprezentace generuji procesy se stejnymi momenty
prvniho a druhého Fadu, z praktickych divodt davame prednost procesu invertibilnimu, nebot
nepozorovatelné velic¢iny £, mizeme odhadnout pomoci pritomnych a minulych hodnot pozo-
rovatelnych veli¢in {X;, s < t}, kdeZto u neinvertibilnich MA reprezentaci nepozorovatelné
veli¢iny ¢; neodhadneme, nebot nemame jesté k dispozici budouci hodnoty {Yj, s > t}.

Nyni jiz mtzeme podat definici invertibility.

Definice 1.2.12.
ARMA proces Yy ~ ARMA(p,q) se nazjvd invertibilni, jestliZe existuje absolutné kon-
vergentni posloupnost redlngjch cisel m = {m;}32, (1. Y272 |mj| < 00,) tak, Ze

€ = ijY},j, tj. zkracené  Y; ~ AR(c0) : ¢ = w(B)Y..
=0

Nyni vysSetifeme, za jakych podminek je MA proces fadu ¢ invertibilni.

MA PROCES RADU ¢: | Vi ~ MA(q): Vi=¢e;+bier 1+ +04 & ~WN(0,02) |

Naprosto analogickym postupem jako v piipadé kauzalntho AR(p) procesu, lze ukéazat, Ze
v8echny kofeny O(z) musi lezet vné jednotkového kruhu.

Provedme tedy nejprve rozklad polynomu O(z) = 1+ 6,2+ - - - 4 6,27 na soucin kofenovych
¢initelt

O(z) = (1 = A2) .. (1 — A\p2) %,

kde zp; = %1, e 20k = )\—lk jsou rozdilné (reélné ¢ komplexni) kotfeny polynomu O(z), q1, .. ., ¢k
je jejich nasobnost (pficemz plati ¢ + -+ - + qx = q).

Nyni budeme hledat takova absolutné konvergentni 7 = {m;}52, (tj. > 72, |7;| < 00), aby

€t = ).~ T;Y:; byl invertibilni proces.
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Pokud pouzijeme operator zpétného chodu, mizeme psat:
}/;5 = @(B)Et,
ptitom hleddme 7(B) takové, aby platilo

1
O(z)

m(B)O(B) =1 nebo (2)0(2) =1 ¢ili m(z) =

Z véty o rozkladu na ¢asteéné zlomky dostdvame (pokud pro nazornost predpokladame, ze
v8echny kofeny jsou jednoduché)

o= 1 = 2
O(2) (1—X2)...(1=X2) 1-—X\z 1- A2
pro vhodnd ¢y, ..., ¢, Pokud pro k =1,...,p plati| [Agz| <1 |, mlZeme psat

1-— )\kZ ; )\kZ

a dokazali jsme najit konvergentni fadu

z):iﬂjzj chZ)\sz:i clA{+---+cpA;)zj
j=0 j=0

pricemz ‘
Ty = Cl)\Jl + - +Cp)\§),
nebot 7(z) = % je holomorfni pro |z| < 1 pravé kdyz

Al < 1,000 <1 &

|z01[>1 |zop|>1

tedy vSechny kofeny polynomu |©(z) | musi lezet vné jednotkového kruhu.

Na zavér tohoto odstavce jesté spocitejme stfedni hodnotu, rozptyl, autokovarianéni funkci
a také spektralni hustotu M A(q) procesu. Protoze M A(q) proces je linedrnim procesem, je vzdy
slabé stacionarni, proto mizeme pocitat

EY; = E(€t+¢918t71—|—"'+0 Etfq) =0

DY; :D(8t+‘918t71+ +0€t q)—O'( +02 +0§)
q

Y(t) = C(Ys, Yoys) = EY Yoy = Z Z 0,0, Ees_jesii—n

j=0 h=0

q
0i007e(h —t —j) = 02> 0;6;4,

=0 h=0 j=0

q q

Protoze
Oy =1 a ;=0 pro j>g,
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dostavame

[ o%(1 + 6?2 4+ . 4 g2_2 X (92_1 i 02) o £=0
052(91 + 0y + e+ eq—Qeq—l + eq—leq) t=1
020, + 0105 + - + 0,90, -

V()| =

0201 + 010,) F—g—1
o20, =g

LY jinak

_ {0‘? Z?;g 0;0,4: t=0,...,q,

0 jinak.

Autokorelac¢ni funkce je pak rovna

1 t=20
p(t) = m E?;é 0;0i400 1<t<gq, 0p=1
0 jinak

tedy, pro t > ¢ je autokorelacni funkce nulova, coz je velmi dulezita identifikacni vlastnost
M A(q) procest.
Diky tomu, ze M A(q) proces je linearnim procesem, spektralni hustota je rovna

2
a2 2

frag(w) = 3=

O ()]

1.2.8 Vicenasobna reprezentace M A(q) procesu

Méjme MA proces fadu ¢:
}/;g ~ MA(q) . Y; =&+ ‘91815,1 + -4+ Qqat,q Er ~ WN(O, 0'?)

Provedme tedy rozklad polynomu ©(z) =1+ 612+ - - - 4 6,27 na soucin kofenovych ¢initelt

o(z) = [ [(1 - N2),

J

Pak (protoze M A(q) proces je linedrnim procesem) autokovarianéni generujici funkce je
rovna

Gy(2) =6(2)0 (71) o2.
Dale plati

(1—=22) 1=z ) =1-Nz— Nzt + A? = )\5(/\;2 - )\;12 — /\;12_1 +1)

1 1
=\ (1-— 1——z!
]< AJ‘Z)< )\jz)
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Tudiz
Gy (z) = 020(2)0 = o [ = X2 [T = A2

J

= o? HAZ (1 - ;]ZJ) H ( Alj 1) = 020,(2)0.(z7")

7 \a J

o2 @*(z) 0. (z-l)

Takze proces
Vi~ MA(q): Y= +0ie;  +---+0er, & ~WN(0,02)
ma stejnou autokovarian¢ni generujici funkci
Gy(z) = 020,(2)0.(z7 1)

a jsou proto z hlediska prvnich dvou momentii nerozlisitelné.
Obecné mizeme dostat 27 riiznych procesii s funkei

q
=[[a-X"2)  s=1,...2

Jj=1

Mezi vSemi témito procesy pouze jediny je invertibilni, a to ten, pro kterého plati

)\invert _ )\j |>‘]| < 17
AN > L

Takze podminka invertibility zajistuje identifikovatelnost M A(q) procesu z hlediska prvnich
dvou moment.

1.3 Vlastnosti ARM A(p, q) procest

Diive nez uvedeme nutnou a postacujici podminku pro kauzalitu a invertibilitu ARM A(p, q)
procesi, vySetfeme problematiku spole¢nych kofent ®(z) a O(z).

1.3.1 Spolec¢né kotfeny polynomu ®(z) a O(z)

Méjme

Y, ~ ARMA(p,q) : Yi—o1Yi1——0Yi p=e+018, 1+ -+ 04 & ~WN(0,02)
a predpokladejme 7e ®(z) a ©(z) maji spole¢ny kofen . Pak muzeme psat

(L= A2)(1 =iz — =g 12"71) = (1= A2)@"(2)
(L=X2)(A+0iz 4+ 0;_127") = (1 — X2)0%(2)

d(2)
O(2)

Pak miizeme psat

(1= AB)®*(B)Y; = (1 — AB)O"(B)e;.
Pokud obé strany rovnice vydélime vyrazem (1 — AB), dostaneme

Y; ~ ARMA(p—1,q—1): ®*(B)Y; = ©%(B)e;.

Takze podminka, ze ®(2) a ©(z) nemaji spolecné kotfeny
zajistuje, ze fady ARMA procesu nelze jiz sniZovat.
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1.3.2 Nutna a postacujici podminka kauzality a invertibility.

V predchozich odstavcich jsme ukézali, ze plati

(1) Y; ~ AR(p): ®(B)Y; =¢; N ®(2) #0 pro Vz € C Alz| <1 < AR(p) je kauzalni;
(2) Yi~ MA(q) : Vi =0(B)er N ©O(z) #0 pro Vz € C Alz| <1< MA(q) je invertibilni.

Naprosto analogickym zptsobem lze dokazat obecnéjsi tvrzeni:

Véta 1.3.1.

Necht ®(B) a ©(B) nemaji spoleéné koteny. Pak

Yi ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e; je kauzalni & D(z) A0 proVz e C Azl < 1.
Yi ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e; je tnvertibilnt < O(z) #0 proVz € C Alz| < 1.

Znamena to tedy, ze Y; ~ ARMA(p,q) je kauzalnim a invertibilnim ARM A procesem,
jestlize vSechny kofeny polynomi ®(z) a ©(z) lezi vné jednotkového kruhu a koeficienty v; a
7; jsou urceny ze vztaht

W)= >0 = g pro |+ <1
m(z) = ZOWij = 222 pro |z| < 1.

V dalsim budeme uvazovat pouze takové Y; ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = ©(B)e; procesy,
které splnuji nasledujici podminky

(P1) ®(B) a O(B) nemaji spoletné kofeny.
(P2) Y, ~ ARMA(p, q) je kauzalni.
(P3) Y; ~ ARMA(p, q) je invertibilni.

1.3.3 Stredni hodnota, rozptyl, autokovariancéni a autokorela¢ni funkce
procesu ARM A(p, q)

STREDNI HODNOTA

Vzhledem ke kauzalité ARM A(p, q) procesu mizeme pocitat

= EZ%EH = Z%Egtﬁ' = @
j=0 J=0

RozpTYL

P1i odvozeni rozptylu nejprve rovnici

Y; — 9011/;571 4+ .. 4+ SOpY;tfp + & + 0161&—1 + -+ qut*q
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vynasobme vyrazem Y; a spoc¢téme stfedni hodnoty obou stran, tj.
EY}? = @iEY, 1Y + - + @ EY, Y, + EeY, + 61 Bey Y, + - - + 0,Ee, Y, (Ag)

Spoc¢téme pro i =0,1,...,q
Ee,Y, = Ee_; <Z @z)jet_j) =Y UiBeie ;=Y Une(i—j) = 02 (piicemz ¢ = 1).
j=0 §j=0 j=0

Po dosazeni do rovnice (Ag) dostaneme

Y(0) — 1y (1) = - = @py(p) = o2(1+ 0191 + ... + O1b,). (A7)

Podélme obé strany rovnice (A7) vyrazem v(0). Vzhledem k tomu, ze p(k) = %, dostaneme

o2(1+ 011+ ...+ 0,1,)
7(0)

1—ip(l) =+ —ppp(p) =

takze

052(1 + Qlwl + ...+ quq)

DYi=1(0)= L—@ip(1) = —@pp(p) |

AUTOKOVARIANCNI A AUTOKORELACNI FUNKCE (ACF)

P1i vypoctu autokovariance rovnici
Yi—pYo1— =Yy =+ 011+ -+ 0454
vynasobime vyrazem Y;_j; a spocitame stfedni hodnoty obou stran, takze dostaneme
v(k) = pry(k=1) = —opy(k —p) = EY, ey + O1EY; jer 1+ + 0,EY; i (As)

Nejprve je tfeba si uvédomit, ze pro k£ > 0 plati

=F (et Z @/)jet_k_j) = Z YiEeg p_j = Z?/)j%(k? +J) = @
=0 =0 §=0

Spoctéme proi =1,...,¢q

e (z %et_k_j) S Be =3l 4G — i) =[]
=0 =0 j=0

Dosadime-li do vyrazu (Ag) predchozi dva vysledky, dostavame

(k) —1y(k —1) =+ — opy(k — p) = 02 (011 + - - - + O Vit FOpa1¥1 + -+ - + Oty
=1o=1
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Vzhledem k tomu, Ze plati 1; = 0 pro j < 0, uvazujme dva piipady:

(a) jestlize | 0 < k < max(p,q+1) |, pak

(k) = ry(k —1) = -+ = oy(k — p) = 02 (O + Opyrths + - - + Ogy) | (Ay)

(b) pokud | £ > max(p,q+ 1) | pak

Y(k) —p1y(k=1) = —ppy(k—p) =0 | (A1)

Podélme obé strany rovnice (Ag), resp (Ajg), vyrazem 7(0). Dostaneme

02(0k + Opr1t1 + -+ + 00—1)

p(k) — p1p(k —1) — - — ppp(k — p) = (0]
resp.
p(k) —o1p(k —1) — - — ppp(k — p) = 0.
Nechf napft.
q+1>np.

Pak mame vice rovnic pro urceni pocatecnich p podminek. V tomto ptripadé prvnich ¢ — p +
1 autokovarianc¢nich koeficientd jsou urceny z prvnich ¢ — p + 1 podminek. Obecné feseni
homogenni diferenc¢ni rovnice

p(k) —p1p(k = 1) =~ —pp(k —p) =0 tj.  &(B)p(k) =0
je tvaru
k pj—1
) =3 (o) |
j=1 s=0
kde
1 1
T A
jsou riizné koreny s nasobnostmi
P1y-- - Pk,

pricemz
pP=p1+-+ Dk
a cjs je praveé p konstant, které jsou urc¢eny pocatecnimi podminkami. Dale polozme

ot
Aj =r;e".

Pak méme

s
—~
=
N~—
I
(1~
=
(77
-
O
w
=
~_
=
o
CDN
EN
N

ProtoZe uvazujeme pouze kauzalni ARM A(p, q) procesy, pro které plati
Ajl =7 <1,

dostédvame odtud, Ze a p(k) klesd pro kK — oo exponencialné k nule, tj.

p(k) — 0

k—o0

a vidime, Ze pro | k > max(p,q+ 1) | ma autokorelaéni funkce ARM A(p, q) procesit podobny

charakter jako autoregresni AR(p) procesy.
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1.3.4 Spektralni hustota ARM A(p, q) procesu

Véta 1.3.2 (Spektralni hustota ARM A(p, q) procesu).
Necht ®(B)Y; = O(B)e; je kauzdlni a invertibilni ARM A(p, q) proces, pricemz ®(z) a O(z)
nemaji spolecné koreny. Pak spektrdlni hustota ARM A(p, q) procesu je rovna

0 ()"
@ ()

2

fY(w) = fARMA(p,q)(w) = 37 pro w € <—7T,7T>-

DUKAZ. Protoze vSechny kofeny ®(z) a ©(z) lezi vné jednotkového kruhu, ARM A(p, q) proces
je kauzalni a invertibilni.

Kauzalita znadi, Ze existuje absolutné konvergentni posloupnost redlnych ¢isel ¢ = {1;}52,
(tj. D520 [¥j] < o0) takova, Ze plati

Y=Y e kde g ~WN(0,02).
=0

Vime, ze spektralni hustota bilého Sumu je rovna

2
IS

fe(w) = 2= kde w € (—m,m).

Protoze Y, je linedrnim procesem, vime, zZe méa spektralni hustotu

2 o2

fr(w) = |¥ (e7) }2 fo(w) =¥ (e7)]" & kde  w e (—m,m).

Také O(B)e; jakozto linedrni proces ma spektralni hustotu tvaru

2
2 52

[© (™) 5

pro  w € (—m,m).
Rovnéz ®(B)Y; jakozto linearni filtr ma také spektralni hustotu, a ta je rovna
—iw\ |2
10 (e7™)|” fy(w) pro  w € (—m,m).

Protoze plati

(B)Y; = O(B)e,

musi také platit
© (e7™) ‘2 fr(w) =0 (™) % pro  w € (—m,m).

Odtud jiz dostavame tvrzeni véty

fy(w) = farmapg(w) = %% pro  w € (—m,).
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1.4 Stacionarni procesy a nejlepsi linearni predikce

Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je stacionarni proces se stfedni hodnotou 1y a autokovarianéni
funkei vy (). Pak ndhodny proces {Y; —puy, t € Z} mé nulovou stfedni hodnotu (tj. je centrovan)
a ma stejnou autokovariancni funkei ~yy ().
Uvazujme nejlepsi linearni predikci V; pomoci Y 1, ..., Y, (n > 1), kterd je ortogonélni
projekei R
Vi = Py vieay (Vo)

Lze snadno ukazat,ze plati
Vi = Pouvinov (YD) = iy + P vy (Y2):

Takze bez Gjmy na obecnosti mizeme dale uvazovat pouze centrované stacionarni procesy
{Y;,t € Z}, pro které plati

Vi = Popryenviead (V1) = Py vy (Y1),

Nejprve definujme jednokrokovou predikci.

Definice 1.4.1.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces. Oznacme pron > 1

M, = S_p{Ylu . 7Yn}

Pak jednokrokovd (linedarni) predikce je definovina vztahem

}}+1:}>+1| = 0 (=) "o

Protoze pro n > 1 Y,,; € M, pak plati
Vi1 = paYn+ -+ Vs
a Pni,...,0n, minimalizuji
Yoi1 = Yasall® = ElYain = Yaral”

Podle projekéni véty pro kazdé X € L*(Q, A, P) a pro kazdé Y € M,, plati

(XX, V)=(X, V)= (X,)Y)=0 = (X,Y)=(X)Y) cozije | EXY =EXY |

takze jestlize pro j = 1,...,n polozime X =Y, ; aY =Y, 1_;, pak musi platit

EYy1Yni1j = EYyi1Vosr

’7(]) = E (Yn—l—l—j Z ¢n,iYn+1—i> Z ¢n zEYn—l—l —1 n+1 —J Z ¢n 1’7 1 — j
=1
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coz lze maticové zapsat takto

A (1) W0) ) - A1) b
@ | [ 0 @ - a-2) brs
A(n) An—1) An—-2) - (0) b
t].
Tn = Fn d)n

Projekéni véta zarucuje existenci pravé jednoho feseni ffnﬂ € M, pro néjaké ¢, € R"
(kterych obecné muze byt vice, jejich vysledkem je v8ak pouze jediné Y, .q). Jestlize T, je
regularni, mame pravé jediné ¢, € R" a plati

¢, =T, |

Nasledujici véta dava postacujici podminku k tomu, aby pro kazdé n € N byla I',, regularni
matici.

Véta 1.4.2.
Jestlize plati

pak kovariancéni matice

je requldarni pro kazdé n € N.

DUKAz. Tento dikaz se provadi sporem, viz Brockwel, Davis (1987), str. 160-161. O

Ddsledek 1.4.3.
Oznacme
Y, = (Y,,....Vh).
Jestlize plati v(0) > 0 a vy(h) — 0, pak nejlepst linedrni predikce Y41 ndhodné veliciny
Y11 ge tvaru

A

Y/n+1 = (bn,lYn + -+ (bn,n}/i t] Yn+1 - ¢InYn p%Zéemzv ¢n = I‘;l'Yn :

Stredni kvadratickd chyba je rovna

N

— MSE(Vii1) = E(Yuss — Yurt)? = [7(0) — 1T, ) (1.2)

DUKAZ. Tvrzeni tykajici se tvaru nejlepsi linearni predikce a vektoru ¢,, plynou z pfedchozich
poznamek a predeslé véty. Zbyva vypocitat stiedni kvadratickou chybu.

A~

E(Yn+1 - Yn-H)2 = E<Yn+1 - ¢/nYn)2 = EYnz-H —2E (¢;YnYn+1) +FE (¢;Yn)2 :
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Nejprve pocitejme
EYnYn+1 = (EYnYn+1, EYn,1Yn+17 ey EY1Yn+1)/ = (’}/(1)7 "}/(2), RN ,”)/(n))/ =Yn-

Dale si vSimnéme, zZe lze psat
(¢.Y2)" = ¢, Y. Y, 9,

a pocitejme

Y, EY? LYY,y -+ EY,)Y)
/ Ynfl EYanYn EYnQ_l e EYnflyrl
EY,Y,=FE T )| = : : . _
Y; EY1Y, EYiY, ., --- EY?
7(0) 1) (e =1)
(1) 70) - (e =2)
yn=1) 7(n=2) - ~(0)

Takze mtizeme pokracovat ve vypoctu stredni kvadratické chyby

E(Yn—H - Yn+1)2 = EYnZJrl - 2¢;1EYnYn+1 + ¢;EYnY;¢n = 7(0) - 2¢In’)’n + ¢;Fn¢n
=7(0) — 29, T, 'y, + 7L Tl ey, = 7(0) — L .. O

Nyni definujme h-krokovou (linedrni) predikci.

Definice 1.4.4.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces. Oznacme pron > 1

Mn - S_p{Yl, ceey Yn}
Pak h-krokova (linedrni) predikce je definovina vztahem

Y—l—h:A—kh\ - 0= m) =0
" S Poivi,vit (Yosn) = Pug,(Yogn) n,h>1

Obdobnym zptisobem jako u jednokrokové predikce muzeme odvodit, ze jestlize plati y(0) >

0a~y(h) — 0, pak nejlepsi linearni h-krokové predikce Y,,,, nadhodné veli¢iny Y, je tvaru

~ R /
Vron = 60a 4 000Vi| i | Yo = (007) Y,

pricemz

p) =Tty " a A=),y (h+1),...,9(h+n—1)).

Stiedni kvadraticka chyba je rovna

N

N /
o] = MSE(Ton) = B(Vasa = Yasa)? = [7(0) = (¢) T g0 |
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1.5 Rekurentni metody pro vypocet nejlepsi linearni pre-
dikce

Véta 1.5.1 (Durbin-Levinsuv algoritmus).
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces s autokovariancni funkci
v(h) takovou, Ze v(0) > 0 a y(h) — 0. Jestlize

Yn+1 = P@{Yl ..... Yn}(Yn-l—l) = ¢n,1Yn + -+ gbn,nyi

je nejlepst linearni predikce, pak pro koeficienty

¢n = (gbn,la cee ¢n,n)/

a pro stredni kvadratické chyby

~ 2
v, =L (YnJrl - YnJrl)

plati nasledugici vztahy

d11 =28 = p(1) vo = 7(0) (1.3)

Pnn = [’Y(n) - ¢;171'7n—1] /Un-1 (1.4)

¢£Ll) = @1~ PunPp1 Un = Un-1 (1 - in) (1.5)
kde

b1 = (Pn115- -, ¢n71,n71)l Gr1 = (Pn-1n-15- -, <Z5n—1,1)/

bn = (Dn1s- - bnn-1, Pun) ¢ = (buas- - Gunr)

DUKAZ. Méjme
Mn - S_p{Yl, ceey Yn}

Oznacme

Mnfl = @{Yg, ceey Yn}

My =5p{Y1 = Pum, (Y1)}
Vidime, ze M} | je ortogonalni komplement M,,_; v M,,. TakZe pro libovolné Y € L3(Q2, A, P),
tedy i pro Y, 11 € L*(Q, A, P) musi platit
Yot = Pui, (Yas1) = Putpy (Yaur) + Py (Yoi).

Oznacme
Yy — Pum, (V1)

Y P )]

tj. lex]| = 1.
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Pak plati
Fourier.koef.
~ et N
Yir1 = Pruy (Yos1) + (Yagi,e1) e
Yi—P Y; Y- P Y]
— PMnil(Yn_’_l) + Yn_’_l, 1 Mnfl( 1) 1 Mnfl( 1)
Vi = Pr, (VD] /Y1 = Paa, o, (V1)
Yoi1, Y1 — P, (Y1)
= PMnA(Yn-H) + < - . 2 > (}/1 - PMn—l (}/1)) (1
Vi = Pum, (V)|
Ozna¢me

_ (Yan Y1 - Py, (M)
¥ = Pa,, (00)||°

Pocitejme predikci
PMn—1 (Yl) = Qﬁnfl,lyé + -+ Qﬁnfl,nflyn

a oznac¢me
d)n—l = ((bn*l,lu ) (bnfl,nfl), )

pak slozky vektoru ¢,,_; jsou feSenim rovnic

n—1
EY1Yig|= E (YirPum, , (Y1) =| ) no1y EYieVigr| k=1,....n—1,
—— — ————
v(k) J v(i—k)
coz lze zapsat maticové
7(1) 7(0) 1) - v(n—2) P11
7(2) B 7(1) 70) - y(n—=3) P12
v(n—1) 1n—=2) 7(n=3) -+ ~(0) P11
tj.
Yn-1 = Fn—l ¢n—17

Jestlize plati v(0) > 0 a y(h) — 0, pak kovarian¢ni matice I';,_; je regularni a plati

Ppy = Fril')’nq-
Obdobné
PMn,1 (Yn+1) = ¢n—1,1Yn + -+ wn—l,n—ln

a oznacime-li
!
’lpn—l = (’l/}nfl,la s 71/}n71,n71) 3

pak slozky vektoru 1), _; jsou fesenim rovnic

n—1
EY, 1Yok |=F (Yn+1kaMn_1(Yn+1)) = Ziﬁnq,j EYyp- Yo k=1,...,n—1,
h,—/ (. ~ )

(k) 7=l v(G—k)

29

6)
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coz maticové zapiSeme

7(1) 7(0) 7(1) 7(n—2) Un-11
7(2) _ 7(1) 7(0) 7(n—3) Un-1
v(n—1) Y(n—2) ~(n-3) 7(0) Un-1,n-1
t].
V-1 = I ‘pn 1)

tedy
Y, =T, 11’7n 1= @1

Celkové tedy, oznac¢ime-li

Y:L—l = (Y27 R Yn)/
Yn—l = (Yn7 s 73/2),

tak dostaneme

Pra, (Y1) = ¢ 1 Y5
Prty s (Yoi1) = @5 1 Yona

Vyuzijme vzorce (1.2) z dusledku 1.4.3 a pocitejme stfedni kvadratické chyby obou predikei

H)/l - PMn—l (H)H
[ Vi1 = Put, (Yard) ||

(0) — 7; 11_‘711’)’71—1
(0)—7;1 I 11'Yn 1

v
v

Tedy
Un—1 = HYI PMn 1(Y1 H - HYn+1 PMn_l(YnJrl)H2'

Vratme se k rovnici (1.6), pak

Yn—l—l PMn (Yn-l—l) = PMnA(Yn-H) +a (}/1 - PMnfl (}/1))
- a}/l + ¢n—1,1Yn + -+ ¢n—1,n—1Y2 —a <¢n—1,1Y2 + -+ ¢n—1,n—1Yn)

=aY) + Z (D1 — @Pn—1n—j) Yot1—j = G Y1 + Gnn—1Yo + -+ 1Yy

a odtud dostaneme

¢n,n =a
(bn,j = (bnfl,j — a(lﬁnfl,nfj pro j = 1, Lo, — 1.

Nyni se vratime ke konstanté a. Protoze

(Yos1, Y1 — P, (1)) = (Y1, Y1) — <Yn+17PMn (Y1)

:EYiYn+1 - ( n—l—lngn 1]1/14—]) —’7 Zgbn 1]E}/1+]Yn+1

- Z gbn—l,j’}/(n - 1) = V(n) - ¢;L—17n717
j=1
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pak

(Y Yi = Pa (1)) () = 3 durn(n— 1)

HYl _PMnfl(}/l)H2 N Un—1

a = ¢n,n

=|v.1 [’Y(n) - ¢;171’7n—1j| .

Zbyva dokazat, ze plati
Up = Up_1(1 — fm)

Pocitejme proto stfedni kvadratickou chybu predikce Pp4, (Y;,41):

2

Un = ||Yos1 — P./\/ln(YnJrl)”2 = }/nJrl - PMn—l(Yn+1)J_PMi71 (Yo41)

-~

/ . v
N~ ~~

= (Yo = Pra V)~ Paas i) Yot = Pra ()~ Pags (Vo))

2 2
= [[Yasr = Prta Oas) P = 2 (Yot = Patocy V), P, (Vo) )+ [ Pags, (V)

Protoze
PMyLL—l(Y”—H) =a (Yi - Pan (}/1)) ’
tedy

2
HPM#I(YHH) = ||Ys = P, , (V)| = Pvp 1.

Zbyva dopocitat

<Yn+1 - PMn_1(Yn+1)v PMi_l(Yn+1)> = <Yn+1 - PMn—l(Yn+1)7 a (Yl - PMn—l(YI))>
=a <Yn+1> Y1 — PMn—l (}/1)> —a <PMn71(Yn+1)a Y1 — PMn—l (}/1)>,

=0(ortogonal)

Dale vime, ze
o <Yn+17 }/1 - PMnfl(YVl)>

Un—1

a

= O

tedy
a <Yn+17 Y - PMn—l (Y1)> = a’2vn*1

a celkové

= Up_1 — 20201 + a*Vp_1 = Vp1(1 — a®) = |v,_1(1 — qbfm) )

Tim jsou vSechna tvrzeni véty dokazana. O
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Disledek 1.5.2 (Dusledek Durbin-Levinsonova algoritmu).

Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces s autokovariancéni funkct
v(h), pro kterou plati v(0) > 0 a v(h) — 0. Oznacéme

M, = 5p{V2, ... Yo}
M, = @{Y% s Yn}

a nejlepsi linedrni predikci
Y/nJrl - PMn (YnJrl) = (bn,n}/i + Qﬁn,nleZ + - ¢n,1Yn7

pak plati

¢n,n =R (Yn+1 - P/Vln71(Yn+1)7 }/1 - PMn71 (}/1)) . (17)

DUKAZ. Oznaéme
M =35p{Y1 — Pm,_,(V1)}.

Tedy M:- | je ortogonalni komplement M,,_; v M,,. Takze lze psat
Yoi1 = Put, (Yoi1) = Pa,, (Vi) + P (Yoga).
Protoze Py, ,(Yni1) a Y1 — Py, (Y1) jsou ortogonalni tj.
(Pry,(Yni1), Y1 — Puy, ,(Y1)) = 0.

Tedy
<Yn+1v Y - PMn71(Y71)> = <Yn+1 - PMnfl(Yn"‘l)’ Y - PMn71(Y71)> .

Navic plati (viz ditkaz Durbin-Levinsonova algoritmu)

Vi = Pri s (YD) = Vo1 = Prty (Yard)||* = var,

takze lze psat

Onnl=a = (Yoi1, Y1 — Pu,_, (1)) _ (Y1 — Py, (Yoi1), Y1 — Pum,, (V1))
V= Pa OO Y= Patcs O] Vst = Patys (V)|

B (Ve — Pt (V) (i = Pas, (1))
VE (Yari = Pa,,(Vast) 'V E (Vi — Py, (1)
_ O (Y= Py (Yas), Yi = P,y (V1))
\/D (Yoi1 — PMn_l(YnH))\/D (Y1 = Pu, (1))

=R (Yn+1 — Ppm,  (Yoqa), Y1 — PMn—l(Yi)) .
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1.6 Parcialni autokorelac¢ni funkce (PACF)

Definice 1.6.1.
Necht {Y;,t € Z} € L*(Q, A, P) je staciondrni proces. Pak parcidlni autokorelaéni
funkce je definovdna vztahem

a(l) = R(Y:, Yii1)

a(k) = R(Y, = Y3, Yy, — Yig) pro |k| > 1
kde }A/}, resp. Y/t,k jsou nejlepsi linedrnd predikce Yy (resp. Yi_x) pomoci Yy gi1, ..., Yi 1.

Nejlepsi linearni predikce Y; a Y;_;, jsou projekce

Yi=Pu_,(Y)| a |Yiog=Pum_,(Yr), kde  My_y=35p{Yips1,...,Yi1}.
Ptitom existuji takova ¢,_; = (¢g—11,...,Pk—1x-1), Ze plati

Y, = Gr-11Ye1+ -+ Q-1 k-1Yi-k41
a také takovd ¥, = (Yr-11,. .., Yr-14-1)"; Ze plati

Yt—k = Vp—1,1Ye k1 + - F U1 k-1 Y1,

kterd minimalizuji R R
E(Y, - Y,)* resp. E(Yix — Yik)?,

pficemz (jak jiz vime z diikazu Durbin-Levinsonova algoritmu) plati
Pk-11 = Vk-115 -+ Pk—1k-1 = Yr-14-1 tj. Dr1 = Pi_1.
Celkové tedy, oznac¢ime-li

Yzfl = (Y;f—k-i—la SRR }/t—l)/
kal = (}/;5717 ey nfk%kl)l

tak dostaneme

Py, (Yiek) = &1 Y54
Py (V) = @)1 Yia

Vime, Ze pokud pro autokovarian¢ni funkeci v(h) plati v(0) > 0 a y(h) —— 0, pak matice I'y_;

h—o00
je regularni a neznamé slozky vektoru ¢,_; jsou rovny

Q1 = I‘I;—ll’)/kfl'

Avsak podle disledku 1.5.2 Durbin-Levinsonova algoritmu neni tfeba pocitat inverzni matici
T.',, odtud ¢, _,, nasledné Y; , = Pr,_,(Yi i) aY; = Py, _, (Y}) a nakonec korela¢ni koeficient
a(k) = R(Y, = Y,,Y,_x — Yi_x), nebot plati

Oé(k) = <Z5k,k =R (Yt - PMk,l(Y;e), Yk — PMk,l(Y;ffk)) .
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Shrneme-li predchozi, pak podle definice

Forward Backward
é _
My 1=5p{Ys kg1, Yi-1}
Y Yiks, o Y
(F) _ (B) _
Tk = Yip — PMk—l(}/t_k?) Ty = Y — PMk—l (}/t)

alk) =R (rt(il, r,gB))

a podle disledku Durbin-Levinsonova algoritmu

Myp=5p{Ys_1,Ys—kt1,-Yt—1}
}/t—k ’ Y;f—k-i-la SRR Y;f—l

a(k) = ok | kde Y= Py, (Y}) = bnaYi1+ -+ drk Yir

=a(k)
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1.7 Inovacni algoritmus
Zakladni myslenkou Durbin-Levinsonova algoritmu je rozdéleni
M, =5p{Y,,.... Y1}
na dva ortogonalni podprostory
Moy =5p{Y, . Yo} a My, =5p{Yi = Pu, (YD)}

Nasledujici rekurentni algoritmus spociva v dekompozici M,, na n ortogonalnich Hilbertovych
podprostortt pomoci Gram-Schmidtova algoritmu.

Rekurentni algoritmus lze aplikovat nejen na stacionarni procesy, ale obecné na procesy
s konenymi druhymi momenty. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze jsou centrované.
Nejprve zavedme nésledujici znaceni:

Stejné oznacme

Mn :S_p{YTLuaYl}

2

A~

Yn+1 - Yn+1

vy = )
Pokud oznac¢ime

o [o=m) pron=1
" Pum, (Y,) pron=23,...

pak ziejmé X X

Definujme tzv. inovaci vztahem
n
Un+1 = Yn+1 - Yn+1 = Yn+1 - E ¢n,an+1—j-
Jj=1

Oznacéme

Pak lze psat
Un = AnYna

kde matice A,, je dolni trojuhelnikovou matici

—¢1,1 1 0 ce . 0
_¢n72,n72 _¢n72,n73 e _¢n72,1 1 0

I
ASE
7
—
=

—

_gbn—l,n—l _gbn—l,n—Z
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Vsimnéme si, Ze determinant matice je roven 1, takze existuje inverzni matice
C,=A"
n n
ktera je také dolni trojuhelnikovou matici. Upravujme postupné

Y.,=Y,-U,=A'U,-U,=(A,'U,-1,) U, =0,U,,

kde

0 0 cee e 0
011 0 0o ... 0
0 0 0 0 e 0
Hn = Cn - In = 2.72 2.71 . . . .
9n72,n72 9n72,n73 T 91172,1 0 0
On—1n-1 On—im—2 -+ -+ Op11 O

Protoze

Y,=60,U,=06,Y,-Y,)
a protoze 0,, je dolni trojuhelnikovou matici, mtizeme psat

", 0 n = O
YnJrl = n N
Zj:l Onj(Yns1—j — Yngy1—5) n=1,2....

Véta 1.7.1 (Inovacéni algoritmus).

Necht {Y;,t € Z} je centrovany ndhodny proces s konecnymi druhymi momenty, pricemz
kovariancni matice (EYin)ijl = (V(iaj))?,jﬂ je requldarni pro kazdé n € N. Pak pro jed-
nokrokovou predikci plati nasledujict rekurentni vztahy

- 0 n=>0
nt+l = n Y 1.8
o Ej:l On,j (YnJrlfj - YnJrlfj) n=12 ... (1.8)
vo =(1,1) (1.9)
k—1
Onnt = vit [Y(n+ 1,k +1) - Zek,kjen,njvj] k=0,...,n—1 (1.10)
=0

n—1
vy =v(n+1,n+1) —Z@fwﬁ-vj (1.11)
=0

DUKAZ. Tvrzeni (1.8) jsem dokézali jiz v pfedchozim textu. Pro n > 1 provedme nasledujici
preindexovani:

anﬂ = Z O, (YnJrlfj - YnJrlfj)
j=1

n—1
= Z en,nfk (YkJrl - Y/k+1>
k=0
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Pro k£ = 0,1,...,n — 1 vynasobme obé strany predchozi rovnice vyrazem (Yk+1 — }A/Hl) a

vypocitejme stiedni hodnoty obou stran rovnic. Dostaneme:

E [Yn+1 (Yk—H - Yk+1)] Zenn —j ( i1 — Yj+1> (Yk+1 - Yk+1>

nebo ekvivalentné pomoci skalarnich soucint:

<Yn+17 Yig1 — Y/k+1> Zan j < 41— Vi, Yerr — Yk+1>

= Opn—k <Yk+1 — Yir1, Yir1 — Yk+1>
= Onn—k HYk—i—l — Yk—HHZ
= Op.n—kVk,
s vyuzitim vztahi
<Y}+1 — Y1, Vg1 — Yk+1> =0 pro j#k
Déle diky tomu, Ze pro n > k
<Yn+1 — Y1, Yip1 — Yk+1> =0,

dostavame

<Yn+17 Yk—f—l - Yk+1> = <Yn+1a Yk-l—l - Yk+1> = en,n—kvlv

Dale upravujme

Onn—kVk = <Yn+17 Yit1 — Yk+1> = (Yot1, Vi) — <Yn+17 Yk+1>
~———
*’y(n—&—l k+1)

=y(n+1,k+1) < n—l—lazekk g< 1~ Yj+1)>

k—1
=v(n+1,k+1) Zek,k j< Yoi1, Y — Yj+1>
7=0

J/

-~

=0n,n—;Vj
= 7(n + 1, k -+ 1) — Z ek,kfjen,nfjvj

Odtud jednoduchou tipravou dostaneme tvrzeni (1.10):

-1
en,n—k = U

’7(7’L + 1, ]{3 + 1) — Zek,k—jen,n—jvj] .

Nakonec diky tomu, ze
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pak s vyuzitim Pythagorovy véty dostaneme

2 2

A

~ ~ 2 ~
”Yn+1”2 = H (Yn+1 - Yn+1> + YnJrl - ‘ Yn+1 - Yn+1 + YnJrl
H/—/ P
=y(n+1,n+1) ~
Tedy
= ’Y(n + 17” + 1) - < An+17Yn+1>
n—1
:7(n+17n+1> - <Y/n+luzen,n J (Y;Jrl }/}+1)>
§=0
n—1
=vn+Ln+1)— > Opnj <Yn+1, Yi— Yj+1>
j=0 N ~ .
:en,n—jvj
n—1
=[y(n+1,n+1)— Zei,nfjvj
§=0
¢imz jsme dokézali posledni tvrzeni (1.11). O

POZNAMKA 1.7.2.
Zatimco Durbin-Levinstv algoritmus dava koeficienty ¢, ; v reprezentaci

n—1
n+1 E (bn,j n+l—j E Qﬁn,nij}Jrh
J=0

inovacni algoritmus dava koeficienty 6, ; v ortogonalnim rozvoji

n+1 Zen]( n+l—7 — n+1 ]) Zenn ]( J+1 = ij—i—l) .

PozNAMKA 1.7.3.
Inovaédni algoritmus déva ,inovacni reprezentaci“ samotnych Y, .1, nebot plati

=Y, - Y, +Y, = (Y, - Y,) +(C, —L)(Y, - Y,) =|C.(Y, - Y,)|

a polozime-li 0,, o = 1, mizeme psat

Yo = Z%;( SPIRE (A ]> Zenn]( i1 — Yj+1>-

Tyto vztahy vyuzijeme pozdéji pii odvozovani maximélné vérohodnych odhadt neznédmych
parametrii 0, ;.



1.8. VYSTAVBA MODELU V B-J METODOLOGII 39

1.8 Vystavba modeli v B-J metodologii

1.8.1 Odhady v ARMA procesech

Urceni vhodného ARM A(p, q) modelu pro danou realizaci stacionarniho procesu {Y;,t € Z}
v sobé zahrnuje celou fadu problémi

1. vybér fadu modelu p a q, tj. provést identifikaci modelu;
2. odhad parametrtt ¢, ..., ¢y, 01,...,0, a 02;
3. ovéreni vhodnosti modelu.

Identifikace modelu je prvni fazi vystavby modelu a jejim tkolem je rozhodnout, jaky
typ modelu vybrat (tj. zda AR, MA nebo ARMA) a explicitné uré¢it fad modelu. Pfed vlastni
identifikaci se doporucuje provést nékteré z nasledujicich pfipravnych operaci:

1. Poridit graficky zaznam rtady.

2. Pokud stfedni hodnota je nenulova, provést odhad stfedni hodnoty a néasledné provést
centrovani.

VLASTNI IDENTIFIKACE PROCESU

Identifikace procesu se provadi na zakladé zkoumani pribéhu

e odhadnuté autokorela¢ni funkce ACF
r(k) = p(k);
e a parcialni autokorela¢ni funkce PACF

a(k) = a(k).

Snazime se predevsim zjistit existenci pripadného identifikacniho bodu kj. Je
vSak nutné mit na paméti, ze pracujeme pouze s odhadnutymi hodnotami (k) a a(k), takze
nase zaveéry mohou byt nékdy dost zkreslené. Doporucuje se proto netrvat na jednoznacné
identifikaci urcitého modelu, ale pfijmout a prezkouset nékolik alternativ.

AR(p) M A(q) ARMA(p, q)
ACF || neexistuje k, neexistuje k,
p(k) || ve tvaru U po ¢ — p hodnotéach je ve tvaru ,U“
PACF ko=p neexistuje k, neexistuje k,
a(k) omezena kiivkou ,,U“ | po p — ¢ hodnotach je omezena kiivkou ,,U“

Identifikaéni bod k, je index, pro né&jz plati: Vk > ko je p(k) = 0 (resp. a(k) = 0).

Krivka ,,U% je kiivka ve tvaru linearni kombinace klesajicich geometrickych posloupnosti a sinusoid
s geometricky klesajici amplitudou.
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1.8.2 Yuleovy-Walkerovy rovnice a odhad parametra v AR(p)

Necht {Y;,t € Z} je centrovany kauzalni autoregresni proces

AR(p) : ®(B)Y; = & g ~ WN(0,02).

Vratme se k Yuleovym-Walkerovym rovnicim

0.2
p(0) = p1p(1) + -+ opp(p) + 5557 = 02 =7(0) [1 = p1p(1) — - = @pp(p)]
~~
=1
pk) =pip(k —1)+---+ppplk—p) k>1
- . ~Als )P A — ~ ~ /
Oznacime-li R, = (o(u J))@J:/l Py (/i(1>7 X ZP(IP))
¢p = (9017"'790]0) ¢p = (@17"'790]0)
a v Yuleovych-Walkerovych rovnicich nahradime p(k) odpovidajicimi odhady p(k), pak (pokud
(27;; - R;1

p
4(0) > 0) dostaneme tzv. Yuleovy-Walkerovy odhady: | . . NI
=0 7 = A0 (1-7R;',)

Véta 1.8.1.
Necht {Yi,t € Z} je centrovany kauzdlni autoregresni proces AR(p) : ®(B)Y; = &, kde

g~ I1ID(0,02) a (ZA)p je Yuleoviv-Walkeriv odhad ¢, = (o1, . ., ©p), pak plati

Vvn (‘Aﬁp - d)p) L Ny (070621—\;1) )

kde Ty =i — )5 Kromé toho plati 52 5 o2
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1987), str. 255-257. O

Z ptedchozich tvrzeni plyne, ze odhady ziskané fesenim Yuleovych-Walkerovych rovnic jsou
asymptoticky nestranné a lze pro né konstruovat asymptotické intervaly spolehlivosti.

V praktickych situacich vsak skutecny rad p autoregresniho procesu nezname. V tom pripadé
se vyuziji tvrzeni nésledujici véty.

Véta 1.8.2.
Necht {Y;,t € Z} je centrovany kauzdlni autoregresni proces AR(p) : ®(B)Y; = &, kde
e, ~ 11D(0,02) a

N A . / .
¢m = <¢m,17 vy (bm,m) = R,;Llﬁm, m > p,

pak plati

\/ﬁ ((Aﬁm - d)m) é Nm (0703:[‘1;1) )
kde Tn, = (v(i—J))i=1, ®n Jsou koeficienty nejlepsi linedrni predikce
Yerl = sp{Ym,--, Yl}(Yerl) = ¢mYm7 kde Ym - (Ym7"-7Y1)/7 tj ¢m = R;}Pm;

kde Ry, = (p(i — j))i;—, - Specielné pro plati |/ Gmm S N(0,1)].

DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1987), str. 255-257. O
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1.8.3 Predbézné odhady v AR(p) a Durbin-Levinsuv algoritmus.
Predpokladejme, ze mame k dispozici pozorovani
Y155 Yn
centrované stacionarni posloupnosti
{Yi,t € Z} ~ AR(m) : ®(B)Y; = ¢ gr ~ WN(0,02).

Za predpokladu, ze 4(0) > 0, pak mizeme odhadnout nezndmé parametry autoregresniho
modelu fadu m < n pomoci Yuleovych-Walkerovych rovnic. Odhadnuty AR(m) proces je tvaru

Y, — Qf;m,1Y2—1 — ng,th—m =& Eg WN(Q @m)a
kde
G = (Bntr b)) =Ryl
i = 4(0) (1= PR, Do)
Jestlize 4(0) > 0, pak Ry, Ra, ... nejsou singuldrni a mizeme vyuzit Durbin-Levinstv algorit-

mus pro postupné odhady autoregresnich koeficientii &1’ &2 a odhady variability bilého Sumu

V1,V9,....

Veéta 1.8.3 (Durbin-Levinstv algoritmus).
Jestlize 4(0) > 0, pak parametry ¢m 1, ..., Gmm @ Om autoregresniho modelu
Y, — (ng,ly;ffl — ém,th% =& &~ WN(O> @m)a
prom =1,...,n— 1 lze ziskat rekurzivné ze vztahi
bia =28 = p(1) w=40)  (1.12)
O = (1) = S ¥ | SO (1.13)
507:) = fbmfl - ng,m(z)jnq Um = Um—1 (1 - ngn m) (1.14)
kde
&m_1 = (<ng—1,1, Sy (ngfl,mfl)l &;71 = (‘ngfl,mfla ceey ém—m)l
(Abm = ((ng,lu ) ém,mq, (ngm)/ &SL) = (ng,la ) (ng,mfl)l
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1.8.4 Predbézné odhady v M A(q) a inovacni algoritmus.

Jestlize chceme na zakladé pozorovani vy, ...,¥y, centrované stacionarni posloupnosti provést
odhad MA(m) (m=1,2,...,n—1) ve tvaru

Y;f =&+ ém,let—l +-+ ém,met—m €~ WN<07 @m)a

muzeme vyuzit inovacni algoritmus.

Véta 1.8.4 (Odhady parametru M A procesu pomoci inovaéniho algoritmu).
Jestlize 4(0) > 0, pak odhady parametri M A procesi lze provést pomoci ndsledujicich
rekurentnich vztahd

Bo = 4(0)
k—1
O = 07 [7(771 — k) — ém,kjém,m]@] k=0,...,m—1
7=0
m—1
@m = ’?(0) - Z ei,mfjﬁj
7=0

Oznacme

~ ~ ~ /
0, — (em,l, . emm) .

Uvedeme nyni vétu, ktera plati obecné pro ARM A(p, q) proces. Pfipometnime, ze pro M A(q)
proces jsou ¢ = 6q,...,%, =0, a; =0 pro j > q.

Véta 1.8.5 (Asymptotické vlastnosti inovacnich odhadd 0,,.).

Necht  {Y,t € Z}y  je  kauzdlni a  invertibilni  ARMA  pro-
ces D(B)Y, = O(B)ey, & ~ IID(0,0%), Eef < 00
a P(z) = 32,0 = 2%, |z| < 1. Pak pro libovolnou posloupnost kladnijch ce-

lych cisel {m(n)}s°, takovou, Ze m <mn, m — oo am = o (n§>, kdyz n — oo, pro kaZdé k

plati
ﬁ(ém,l_¢laém,2_w27"'a ¢k7) ~ (0 A)

kde A = (aw)k] L a

min(é 7.7)

Z Yiajr.

Kromé toho plati

DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1987), str. 239. ]

I kdyZ rekurentni odhady koeficientii M A procest pomoci inova¢niho algoritmu jsou analo-
gické jako rekurentni odhady koeficientt AR procesti pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu, je
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mezi nimi pfece jen jisty rozdil. Pro odhady (Aﬁp = (qgm, e ép,p)’ pomoci Durbin-Levinsonova
algoritmu plati

~

b, 2 b,

avsak odhady éq = (éqJ, ey éq,q)’ nekonverguji podle pravdépodobnosti k 8,. Ke konvergenci
podle pravdépodobnosti je tfeba odhad (6,1, ..,60m,) , kde posloupnost {m(n)}2>, spliuje
podminky pfedchozi véty. Vybér m (maximélné az do %) pro vybér pevné délky se voli tak,

aby odhady (0,1, .. ., ém,q)’ se stabilizovaly.

1.8.5 Predbézné odhady v ARM A(p, q) procesu.
Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces
{}/tat S Z} ~ ARMA(]?, q) : (I)(B)}/t - @(B)et €t ~~ WN(0,0‘?)

Z kauzality vyplyvd, ze existuje posloupnost {i;}32, takova, Ze Z;’ioh/zj\ < oo a plati
Vi =220 ¥ier—j, tj. pro |z| < 1 dostavdme ¥(z) = 28 = O(2)¥(z) = O(2).
Koeficienty {1;}32, se urci ze vztahu

(1= 1z — 9222 — e — ) (W + b1z + o2 ) = (L 12 + 0% + -+ 0,27)

porovnanim koeficientd u mocnin proménné z , tj.

2 1/}0 =1 = 1/10 =1

2 - =6 = Y1 =0+ ¢

221 g — o1hr — g = by = P =0y + 0191 + 2

2 s —oathy — 1y — 3 =103 = by =03+ o1 + @11 + @3
o = 1

Obecné, polozime-li §; = 0 pro j > ¢ dostaneme min(,p) j=12...
’ v, = 0+ ; i
Za predbézné odhady 1,1, ..., ¢y, pouzijeme inovacni odhady ém,la ceey ém,mq, jejichz

asymptotické vlastnosti dava predchozi véta. Takze dostavame

N .
e_vm

a
min(j,p)
em,j :0j+ Z <pi«9m7j,i j:1,2,...,p—|—q.
i=1

Nejprve uvazujeme rovnice pro j = ¢+1,...,p+gq, ve kterych 6; = 0, které maticové vyjadiime
takto . A A A

Qm,qﬂ A‘gm,q em,qfl o T Qm,qﬂfp ¥1

0m,q+2 0m,q+1 Hm,q Hm,q—l T 0m,q+2—p (Vo)

erp,qﬂ)fl qm,q+p72 T 9m,q+1 A‘gm,q «97?7(1,1 Pp-1

6m,q+p 0m,q+p—1 T T 0m,q+1 em,q ©p
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Resenim téchto rovnic dostaneme odhady @1, . . ., @,. Nakonec ziskdme odhady él, ey éq ze vztahl

. X min(j,p) X
9]' = 9m,j — Z g?)lﬂm’j,i j = 1, e q.
i=1

POZNAMKA 1.8.6. _
Pro M A(q) plati |0; = 6,,; |, nebot p = 0.

1.8.6 Maximalné vérohodné odhady.

Predpokladejme, ze {Y;,t € Z} je Gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a kovari-
an¢ni funkci
V(i,7) = EX:X.
Oznacme
Y,=M,....Y) a L, = (7<i7j))2j:1'

Veérohodnostni funkce nahodného vektoru Y, je tvaru
n 1
L(T,) = (2m) 3|02 exp{~ 1Y, T, 1Y, .

Daéle oznac¢me

Mn :S_p{YT“,Yl}

n

v _J0(=m) pron=1
Pum, ,(Y,) pron=23,...

pak zfejmé R R
Mn:@{yn_ynuuyl_yl} nZl

Pro nejlepsi linearni predikce pouzijme inovacni algoritmus, podle kterého

. 0 n=>0
Y1 = n .
o Zj:l On,j (Yn+1—j - Yn+1—j> n=12 ...

pricemz stfedni kvadratickou chybu oznac¢me

~ 2
Yn+1 - Yn+1

-l

Oznad¢ime-li

a
1 0o - 0
9171 1 0 e Ce 0
S I |
0n—2,n—2 0n—2,n—3 Tt 0n—2,1 1 0

>
7
—
=

—_

en—l,n—l 0n—1,n—2
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pak miizeme psat

~ ~

Y, =(C,—L)(Y,—-Y,)|

Postupné upravujme

N N

=Y, - Y, +Y, = (Y, - Y,) 4+ (C, —L)(Y, - Y,) =|C.(Y, - Y,)|

Tento vysledek pouzijme pii vyjadieni varianéni matice
r,=EY,Y, =E [Cn(Yn Y)Y, - Yn)'c'n] — C,E [(Yn Y)Y, - Y. C.
Nyni pocitejme

E [(Yn—Yn)(Yn—Yn)’]

E(Yi-Y1)? BV (YeYa) = BY,—Y))(Yo—Y,)
vo 0 =0
E(Yo—Ya)(Y1—Y1) E(Yy—Y>)? o E(Yo—Y2)(Y,—Ys)
~ ~"~ - %/_/ ~"~ -
= =0 v1 =0
E(Y,—Y,)(Y1-Y}) . E(Y,~Y,)(Yp1—Y,_1)  BE(Y,—Y,)?
=0 =0 Vn1

= diag{vg,...,v,_1} = D,..

Takze

T, =C,D,C. |

Pocitejme dale

Y'T'Y, |= (Y, -Y,)C. [C.,D,C. " C.(Y,—Y,)
= (Yn - Yn)/CIn (C;z)il Dr_zlcglcn(Yn - Yn)
= (Yn - Yn)ngl(Yn - YAvn)

~ (Y = V)?
s~ =9) |

=1
Dale zfejmé plati
|Fn| = |CnDnC:1| = |Cn| |Dn| |C:1| :‘ VoU1 ** *Up—1 |
—1 =1

Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru

exp{_%z<nfm>2} |

j=1

N |—=

L(T,) = (27) 2 (vov1 -+ vn1)”

Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

{Y,,t € Z} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y, =O(B)s;, & ~ N(0,02).
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Ukazuje se (viz Brockwell, Davis (1978), str. 168/170), Ze k velkému zjednoduseni jednokrokové
predikce dojde, pokud inovac¢ni algoritmus aplikujeme ne na Y;, ale na nasledujici transformo-

vany proces
Wt:{ae_lY} t=1,...,m; m=max(p,q)
o '®(B)Y; t>m.
Poznamenejme nejprve, ze ziejmée

sp{Yr, ..., Yo =3sp{Wy,..., W, } n > 1.

Oznacme .
- 0=Y; J=0,
Wj+1 = P P>
@{Wl,...,Wj}Wj‘f‘l J = L
Pak plati
- 06_13% t=1,...,m; m=max(p,q),
Wi = .
ot Y}—S01Y;f—1—"‘_90pyt—p] t>m,
takze

Y, — Vi = 0. (W, — W)).

P1i aplikaci inova¢niho algoritmu na W; dostaneme 0, ; a stiedni kvadratické chyby, které

oznacme 7;.
Pak z predchozich vztahi vyplyva, ze plati

A

Yn+1 ==

A~

~ 2?21 en,j(YnH—j - YnJrlfj) 1<n<m,

oY, + o+ SOpYnJrl—p + 23:1 en,j(YnH—j - Yn+1—j) n = m.

= E(Yo1 — Yn+1)2 = UgE(WnH - /Wn+1)2 = Uazrn :

Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru

€

n 1 . .
L($,0,02) = (270%) 72 (rory -+ -1 1) 2 exp {—23,2 o)

Pokud polozime
OlnL

o2 0

a budeme pfedpokladat, Ze Y; a r; jsou nezavislé na o2, dostaneme

~

02 =15(¢.0) |

kde . N

=1 -l

a (Aﬁ a 6 jsou hodnoty, které minimalizuji tzv. redukovany logaritmus
funkce

l(é’), é) =1In (%S(é’), é)) + % Zhl?“j,l .
j=1

vérohodnostni



1.8. VYSTAVBA MODELU V B-J METODOLOGII 47

PozZNAMKA 1.8.7.
Alternativou k maximalizaci L(¢, 0, 02) je minimalizace vaZeného souétu &tvercu

S(¢,0) = Z M’

= it
pricemz
- 1 I
2 = S(o,0
P —S(6.0)
a plati

(viz Brockwell, Davis (1987), §8.9).
Takto ziskané odhady se nazyvaji odhady metodou nejmensich ¢tvercu. coz vede k sys-
tému nelinearnich rovnic.

Pokud chceme zkoumat asymptotické vlastnosti maximalné vérohodnych odhadu,
musime zesilit predpoklady: necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni ARM A proces

(Y, t € Z} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y, = O(B)e; & ~ 11D(0,02)

a necht ®(z) a O(z) nemaji spoleéné koteny.
Pak, oznac¢ime-li maximalné vérohodny odhad nezndmych parametri

B = (¢,> 0,7 O-g)/
symbolem
~ Al Al A
ﬁMLE' = (d) 70 70-62)17
plati
- A
Vit (Byse = B) A Nuspia (0.V(8)),
kde .
o (EUU, EUV}\
V(B) =0 <EVtU; EV\V,)
pricemz

Ut = (Uta R Ut+1—p)l
Vt = (‘/;57 ey ‘/;5+1,q)l

a{U,t € Z}i{V,,t€Z} jsou autoregresni procesy

(I)(B)Ut = &t
@(B)‘/; = &

(viz Brockwell, Davis (1987), §8.9).
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1.9 Vystavba modelt a predikce v ARIMA procesech

A7 dosud jsme uvazovali pouze o procesech (slabé) stacionarnich. Stacionarni procesy se vsak
v realité vyskytuji zfidka.
Rozlisuji se dva druhy nestacionarity:

e ve stfedni hodnoté

e v rozptylu.

1.9.1 Procesy nestacionarni ve stiredni hodnoté

Nyni je tfeba si vysvétlit a odlisit pojmy

Y

‘ Deterministicky trend

kdy nestacionaritu ve stfedni hodnoté chapeme jako funkci Casu, tj. k jeho mo-
delovani pouzijeme naptiklad

polynomicky trend f(t) = By + Bit + -+ - + Bqt?

periodicky trend  f(t) = pu+ 3_7_, (ajcosA;t + B;sinA;t)

Stochasticky trend‘ . U procesi ARMA jsem pozadovali, aby vSechny kofeny

Q(2)=1— 12— — @2

lezely vné jednotkové kruznice, tj. proces bude kauzalni. Pokud néjaky koten lezi

- na jednotkové kruZnici mluvime o procesu
nestacionarnim se stochastickym trendem

- vné jednotkové kruznice mluvime o procesu
nestacionarnim explozivniho typu.

Nestacionarni proces obsahujici stochasticky trend lze prevést na stacionarni diferencova-
nim. Zavedme proto tzv. diferenéni operator:

[AY;]=Y, - Y. =|(1 - B)Y,
A |= A(AY;) = AY; ~ Vi)
= (Y, =Yia) = (Y1 = Vi)
=Y, —2Y;1 +Y, o =|(1-B)’Y;

A%, |=|(1 - B)%Y,
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Nestacionarni proces se stochastickym trendem nazyvédme integrovanym smisenym mo-

delem

ARIMA(p,d,q) |

Formalné jej zapiSeme pomoci operatoru zpétného chodu takto:

ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1— B)Y, = ©(B)e,

a polozime-li

W, = (1 B)',,
pak je stacionarni ARM A(p, q).

Zvlastni pripady ARIMA(p,d, q)

pld]q Zkratka | Nazev
0 IMA(d, q) | Integrovany proces klouzavych soucti
00 MA(q) | Proces klouzavych souctii
0 || ARI(p,d) | Integrovany autoregresni proces
0]0 AR(p) | Autoregresni proces
0 0 I(d) Integrovany proces
0[1]0 I(1) Néahodna prochéazka (random walk)
NAHODNA PROCHAZKA: ‘ YVi=Yi1+e | &~VW(0,02%)

Proces ndhodné prochéazky je limitnim pfipadem procesu AR(1), kde ¢ = 1.

Pro ndhodnou prochazku plati:
e Hodnoty ACF = p(k) budou klesat velmi pomalu (linearné).

e Hodnoty PACF = a(k) jsou logicky velmi podobné procesu AR(1).

V praxi se pouziva obecnéjsi tvar:

Y,=3+Yi 14| BeR

Potom, pokud budeme postupné upravovat, dostaneme

:5+3@71+€t:}/¥72+25+€t+€t71:"': Yo+p5-t
———

deterministicky linearni trend

t
+Z€j .

Jj=1
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PozNAMKA 1.9.1.
Tvary ACF = p(k) a PACF = «(k) procesu | ARIMA(p,d, q) | a ndhodné prochazky |I(1)
jsou prakticky totozné. Pritomnost jednotkovych kotfenu zptusobuje ,zakryti* prakticky vsech
identifika¢nich detaild téchto funkci.

PozNAMKA 1.9.2.
Operator

v(B) = ®(B)(1 - B)?

se nékdy nazyva zobecnény autoregresni operator.
Pokud v(B) chédpeme jako polynom v proménné B, pak vzhledem ke kauzalité modelu

(1 — B)W, = ©(B)e,

ma |v(B) | pravé p kofenu lezicich vné jednotkového kruhu a d kofenu rovnych 1.

V praxi se nejprve diferencovanim casové fady ziska stacionarni fada IW; a pro ni se vybuduje
proces ARM A(p, q). Pokud jsme ptuvodné méli

}/17"'7Yn7

po diferencovani ztistanou

Wity W,

PozNAMKA 1.9.3.
ARIMA(p,d,q) nema smysl centrovat, nebot plati:

AYY, - Y) = A%,
PozNAMKA 1.9.4.

Kromé trendt vyzadujicich stochastické modelovani mohou ARIMA modely zachytit i ¢isté
deterministické trendy, pokud provedeme takovéto zobecnéni ARIM A(p,d, q) modelu:

ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1 - B)%, = 3+ 0(B)e, B eR;],

Pak této definici vyhovuji procesy tvaru:

Bo+bit+--+ Bt + Yi|

TV
polynomicky trend fadu d

s vyuzitim poznatkl o diferencovani polynomu lze totiz psat:

O(B)(1—B) (fo+ it +-+Bat'+Y) =  S(B)(d1F) + ®(B)(1—B)Y;=3+0(B)e.

B=(1—p1——pp)d!Ba
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1.9.2 PROCESY NESTACIONARNI V ROZPTYLU

Neni-li splnéna podminka neménnosti rozptylu v Case, je proces nestacionarni v roz-
ptylu. Takovyto proces je ovSem tieba nejprve vhodné transformovat. Vysvétleme si struéné
pojem transformace stabilizujici rozptyl.

Situace nestabilniho rozptylu nastava predevsim v pripadé, kdy nahodna veli¢ina Y; mé
rozdéleni, které zavisi na jediném parametru v, ktery obecné nemusi mit pro vSechna ¢ stejnou
hodnotu. Predpokladejme, Ze tento parametr je zvolen tak, aby platilo

Eﬂt}/t - Q9t.

Ve vétsiné pripadi (ne vSak u normalniho rozdéleni) na 9, zavisi i rozptyl veliciny Y, takze
miizeme psat

Dy, Y, = o*(9,).

Ptitom o(¥;) byva obvykle hladkd funkce proménné o;.
Protoze v; miize souviset s ¢asem ¢, neni splnéna podminka neménnosti rozptylu v case.
Vznika tedy otazka, zda lze najit netrividlni funkci g tak, aby ndhodna veli¢ina

Zy = g(Yy)

méla rozptyl nezéavisejici na ;. (Pozadavkem netriviality se vylu¢uji konstantni funkce g, které
by vedly k veli¢indm s nulovym rozptylem).

Uvedena tiloha v obecném pripadé nema feseni. Pouziva se vSak urcitych aproximaci, které
se ukazaly velmi uzitecné.

Pokud se zabyvame jen dostatecné hladkymi funkcemi g, z Taylorova rozvoje dostaneme
aproximaci

9(Yy) = g(9) + g'(0:) (Y — ;).

Potom stifedni hodnotu lze aproximovat takto
Eyg(Y:) = Eg(9:) + g'(9:)(Y: — 0¢)] = 9(9)

a rozptyl
Dy, [9(YD)] = [¢' (Y))” D,Y: = [¢'(9:)] o (9).

Chceme, aby po transformaci byl rozptyl konstantni a nezavisel na stiedni hodnoté, tj.

¢ =Dy, [9(V))] = [9/(7%)]20'2("‘99 = g(0r) = 0'2(01915)’

kde ¢ je néjaka konstanta. Odtud snadno dostaneme tvar transformace stabilizujici rozptyl

g(th) = c/ﬁd0t+l{.

Konstanty ¢ a K se voli tak, aby funkce g vypoctena podle predchoziho vzorce méla vyhodny
tvar.

Ukazalo se, ze funkce g vypoctena podle predchoziho vzorce nejen vyrazné stabilizuje roz-
ptyl, takze rozptyl Dyg(Y;) zévisi na 9 jen velmi maélo, ale zéroven také rozdéleni ndhodné
veli¢iny Z; = ¢g(Y;) byva jiz velmi blizké normalnimu, i kdyZ t¥eba samotné rozdéleni veli¢iny
Y; je vyrazné nenormalni.
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1.9.3 VOLBA RADU MODELU

Vhodnéa volba fadu modelu je dilezitou soucasti vystavby modelti v Box-Jenkinsonové meto-
dologii.

K identifikaci typu modelu nam poslouzi predevsim pritbéh odhadnuté autokorelacni funkce
ACF = p(k) a parcialni autokorela¢ni funkce PACF = «(k).

Formalnéjsi pristup pii rozhodovani o vybéru radua p a ¢ je vSak zaloZen na jistych kriteri-
alnich funkcich.

Vsimnéme si nejprve kriteridlni funkce odvozené pro AR(p) modely.

Odvozeni kriteria FPE (Final prediction error)

Méjme dvé nezavislé realizace
(Xlu---7Xn) a (Ylu---7Yn)

procesu AR(p) s koeficienty
¢, = (o1, -, p)"

Pomoci prvnich realizaci odvodime maximéalné vérohodné odhady

Definujme
Yp = (Yna Yoo1,... 7Yn+1—p),

a uvazujme jednokrokovou predikci

~

Y/n+1 =01V + -+ PpYar1p =@, Y,

Pocitejme stiedni kvadratickou chybu této predikce:

by = E(Yni1 — Vo)’ = EVps1 — 91V — - — $pYo1p)°
~ 2
=F [Yn+1 —e1Yn = = pYapip — (1 —p)Ya — - — (@ — SOp)YnJrl—p]

= B e~ &, 6V,
= Eel (@, — ¢,) EY, Y, (¢, — ¢,)
—— ——

=02 r,
nebot
E(gn-l-lYn—j) =0 pro J = 07 P — 1
Protoze . A
V() (9, — ¢,) ~ N,(0,02T, ")
nebo-li X B
(¢, — #,) ~ Np(0,%T, 1)

Odtud dostaneme, ze
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Protoze plati

ihned dostaneme

a odtud

A~

b, ~ o2 (1+2) |

Jestlize 02 je maximalné vérohodnym odhadem nezndmého parametru o2, pak pro n — oo plati

a protoze )
F)=nr
pak X X
Eog? = "2g? = o~ o Eo?.

Pokud ve vypoctu ©,, nahradime o2 jeho nestrannym odhadem o2, dostaneme nasledujici kri-

térium:
[FPE]= 22 (1+2) =| i L |

En_p

Mnohem obecnéjsim kritériem, které neni odvozeno pro AR(p) proces, je tzv. AIC krité-
rium: o
AIC = nl( - 0,,) +2(p+q),

nebo jeho korigovana verze (nebot AIC nadhodnocuje fad modelu)

A A Ao 2p+q+1)n
AICC = —-21n L(¢pq7 Hpqu S(¢pq7 epq)) + %

Dalsim kritériem je tzv. BIC kritérium:

_ no? £ ¥?2-no?
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1.9.4 Verifikace modelu — analyza rezidui

Po odhadu nezndmych parametrat ARM A(p, ¢) modelu metodou maximalni vérohodnosti ozna¢me
rezidua:

POzZNAMKA 1.9.5.
Existuji i dalsi rezidua, napft.

6£=0 (B®MB)Y, t=1,...,n

Velikost téchto rezidui vSak zavisi na mérnych jednotkdch ndhodné proménné Y;, proto se
doporucuje pouzivat radéji W;, ktera jsou standardizovana a nezavisla na méritku.

Protoze rezidua Wt by méla byt pro n — oo (pokud byl model vhodné zvolen) piiblizné
bilym Sumem W N (0, 02) (popt. I1D(0,02)), ihned se nabizi myslenka, analyzovat nejprve jeho
vybérovou autokorela¢ni funkci

i (W = W) (Wayn — W)
S (We—wy

pw(h) =
kde .
W - Z /Wt-
t=1
Cela tada ¢lankt je vénovana odvozeni asymptotickych intervalt spolehlivosti pro tuto vybé-

rovou autokorela¢ni funkci.
Mnohem jednodussi je pouziti tzv. Portmanteaovy statistiky

Z ' *(h—p—2q) pro h € N.

Existuji také jisté modifikace této statistiky, napt. (Ljung, Box, 1978)

h
Qw =n(n+2) Zp G) (h—p—q) pro h € N,
7=1

n—j

nebo (Granger, Anderson, 1978)

>

x2(h) pro h € N.

QWW
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1.10 Modelovani sezonnosti pomoci SARIMA modelua

Sezonnost je v Box-Jenkinsonové metodologii stejné jako trend modelovana stochasticky.
Nejprve zavedme sezénni diferenéni operator o délce L > 0:

[AYi| =YY, = (1- BYYY,
ALY, | = AL(ALY:) = AL(Yi—Yiy)
= (Y;~Yer)— (Yir—Yior)
=Y, —2Y, +Yi0r =|(1-B")?Y;

APY|=[(1 - BYY,

Pti konstrukci se uvazuje zptisobem, ktery budeme demonstrovat pomoci nasledujiciho prikladu:
Necht ¢asova fada {Y;} vykazuje sezénnost o délce L = 12.

1. Zkonstruujeme nejprve ARIMA(P;, D1,@;) model pro fadu lednovych méfeni, tj.
pro {S} = B¥2Y;}

m(B?)ARY, = Ui (B®)n" ~ ARIMA(P:, Dy, Qy)

kde ¢asovy index t odpovidé lednovym obdobim a o 7; se budeme zajimat pozdéji.
Pritom
T (312> =1— 7T171812 L 7].LIDIBlQ-Pl

je tzv. sezénni autoregresni operator SAR(P;)

\Ill(Blz) =1+ wl,lBlz + -+ wl,QlBu'Ql
je tzv. sezénni operator klouzavych souéta SMA(Q,)

APl = (1 — BY)P1 je tzv. sezénni diferenéni operator SI(D;)

2. Podobné modely zkonstruujeme pro ostatni meésice:

Wz(BIZ)A%Y; = ‘1’2(312)7715(2) ~ AR[MA<P27D27Q2)

ma(B2)AD2Y, = W1, (B2)n{"®) ~ ARIMA(Pyy, D1, Q12)

3. Predpokladejme pritom, Ze tyto modely jsou pro jednotlivé mésice priblizné stejné,
tj.
P1%~-~%P12%P

i~~~
Di~---~Dyp~D
7 (B¥?) ~ -+« &~ m5(B?) ~ 7(B?)
U, (B?) ~ -~ U (B?) ~ ¥U(B?)
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4. Nahodné veli¢iny néj ) (j = 1,...,12) by v8ak v téchto modelech mély byt pro rtzné
mésice mezi sebou korelované, nebot by mél existovat napf. vztah mezi lednovymi

a unorovymi hodnotami. Predpokladejme proto, ze také fada 7; je popsdna modelem

ARIMA(p,d, q) tvaru
®(B)A", = ©(B)e; ~ ARIMA(p,d. q)
kde ; ~ WN(0, 02) je bily sum.

5. Spojme predchozi dva modely do jediného tzv. multiplikativniho sezénniho modelu
f'édu(p7 d7 Q> X (P7 D7 Q)L

®(B)m(BL)AAPY, = O(B)¥(BY)e, ~ SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)r, L=12.

Piiklad 1.10.1: Model SARIMA(0,1,1) x (0,1,1);2 mé tvar:
AA12}/;5 = (1 — B)(l - BIZ)}/; = (1 + 018)(1 + wlBIZ)Et,
nebo ekvivalentné

Y=Y =Y 1w+ Yz =c+ b1 +Yrei—12 + 01161 13.

PozNAMKA 1.10.1.
Existuji také aditivni sezonni modely, které se vSak pouzivaji jen ziidka. Jako priklad lze
uvést model

Y =&+ 01801 + Ohags 10 + 0136113

Vystavba sezonnich modela

Oznacme tad bézného diferencovani na odstranéni trendu jako d a D jako fad diferencovani na
odstranéni sezénnosti. V praktickych situacich vétsinou d = 0,1,2 a D = 0, 1. Déale necht L je
délka sezony.

Vystavba sezénnich modelti probihd ve trech stejnych fazich jako pro modely ARIM A.
Vsimnéme si pouze FAZE IDENTIFIKACE MODELU, nebot ostatni dvé faze jsou totozné.

1. Odhad parametria d, D :

(a) Provede se studium odhadnuté autokorela¢ni funkce AC'F = 4(k), nebot identi-
fikuje pFitomnost trendu. Doporucuje se prozkoumat 4L hodnot (k).

e Urceni D : Ma-li funkce p(k) v bodech L,2L,3L... lokdlni maxima, pak
(bez ohledu na jeji priubéh mezi témito casovymi body) je nutné polozit D = 1.

To plyne z toho, Ze hodnoty p(L), p(2L), p(3L), ... predstavuji odhadnuté hod-
noty autokorela¢ni funkce pro fady {S; = BXY;}, j =1,..., L modelu

r(BY)APY, = U(BYn, ~ ARIMA(P,D,Q),

pricemz nestacionarité tohoto ARIMA modelu odpovida pomaly pokles
autokorelacni funkce p(L), p(2L), p(3L),. .., tj. tuto fadu je nutno diferenco-
vat (s krokem L) a pokladdame D = 1.

e Urceni d : Jestlize funkce 7, klesd mezi body jL a (j+ 1)L pouze priblizné
linearné, je tieba provést také bézné diferencovani.
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(b) Cisla d, D se také nekdy urcuji tak, Ze se hledd nejmensi &slo mezi odhadnutymi
hodnotami
6%, 0 Ay OAL Y, Oa2y,,- -
rozptylt dané fady a jejich diferenci.
2. Odhad parametru p, P, q, Q@ :
Po uréeni faddu d a D zkonstruujeme fadu W, = AAPY;,

pro kterou je nutné identifikovat model tvaru
®(B)m(B*)W, = ©(B)¥(B*)e; ~ SARIMA(p,0,q) x (P,0,Q)y.

Pro tento ucel se pouzije odhadnutd ACF = p(k) a PACF = G&(k) fady W;.

(a) MA-HOMOGENN{ MODELY
o Jestlize AC'F funkce p(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech
1,...,q

L—gq,....L+q
2L —q,...,2L+q

pricemZ mezi témito body se neodliSuji vyznamné od nuly

e a funkce &(k) v jednotlivych usecich mezi body jL a (j+ 1)L vzdy v absolutni
hodnoté klesa (geometricky nebo po sinusoidé s geometricky klesajici ampli-
tudou) a zaroven klesa, kdyz ji sledujeme v bodech L,2L,3L, ...,

pak polozime

‘p:OaP:O

)

tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako
W, = O(B)¥(B")e;, ~ SARIMA(0,0,q) x (0,0,Q)1
a tedy model pro fadu Y; jako
AAPY, = 6(B)Y(B*)e, ~ SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)r.

(b) AR-HOMOGENNI MODELY

e Jestlize naopak funkce p(k) klesa v absolutni hodnoté (geometricky nebo po si-
nusoidé s geometricky klesajici amplitudou) v tisecich mezi body jL a (j+1)L
a zaroven klesa, kdyz ji sledujeme v bodech L,2L,3L, ...
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e a funkce &(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,...,p
L,....,L+p
2L,...,2L+p
PL,...,PL+0p

pricemz mezi témito body se neodliSuji vyznamné od nuly,

pak polozime

‘q =0a@=0
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako

)

®(B)r(BYW, =&, ~ SARIMA(p,0,0) x (P,0,0);
a tedy model pro fadu Y; jako
®(B)n(BMAYAPY, = ¢, ~ SARIMA(p,d,0) x (P, D,0).
NEHOMOGENNI MODELY typu
SARIM A(p,d,0) x (0, D, Q) nebo SARIMA(0,d, q) x (P, D,0),

se vét§inou nepouzivaji, nebot obvykle vedou pfi srovnani s predchozimi tzv. ho-
mogenni modely

SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q) nebo SARIMA(p,d,0) x (P,D,0),

k odhadu netinosné velkého poctu parametri.

Identifikace obecnych modelt
SARIMA(pv da q) X (P7 D7 Q)La

v nichz ¢isla p, ¢, P a () mohou byt vesmés nenulova, je jiz dosti komplikovanou zale-
zitosti a obvykle zde hodné zalezi na zkusenostech statistika, ktery analyzu provadi.



