20. JORDANOV KANONICKY TVAR

V tejto kapitole si ukaZeme, Ze 1 nediagonalizovatelné linedrne operatory ¢i matice
mozno volbou vhodnej bazy upravit na tzv. Jordanov kanonicky tvar, ktory je —
aspon na pohlad — velmi blizky diagonalnemu. Dokaz tohto vysledku je viak podstatne
naroc¢nejsi nez vsetky dokazy, s ktorymi sme sa doteraz v tomto kurze stretli. Preto
najprv iba sformulujeme prislusné vety a predvedieme, ako sa tprava na Jordanov
kanonicky tvar v niektorych jednoduchych pripadoch robi. S takymito vedomostami
dokaz, ktory nam zaberie celé dva paragrafy 20.4 a 20.5. Na jeho zaklade potom
popiseme dalsiu metdédu Gpravy matice na Jordanov kanonicky tvar. S niektorymi
aplikdciami vysledkov o Jordanovom kanonickom tvare sa oboznamime az v dvoch
nasledujucich kapitolach.

20.1. Jordanov kanonicky tvar matice
Hovorime, 7e matica A € K™*"

ak mé blokovo diagonalny tvar

A = diag(Jo, (A1), -y T (),

je v Jordanovom kanonickom tvare, skratene JKT,

kde J,,; (\;) st Jordanove bunky rozmerov n; xn; prislichajtce skaldarom A; € K (pozri
priklad 19.1.3). Zrejme v takom pripade je ny + ...+ ny = n a A ma charakteristicky
polyném

det(A —al)= (A —a)" ... (A — ).

Vidime, Ze skalar A € K je vlastnou hodnotou matice A prave vtedy, ked sa
nachddza v zozname Aq,..., ;. KedZe skalary Aq,...,A; nemusia byt nevyhnutne
rozne, algebraickd nasobnost A vzhladom na A je sticet velkosti blokov s hodnotou A
na diagondle, ¢iZe )y _, ni. Ako vyplyva z prikladu 19.1.3, kazdému bloku J,, (),
bez ohladu na velkost n;, zodpoveda len jednorozmerny vlastny podpriestor — preto
geometrickd nasobnost A vzhladon na A je rovna poc¢tu takychto blokov, t.]j. poctu
prvkov mnoziny {i < k; A\; = A},

Jordanovym kanonickym tvarom matice A € K nazyvame lubovolni maticu
J € L™ v JKT, kde pole L je nejaké rozsirenie pola I, podobnt (nad polom L)
s maticou A. Upravit maticu A na Jordanov kanonicky tvar znamena najst s nou

nxXn

podobnti maticu J € L"*" v Jordanovom kanonickom tvare a regularnu maticu

P c L"*" takt, ze J = P~1. A-P. Potom linearny operéator  — A-x na (stipcovom)

vektorovom priestore L™ ma v baze tvorene;j stipcami matice P maticu J v JKT.
Klacové vysledky tejto kapitoly mozno zhrntit do nasledujticich dvoch viet.

20.1.1. Veta. Nech ¢: V — V je linedrny operator na vektorovom priestore V
konecnej dimenzie n nad polom K. Ak p ma nad K spektrum algebraickej vahy n, tak
existuje taka baza (3 priestoru V, vzhladom na ktori ma ¢ maticu (¢)g v Jordanovom
kanonickom tvare. Pritom Jordanov kanonicky tvar matice zobrazenia ¢ je urceny
jednoznacne az na poradie Jordanovych blokov.
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20.1.2. Veta. Nech matica A € K"*" ma nad polom K spektrum algebraickej
vahy n. Potom A je podobna s maticou J € K™*" v Jordanovom kanonickom tvare.

Pritom matica J je uréena jednoznacne az na poradie Jordanovych blokov.

20.1.3. Dosledok. Nech matice A, B € K™*" maji v poli K spektrum algebraickej
vahy n. Potom A ~ B prave vtedy, ked A a B majii rovnaky Jordanov kanonicky
tvar.

Vsimnite si, ze predpoklad o plnej algebraickej vahe spektra je splneny prave vtedy,
ked K obsahuje rozkladové pole charakteristického polynému linearneho operatora ¢,
pripadne matice A. Tato podmienka je automaticky splnena nad algebraicky uza-
vretym polom K, Specialne nad polom komplexnych ¢isel C. Aj v pripade, Ze tento
predpoklad nie je splneny, mozno pole K vnorit do jeho koneéného rozsirenia L, nad
ktorym uz splneny bude. Podrobnosti, ako to mozno urobit, sme si aspon v pripade
rozsirenia R C C objasnili v paragrafe 19.4 venovanom komplexifikacii.

Obe uvedené vety st zrejme ekvivalentné, preto sta¢i dokazat len jednu z nich, pri-
padne dokazovat obe naraz a striedavo pouzivat maticovi ¢i operatorovu formulaciu,
podla toho, ktora nam prave vacsmi vyhovuje. Dokazu, ktory je pomerne naroény,
venujeme paragrafy 20.4 a 20.5. Povazujeme vak za potrebné predoslat mu niekolko
prikladov, na ktorych budeme ilustrovat metodu tpravy matice na JKT.

Celd metdda je zaloZend na pozorovani, ¢o robi matica J, = Jp(A) — AL, s ka-
nonickou bazou e™ = (ey,...,e,) v K". Odpoved na tito otdzku mozno struéne a
prehladne vyjadrit schémou

Jyie,— e 1+ ...—ey— e — 0,
t.j. J, - e1 = 0 (inak povedané, e; je vlastny vektor matice J,(A)), a J, - e; = e;_1

prel << n.
Ak ma teda linearny operator ¢: V — V mat v nejakej baze 8 maticu v JKT

(99),3 =J = diag(']m(/\l)v .. '7Jnk(/\k)>7

musi sa tato béza daf rozloZit na k refazcov

61 = (’011,...,’01”1),

62 = (’021, Ce ,v2n2),
ﬁk = (vkl,...,vknk),
zodpovedajucich jednotlivym Jordanovym bunkam J,, (A1), Jn,(A2), ...y JIn, (Ak).
Na kazdom retazci B; posobi linearny operator ¢ — A;idy = ¢ — A; rovnako ako
matica J,, na kanonickej béze e(") = (ey,..., ey,), t.]. podla schémy
©— ANt Uip, V= Vip1 ... = Vg — 01 — 0.

Potom prvy vektor v;; kazdého refazca B3; (v nasej schéme prvy nenulovy vektor
sprava) je vlastnym vektorom operatora ¢ prislichajucim k vlastnej hodnote A;. Cely
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refazec je zasa tvoreny postupnymi obrazmi posledného vektora v;,,; (v nasej schéme
prvého vektora zlava) v zobrazeni p — A, t.].

Bi = <vini7(99 - /\i)(vini)v KR (99 - /\i)ni_l(vini)>'

Bazu zlozent z takychto retfazcov nazyvame Jordanovou bdzow prislusného linearneho
operatora alebo matice.

[’Jprava matice (linedrneho operatora) na JKT teda spoéiva hlavne v najdeni Jor-
danovej bazy, t.j. bazy zloZzenej z retazcov vektorov prislachajtcich jednotlivym vlast-
nym ¢islam a vlastnym vektorom tejto matice. Také niec¢o vsak predpoklada znalost
spektra, preto jeho uréenie (pripadne doplnenie do plnej algebraickej vahy vo vhodnom
rozsireni zakladného pola) musi konstrukeii takejto bazy nevyhnutne predchadzat.

Vopred vsak poznamenavame, ze priamociara metoéda budovania bazickych retaz-
cov od vlastnych vektorov ,sprava dolava“, dobre funguje len pre matice malych
rozmerov (maximalne tak 5 x 5), pripadne pre matice, v ktorych JKT sa vyskytuji len
malé Jordanove bloky (maximélne do rozmeru 3x3). Pre matice va¢sich rozmerov, kde
sa kombinatorika moZznych rozmerov blokov stava pestrejsou, je uz netnosne zlozita.
Neskor, na zaklade dokazu viet 20.1.1 a 20.1.2, sa zoznamime aj s metodou postupu-
jicou pri vytvarani bazickych retazcov ,zlava doprava®. V nasledujticej kapitole si
este strucéne priblizime elegantnt metodu zalozent na tprave charakteristickej matice
A — I pomocou ERO a ESO, vyuzivajicu niektoré hlbsie poznatky o maticiach,
ktorych prvky st polynémy nad danym polom.

Samostatnt poznamku si vyzaduje otazka urcenia spektra analyzovane] matice
alebo operatora. Nase priklady buda vopred umelo pripravené tak, aby sme prislus-
na charakteristick rovnicu vedeli lahko vyriesif (vaésinou budti dokonca vetky jej
korene malé celé ¢isla). V  redlnom Zivote® to vsak tak byt nemusi. Vo vSeobecnosti
neexistuju vzorce, ktoré by vyjadrovali korene polynému f(x) € Clz] stupna > 5
ako funkcie jeho koeficientov zostavené pomocou operacii séitania, od¢itania, nasobe-
nia, delenia a mocnin s racionalnym exponentom.! Ani pre polynémy stupiha 3 a
4, pre ktoré takéto vzorce existuji, vsak nie st pre svoju tazkopadnost prakticky
upotrebitelné. TakZe pouZitelné explicitné vzorce mame k dispozicii len na riesenie
rovnic stupna 1 a 2.

Tym vzrasta vyznam pribliznych numerickych metéd vypocétu vlastnych ¢isel a
vektorov a JKT. Tieto otazky vsak uz nie st predmetom nasho kurzu. Momentalne
nie je nasim cielom vypoctovo zvladnut uvedenti problematiku v celej vieobecnosti,
ale porozumiet jej zédkladnym stivislostiam. KedZe prave vysledky a metody linedrne]
algebry hraji v modernej numerickej matematike vyznamnu tlohu, je takéto prvotné
porozumenie jednym z nevyhnutnych predpokladov zvladnutia pokroécilejsich nume-
rickych metod.

Jeden numericky aspekt vypocétu JKT vsak nemozno v tejto stvislosti nespomentt.
Numerické metody vacsinou davaju len priblizné vysledky s istou vopred zadanou
presnostou. Navyse ¢asto pracuji so vstupnymi tdajmi ziskanymi meranim, teda uz
od zaciatku zatazenymi ur¢itymi chybami. Na druhej strane, ,,takmer vSetky* $tvor-
cové matice nad C st podobné s diagonalnymi.? Pri hocako malej ndhodnej zmene

I Dékaz nerieSitelnosti rovnic piateho a vysSieho stupiia pomocou radikilov je sticastou tzv.
Galoisovej tedrie a patri k vrcholnym vykonom algebry 19. storodia.
?Presnejiie, topologické dimenzia mnoziny vietkych matic A € C?**” | ktoré nie st podobné s dia-
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prvkov sa takato matica s pravdepodobnostou hrani¢iacou s istotou stane podobnou
diagonalnej. Teda matice s nediagonalnym JKT st vlastne atypickymi vynimkami
s nekoneéne malo pravdepodobnym vyskytom. To jednak ¢ini numericky vypocet JKT
znacne chillostivou zalezitostou, jednak navodzuje otazku, aky ma vobec vyznam za-
oberat sa nediagonalizovatelnymi maticami a linearnymi operatormi. Dodajme teda,
7e na druhej strane typicka matica A € C*"*" s aspon jednou viacnasobnou vlastnou
hodnotou je nediagonalizovatelnd (pokuste sa samostatne upresnit vyznam tohto tvr-
denia). Co je vsak este dolezitejsie, s prirodzenymi prikladmi takychto operatorov sa
mozno stretnt v matematickej analyze.

20.1.4. Priklad. Linedrny operator derivacie D: R(™W[z] — R™[z], kde D(f) =
fi(z) = %(f) pre f(z) € RM™[z], na priestore vietkych redlnych polynémov stupiia

< n mé v baze &™) = (1,z,2? ..., 2") maticu
01 0 ... 0
0o 0o 2 ... 0
(D)gemy = | ¢ 7 o0 el
0 0 ... 0 n
0 0 ... 0 O

Z toho uz mozno pomerne lahko nahliadnuf (pripadne dopoéitat), Ze maticou opera-

tora D v baze <1,:1; 2 , xn> je Jordanova bunka J,41 = J,41(0).

» 720 nt
20.2. Priklady apravy matic na Jordanov kanonicky tvar

20.2.1. Priklad. Uvazujme maticu

10 2 -2
131 -1 it
A= 0 o _1|erR"™

3 4 3 —4

Jej charakteristicky polynom
det(A — aI) = a2t =227+ 1= (x — 1)2(:1; + 1)2

méa dva korene x12 = 1 a 34 = —1, oba dvojnasobné. Najdeme k nim prislusné
vlastné vektory. Podpriestor rieseni homogénnej ststavy s maticou

00 2 -2 10 0 -2
1 2 1 -1 01 0 1
A-T=1, o 4 1|~lo o 1 -1
3 4 3 -5 00 0 0

gonalnymi, je mensia neZ topologickd dimenzia priestoru vietkych matic C**™ . Podobne, topologicka
dimenzia mnoZiny vietkych matic A € R®*" ktoré nie s podobné s diagondlnymi maticamiz C* X"
Jje mensia neZ topologickd dimenzia priestoru vietkych matic R"X". Pojem topologicke] dimenzie je
(zdaleka nie priamod&iarym) zovseobecnenim dimenzie linearnych a afinnych podpriestorov nad R.
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je jednorozmerny, generovany vlastnym vektorom vy = (2,—1,1,1)T. Teda algebra-
icky dvojnasobné vlastné ¢islo 1 méa geometrickti nasobnost 1. Dalsi vektor refazca
najdeme ako nejaké riesenie & = vy ststavy (A — I)- & = vy Gpravou jej rozsirenej
matice

00 2 =22 10 0 =2 2
12 1 -1]-1 01 0 1 |-=2
10 -1 —-1| 1 0 01 —-1]1 ’
3 4 3 =511 0 0 0 O 0
teda napr. vy = (2,-2,1,0)7.
Podpriestor rieseni homogénnej stustavy s maticou

2 0 2 =2 1 0 1 -1

1 4 1 -1 01 0 O
AtI=17 901 1|70 o0 o

3 4 3 -3 0 0 0 O

ma dimenziu 2 (a taka je tiez geometrickd nasobnost algebraicky dvojnasobného vlast-
ného &sla —1); jeho bazu tvoria vlastné vektory vz = (1,0, —1,0)%, vy = (1,0,0,1)7.
Teda A je podobna matici v JKT

11 0 0
: 01 0 0

J = diag(J2(1),—-1,-1) = 00 -1 0
00 0 -1

a prislusna Jordanova baza (v1,va, v3,v4) je tvorena stlpcami matice prechodu

2 2 1 1

-1 -2 0 0
P= 1 1 -1 0
1 0 0 1

Videli sme, Ze retazce vektorov prisluchajice roznym vlastnym ¢éislam mozno bez
tazkosti oddelit. Preto odteraz sa ststredime len na hladanie a oddelovanie refaz-
cov prislichajtcich tomu istému vlastnému ¢islu a budeme sa zaoberat iba maticami
s jednoprvkovym spektrom.

20.2.2. Priklad. Matica

A= _ €R3><3

— o N
o~ =
— = O

ma charakteristicky polyném
det(A — 2I) = —2?

a jediné, algebraicky trojnasobné vlastné ¢islo zq 23 = 0. Vlastné vektory najdeme
rieSenim homogénnej ststavy s maticou

1 0 -1
A-0I=A~|0 1 -2
0 0 O
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Podpriestor rieseni je jednorozmerny, generovany vektorom u = (1,2,1)7, teda geo-
metricka nasobnost vlastného ¢isla 0 je 1. Hladana baza tak bude pozostavat z jediného
retazca prisliachajiuceho vlastnému vektoru w; = w. Vektor u, najdeme ako nejaké
rieSenie @ = wuy sustavy A - & = u; Gpravou jej rozsirenej matice

—2 1 01 1 0 —1]-1
(Alug)=|-3 1 1|2]~0 1 —2|-1];:
-1 0 1|1 00 0] 0

takze mézeme polozit napr. uy = (—1, —1,0)7. Podobne, treti vektor us nasho retazca
najdeme ako nejaké riesenie @ = ug ststavy A - & = us Gpravou jej rozsirenej matice

—2 1 0] -1 10 —1]0
(Alu)=[-3 1 1|-1]|~[0 1 —2]-1],
-1 0 1|0 00 00

teda napr. uz = (0,—1,0)7.
To znamena, ze A je podobna priamo s Jordanovou bunkou

0 1 0
J3=J350)=10 0 1
0 0 O
prostrednictvom matice prechodu
1 -1 0
P=(2 -1 -1},
1 0 O

tvorenej vektormi Jordanovej bazy (wq,us,us3) ako stipcami.

20.2.3. Priklad. Matica

8 10 -5
A=| -2 -1 2 | eR3?®*3

ma charakteristicky polyném
det(A —al) =27 - 2Tz + 97?2 — 23 = (3 — :1;)3

a algebraicky trojnasobné vlastné ¢islo x1 23 = 3. K nemu prislusné vlastné vektory
najdeme riesenim homogénnej stistavy s maticou

5 10 =5 1 2 -1
A-3I=| -2 —4 2 ~10 0 O
1 2 -1 0 0 O

Podpriestor rieseni je dvojrozmerny, generovany (napriklad) vektormi w = (2, —1,0)%,
v = (1,0,1)T. Teda geometrické nasobnost vlastného &sla 3 je 2, takZe k nemu buda
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prislichat dva retazce dlzok 1 a 2. Kedze vopred nevieme, ku ktorému vlastnému
vektoru vy € [u, v] existuje vektor vy taky, Ze v1 = (A — 31) - vz, musime uvazovat
lubovolnt linearnu kombinaciu vy = au + bv = (2a + b, —a, b)’, pricom parametre
a,b € R budeme volif tak, aby ststava (A —3I)- & = v; mala nejaké riesenie @ = v,.

Upravou jej rozsirenej matice dostaneme

5 10 =5|2a+b 1 2 -1 b
-2 —4 2 —a ~10 0 0 |a—2b
1 2 -1 b 0 0 O 0

Stistava mé riesenie prave vtedy, ked a = 2b; volime napr. b = 1, a = 2. Tomu
zodpovedd vy = (5, -2, 1), v, = (1,0,0)T. Za w3 mozno zvolit akykolvek vektor,
ktory spolu s vy tvori bazu vlastného podpriestoru R(A — 3I) = [u,v]; vidime,
7e vyhovuji obe volby vs = wu, resp. v3 = v. Vyberme si napr. druh moZnost
_ T
vs = (1,0,1)".
Teda JKT matice A je

J = diag(J2(3),3) =

o O W

1
3
0

w o o

a prislusna matica prechodu tvorena stipcami Jordanovej bazy (vy,vs,v3) vyzera
(napr.) takto
5 1 1
P=|-2 0 0
1 0 1

20.2.4. Priklad. Matica
-4 -6 -19 -1

2 4 3 1 i
A=11 1 ¢ o |cR
5 5 20 2

ma charakteristicky polyném
det(A — 2I) = 2* — 82° + 242® — 322 + 16 = (¢ — 2)*

s jedinym stvornasobnym korenom z1 4 = 2. Vlastné vektory najdeme riesenim homo-
génnej sustavy s maticou

-6 -6 —-19 -1 1 1 0 4/5
|l 2 2 3 1 0 0 1 —-1/5
A=2l=19 1 4 o]~looo o
5 5 20 0 0 0 O 0
Podpriestor rieseni je dvojrozmerny, generovany vektormi w = (1,—1,0,0)T, v =

(4,0,—1,—5)T; vieobecné riegenie méa tvar au + bv = (a + 4b, —a, —b, —5b)T, kde
a,b € R. Vidime, Ze hladana baza bude pozostavat z dvoch refazcov, nepozname viak
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ich diéky — s totiz dve moznosti zodpovedajice rozkladom 4 = 1+ 3, resp. 4 = 2+ 2.
Dalsie vektory retazcov ziskame rieSenim sistavy (A —2I)- @ = aw + bv s rozsirenou

maticou
-6 —6 =19 —1|a++4b 1 1 0 4/5 | —4a/5+3b/5
2 2 3 1 —a 0 0 1 -1/5 a/5—2b/5
1 1 4 0 —b 0 0 0 0 0
5 5 20 0 —5b 0 0 0 0 0

Ako vidno, stistava ma riesenie pre lubovolné a, b; moZzeme teda volit a = 1, b =0,
‘omu zodpovedd prvy refazec u; = u = (1,-1,0,0)T, uy = (—4/5,0,1/5,0)7,
resp. @ = 0, b = 1, ¢omu zodpovedd druhy retazec vi = v = (4,0,—1,-5)T,
vy = (3/5,0,—2/5,0)7.

JKT matice A teda je

J = diag(J5(2), J2(2)) =

o OO N
S O
oSN OO
N = oo

a prislusna Jordanova baza (uq, uz,v1,v2) je tvorena stlpcami matice prechodu

1 —4/5 4  3/5
-1 0 0 0
0 1/5 -1 -2/5
0 0 -5 0

20.2.5. Priklad. Uvazujme maticu

0O 1 0 0
(1 0 1 1 i
A=l 1 1 1 |eR™

-1 -2 -1 -1
Jej charakteristicky polynom
det(A — 2I) = z*

ma jeden stvornasobny koren x4 = 0. Vlastné vektory dostaneme ako riesenia ho-
mogénnej sustavy s maticou

1 0 1 1
01 0O
A-0I=A~ 00 0 0
0 0 0 O
Podpriestor rieseni je dvojrozmerny, generovany vektormi w = (1,0,—1,0)T, v =

(1,0,0,—1)T; vEeobecné riefenie ma tvar au + bv = (a + b,0, —a, —b)T, kde a,b € R.
TakZe hladana baza bude opat pozostavat z dvoch retazcov dlzok 1 + 3 alebo 2 + 2.
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Dalsie vektory retazcov ziskame riesenim stustavy A-& = au+bv ipravou jej rozsirene]

matice
0 1 0 0 |a+b 1 01 1] —-2a—5
1 0 1 1 0 0 1 0 0O a+b
1 1 1 1] -] l0oo0oo0 0] 2a+0
-1 -2 -1 -1 —b 0 0 0 O 0

Stistava ma riesenie prave vtedy, ked 2a + b = 0. Z toho je jasné, Ze diéky hladanych

retazcov budu 1 a 3. Zvolime napr. a = —1, b = 2. Dostaneme tak prvy vektor
trojélenného refazca vy = —u + 2v = (1,0,1, —2)7. Druhy vektor zatial ponechame
v tvare vieobecného riesenia vy = & = (¢ + d, 1, —c, —d)T ststavy A -2 = v a

parametre ¢,d € R budeme volit tak, aby existovalo nejaké riesenie # = w3 ststavy
A - x = vy. Upravou jej rozsirenej matice dostaneme

0 1 0 0 |c+d 1 0 1 1| —2¢—-d
1 0 1 1 1 01 00 c+d
1 1 1 1 —c 0 0 0 0|1+2c+d
-1 -2 -1 -1 —d 0 0 0 0 0
Stistava ma riesenie prave vtedy, ked 1+2c+d = 0; zvolme napr. ¢ = 0, d = —1. Tomu

zodpovedd vy = (—1,1,0,1)T a (napr.) vs = (1,—1,0,0)7. Jediny vektor druhého
retfazca zvolime tak, aby spolu s vektorom wv; tvorili bazu vlastného podpriestoru
[, v]; vyhovuje kazdy z vektorov u, v. Zvolme napr. vy = u = (1,0, —1,0)7.

JKT matice A teda je

J = diag(J3(0),0) =

oo oo
oo o
[ =)
oo oo

a prislusnéd matica prechodu, tvorena stlpcami Jordanovej bazy (v1, va, vs, v4), vyzera
takto:

1 -1 1 1
0 1 -1 0
P= 1 0 0 -1
-2 1 0 0

20.3. Pripad viacnasobného komplexného vlastného éisla

V predchédzajicom paragrafe sme sa imyselne vyhli tak komplexnym maticiam, ako
a] realnym maticiam s komplexnymi vlastnymi ¢éislami. Viedla nés k tomu skor po-
hodlnost, nez nejaké zasadné dovody. Jednoducho sme sa snazili ststredit len na
samotnu upravu matice na JKT a nechceli si zbytoéne komplikovat zivot z tohto
hladiska nepodstatnymi detailmi komplexnej aritmetiky. [’Jprava komplexnych matic
(v ktorych st uz zahrnuté i realne matice s komplexnymi vlastnymi hodnotami) na
JKT sa od redlneho pripadu nijako zasadne nelisi. Len vysledna Jordanova matica
moze mat na diagonale komplexné vlastné hodnoty a taktiez v prislusnej Jordanove;j
baze sa mozu objavit komplexné vektory.
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Z hladiska aplikacii JKT najma na rieSenie diferencialnych rovnic je vsak doleZité
vediet nahradit komplexny JKT nejakej redlnej matice vhodnym redlnym kanonickym
tvarom, podobnym s povodnou maticou prostrednictvom redlne; matice prechodu. To
mozno dosiahnut rozvinutim uz znamych metod z paragrafu 19.5. Z toho dovodu si
dovolime cely postup len stru¢ne opisat a overenie detailov prenechat ¢itatelovi.

Ak X = a +ib je komplexné vlastné &slo matice A € R™*™, tak aj A = a — ib je
jej vlastné éislo, pricom A a A maji rovnaki algebraickii i geometricki ndsobnost. Ak
navys$e ¥ = (wi, ..., w,,) je ast Jordanovej bazy prislichajicak A, zlozena s refazcov
dlzok my +...+m; = m, tak ¥ = (W1, ..., W) je ¢ast Jordanovej bazy prisltichajica
k X, zloZena v zodpovedajicom poradi z komplexne zdruZenych refazcov rovnakych
dlzok.

Z toho mimochodom vyplyva, Ze aj keby sme sa neusilovali o eliminaciu kom-
plexnych ésel z JKT, mozno vztah medzi A a A a k nim prisluinymi bazami vyhodne
vyuzit: staci najst prislusnu cast Jordanovej bazy len pre jednu z vlastnych hodnot
A\, A — zodpovedajicu ¢ast bazy pre druht vlastni hodnotu uZ moZno dostaf &iste
mechanicky ,opruhovanim®. Podéiarkujeme vsak, ze také nieco funguje len pre redlne
a nie vSeobecne pre komplexné matice.

Vratme sa vsak k povodnej otazke. Pre m > 1 a a,b € R ozna¢me

a —=b 1 0 0 0 0 0

b a 0 1 0 0 0 O

0 0 a —=-b 1 0 0 O

0 0 b a 0 1 0 O

a —b\ ‘
Jm<b a > N T
0O 0 0 o0 a —-b 1 0

0O 0 0 o0 b a 0 1
0O 0 0 o0 0 0 a —=b

0O 0 0 o0 0 0 b a

realnu maticu rozmeru 2m x 2m, vytvorent z m diagonalne umiestnenych blokov

<‘Z —ab> a m — 1 blokov I, = <é (1)> vedla nich. Matice tvaru Jm(Z _ab> nazyvame

zovseobecnenymi Jordanovyms bunkam:.

a —b
b a
mozno v komplexnom JKT redlnej matice A nahradit dvojicu Jordanovych blokov

Jn(N), Jp(N) prislachajtcich komplexne zdruzenym vlastnym éslam A = a 4 ib,

Prave zovseobecnena Jordanova bunka Jm< > je tou realnou maticou, ktorou

A = a — ib s nenulovym b. Presnejsie, ak v = (wy, ..., w,,) je refazec (komplexnych)
vektorov zodpovedajuci v prislusnej Jordanovej baze bloku Jy,, (), tak redlne vektory

1 1

U, = Rew1 = 5(’11)1 —|—E1), v = —Imw1 = i(ﬁl — 'wl),
1 1

Ug = RG’UJQ = 5(’11)2 —|—Ez), Vg = —Im’w2 = Z(EQ — ’lvz),

1
U,, = Rew,, = §(wm + W), vy, = — Ilmw,, = 2—(Em —wp,)
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tvoria tsek bazy (w1, v1,us,va,. .., Uy, Uy ) zodpovedajici bloku Jm(Z _ab>
Ak teda v komplexnom JKT J $tvorcovej realnej matice A nechame realne Jor-
danove bloky a im zodpovedajice refazce Jordanovej bazy na pokoji, dalej kazd

dvojicu Jordanovych blokov J, (), Jn(\) prislichajicich komplexne zdruZenym

imaginarnym vlastnym hodnotam X, A nahradime blokom Jm<Re>‘ _Im)‘> a k nim

Im A ReX
zodpovedajuce retfazce (wy,..., Wy, ), (Wi,..., W) Jordanovej bazy nahradime tse-
kom (Rew;,—Imwy,...,Rew,,, —Imw,,), ziskame tak zovseobecnentt Jordanovu

maticu J' € R™" a redlnu maticu prechodu @ (ktore] stipce st vektory novej bazy)

takt, ze J'=Q7 - A - Q.
20.3.1. Priklad. Redlna matica

5 =5 o5 —4 4 =2
-5 7 =7 8 -4
-8 12 —-12 13 -6

12 -12 15 -7

-9 12 -15 20 -9

-9 12 —-16 20 =8

O O OT Ot Ot
|
©

ma charakteristicky polyném
det(A — 2I) = 2° — 122° + 632" — 1842® + 3152% — 300z + 125 = (2® — 4z + 5)°,

s dvoma trojnasobnymi komplexne zdruzenymi koreimi x93 = 24+1 a 2345 =
Ti1,2,3 = 2 — 1. Vlastny vektor prislachajici k vlastnému ¢islu 2 4 1 najdeme ako
rieSenie homogénnej sistavy s maticou A — (2 4 i)I. Podpriestor rieSeni je jedno-
rozmerny, generovany vektorom w; = (3 +1,5,5,5,5,5)7. Vlastnej hodnote 2 + i
tak zodpoveda jediny retazec diéky 3. Dal&{ vektor refazca najdeme ako riesenie su-
stavy (A — (2 +1)I) - wy = wy; vyhovuje wy = (—16/5 — 12i/5, 5, -2 +1,0,0,0)7.
Koneéne treti vektor dostaneme ako riesenie stustavy (A — (2 +1)I) - w3z = wsy; teda
napr. ws = (—8/25 + 44i/25,0, -16/5 — 12i/5, -5, -2 +1,0)7.
Komplexny JKT matice A teda je

241 1 0 0 0 0

0 2+4i 1 0 0 0

‘ ‘ ) 0 0 241 0 0 0

J = diag(J3(2 +1), J3(2 —1)) = 0 0 0 2—-1i 1 0
0 0 0 0 2-1 1

0 0 0 0 0 2-1

a stipce prislusnej (komplexnej) matice prechodu (ktori nevypisujeme z typografic-
kych dovodov) tvoria vektory Jordanovej bazy (wi, w2, ws, W, W2, Ws3).
Zovseobecneny realny JKT matice A uz z toho mozno dostat okamzite:

2 -1 1 0 0 0

1 2 0 1 0 0

r 21} _ |0 0 2 -1 1 0
J_k&2>_ 0 0 1 2 0 1 |

0o 0 0 0 2 -1

0 0 0 0 1 2
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rovnako ako maticu prechodu

3 -1 —16/5 12/5 —8/25 —44/25
5 0 =5 0 0 0
|5 0o -2 -1 -16/5 12/5
Q=15 o 0 0 -5 0 :
5 0 0 0 —2 ~1
5 0 0 0 0 0

tvorent vektormi bazy (Rew;, — Imw;, Rews, — Im wsy, Re w;, — Im ws).

V pripade zlozitejsej struktury retazcov prislachajicich komplexnym vlastnym hod-
notam sa vsak uz situacia stava dost neprehladnou.

*20.4. Rozklad na korenové podpriestory

Nech V je vektorovy priestor nad polom K, ¢: V — V je linearny operator a A € K
je jeho vlastna hodnota. Hovorime, ze vektor v € V je korenovy vektor linearneho
operatora  prislichajici k jeho vlastnej hodnote A, ak existuje prirodzené cislo k
také, ze (p—\)¥(v) = 0. Najmengie k s touto vlastnostou nazyvame rdadom koreriového
vektora v vzhladom na .

Zafixujme na oba paragrafy 20.4 a 20.5 vektorovy priestor V konecnej dimenzie n
a linearnu transformaciu p: V — V. Pre k € N, \ € Specc,o oznacme

Kers = Ker(p — A F={veV;(p- A)F v) =0}
linearne podpriestory priestoru V. Zrejme plati

{0} = Ker$ C Ker} CKer? C ... C Kerk C Kerk"i'1 C...

Y

a v € V je korenovym vektorom ¢ prislichajicim k A prave vtedy, ked v € Ker’f\ pre
nejaké k. KedZe V je koneénorozmerny, uvedené inklizie nemdézu byt vietky ostré,
lebo inak by dimenzie podpriestorov Ker’f\ C V rastli nad vsetky medze. Preto existuje
najmensie také r € N (zavislé na ), pre ktoré plati

ro_ r41,
Ker) = Ker,

?

potom uz Kery = Ker’f\ pre vsetky k& > r. Prirodzené ¢islo r = ry nazyvame radom

vlastnej hodnoty A linedrnej transformacie ¢. Linearny podpriestor Kery C V znaéime

Kery a nazyvame ho koreriovym podpriestorom operatora ¢ prislichajicim k vlastne]

hodnote A. Teda v € Ker) prave vtedy, ked v je korenovy vektor ¢ vzhladom na .
Podobnym sposobom ozna¢me

Im} = Im(p — \)* = {(p = V) (u); w € V}
¢leny postupnosti linearnych podpriestorov
V =1Im} D Imy D Imj} D DIm)\DImk"i'lQ...
priestoru V. Podla vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu pre kazdé k plati
dim Ker’f\ + dim Im’f\ =n.

Z toho vyplyva, Ze dimenzie podpriestorov Ker’f\ prestant rast v tej istej chvili,
ked dimenzie podpriestorov Im’f\ prestam’l klesat. Preto r = ry je taktieZ najmensie
prirodzené &slo s vlastnostou Imj = Im ™', Polozme Imy = Imj.
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20.4.1. Lema. Nech ) je vlastna hodnota operatora ¢. Potom pre kazdé k € N st
Ker’f\ aj Im’f\ invariantné podpriestory a plati

V = Ker) & Iy,
t.j. V je priamym sucétom invariantnych podpriestorov Kery a Imjy.

Dokaz. Pre @ € V plati
o) = (9~ M) + A

Preto pre @ € Kery mame (¢ — \)¥(2) = 0, a nésledne

(o = VMpm) = (o — V)" @)+ My — V() =0,

teda o(@) € Kerh. Podobne, ak @ € Im}, tak @ = (¢ — M)¥(y) pre nejaké y € V.
Potom
k
p(x) = (v = )" (y) + Me = )f(y) € Imj.

To dokazuje invariantnost uvedenych podpriestorov, specialne invariantnost podprie-
storov Kery = Ker) a Im) = Im}.

KedZe (p — \)¥(Imy) = Imy pre vietky & € N, hodnost linearneho operatora
(¢ = A)" TImy: Imy — Im) sarovna dimenzii podpriestoru Imy. Preto podla doésledku
6.2.4 je to injektivny operator a

KeryNImy = Ker((c,o —A) [ImA> = {0}.
Nakolko sti¢et dimenzii oboch podpriestorov je n, z toho plynie V' = Kery ¢ Im.

20.4.2. Lema. Nech \ # p st vlastné hodnoty linedrneho operatora p. Potom
(a) Kery je invariantny podpriestor operatora ¢ — ji;
(b) linedrny operator (¢ — p) [Kery: Kery — Kery je bijektivny;
(c) Kery CIm,.

Doékaz. (a) Nech u € Kery, t.j. (¢—\)*(u) = 0 pre nejaké k. Oznaéme v = (p—pu)(u).
Potom
(¢ =N (w) = (¢ =N (e = A+ X = p)(u)
= (¢ = V() + (A = w)(p = N(u) = 0,

teda tiez v € Kery,.
(b) Nech u € Ker((p — p) [ Kery) = Ker(¢ — y¢) N Kery. Potom (¢ — pt)(u) =0 a

(p = M) = (¢ = p)(w) + (g = A)(u) = (g = A)(u),
teda (¢ — M)*(u) = (1 — A\)¥(u) pre kazdé k € N. Pre k = r) dostavame

0= (¢~ M(w) = (1 — N(u).

KedZe A # p, vyplyva z toho uw = 0. Teda Ker((c,o — ) [KerQ = {0} a podla
dosledku 6.2.4 je (¢ — p) [ Kery bijektivny linedrny operator.

(¢) Oznaéme ¢ = (¢ — u) [ Kerx. Z (b) vyplyva, Ze pre kazdé k € N je linedrny
operator 1 : Kery — Kery bijektivny, teda pre k = r,, dostavame

Kery = ;/)k(KerA) C ;/)k(V) =Im, .
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20.4.3. Tvrdenie. Nech ¢ ma nad polom K spektrum Specyp = {\,..., ¢} plnej
algebraickej vahy n, pricom \; # \; pre 1 # j. Potom

V =Kery, @... D Kery,,

t.j. V je priamym suctom korenovych podpriestorov Kery, prislichajacich jednotli-
vym vlastnym hodnotam. Navyse, dimenzia kazdého korenového podpriestoru Kery,
sa rovna algebraickej nasobnosti prislusnej viastnej hodnoty A;.

Dokaz. Dokaz prvej Casti vykoname indukciou podla poétu prvkov spektra k. Pre
k = 1 tvrdenie trivialne plati. Nech teda k& > 2 a predpokladajme, Ze tvrdenie plati
pre linedrne operatory, ktorych spektrum ma menej nez & prvkov. Podla lemy 2.4.1
mozno V rozlozit na priamy stcet invariantnych podpriestorov

V = Kery, ©Im,, .

Na zaklade lemy 19.1.1 lahko nahliadneme rovnost Spec(e [Imy, ) = {A1,..., A\s—1}.
Podla indukéného predpokladu Im )y, mozno rozloZit na priamy stéet korenovych pod-
priestorov operatora ¢ [Imy, . Tento rozklad ma ocividne tvar

Imy, = (Kery, NImy, )& ... 5 (Kery,_, NImy, ) =Kery, &... ¢ Kery,_,,

kedZe podla lemy 20.4.2 (¢) pre ¢ < k plati Kery, NImy, = Kery,. Z toho uZ dostéavame
pozadovany rozklad

V =Imy, ®Kery, =Kery, ©... 5 Kery,_, ®Kery, .

Rovnost algebraickej nasobnosti vlastnej hodnoty A\; a dimenzie korenového pod-
priestoru Kery, je dosledkom uvedeného rozkladu a lemy 19.1.1. Podla nich mé totiz
charakteristicky polynom operatora ¢ tvar

chy(z) = chy, (2). .. chy, (),

kde ¢; = ¢ [ Kery,. Na druhej strane, kedZe Spec ¢ ma plnt algebraickt vahu,
Ch@(x) = (Al — l’)ml e (Ak — l’)mk,

kde m; je algebraickd nasobnost A;. Nakolko ch,; je mocninou linearneho faktora
Ai — « a hodnoty A; st navzdjom rozne, je chy,(z) = (A; — )™ a m; = dim Kery,.

*20.5. Nilpotentné operatory

Ztzenie v = (¢ — \) [ Kery linearneho operatora ¢ — A na korenovy podpriestor Kery
linearneho operatora ¢ vyhovuje podmienke ¢ = 0, kde r = ry je rad prislusne;j
vlastnej hodnoty A a 0: Ker) — Kery je identicky nulovy linearny operator.

Hovorime, ze linearny operdtor ¢: V — V je nilpotentny, ak pre niektoré prirodzené
¢islo r plati o™ = 0. Najmensie takéto r, t.j. vlastne rad vlastnej hodnoty 0 operatora
@, nazyvame radom nilpotentného operdtora.
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Celkom analogicky mozno definovat aj pojem nilpotentne) matice. Prikladom nilpo-
tentnych matic st Jordanove bunky J,, = J,(0); plati totiz J = 0. Kedze J?~! #£ 0,
n je priamo radom nilpotentnej matice J,.

Spektrum nilpotentného operatora ¢: V — V zrejme pozostava z jedinej vlastne]j
hodnoty 0; spektrum posunutého operatora ¢ + A, daného predpisom @ — (@) + A\,
potom pozostava z jediného skalara A. Pritom spektra oboch operatorov majia plna
algebraickt vahu rovnd dim V.

V predchadzajicom paragrafe sme vlastne ukazali, ze kazdy linearny operator ¢
na koneénorozmernom vektorovom priestore V' s k-prvkovym spektrom {\q,..., A\x}
plnej algebraickej vahy n = dim V mozno rozlozit na priamy sticet vhodne posunutych
nilpotentnych operatorov. Presnejsie, ak @ = @1 + ... + @ je (jednoznaéne uréeny)
rozklad vektora & € V na zlozky @; € Kery,, tak

ple) = (@) + .+ o(@r) = (Par +A)(@1) + -+ (e + A ) (@)

je rozklad vektora (@) na zlozky @(@;) = (px, + \i)(®;) € Kery,, pricom jednotlivé
operatory ¢y, : Kery, — Kery, st nilpotentné.

Na dovtsenie dokazu viet 20.1.1 a 20.1.2 o JKT tak v podstate staci dokazat prva
z nich pre nilpotentné linearne operatory. Ak st totiz Bq,...,3r Jordanove bazy
nilpotentnych operdtorov @x,,...,¢x,, t.j. operator ¢y, méa vzhladom na bazu 3;
korenového podpriestoru Kery,; maticu v JKT

(px;)a: = diag(Jn“, el Jniqi),

tak ¢ méa vzhladom na bazu 8 = (B, ..., Bk) priestoru V, ktora vznikne ich spojenim,
maticu

= diag(JnH(/\l), vy T (A )y s T Ak )y ny i, (/\k)>,
a ta je opat v JKT.

20.5.1. Tvrdenie. Nech p:V — V je nilpotentny linearny operator radu r. Potom
existuju prirodzené ¢isla ly, ..., [, také, ze E;:ﬂ?lp = n, a vektory u,; € V radu p
také, ze vietkych n vektorov ¢'(uy;), kde 1 <p<r,1<; <1, 0<:i<p—1,je
linedrne nezavislych, teda dohromady tvoria bazu priestoru V.

Najprv niekolko poznamok k zneniu tvrdenia. Pre pevné 1 < p <r, 1 <j <,
zakazdym dostavame retazec

@ Upj cp(upj) T = cpp_z(upj) — cpp_l(upj) — 0.

Ak pre 1 < ¢ < p polozime ’v]ijj = ©P7(uy;), t.j. ofislujeme vektory sprava dolava,
prejde tento retazec na tvar

p p—1 2 1
PO Upj Upj Upj 0
Spojenim jednotlivych refazcov = (vl.. ... v?.). dohromady dostaneme Jor-
pJ Py » Ypg/o

danovu bazu

6 - <6T17"' 75Tlr761”—117"' 76T—1lr—17 """ 76217'"7621276117"'76111>
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operatora . Matica ¢ vzhladom na nu ma tvar

(99)[3 :diag(Jr,...,Jr,Jr_l,...,Jr_l, ...... ,JQ,...,JQ,Jl,...,J1>
:diag(Jr,...,Jr,Jr_l,...,Jr_l, ...... ,JQ,...,JQ,O,...,O),
v ktorom sa Jordanov blok J, vyskytuje prave [,-krat. Pritom nevylucujeme ani

moznost [, = 0; vtedy sa v JKT matice operatora ¢ Jordanov blok J, nevyskytuje.
Retazcovt struktiuru Jordanovej bazy B mozno vo vseobecnosti znazornit schémou:

r—1 2 1
— ° — ... — e — e — 0
: .
o — = e — 0
— = e — 0
: : Zr—l
° — — e — e — 0
e — o — O
S
o — — 0
— 0
. I
e — O

kde znak e oznacuje jednotlivé bazické vektory a kazda skupina je tvorena [, refazcami

diéky p,prel < p <. Cisla r,r—1, ..., 2, 1 v zahlavi oznacuja rady vektorov v pri-

slusnych stipcoch — budeme ich jednoducho nazyvat ¢islami tychto stipcov.
Napriklad zo schémy

t5 = t4 = t3 = t2 = t1 — 0
Us = U4 = U3 — U2 — U1 — 0
U3 — V2 — U1 — 0

w2 = wq — 0

o — T — 0

Yy — . — 0

Z1 — 0

v v/ 2 v . Id . ’ ’ Id . 7
mozno vyéitat, ze nilpotentny linearny operator ¢ ma v Jordanovej baze
B = (ti,tz,t3,ts,t5, w1, uz, U3, Uy, Us, V1, V2, V3, W1, W2, 1, T2, Y1, Y2, 21)
maticu v JKT

(99),3 = diag<']57J57J37J27J27J27J1>
= diag(Js, J5, I3, J2, J2, J2,0)
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rozmeru 20 x 20. (VSimnite si, Zze I; = 0, teda Jordanov blok J,; sa v matici (¢)g
nevyskytuje.)

Pri dokaze tvrdenia 20.5.1 budeme potrebovat niekolko novych pojmov a pomoc-
nych vysledkov.

Nech S je linearny podpriestor vektorového priestoru V. Hovorime, ze wektory
Ti,..., &, €V stlinedrne nezavisle vzhladom na podpriestor S, ak pre vsetky skalary
C1y...,Cm € K plati

a1 +...4+cmxpn €S = 1 =...=¢py =0.
Hovorime, ze vektory ®1,..., @, tvoria bazu priestoru V wvzhladom na podpriestor S,
ak st linearne nezéavislé vzhladomna S a' Vo= S+[xq,..., ¢ y]. Zrejme xq, ..., ¢, € V

st linedrne nezavislé (tvoria bazu V') prave vtedy, ked st linedrne nezavislé (tvoria
bazu V') vzhladom na podpriestor {0}.

Jednoduchy dokaz nasledujicej lemy prenechavame ako cviéenie ¢itatelovi (porov-
najte s dokazmi viet 5.4.1 o dimenzii sti¢tu a prieniku podpriestorov a 6.2.3 o dimenzii
jadra a obrazu).

20.5.2. Lema. Nech S CV je linearny podpriestor a ®1,...,&, € V. Potom nasle-
dujice podmienky su ekvivalentné:
(i) vektory @1,..., @y, su linerne nezévislé vzhladom na S;
(ii) pre Iubovolni bézu vy, ..., vy podpriestoru S vektory vy,..., v, &1,..., &y SU
linedrne nezavisleé;
(iii) existuje bdza vi,...,vy podpriestoru S taka, ze vektory vy,..., v, &1,..., &,
st linearne nezavislé.

Na zaklade lemy 20.5.2 uZ lahko odvodime nasledujiice zovieobecnenie vety 4.4.4.

20.5.3. Lema. Nech S C V je linearny podpriestor a vektory xy,...,x, € V su
linearne nezavislé vzhladom na podpriestor S. Potom existuji yi,...,y; € V také,
zel =dimV — dim S — m a vektory @1,...,&n,Y1,...,Yy; tvoria bazu priestoru V
vzhladom na S.

Dokaz. Stadéi zvolit Tubovolnit bazu wy,...,v; podpriestoru S a linearne nezavisly
systém vy,...,v%, ®1,..., 2, doplnit vektormi yy,...,y; na bazu V.

20.5.4. Lema. Nech S C T CV st linedrne podpriestory také, ze ¢=1(S) C T. Po-
tom pre Iubovolné vektory @1, ..., € V linearne nezavislé vzhladom na T vektory
o(®1),...,0(®y) st linedrne nezavislé nad S.

Dokaz. Nech plati cro(®1) + -+ + eme(®m) = ¢lc1®r + ... + cm@y) € S. Potom
AT+ ... CmTy € o 1(S) C T a z nezévislosti vektorov &1, ..., ®,, nad T vyplyva
1 =...=c¢pn=0,teda o(®1),...,0(xy) st nezavislé nad S.

Dokaz tvrdenia 20.5.1. Operédtor p ma jediné vlastné ¢éislo A = 0 a V je jeho jedi-
ny korenovy podpriestor. Vyuzijic oznacenie z predchadzajiceho paragrafu polozme
S, = Ker) = Kery? pre 0 < p < r. Dostaneme tak ostro klesajicu postupnost
linearnych podpriestorov

V=5>58_>...058>85 ={0}

usporiadant inklaziou.
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Hladané vektory u,;, zostrojime rekurziou v r krokoch, v ktorych postupne, zlava
doprava, dopiﬁame spodna ¢ast jednotlivych nenulovych stipcov uvedenej ,,velke]
schémy*.

Vektory w,1,...,u,, € V vyberieme tak, aby tvorili bazu priestoru V = S,
vzhladom na podpriestor S,_1.

Nech r > p > 1. Predpokladajme, ze sme uz zostrojili vsetky stipce schémy s ¢islami
r,r—1,...,p+ 1 a vektory kazdého stipca q, kde r > ¢ > p+ 1, tvoria bazu priestoru
Sy vzhladom na jeho podpriestor Sy—q. Oznaéme @,..., %, vektory stipca p+ 1.
Kedze @1,..., &, s nezavislé nad S, = ¢~1(S,_1), podla lemy 20.5.4 st vektory
o(®y),...,0(xy) € S, nezavislé nad S,_;. Podla (dokazu) lemy 20.5.3 ich moZno
vhodnymi vektormi %p1,...,up;, € S, doplnit do béazy podpriestoru S, vzhladom na
podpriestor S,_;. Stipec p je potom tvoreny vektormi o(®1),...,0(®m), Up1, ..., Upl,.
Na dokoncenie dokazu treba este overit, Ze systém takto zostrojenych vektorov
= WP upj), 1<p<r, 1<j <, 1<i<p, naozaj tvori bazu priestoru V.

i
Yp

Z konstrukcie vyplyva, Ze vektory v stipci 1 st linearne nezavislé. Nech teda
1 < p < r je najvacsie ¢islo také, ze vektory v stipcoch 1,...,p st linearne nezavislé.
Staci ukazat rovnost p = r. V opac¢nom pripade by vektory v stipcoch 1,...,p,p+1boli
linearne zavislé. To by vSak znamenalo, Ze vektory v stipci p + 1 st linearne zavislé
vzhladom na podpriestor S, (podrobne si rozmyslite preco). Ale to odporuje pod-
mienkam nasej konstrukcie. Teda vsetky vektory ,,velkej schémy® st linearne nezavislé.

Konecne ukazeme, ze zostrojené vektory generuju celé V. Na to stac¢i overit, ze ich
pocet, ktory je zrejme E;:ﬁ?lpv sa naozaj rovna n = dim V. Pri konstrukeii p-teho

stipca sme k @-obrazom vektorov predoslého stipca vzdy pridavali

I =dim S, —dimS,_1 — Y _ I,
1=p+1

vektorov. Séitanim uvedenych rovnosti pre 1 < p < r dostaneme

zr: l, = i(dim S, —dimS,_1) — Z Z I
p=1

r=1 p=1i=p+1
ro1—1 r
=dim S, —dim S, — > Y Li=n—Y (i—1),
=1 p=1 =1

teda E;:ﬂ?lp = n.
Dokoncente dokazu viet 20.1.1 a 20.1.2 si uz vyzaduje len ukazat jednoznacnost Jor-
danovho kanonického tvaru.

Predovsetkym spektrum {Aq,...,A;} linedarneho operédtora ¢ (vratane algebraic-
kych i geometrickych nasobnosti jednotlivych vlastnych hodnoét ), ako aj jeho korenové
podpriestory Kery, (a tym aj ich dimenzie ry,) s definované bez akéhokolvek odkazu
na maticu ¢ v nejakej baze. ZZenia vy, = (¢ — \;) [ Kery, st nilpotentné operétory.
Takze staci dokazat jednoznacénost JK'T matice nilpotentného operatora ¢, t. j. vlastne
poc¢tov [, jednotlivych retazcov dlzok p, 1 < p < r. Ako sme vsak videli, tie s
definované rekurzivne pomocou dimenzii podpriestorov S, = Kerh, ktoré opat zavisia
len na operatore .
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20.6. Este raz aprava na JKT

V tvrdeniach 20.4.3 a 20.5.1 je priamo obsiahnuty opis druhej metody tpravy ma-
tice na JKT pri ktore] budujeme retazce Jordanovej bézy nzlava doprava“ Ked’ée

.....

v nejakej baze, mozno navod oc¢ividnym sposobom aplikovat aj na tento pripad. Za
predpokladu znalosti plného spektra matice A € K™*" postupujeme podla nasledu-
jucich bodov:

(1) Pre kazdé A\ € Spec A osobitne vypoéitame mocniny matice Ay = A — A\l a
kazda z nich upravime na redukovany stupnovity tvar. Dostavame tak postup-
nost dvojic matic

2 1
Ay~ By, A{~Bs,..., A ~B,, A" ~ B,

ktortt ukonéime, v prvom kroku r = ry takom, ze B, = B,4; (o moze nastaf
aj ked A # AK"H). Potom podpriestor R(A}) = R(B,) rieSeni homogénne;j
sustavy A -@& = 0 je korenovy podpriestor matice A prisltchajacik A. Speciélne,
v pripade jednobodového spektra je Ay nilpotentna a r je prvy krok, pre ktory
Ay =0.

(2) Na zaklade kazdej z matic B,, 1 < p < r, ndjdeme bazu podpriestoru rieseni
sustavy A} - @ = 0, ktord zapiseme ako stipce matice C,,.

(3) Vektory Uri, ..., Uy, lavého, t.j. r-tého stlpca wvelkej schémy* vyberieme zo
stlpcov matice C, podla vety 4.4.4 tak, aby doplnah béazu podpriestoru R(Ar 1)
t.]. stlpce matice C,_y, do bazy podpriestoru R(Aj).

(4) Ked uz méame zostrojené stipce ry...,p+ 1, lfde r > p > 1, pricom stipec

p+1 je tvoreny vektormi @1, ..., &, tak p-ty stlpec bude pozostavat z vektorov
Ay -®y,..., A\ Ty, Up1,..., Uy, pricom vektory upy,...,u,;, ziskame tak,
ze bazu Cp,_; podpriestoru R<A§_1> rozsirent o vektory Ay - xq,..., A\ -2y

(ktoré, podla lemy 20.5.4 tvoria spolu linearne nezéavisly systém) doplnime do
béazy podpriestoru R(A?Y) vhodnymi stipcami matice C, podla vety 4.4.4.

(5) Vlastnej hodnote A potom zodpoveda Jordanova baza zlozena z takto zostro-
jenych retazcov a matica v JKT

diag(J(\), ..o Je(A),. ... TN, ()

s [, blokmi J,(A).

(6) Nakoniec zoradime vektory Jordanovych baz pre jednotlivé vlastné hodnoty
pekne za sebou a prislusné JKT blokovo diagonalne. Tym ziskame vyslednu
Jordanovu bazu (maticu prechodu) a JKT povodnej matice A.

Poznamka. 1. S trochou skusenosti a sikovnosti mozno obe metody apravy na JKT
vyhodne kombinovat a budovaf refazce Jordanovych baz zaroven zlava i sprava.

2. Nad nekoneénym polom K (najmi v typickych pripadoch poli R a C) moZno
nové vektory w,i,...,u,, v bodoch (3), (4) volif v podstate ndhodne. Treba si len
vopred zistif ich poéet, t.j. I, = h(By—1) — h(B;) a l, = h(Bp—1) — h(B,) —m
pre r > p > 1. Za predpokladu [, > 0 je totiZz nekone¢ne malo pravdepodobné,
ze pri skutoéne nahodnej volbe [, vektorov z podpriestoru R(Af) buda vektory
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Ax-®1,..., Ax-®p, Up1,. .., Uy, linedrne zavislé vzhladom na podpriestor R(A];_l).
Problémom vsak moze byt zvolit vektory w,; ,naozaj ndhodne®. Casto prave v snahe
o to — spolu s mimovolnou tendenciou volit ,.¢o najjednoduchsie® ¢ ,,¢o najkrajsie”
vektory — mozeme nakoniec dostat vektory zavislé nad R(A];_l). Podobne, ako je
niekedy tazké nakreslit ,naozaj vseobecny* trojuholnik.

20.6.1. Priklad. Matica

-5 3 1 -1 6
-3 01 -5 3

A=| -4 4 1 4 4| R
-1 10 2 1
-6 3 1 -1 7

ma charakteristicky polyném
det(A —al)=1-5z + 1022 — 102% + 52* — 2° = (1-— :1;)5

a jediné vlastné ¢islo x15 = 1 s algebraickou nasobnostou 5.
Postupne vypocitame mocniny matice A — I, ich redukované stupnovité tvary a
bazy podpriestorov rieseni ststav (A —I)P - @ = 0:

-6 3 1 -1 6 10 0 0 -1

-3 -1 1 -5 3 01 0 1 0
A-I=|-4 4 0 4 4|~10 0 1 —4 0 [,

-1 1 0 1 1 0 0 0 0 0

-6 3 1 -1 6 0 0 0 0 0

fundamentalny systém rieseni tvoria dva linearne nezavislé vlastné vektory, ktoré za-
piseme ako stlpce matice

0 1

-1 0

Ci=| 4 0

1 0

0 1

Druha mocnina je

~12 0 3 —12 12 1 0 —1/4 1 -1
4 0 -1 4 4 00 0 0 0
(A-IP?=|-16 0 4 —-16 16 |~[0 0 0 0 0
-4 0 1 -4 4 00 0 0 0
~12 0 3 —12 12 00 0 0 0

s fundamentalnym systémom rieseni tvorenym stlpcami matice

01 -1 1
10 0 0
C:=]10 4 0 O
0O 0 1 0
0 0 0 1
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Koneéne (A — I')? = 0 (takze B3 = 0, C3 = I5), a dalSie mocniny nemusime poéitat.
KedZe mame dva linearne nezavislé vlastné vektory, Jordanova baza bude mat dva
retazce. Dlhsi z nich bude mat dlzku 3, teda ten krat$i musi mat nutne dlzku 5—3 = 2.

Pociatoény vektor dlhsieho retazca zvolime tak, aby dopiﬁal stipce matice Cy na
bazu priestoru R5 = R((A — I)3>; vyhovuje napr. uz = (1,0,0,0,0)7. Druhy a
treti vektor refazca potom st uy = (A — I)-us = (—6,-3,—4,—-1,-6)T, u; =
(A—T) uy=(A—-1I)? u3 =(-12,4,-16,—4,-12)T.

Pociatoény vektor kratsieho refazca vyberieme spomedzi stipcov matice Cy tak,
aby dopiﬁal stipce matice (C7,u2) na bazu priestoru R((A — I)2>. Vyhovuje druhy
stipec vy = (1,0,4,0,0)T. Druhy vektor kratsieho retazca potom je vy = (A—1I)-vy =
(—2,1,—4,-1,-2)T.

Linedrne nezavislé vektory wi,v; tvoria bazu vlastného podpriestoru R(A — I),
takze dalej uz nemusime nic¢ dopiﬁat’.

Jordanov tvar matice A teda je

J = diag(J5(1), Jo(1)) =

oo oo
o OO ==
SO O == O
o= O oo
= =0 OO

a stipce matice prechodu P tvoria vektory Jordanovej bazy 8 = (w1, us, us,v1,v2),
t.].

-12 -6 1 -2 1

4 -3 0 1 O
P=\]|-16 -4 0 —4 4
-4 -1 0 -1 0

-12 -6 0 -2 0



