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Uvod

Cilem této prednasky je ukazat, jak silné a uc¢inné jsou prostiedky, zalozené na vysledcich
teorie cisel, pii feSeni nékterych matematickych problémi. Protoze jsem se nechtél této proble-
matice vénovat jen povrchné, ale pritom jsem mél k disposici jen jeden semestr, bylo tieba se
zameérit pouze na jeden problém a v tomto problému se dostat dost hluboko. Pii rozhodovéani,
kterému problému se vénovat, jsem vyloucil ty problémy, které se objevuji pii stavbé teorie
¢isel samotné, nebof jsem chtél dokumentovat jeji uzitecnost i pro ostatni matematiku. Proto
jsem si nakonec zvolil problém na prvni pohled banalné jednoduchy, na ktery se vSak narazi
na samém pocatku budovani ptirozenych cisel a ktery se objevuje uz ve skolském ucivu: roz-
kladani prirozeného ¢isla na prvocinitele. Jde o problém skutecné velmi jednoduchy, mame-li
na mysli ,maléd“ pfirozend ¢isla, avsak pro ,velkd“ pfirozend ¢isla (majici feknéme 50 — 100
dekadickych cifer) vSechny ,naivni“ metody selhavaji. Pfesto v8ak byly objeveny ,rafinované®
metody zalozené praveé na vysledcich teorie ¢isel, které jsou schopny i tato ,velkd“ prirozena
¢isla rozlozit. A pravé témto metodam bude tato prednaska vénovana. Pfitom budeme vyu-
zivat hlavné knihu [C].

1 Algoritmy

Obsahem této prednasky neni definovat, co to je algoritmus, a ani to nebudeme potiebovat.
Presto si vSak bliZze urceme, co budeme algoritmem rozumeét: je to metoda, ktera pro jisty
typ vstupt dava po konecné dobé odpovéd. Jestlize zadavame algoritmus, je tfeba provést
nékolik dalsich véci:

1. Dokéazat jeho spravnost, tj. ukazat, ze dava skutecné pozadovany vysledek poté, co se
zastavi.
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2. Protoze se zajimame o praktické implementace, je tieba dat odhad, jak dlouho algorit-
mus pobézi, je-li to mozné, odhadnout Cas pro nejhorsi ptripad a také v primeéru. Zde
je treba byt opatrny: ¢as vypoc¢tu budeme mérit vzdy v bitovych operacich, tj. poc¢tem
logickych a aritmetickych operacich provadénych na nuladch a jednickach. To je totiz
nejrealistic¢téjsi model, predpokladame-li, ze pouzivame skutecné pocitace.

3. Je tfeba odhadnout i paméfovou narocnost algoritmu (méfenou v bitech). U vétsiny
algoritmil je tato naroc¢nost zanedbatelnd a neni nutné se ji zabyvat, mnohdy to vsak
muze byt dilezité.

Pro potieby casové narocnosti budeme velikost vstupti méfit poctem bitid, které jsou
zapotiebi pro jejich zapis (napf. pro vstup pfirozeného ¢isla N je tfeba 1 + [log, N| bitt).
Definice. Nechf (a,)2%,, (b,)5%, jsou posloupnosti. Rekneme, Ze posloupnost

(an)22, je tadu O(by,), jestlize plati

) a
limsup |—| < o0.

n—od

n

Rekneme, Ze posloupnost (a,,)%, je ¥ddu o(b,), jestlize existuje

Protoze se budeme zabyvat algoritmy, jejichz cilem je rozlozit pfirozené ¢islo na prvo-
Cinitele, miizeme predpokladat, ze vstupem pro nas algoritmus je jediné pfirozené cislo N.
V obecnéjsim pripadé by bylo tfeba nahradit v nasledujici definici In N poétem bitd potieb-
nych pro zapsani celého vstupu.

Definice. Rekneme, Ze algoritmus je polynomidlniho c¢asu, jestlize ¢as, po ktery algoritmus
pobéZi, najde-li na vstupu prirozené cislo N, je radu o(lnl’C N) pro néjaké prirozené cislo k.

Rekneme, Ze algoritmus je linedrniho (resp. kvadratického, resp. kubického) casu, je-li tento
¢as 7ddu O(In N), (resp. O(In* N), resp. O(In® N)).

Je-li tento cas fadu o(N®) pro kazdé kladné redlné ¢islo o a pritom algoritmus neni poly-
nomidlniho casu, rekneme, Ze algoritmus je subexponencidlniho casu.

Konecné, je-li tento cas tadu O(N®) pro néjaké kladné redlné cislo o, tekneme, Ze algo-
ritmus je exponencidlniho casu.

Priklad. Pozdéji se setkame s algoritmy, jejichz Cas je fadu

O(ec(ln N)?(Inln N)b)’
kde a, b, ¢ jsou kladna realna cisla, pficemz a + b = 1. Ovéfte si, ze tyto algoritmy jsou
subexponencialniho casu.

Uvedena ,definice” algoritmu, ackoli je znacné vagni, je pfesto c¢asto prilis striktni pro
praktické ucely. Budeme také potiebovat ,pravdépodobnostni algoritmy“, jejichz béh zavisi
na jistém zdroji ndhodnych ¢isel. Takovy ,algoritmus® by vlastné ani algoritmem nazyvan
byt nemél, protoze je zde moznost (pravdépodobnosti nula), Ze nikdy neskoné¢i. ZkuSenosti
vsak ukazuji, Ze tyto ,pravdépodobnostni algoritmy® jsou casto efektivnéjsi nez ostatni a
mnohdy jsou jediné, které mame k disposici. Na druhé strané rozhodné nebudeme nazyvat
algoritmem metodu, produkujici vysledek, ktery je s vysokou pravdépodobnosti spravny. Je
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podstatné, ze algoritmus dava spravné vysledky (odhlédneme-li od chyb ¢loveéka ¢i pocitace
pfi jeho provadéni).

Priklad. V poslucharné si necham nadiktovat od nékolika posluchac¢t postupné 100 cifer.
Pak odpovim, Ze vzniklé stociferné ¢islo neni druhou mocninou ptirozeného ¢isla. Asi budu mit
pravdu, protoze mezi 9-10% stocifernymi &isly je jen asi 10°° —10%°-1/10 = 6, 84-10*° druhych
mocnin piirozenych ¢isel, tedy pravdépodobnost netispéchu je mensi nez 10759, Presto vsak
nemiize byt feci o algoritmu.

Je vhodné si uvédomit, ze u pravdépodobnostnich algoritmti nemé smysl hovofit o nejdel-
$im mozném casu vypoctu, ale o ocekadvaném casu vypoctu.

2 Pocitani s velkymi cisly

Velice casto budeme potiebovat provadét vypocty s celymi ¢isly, jejichz absolutni hodnota
je znacné velkad. Proto budeme pfedpokladat, ze mame k disposici software, ve kterém je
mozné provadét zakladni algebraické operace s ¢isly, majicimi feknéme 1000 dekadickych cifer.
Nejznaméjsi systémy, které takové vypocty umoznuji, jsou asi MATHEMATICA a MAPLE,
jejichz nevyhodou je, ze jsou komer¢ni a jsou pomérné drahé. Méné znamy systém je PARI-

Pro ziskani pfedstavy o ¢asové narocnosti jednotlivych operacich je vSak vhodné si pred-
stavit, ze systém umozinujici operace s libovolné velkymi celymi ¢isly mame vytvorit. Takova
¢isla budeme zapisovat v pozi¢ni soustavé o vhodném zakladu a operace budeme provadét po-
dobné jako jsme to zvykli délat na papife s dekadickymi ¢isly. Je zfejmé, zZe linearni casovou
naroc¢nost bude mit s¢itani a od¢itani, dale pak nasobeni ,malym* pfirozenym c¢islem a naso-
beni ¢i déleni se zbytkem mocninou zvoleného zakladu. Naproti tomu kvadratickou ¢asovou
naroc¢nost bude mit obecné nasobeni a déleni se zbytkem. Pokud se tyka vstupu a vystupu,
Casova zavislost je linearni nebo kvadratickéd v zavislosti na tom, zda zvoleny zaklad je ¢i neni
mocninou deseti. Protoze pro aritmetické operace je vyhodnéjsi, je-li zdklad zvolené pozicni
sopustavy mocnina dvou, je tato volba nejvhodnéjsi. Obvykle totiz ¢as potfebny pro vstup a
vystup je pouze zanedbatelna cast celkové doby vypoctu a obvykle je dominovan ¢asem pro
fyzicky zépis. Pro zajimavost si uvedme, ze v PARI-GP je zakladem mocnina dvou, kdezto
MAPLE pouzivd mocninu deseti.

Uvedme si jesté, ze jsou znamy algoritmy pro néasobeni a déleni mbitovych ¢isel, které
dosahuji mensi ¢asové narocnosti nez ,metoda tuzky a papiru“. Nejlepsi z nich, kterou objevili
Schonhage a Strassen, vyzaduje jen O(n-Inn-Inlnn) bitovych operaci. Avsak tyto rafinované
metody jsou rychlejsi az pro ¢isla majici nékolik set dekadickych cifer a vice. S takovymi ¢isly
je vsak tfeba pracovat jen ziidka a proto se patrné implementace téchto metod nevyplati.

3 Nejveétsi spoleény délitel

Casto budeme potfebovat spocitat nejvétsi spolecny délitel dvou celych &isel. Naivni feseni by
bylo: rozloz obé ¢isla na soucin prvocisel a poté vynasob spolecné cinitele. Ale to je postup,
ktery se osvédéi jen pro ¢isla s velmi malou absolutni hodnotou (feknéme do 100) nebo
v ptipadé, ze vime, ze nékteré z danych ¢isel je prvocislo a staci tedy provést jen jedno déleni
se zbytkem. Mnohem vyhodnéjsi je vypocet nejvétsiho spolecného délitele pomoci Euklidova

vvvvvv
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Algoritmus (Euklidiuv). Pro dand nezaporna celd cisla a, b algoritmus najde jejich
nejveétsi spolecny délitel.
1. [Jsi hotov?] Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovéd a skonci.
2. [Euklidovsky krok] Poloz r «+— amodb, a < b, b < r a jdi na 1.

Pro urceni casové narocnosti je treba védét, kolikrat se provede Euklidovsky krok. Plati
nasledujici véta !

Véta. 1. Je-li 1 < a < N, 1 < b < N, pak pocet Euklidovskych kroku v predchozim
algoritmu je roven nejvyse

In(v5N)
[T\/E] 2~ 2,078In N +1,672.

In =52
2. Pramérny pocet Euklidovskych kroki v predchozim algoritmu pro a, b € {1,..., N} je
roven priblizne
12In2
2

InN + 0,14 ~ 0,843In N + 0, 14.
T

Je tedy pocet krokti algoritmu konstanta vynasobena In N. Kazdy krok vyzaduje dlouhé
déleni, které je kvadratického casu. Proto je tento algoritmus kubického casu. Existuje vsak
trik, jak algoritmus vyrazné urychlit: v pribéhu vypoctu jsou a, b stale mensi a mensi, proto
je mozné pribézné snizovat potiebny pocet cifer v nasi pozi¢ni soustavé. VSimnéme si, ze pii
vypoctu Euklidovského kroku a = bg + r je ¢asova naro¢nost O((Ina)(1+1nq)), tedy celkovy
¢as je omezen radem

O((InN)((O_Ing) + O(InN))).
Zlnqzlan <InN

a tedy pri peclivém naprogramovani jde o algoritmus kvadratického casu.

Jind varianta Euklidova algoritmu, ktera je také uzitecnd v praxi, je tzv. binarni algo-
ritmus, ve kterém se nepouziva dlouhé déleni, ale jen od¢itani a déleni dvéma (realizované
posunem). Pocet kroku je vétsi, ale uzité operace jsou rychlejsi a tedy je zde urcité zrychleni
pro nase ,velka“ c¢isla. Je ale podstatné, aby zakladem nasi pozi¢ni soustavy byla mocnina 2.

Ale

Algoritmus (Bindrni NSD). Pro dana nezdporna cela cisla a, b algoritmus najde jejich

nejvétsi spolecny délitel.

1. [Jednou zredukuj velikost] Je-li a < b, vymén a s b. Je-1i b = 0, pak vytiskni a jako odpovéd
a skonci. Jinak (tj. pro b # 0) poloz r < amodb, a < b, b« r.

2. [Spocitej mocninu 2] Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovéd a skon¢i. Jinak poloz k < 0
a dokud budou a i b sudé, opakuj k — k+1, a < a/2, b« b/2.

3. [Odstran piebytecné mocniny 2] Je-li a sudé, opakuj a < a/2 dokud bude a sudé. Jinak,
je-li b sudé, opakuj b < b/2 dokud bude b sudé.

4. [Odecti] (Nyni jsou obé a i b lichd.) Poloz t — %2. Je-li t = 0, vytiskni 2¥a jako odpovéd
a skonci.

5. [Cyklus] Dokud bude t sudé, opakuj t «— t/2. Pak, je-li t > 0, poloz a < t, jinak poloz
b« —t a jdi na 4.

!Dtikaz je mozno najit v knize [K].
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Je jasné, Ze pocet opakovani kroki 4 a 5 je O(lnab) (po kazdém priichodu se soucin ab
zmen$i na méné nez polovinu), od¢itani i posuv jsou linearniho ¢asu, tedy opét jde o algoritmus
kvadratického casu. Je ovSsem nezbytné vSechna déleni dvéma provadét jako posuvy.

Oznacime-li d nejvétsi spoleény délitel celych cisel a, b, pak existuji cela ¢isla u, v tak, ze
d = ua + vb (Bezoutova rovnost). V nékterych aplikacich budeme potfebovat spocitat nejen
d, ale i ¢isla u, v, proto si uvedme algoritmus pro jejich vypocet.

Algoritmus (Rozsifeny Eukliduv). Pro dand nezédporna celd cisla a, b algoritmus
najde trojici celych cisel (u,v,d) takovou, Ze d je nejvétsi spolecny délitel cisel a, b a plati
d = ua + vb.

1. [Inicializace] Poloz u < 1, d < a. Je-li b = 0, poloz v « 0, vytiskni (u,v,d) jako odpovéd

a skonci. Jinak poloz v, « 0 a vs < b.

d—au

b
3. [Euklidovsky krok] Soucasné spocitej q «— [%] a tg «— dmodwvs. Pak poloz t; «— u — quy,
U <— Vi, d<—U3, U1 <—t1, V3 <—t3 ajdina 2.

2. [Jsi hotov?] Je-li v3 = 0, pak poloz v « , vytiskni (u,v,d) jako odpovéd a skonci.

Poznamenejme, ze ,soucasné“ v kroku 3 poukazuje na to, Ze obvykle instrukce ,déleni
se zbytkem*“ dava jak podil tak i zbytek, af uz je to instrukce z assembleru nebo z néjakého
softwaru pracujiciho s velkymi ¢isly. Hodnota zlomku v kroku 2 je celoc¢iselna.

Dikaz algoritmu. Uvédomme si, Ze vypocty v proménnych d, vz, t3 nezavisi na hodno-
tach ostatnich proménnych. Preznacime-li je a, b, r, dostaneme pravé Euklidiv algoritmus,
proto nas algoritmus musi skoncit a po skonceni je v d hledany nejvétsi spolec¢ny délitel.
Zbyva dokazat, ze pak také plati au+bv = d. Za tim celem rozsifme dany algoritmus tak, ze
zavedeme dal$i proménné vy, to, v (které nebudou ovSem nikdy pouzity pro vypocet hodnot
ptvodnich proménnych). Rozsifme inicializacni krok 1 o t; « 0, to < 0, t3 «— 0, v « 0,
vg «— 1 a krok 3 o ty « v — qua, ¥ < vy, V9 < t3. Po skonceni kroku 1 plati

aty + bty = ts, au + bv = d, av; + bvy = vs. (1)

Dokéazeme indukei, ze (1) plati vzdy, kdyz zacindme krok 2. Zbyva ovéfit, ze platilo-li (1)
pfed krokem 3, plati (1) i po ném. Abychom zabranili zmatku, budeme v ditkaze nové ziskané
hodnoty proménnych oznacovat ¢arkami. Pro ¢ = [%} plati:

ty = d — qus
th =u—qu;
u =
d = vg

v = U — qup
vy = d — qus
th = v — quy
vV = Vg

Vy =V — qU
Ptredpokladame tedy, ze (1) plati pro ne¢arkované proménné a dokdzeme ji pro ¢arkované:

aty + bty = a(u — quy) + b(v — qua) = au + bv — q(avy + bvy) = d — quz = ty
avw + ' = avy Fbvy =v3 =d

avy + bvly, = a(u — quy) + b(v — qug) = (au + bv) — qlavy + bug) = d — qusz = vy
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Dokézali jsme, ze algoritmus je spravny. Snadno se vidi, Ze oproti pivodnimu Euklidovu
algoritmu v cyklu pfibylo 1 odéitani, 1 (dlouhé) nasobeni a 2 pfifazeni, cyklus nyni trva
asi dvakrat déle nez v predchozim algoritmu. Proto i cely rozsifeny Euklidiv algoritmus
trva asi dvojnasobek casu potfebného pro Euklidiv algoritmus. Jde tedy opét o algoritmus
kvadratického casu.

4 Nezbytny aparat z algebry a elementarni teorie cCisel

V této kapitole zopakujeme aritmetiku okruhu zbytkovych t¥id Z/mZ, kde m € N (uzivame
standardniho znaceni: Z znac¢i mnozinu ¢i okruh celych ¢isel, N mnozinu ¢i polookruh c¢isel
ptirozenych, (a,b) je oznaceni nejvétsiho spole¢ného délitele celych ¢isel a, b).

Prestoze byla v algebfe teorie faktorizace okruhii podle idealt jisté probrana a mohl jsem
tedy okruh zbytkovych tiid popisovat jako specialni piipad faktorokruhu, rozhodl jsem se pro
elementarnéjsi vyklad pomoci kongruenci s tim, ze se obc¢as zminime o ekvivalentnim tvrzeni
pro okruhy zbytkovych tiid. Zda se mi totiz jednodussi hovotit napiiklad o kongruencich
vzhledem ke dvéma modulim nez o dvou okruzich zbytkovych tiid a vztazich mezi nimi
(porovnej napf. obsah véty 2). Diikazy vét, které jsou zfejmé, budu vynechavat.

Definice. Necht m € N, a,b € Z. Rekneme, Ze a je kongruentni s b podle modulu m,
piseme a = b (modm), jestlize m|a — b.

Véta 1. Necht m € N, a,b,¢,d € Z. Jestlize a = b (modm), ¢ = d (modm), pak plati
a+c=b+d (modm), a —c=b—d (modm), ac = bd (modm).

Je jasné, ze a = b (mod m) znamend pravé to, Ze celd ¢isla a, b jsou obsazena v téze t¥idé
rozkladu Z/mZ. Kongruence modulo m jsou tedy totéZ co rovnosti v okruhu zbytkovych tiid
Z/mZ (pfedchozi véta nefikala nic jiného nez to, ze na rozkladu Z/mZ bylo mozno zavést
operace s¢itani, od¢itani a nasobeni pomoci reprezentantit).

Véta 2. Necht m,k € N, a,b € Z. Pak plati a = b (modm) prdvé tehdy, kdyz ak =
bk (mod mk).

Véta 3. Necht m € N, a,b,k € Z. Jestlize ak = bk (modm) a navic (m,k) = 1, pak
plati a = b (modm).

Vzhledem k tomu, Ze (Z/mZ) je koneény okruh, z pfedchozi véty snadno plyne, ze v Z/mZ
jsou jednotkami (tj. invertibilnimi prvky) pravé t¥idy obsahujici ¢isla nesoudélné s m.

Dikaz. Podle Bezoutovy rovnosti existuji t,r € Z tak, ze plati tm + rk = 1. Vynasobte
tuto rovnost ¢islem a — b a dokazte, ze m déli levou stranu.

Véta 4. Necht a,b € 7. Pak existuje x € Z spliiujici kongruenci ax = b (modm) prdavé
tehdy, kdyz (a, m)|b.

Dikaz. Jestlize (a,m)|b, vynasobte Bezoutovu rovnost pro (a,m) ¢islem (
smér je ziejmy.

b

a,m) "’

Opacny

Véta 5 (Cinska zbytkova véta). Necht my,my € N, (my,my) = 1. Pak pro libovolnd
x1, %o € Z existuje x € 7 spliugici x = x1 (modmy), * = x5 (mod my).

Diikaz. Podle Bezoutovy rovnosti existuji a,b € Z tak, ze plati am, + bmy = 1. Polozte
T = xoamq + x1bmo.

Definice (Eulerova funkce ¢). Pro libovolné m € N je ¢(m) definovano jako pocet ¢isel
z mnoziny {1,2,...,m}, kterd jsou nesoudélna s m.

Véta 6. Pro libovolnd my, my € N takovd, Ze (my,ma) = 1, plati o(mims) = @(my)p(ms).
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Dukaz. Uvazme zobrazeni {1,2,...,mq} x {1,2,...,ms} — {1,2,...,mymy} piifa-
zujici dvojici (z1,x2) € {1,2,...,m1} x {1,2,...,mo} Cislo y € {1,2,...,mymy} spliiujici
y = x1 (modmy), y = z2 (modmsy) (Cislo y je kongruentni s ¢islem x z véty 5 modulo
mims). Je ziejmé, Ze toto zobrazeni je bijekce a ze (y,mims) = 1 pravé kdyz (z1,m;) =1 a
(xg,mQ) =1.

Veéta 7. Pro libovolne m € N plati
p(m)=m[[(1-1%)

kde p probithd v soucinu vSechna prvocisla delici m.

Dukaz. Je-li m mocninou prvocisla, je tvrzeni ziejmé. Pro obecné m odvodte tvrzeni
z véty 6 indukci vzhledem k poctu prvocisel délicich m.

Definice. Je-li R okruh s jednickou 1, znacime R* jeho (multiplikativni) grupu invertibil-
nich prvki, tj. R* = {a € R; 3b € R : ab = 1}. Charakteristika okruhu R je nejmensin € N
spliiugici n - 1 = 0 (tj. soucet n kopit 1 € R je roven 0 € R), pokud alespori jedno takové n
existuje. V opacném pripadé rekneme, Ze R je okruh charakteristiky nula.

Z poznamky za vétou 3 plyne, Ze ¢(m) je rovno poctu prvku (Z/mZ)*.

Véta 8 (Eulerova véta). Pro libovolnd m € N, a € Z, takovd, Ze (a,m) =1, plati
a?™ =1 (modm).

Dukaz. Véta plyne z predchozi poznamky a z toho, ze v konetné grupé (Z/mZ)* fad
libovolného prvku déli rad grupy.

Disledek (Fermatova véta). Pro libovolné prvocislo p a libovolné a € Z nedélitelné p
plati a?~' = 1 (mod p).

Véta 9. Necht jsou m € N, a € Z, takovd, Ze (a,m) = 1. Oznacme

e=min{n € N; a" =1 (modm)}.

Pak pro libovolnd r, s € NU {0} plati

a" =a® (modm) pravé kdyz r =s (mode).

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze r > s. Je-li r = s 4+ ke pro vhodné
k € N, plati a” = a®- (a)* = a® (mod m). Naopak, pfedpoklddejme a” = a® (modm). Protoze
je (a,m) = 1, plyne odtud a"~* = 1 (modm). Vydélme r — s ¢islem e se zbytkem: existuji
q, 2 € Z,0 < z < e, splnujici r — s = ge + z. Pak plati a* = (a®)?-a* =a"* =1 (modm) a
tedy z = 0 podle definice ¢isla e. Odtud r = s (mode).

Definice. Cislo e z predchozi véty se nazjvd ¥dd ¢isla a modulo m. Je to vlastné vdd
prvku a + mZ v grupé (Z/mZ)*.

Véta 10. Charakteristika konecného télesa je prvocislo.

Véta 11. Bud R konecné téleso charakteristiky p. Pak pocet prvki télesa R je mocninou
prvocisla p.

Dukaz. Viz [R], dusledek 12.2, str. 118.

Véta 12. Necht p je prvocislo a n € N. Pak existuje téleso o p" prucich.
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Dukaz. Viz [R], véta 12.3, str. 118.

Véta 13. Libovolnd dvé konecnd télesa o stejném poctu prvki jsou izomorfni.

Dukaz. Viz [R], véta 12.5, str. 119.

Definice. Pro libovolné prvocislo p a libovolné n € N oznacme Fyn téleso o p™ prucich.

Poznamka. Pro libovolné prvocislo p je Z/pZ téleso o p prvcich, miZzeme tedy piimo
polozit F,, = Z/pZ. Naproti tomu Z/p"Z pro n > 1 neni téleso, proto F,» neni izomorfni
s Z/p"ZL. Té¢leso F,n lze sestrojit takto: zvolime libovolny normovany ireducibilni polynom
h € F,[x] stupné n (to, Ze takovy polynom existuje pro kazdé prvocislo p a kazdé piirozené
¢islo n, lze dokazat pomoci vét 12 a 14) a F» konstruujeme jako faktorokruh okruhu polynomu
F,[z] podle idedlu generovaného polynomem h. Pak tiida rozkladu obsahujici polynom x je
kotfenem polynomu i v [Fyn.

Véta 14. Bud R konecné téleso o p"™ prvcich. Pak R* je cyklickd grupa o p™ — 1 prvcich.
Kazdy prvek r € R je jednoduchym kotenem polynomu x?" — x € F[x].

Duikaz. Pro tvrzeni o cykli¢nosti R* viz [R], véta 6.9, str. 88. Protoze R* = R — {0},
plati |[R*| = p™ — 1 a podle [R], véta 7.10, str. 39 pro kazdé r € R* plati r»"~! = 1. Polynom
2P" — x nema nasobné kofeny, protoze jeho derivace —1 zadné kofeny nema.

Dusledek. Bud R konecné téleso o p™ prucich. Pak pro kaZdé prirozené cislo d | n koreny
polynomu ' — g€ F,[x] tvori podtéleso télesa R magici p® proki. Jind podtélesa téleso R
nemd.

Definice. Necht m € N. Emistuje-li g € Z s vlastnosti g # 1 (modm) pro viechna
i=1,2,...,0(m) — 1, nazyvad se g primitivni koten modulo m.

Je tedy g primitivni kofen modulo m, pravé kdyz tiida obsahujici g je generator grupy
(Z/mZ)*. Podle véty 9 pak pro libovolna nezaporna cela ¢isla ¢, j plati ¢ = ¢ (modm),
pravé kdyz i = j (mod p(m)).

Véta 15. Necht p je liché prvocislo a n € N. Pak existuje primitivnd prvek modulo p™.

Dikaz. Podle véty 14 existuje primitivni kofen g; modulo p. Ukazeme, ze také existuje
primitivni kofen g modulo p, spliiujici g?"* = 1 + p (mod p?). Zminéné g hledadme ve tvaru
g = g1 + xp. Jisté je g primitivni kofen modulo p a plati

FPrl=(g4+ap)P =g+ (p—Dapd > = ¢ —apg®? (mod p?).
1

Protoze ¢! ' = 1 (modp), je ¢ = 2(¢" " — 1) € Z, tj. ¢»' = 1+ p(c — xg"?) (mod p?).
2

1
p
Hledame z € Z s vlastnosti ¢ — zg"> = 1 (modp), tj. zg? > = ¢ — 1 (modp) a takové
existuje podle véty 4.
Dokazeme indukci vzhledem k n > 2, ze toto g je primitivni kofen modulo p"” a zZe plati

g D" = 1 4 pn=1 (modp™). Pro n = 2 jsme hotovi. Pfedpokladejme, 7e n > 2 a Ze
dokazované tvrzeni plati pro n — 1. Oznac¢me k ¥ad prvku g v (Z/p"Z)*. Pak plati g* =
1 (modp"), tedy i ¢* = 1 (modp™!), odkud (p — 1)p"~2 = ¢(p"!)|k. Naopak k|o(p") =
(p — D)p" 1. V jedné z ptedchozich relaci tedy nastdva rovnost. Z indukéniho predpokladu
vime, ze

gP " =14 p"? (mod p" Y,
odkud

g™ = (14 p" ) (mod pn).

Skutec¢né, plati-li @ = b (mod p"~!) pro né&jakd a,b € Z, pak

a? — b = (a —b)(a ' +a" b+ + 7Y
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je délitelné p™, nebot prvni zévorka je délitelnd p™~! a druh4 p, protoze z a = b (mod p) plyne
a” ' aP P4 P = paP! = 0 (modp).

Proto plati
g = (L4 p P = (L4 p") (mod p")
a odtud k # o(p" ). Je tedy k = p(p") a g je primitivni kofen modulo p".
Véta 16 (Wilsonova véta). Necht n € N, n > 1. Pak n je prvocislo pravé kdyz plati
(n—1)!'= -1 (modn).
Dukaz. Je-li n sloZzené nebo n = 2, je tvrzeni ziejmé. Necht je tedy n liché prvocislo a

ozna¢me g primitivni kofen modulo n. Pak plati g2 = —1 (mod n), nebot n|g® — 1 =
(g%("_l) — 1)(95(”‘1) +1)ant (g%(”‘l) —1). Odtud plyne

5 Rozklad prirozeného ¢isla na soucin prvocisel

Pristupme nyni k zakladnimu problému celé nasi prednasky, totiz k rozkladani pfirozeného
¢isla na prvocinitele. Cely problém mtizeme rozdélit na tti tkoly:

1. Je-li dano prirozené cislo NV, rychle rozhodnout, zda N spliuje né€jakou podminku, ktera
je splnéna kazdym prvocislem, a tedy rozhodnout, zda je to urcité ¢islo slozené anebo zda
je to asi prvocislo (tzv. test na sloZenost).

2. Vime-li, ze N je asi prvocislo, dokazat, Ze N skute¢né prvocislem je, nebo to vyvratit (tzv.
test na prvociselnost).

3. Vime-li, ze je N slozené, nalézt netrivialniho délitele d ¢isla V.

Celé rozkladani je pak rekurzivni proces: mame-li délitele d ¢isla N, ktery spliiuje 1 < d < N,
opakujeme cely postup pro cisla d a %.

Nez prejdeme k rafinovanéjsim metodam, je vhodné se zastavit u naivni metody, ve které
zkousime délit N postupné vSemi prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, ... az do jisté hranice. Pokud
jsme schopni to provést pro vSechna prvocisla neprevysujici v/ N, provedeme tim vSechny
tFi tkoly soucasné. AvSak i v pfipadé, kdy N je natolik velké, ze déleni N vSemi prvocisly
nepfevysujicimi v N by bylo pili§ zdlouhavé, byva vihodné zkouset délit N vEemi prvoéisly
az do jisté hranice, abychom se zbavili malych faktori (uvédomte si, Ze ¢im je prvocislo mensi,
tim vétsi je pravdépodobnost, Ze déli ndhodné zvolené ptirozené ¢islo). Budeme predpokladat,
ze mame uloZzenu tabulku prvocisel p[l] = 2, p[2] = 3, p[3] = 5, p[4] = 7, ..., plk]. Po
vycerpani této tabulky budeme pokracovat v déleni N ¢isly z jistych zbytkovych tiid (napf.
¢isly davajicimi zbytek 1 nebo 5 po déleni 6, resp. ¢isly davajicimi zbytek 1, 7, 11, 13, 17,
19, 23 nebo 29 po déleni 30 apod.). Tim sice néktera déleni provedeme zbytecné, ale vysledek
bude stale spravny (testovat, zda ¢islo, kterym hodlame délit, je prvocislo, pochopitelné nema
smysl).

Algoritmus (Pokusné déleni). Necht je dana tabulka prvocisel p[l] = 2, p[2] = 3,
p[3] =5, pld] =7, ..., plk] (kde k > 3), vektor t = [6,4,2,4,2,4,6,2], a ¢islo j takové, ze
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j =0 (resp. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) pravé tehdy, kdyz plk] po déleni 30 dava zbytek 1 (resp. 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29). Kone¢né, méjme zvolenu horni hranici B > plk] (v podstaté proto,
abychom algoritmem neztratili pfili§ mnoho c¢asu). Pro dané pfirozené ¢islo N algoritmus
hleda uplny rozklad N a jestlize se mu to nepodali, v nalezeném rozkladu nejvétsi cinitel
miize byt délitelny pouze prvocisly vétsimi nez B a vSichni ostatni cinitelé jsou prvocisla.

1. [Inicializace] Je-li N < 5, pak vytiskni odpovidajici rozklad N a skon¢i. Jinak poloz i «— —1,
m « 0,1 — [V/N].

2. [Dalsi prvocislo] Poloz m «— m + 1. Je-li m > k, poloz i « j — 1 a jdi na 5, jinak poloz
d — p[m].

3. [Zkus délit] Poloz r < N modd. Je-li r = 0, vytiskni d jako ¢initele v hledaném rozkladu
a poloz N «— I 1 — [V/N] a opakuj krok 3.

4. [Prvocislo?] Je-li d > 1, vytiskni N jako posledniho ¢initele a zpravu, Ze rozklad je uplny a
skonci. Jinak, je-li i < 0, jdi na 2.

5. [Dalsi délitel] Poloz i < (i+1)modS8, d < d+t[i]. Je-li d > B, vytiskni N jako posledniho
Cinitele a zpravu, ze posledni ¢initel v rozkladu nemusi byt prvociselny, avsak miize byt
délitelny jen prvocisly vétsimi nez B a skonci. Jinak jdi na 3.

Poznamky k algoritmu. V pribéhu vypoctu je i = —1, dokud pouzivame nasi tabulku
prvocisel, pak uz je stale ¢ > 0.

Diikaz algoritmu neuvadime pro jeho jednoduchost.

Tento algoritmus by nemél byt pouzivan pro tplny rozklad N, pokud N neni malé (fek-
néme N < 108), protoze pro vétsi N existuji lepsi metody. Na druhé strané je uzitecny pro
odstranéni malych faktori.

Vhodnou tabulkou prvocisel by mohla byt tabulka prvocisel mensich nez 500 000, mame-li
na ni dost mista v paméti (je to 41538 prvocisel). Vhodnéjsi nez ulozeni vlastnich prvoci-
sel je uloZeni diferenci mezi nimi nebo dokonce poloviny diferenci (diferenci plk] — p[k — 1]
mizeme ulozit do jednoho bytu pro p[k] < 1872851947, jeji polovinu dokonce pro plk] <
1999066 711 391).

Obsahuje-li nase tabulka prvocisla aspon do 500000, je asi lepsi po vycerpani tabulky
v déleni nepokracovat, ale uzit jinou metodu.

Neni nutné pocitat [\/N ], staci test v kroku 4 nahradit testem zda d > ¢, kde ¢ je podil po
déleni ¢isla NV cislem d se zbytkem, ktery byl ziskan jako vedlejsi produkt pii déleni v kroku 3.

6 Testy na slozenost

Musime si zvolit néjakou podminku, které vyhovuje kazdé prvocislo a které slozena cisla
vétsinou nevyhovuji, pricemz je tfeba, aby bylo mozné podminku pro dané pfirozené cislo
rychle ovérit.

Na prvni pohled se zd4d byt vhodnou podminkou Wilsonova véta, ktera dava dokonce
nutnou a dostatecnou podminku prvociselnosti a byla by tedy nejen testem na slozenost, ale
také testem na prvociselnost. Avsak nikdo nevi, jak spocitat pro velkd N dostatecné rychle
¢islo (N —1)! mod N.

Vyhodnéjsi podminku dava Fermatova véta, nebot je mozné rychle pocitat mocniny prvki
v libovolné grupé.

Predpokladejme, ze je ddna grupa (G,-) s neutrdlnim prvkem 1 a Ze umime prvky této
grupy uchovavat v paméti a také s nimi pocitat (nasobit a pocitat inverzni prvky).
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Algoritmus (Binarni umocnovani zprava doleva). Pro dané g € G a dané celé ¢islo

n algoritmus pocita g" v grupé (G, -).

1. [Inicializace] Poloz y <« 1. Je-li n = 0, pak vytiskni y a skonci. Je-lin < 0, poloz N «— —n,
2 « g~1. Jinak poloz N < n, z + g.

2. [Ndsob?] Je-li N liché, poloz y « z - y.

3. [Poloviéni N| Poloz N « [5]. Je-li N = 0, vytiskni y a skondi. Jinak poloz z «— z - z a jdi
na 2.

Dtikaz spravnosti algoritmu. Vzdy pred zapodetim kroku 2 plati y - 2V = ¢". Jist& to
platilo pfi prvnim vstupu na krok 2; oznac¢ime-li N, ¢/ a z’ nové hodnoty proménnych N, y
a z po provedeni krokt 2 a 3, plati
a)pro N sudé: v =y, N' =& 2/ =22 tedy ¢/ - (&')V =y - 22
b) pro N liché: y/ =y -z, N’ %, 2 =22 tedy - (Z)V =
Je zfejmé, ze pfi skonceni algoritmu je tato hodnota v y.

N
N—
22T =y 2N,

N

N

y .

Odhad casové narocnosti algoritmu. Je jasné, ze grupové nasobeni se provadi a+b—1
krat, kde a je pocet cifer ve dvojkovém zapise Cisla n a b je pocet jednicek v tomto zapise.
Jisté plati a +b— 1 < 2[log, |n|] + 1. Naptiklad, je-li G = (Z/mZ)*, je jedno nasobeni ¢asové
naroc¢nosti O(In® m), proto cely algoritmus je ¢asové naro¢nosti O(In* mIn |n|).

V predchozim algoritmu jsme prochézeli cifry dvojkového zapisu ¢isla n zprava doleva.
Zcela analogicky muzeme tyto cifry prochazet ovsem zleva doprava. Musime vSak znat polohu
,nejlevejsi“ jednicky v tomto zapise, tj. znat e € Z s vlastnosti 2¢ < |n| < 2¢*1.

Algoritmus (Binarni umocnovani zleva doprava). Pro dané g € G a dané celé
¢islo n algoritmus pocita g" v grupé (G,-). Je-li n # 0, pfedpokladame, Ze je déno e € Z
s vlastnosti 2¢ < |n| < 2¢*1.

1. [Inicializace] Je-li n = 0, pak vytiskni 1 a skonéi. Je-li n < 0, poloz N «— —n, z « g%

Jinak poloz N «— n, z < g. Konecné (tj. v obou pripadech) poloz y «— z, E «— 2°
N+ N-—F.

2. [Konec?] Je-li E =1, vytiskni y a skondi. Jinak poloz E — £.

3. [Nésob] Poloz y < y -y. Je-li N > E, poloz N «— N — E, y < y - z. Jdi na 2.

Dtikaz spravnosti algoritmu. Vzdy pied zapodetim kroku 2 plati y - 2V = g". Jisté
to platilo pii prvnim vstupu na krok 2, kdy y” - 2V = 22 . 2V=2° = 2V = ¢". Oznacme F’, N’
a 3y’ nové hodnoty proménnych E, N a y po provedeni krokt 2 a 3, plati
a)pro N < E: E'=Z£ o/ =¢? N' =N, tedy ()" -2V = (12)% - 2N = yE . 2N
b)pro N> E:E =E£ =422, N' = N - E' tedy (/)7 -2 = (y2-2)7 - 2N"5 = yZ .2V,
V pribéhu celého vypoctu plati N > 0 a vzdy pred provedenim kroku 2 je N < E. Proto pfi
skonceni algoritmu pfi £ = 1 nutné plati N = 0 a tedy ¢g" = y. Je jasné, ze kroky 2 a 3 se
provedou prave e krat a tedy algoritmus se jisté zastavi.

Nevyhody oproti pfedchozimu algoritmu: je tieba pred zacatkem spocitat e, to vSak (je-li
zaklad nasi pozi¢ni soustavy pro uchovavani ,velkych“ ¢isel mocnina 2) je velmi rychlé. Patrné
totiz budeme znat pozici nejvyssi nenulové cifry v nasi pozi¢ni soustaveé a pak urceni e zabere
cas ohranic¢eny konstantou. Zdanlivou nevyhodou je i uchovavani velkého cisla E a vypocet
rozdilu N — E. Avsak pii implementaci budeme uchovavat e a test N > FE i vypocet N — E
provedeme manipulaci s bitem obsahujicim e-tou dvojkovou cifru ¢isla N (zde je podstatné,
aby skuteéné byl zéklad nasi pozi¢ni soustavy mocnina 2).
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Vyhoda je to, Ze jedno ze dvou nasobeni, které se provadi v kroku 3, je vzdy proménnou
z, ve které je v pritbéhu celého vypocétu g (nebo g=! je-li n < 0). Je-li tedy napiiklad G =
(Z/mZ)*, v pfipadé, ze g = a + mZ pro |a| mensi nez je zéklad nasi poziéni soustavy, je
nasobeni g pouze linearniho casu a ne kvadratického, jak je tomu u obecného nasobeni v grupé
G. Pak se tedy v kroku 3 provede jedno néasobeni fadu O(In* m) a nejvyse jedno fadu O(Inm).
Cely algoritmus je sice stéle ¢asové naroénosti O(In? m In |n|), ale s mensi O-konstantou.

Nyni, kdyz vidime, Ze umocnovani v okruhu zbytkovych tiid mtzeme opravdu prova-
dét rychle, si rozmysleme, jak uzit Fermatovu vétu pro test na slozenost. Mame tedy dano
prirozené ¢islo N, o kterém chceme védét, zda je to cislo slozené. Budeme to védét jiste,
nalezneme-li celé ¢islo a, 1 < a < N, pro které plati a™~! # 1 (mod N). Takové a se nazyva
svédek slozenosti ¢isla N. Pokud vsak pro takové a plati ¢! = 1 (mod N), nemtizeme
z toho usoudit nic. Cely algoritmus tedy bude vypadat takto: budeme nahodné volit a € 7Z,
1 <a < N,apoéditat ™! mod N. Pokud pro nékteré a bude splnéno a™ ! # 1 (mod N), jsme
hotovi a vime, Ze N je opravdu sloZené ¢islo (zminéné a si mizeme zapamatovat pro piipad,
ze bychom chtéli presvédéit nékoho dalsiho o sloZenosti N). Pokud pro vSechna a budeme
dostavat a1 = 1 (mod N), po jistém poctu pokusti algoritmus ukonéime a usoudime, Ze
patrné je N prvocislo. Jestli je vSak opravdu N prvocislo takto zjistit nemutzeme.

Nevyhodou popsaného algoritmu je, Ze témér jisté neodhali jisty typ slozenych ¢isel, na-
zyvanych Carmichaelova c¢isla.

Definice. SloZené cislo N se nazyva Carmichaelovo cislo, jestlize pro vSechna celd cisla
a, kterd jsou nesoudélnd s N, plati ™1 =1 (mod N).

Carmichaelovo ¢islo by nas algoritmus oznacil za sloZzené pouze tehdy, kdyby za a zvolil

¢islo soudélné s N, coz je vsak velmi nepravdépodobné. Pritom plati nasledujici véta, kterou
zde uvadim bez diukazu.

Véta (Alford, Granville, Pomerance). Fzistuje nekonecné mnoho Carmichaelovych
cisel.
Priklad. N =561 = 3-11- 17 je Carmichaelovo ¢islo.

Diikaz. Pro libovolné celé &islo a nesoudélné s 561 z Fermatovy véty dostavame a? =
1 (mod3), a’® =1 (mod11) a a'® =1 (mod 17). Protoze 2, 10 i 16 jsou délitelé ¢isla 560, je
561 Carmichaelovo ¢islo.

Vyhodnéjsi nez testovat Fermatovu vétu je proto testovani nasledujiciho zesileni Ferma-
tovy véty.

Veéta. Pro libovolné liché prvocislo p a libovolné celé cislo a nedélitelné p plati

p—1
a2z ==1 (modp).

Duikaz. Z Fermatovy véty
pl@! =1)=("" —1)- (a7 +1).
Protoze je p prvocislo, musi délit nékterého z uvedenych cinitelt.

Test zalozeny na vypoctu oz modN a kontrole, zda je vysledek 1 nebo N — 1 by mohl
vylouéit i 561, nebot

5280 = 5101748 = 58 — 95 =8 = 16 = (—1)® = —1 (mod 17)
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a zaroven
5280 = (52)M0 = 1(mod 3),
a proto 528 neni kongruentni modulo 561 ani s 1 ani s —1.

Na druhou stranu, tento test neodhali napiiklad N = 1729 = 7 - 13 - 19, nebot % =
864 = 25 - 33 je délitelné 6, 12 i 18 a tedy z Fermatovy véty plyne, Ze pro viechna celd ¢isla a
nesoudélna s N plati

N-1
a2z =1 (modN).

Proto je tfeba podminku, kterou budeme testovat, jesté vice zesilit. Algoritmus, navrzeny

Millerem a Rabinem, uziva nasledujiciho tvrzeni:

Vé&ta. Necht p je lich€ prvocislo. Pisme p—1 = 2t-q, kde t je prirozené ¢islo a q je liché. Pak
pro kaZdé celé cislo a nedélitelné p bud plati a? =1 (mod p) nebo existuje e € {0,1,...,t—1}
spliugici a*? = —1 (mod p).

Dikaz. Z Fermatovy véty

t—1
pl@ =1 =@ -1 JJ@r+1),
e=0

Protoze je p prvocislo, musi délit nékterého z uvedenych cinitelt.

Test Millera a Rabina, zaloZzeny na predchozi vété, s vysokou pravdépodobnosti objevi
kazdé sloZzené ¢islo, nebot plati nasledujici véta.

Véta. Necht N > 10 je liché sloZené c¢islo. Pisme N —1 = 2. q, kde t je prirozené &islo
a q je liché. Pak nejvyse cturtina z ¢isel mnoziny {a € Z; 1 < a < N, (a,N) = 1} spliuje
ndsledugici podminku:

a? =1 (mod N) nebo ezistuje e € {0,1,...,t — 1} sphiujici a*? = —1 (mod N).

Dikaz. Pro znacnou délku prozatim diikaz neuvadim.

Algoritmus (Miller - Rabin). Pro dané liché N > 3 algoritmus s vysokou pravdeé-
podobnosti objevi, ze N je slozené. Pokud se mu to nepodaii, vytiskne zpravu, ze N je asi
prvocislo.

1. [Inicializace] Poloz q¢ < N — 1, t « 0. Dokud je q sudé, opakuj q < %, t < ¢ 4 1. Poloz

c «— 20.

2. [Zvol a] Pomoci generatoru nahodnych cisel zvol ndhodné a € Z, 1 < a < N. Pak poloz

e«—0,b<—a? modN. Je-li b= 1, jdi na 4.

3. [Umoctiuj na druhou] Dokud jeb# N —1 ae <t — 2, opakuj b < > mod N, e «— e + 1.

Je-lib# N — 1, vytiskni zpravu, ze N je slozené a vytiskni svédka slozenosti a. Skonci.

4. [Uz probéhlo 20 pokusii?] Poloz ¢ < ¢ — 1. Je-li ¢ > 0, jdi na 2. Jinak vytiskni zpravu, Ze

N je asi prvocislo a skonci.

Dtikaz spravnosti algoritmu. Algoritmus testuje podminku z predchozi véty pro 20
nahodné zvolenych a. Pokud pro nékteré takové a neni podminka splnéna, vytiskne zpravu,
ze N je slozené. Pokud je splnéna podminka pro kazdé takové a, vytiskne zpravu, ze N je asi
prvocislo. Podle predchozi véty je pravdépodobnost, ze bude vytisténa tato zprava, ackoli je
N slozené, mensi nez 420,

Odhad casové narocnosti. Algoritmus je fadové stejné ¢asové narocnosti jako umoc-
novani v ném pouzité (pfedpokladame, ze generovani nového a je fadové rychlejsi), proto jde
o kubickou ¢asovou naroc¢nost.
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7 Testy na prvociselnost

V této kapitole si uvedeme tzv. N — 1 test Poclingtona a Lehmera. Je zaloZen na nasledujici
vete.

Véta. Necht N je ptirozené ¢islo, N > 1. Necht p je prvocislo délici N —1. Predpoklddejme
dale, Ze existuje a, € Z tak, Ze

N-1

a¥1=1(modN) a (a* —1,N)=1. (2)

p

Necht p® je nejuyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kaZdy kladny délitel d ¢isla N plati

d=1 (modp*).

Dikaz. Protoze kazdy kladny délitel d ¢isla N je soucinem prvociselnych délitelt cisla
N, staci vétu dokazat pouze pro pripad, kdy je d prvocislo. Podle Fermatovy véty plati
N-—1 N-—1

a?™' =1 (modd), nebot (a,, N) = 1. Protoze (a,” —1,N) =1, plati a,” # 1 (modd).
Oznac¢me

e=min{n € N; a; =1 (modd)}.

Podle véty 9 ¢tvrté kapitoly platie |d—1,e | N —1aef %. Kdyby p*» 1e,ze| N —1 by
plynulo e | %, spor. Je tedy p® | e, a tedy i p® | d — 1.

Dusledek. Necht N € N, N > 1. Predpoklddejme, Ze mizZeme psit N —1 = F - U, kde
(FLU)=1aF > VN, pFicems zndme rozklad ¢isla F' na prvocinitele. Pak plati
(a) jestlize pro kaZdé prvocislo p | F' mizZeme najit a, € Z spliugjici (2) z predchozi véty, pak
je N prvocislo;
(b) je-li N prvocislo, pak pro libovolné prvocislo p | N — 1 existuje a, € Z spliugici (2).

Dukaz. (a) Z predchozi véty plyne, ze libovolny kladny délitel ¢isla N spliuje d =
1 (mod F), tedy mezi &sly 2, 3, ..., F neni zadny délitel &isla N. Protoze F > /N, jsme
hotovi.

(b) Stadi za a, zvolit primitivni kofen modulo N.

Nevyhodou predchozi véty je to, Ze musime dostatecéné rozlozit ¢islo N — 1. Jisté to bude
¢islo sudé, ale rozlozit na prvocinitele ¢islo % miize byt notné obtizné. Pomérné snadno lze
ale ziskat vSechny prvociselné délitele tohoto ¢isla aZ po vhodnou hranici B (napf. algoritmem
pokusného déleni). Této informace pak miizeme s vyhodou vyuzit.

Véta. Necht N € N, N > 1. Predpoklddejme, Ze muzeme psit N—1 = F-U, kde (F,U) =1
a zndme rozklad c¢isla F' na prvocinitele. Ddle predpoklddejme, Ze vsechna prvocisla delici U
jsou vétsi nez B € N a Ze plati B - F > \/N. Pak plati: jestlize pro kazdé prvocislo p | F
muzeme najit a, € Z spliugici (2) z predchozi véty a jestlize navic existuje ay € Z spliugict

ap '=1(modN) a (af—1,N)=1,
pak je N prvocislo.
Je-li naopak N prvocislo, pak poZadovand a,,ay € Z vidy existuji.

Dikaz. Necht d je prvociselny délitel ¢isla N. Z predchozi véty dostavame d = 1 (mod F).
Ozna¢me
e=min{n € N; af, =1 (modd)}
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(takové e existuje, protoze (ay, N) = 1). Z véty 9 ¢étvrté kapitoly vyplyvae |d—1,e | N—1a
et F.Kdyby (e,U) =1,z¢e| N—1= FU by plynulo e | F. Je tedy (e,U) > 1 a protoze U je
deélitelné pouze prvocisly vétsimi nez B, plati (e, U) > B. Protoze (F,U) =1,zd =1 (mode)
ad=1 (modF) plyne d =1 (mod F - (e,U)) a tedy d > F'- (e,U) > FB > v/N. Je tedy N
prvocislo.

Naopak, je-li N prvocislo, staci za ay zvolit primitivni kofen modulo N.

Piiklad. Aplikujme diisledek na k-té Fermatovo ¢islo N = 22" + 1, kde k € N. Plati tedy:
N je prvocislo pravé kdyz existuje a € Z splnujici

22k—1

a22k51(modN) a (a —1,N)=1

K
Je mozné dokazat, e je-li N prvocislo, plati 32 ' = —1 (mod N) (diikaz vyzaduje hlubsi
znalosti, uvadim jej pro ty, ktefi znaji kvadraticky zékon reciprocity):

(CUEE = () =) =1

—~
Zeo
~—
—~
|z
~

Je ziejmé, ze jestlize naopak plati 322k_1 = —1 (mod N), pak a = 3 spliiuje stanovenou
podminku a tedy N je prvocislo.

Poznamka k implementaci algoritmu. Vstupem je ¢islo N, které jiz proslo testem
Millera - Rabina, tedy ¢islo, o kterém s vysokou pravdépodobnosti plati, ze je to prvocislo. Je
tfeba to vsak dokazat. V prvni ¢asti algoritmu rozkladame ¢islo N —1 na soucin F'-U a to tak,
ze podrobime N —1 algoritmu pokusného déleni, ukladame ziskané délitele a skoncime, az plati
BF > /N, nebo az je B ,dost velké®, abychom si byli jisti zastavenim v ,rozumném® &ase

(zde B, F, U znadi totéz, co v pfedchozi vété). Pak nahodné volime celd ¢isla a, v intervalu
N—-1

1 < a, < N a pocitame b, = a,” mod N a c, = b»mod N do té doby nez ¢, = 1 (mod N)
a (b, —1,N) = 1. (Pokud by snad ¢, # 1 (mod N), znamenalo by to, ze N neni prvocislo.)
Je-li N opravdu prvocislo, podminku (b, — 1, N) = 1 spliiuje vétSina z ¢isel a, — presnéji
pravé ’%(N —1) ¢isel z N—1¢isel 1, 2, ..., N —1, mtzeme tedy ocekavat, ze takové a, brzy
najdeme. Pokud by vSak N bylo ,velké“ Carmichaelovo ¢islo, algoritmus by se pravdépodobneé
nezastavil.

Poznamka k ¢asové naroc¢nosti algoritmu. Je obtizné hovorit o ¢asové narocnosti —
predné, neni-li NV prvodislo, algoritmus se nemusi zastavit. Ale i pro prvocisla je tézké stanovit
jakykoli odhad, protoze zalezi na tom, jak snadno lze rozklddat ¢islo N — 1. Je také mozné
nerozlozenou ¢ast U podrobit testu Millera a Rabina a v pfipadé, Ze test zjisti, ze U je asi
prvocislo, dokazat nejprve prvociselnost U (a tedy pracovat rekurzivné).

Poznamka o mozném zobecnéni algoritmu. Je-li N prvocislo, podle véty 12 ¢tvrté
kapitoly existuje téleso Fy2 o N2 prvcich. Podle véty 14 stejné kapitoly je jeho multiplikativni
grupa cyklicka fddu N? —1 = (N —1)(N +1). Existuje tedy o € Fy2 fadu N + 1, tj. splitujici
aN*tl = 1, avsak a’r # 1 pro libovolné prvocislo p délici N + 1. Tuto myslenku je mozno
vyuzit pro test analogicky testu Poclingtona a Lehmera, kde vsak bude vystupovat faktorizace
¢isla N + 1 misto N — 1. Je dokonce mozné informace, ziskané z obou testii, zkombinovat.

Podobné lze vyuzit téleso Fys (a tedy faktorizovat ]]Vv?’:ll = N2+ N + 1), téleso Fy« (a

faktorizovat %ij = N2 + 1) nebo téleso Fye (a faktorizovat Mﬁ =N*>-N+1)a
podobné. Vzdy nam vsSak uz vychézeji ¢isla podstatné vétsi nez N a tedy pravdépodobné

obtiZné rozlozitelni.
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8 Neékteré nezbytnosti z algebraické geometrie

V celé kapitole predpokladame, ze K je téleso.

Definice. n-rozmérnym afinnim prostorem nad K rozumime kartézskou mocninu K™.
Budeme jej znacit A"(K), tj.

AYK) ={(x1,...,2p); 1, ..., 2, € K}.

Definice. n-rozmernym projektivnim prostorem nad K rozumime rozklad na mnoziné
K™ —{(0,...,0)} prislusny ekvivalenci ~, kterou definujeme takto: pro libovolné (n+1)-tice
(1, Tps1), W1y Yna1) € K™ polozime (w1, ..., 2001) ~ (Y1, -+ Yns1) pravé tehdy,
kdyz existuje A € K*, které pro kazdé i € {1,...,n+ 1} spliuje podminku x; = \y;. Tento n-
rozmérny projektivni prostor nad K budeme znacit P"(K), tridu rozkladu (tj. bod projektivniho

prostoru) obsahugjici (n + 1)-tici (x1,...,T,41) budeme znacit [z1, ..., Tne1].

Poznamka. Nechf zy,...,2,.; € K, pfidemz alesponi jedno z nich je rizné od nuly.
Jestlize x,.1 # 0, pak plati [zq,...,2,41] = [x:’il,...,#’;,l], ¢imz je pevné dan bod
(a::il""’ xiL) € A"(K). Jestlize naopak z,,1 = 0, urCuje [z1,...,2,4+1] jednoznaéné bod
[11,...,2,] € P"(K). Lze tedy n-rozmérny projektivni prostor ,rozdélit“ na n-rozmérny

afinni prostor a na ,¢ast nevlastnich bodu“, kterou je (n — 1)-rozmérny projektivni prostor.
Toto rozdéleni neni kanonické — 1ze to provést mnoha zptsoby.

Poznamka. Mame-li homogenni polynom F'(t1,...,t,11) € K[t1,...,t,11] 0 n+1 promén-
nych nad K stupné k a bod [zy,...,x,11] € P*(K), mé smysl se ptat, zda F(zy,...,2,11) =
0. Je-li totiz [xy,...,%n41] = [Y1,--.,Ynt+1], Pak existuje A\ € K>, které pro kazdé i €

{1,...,n+ 1} spliiuje podminku z; = Ay;. Pak ovSem F'(z1,...,2011) = F(Ay1, ..., AYnt1) =
/\k ’ F(yh s Jyn+1) a tedy F(mh s 7xn+1) =0 pI‘éVé kdyz F<y17 s 7yn+1) =0.

Definice. Necht F(ty,...,tpy1) € K(t1,...,tns1] je homogenni polynom stupné k. Mno-
zZina
C=Alx1,...,xp11] € P"(K); F(x1,...,2041) =0}
se nazyvd nadplocha stupné k v P"(K). Je-lin = 2, hovotime také o krivce stupné k v P?(K).

Poznamka. Parcidlni derivaci homogenniho mnohoclenu je opét homogenni mnohoclen.
Ma proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht F(tq,...,ty1) € K[t1,...,tn11] je homogenni polynom stupné k a

C=A{lzr,. . ana] € PYEK); Fla, . 2npa) = 0}

prislusna nadplocha. Bod [x1,...,x,+1] € C se nazyvd singuldrni, jestliZe pro kaZdé i €
{1, ..., n+ 1} plati
OF
T1,. -, Tpy1) = 0.
8.’177]( 1 Jrl)

Nadplocha C se nazyvad singuldrni, existuje-li alespon jeden jeji singuldrni bod.

Priklad. UvaZme redlnou projektivni rovinu P?(R). Abychom se vyhnuli indextim, bu-
deme psat x, y, z misto ¢y, ty, t3. Kubicky mnohoélen Fi(z,vy, z) = 2+ 2%z —y*2 ndm definuje
kubickou kiivku C; (tj. k¥ivku stupné 3)

Cr = {[z,,2] € PA(R); Fi(,y,2) = 0}.
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Jisté 0,0, 1] € C;. Tento bod je singularni, nebot

8F1 2 6F1 8Pwl 2 2
— =3 2 — =2 — =" =y
o -+ 2xz, y Yz, B T Y

Je tedy C; singularni k¥ivka. Uvazme nyni mnohoé¢len Fy(z,y, 2) = 2®+z2% — 3?2 a pfislusnou
kubickou kiivku
Cy = {[z,y,2] € P*(R); Fy(x,y,z) = 0}.

Hledejme singularni body na C,. Plati

OF. OF: OF.
_8 2 — 33;'2 + 32, —a 2 = —23/2, _8 2 = 2xz — y2.
x Y z
y/ % =0 plyne x = 0 a z = 0, pak ale z %ij = 0 plyne i y = 0. Singularni bod na Cs tedy

neexistuje a proto C, neni singularni krivka.

Definice. Elipticka krivka nad K je usporddand dvojice (E€,0), kde &€ je nesinguldrni
kubickd kiivka v P*(K) a O € £.

Poznamka. Je mozné zavést pojem biracionalni ekvivalence dvou kfivek, spocivajici
v tom, Ze existuji transformace prostoru prevadéjici jednu kiivku na druhou a obracené,
pricemz tyto transformace jsou ,pékné* v tom smyslu, Ze transformacni rovnice jsou dany
homogennimi polynomy téhoz stupné nad K. Precizni zavedeni tohoto pojmu je vsak casove
narocné a proto od né€j upoustim. Tento pojem je zde zapotiebi pouze proto, abychom si
ukazali, ze vlastné neztracime nic na obecnosti, omezime-li se na eliptické kiivky specialniho
tvaru. Nebudeme tedy ani dokazovat nasledujici vétu.

Véta. Libovolna elipticka krivka nad K je biraciondlné ekvivalentni s néjakou eliptickou
krivkou (€, O) ndsledugjiciho tvaru (pricemz transformace prevadéji vyznaceny bod jedné krivky
na vyznaceny bod druhé krivky)

& ={lz,y,2] € P(K); F(z,y,z) = 0},

kde

F(z,y,2) = v’z + ayzyz + agyz® — 2° — azr’z — ayx2® — a5z,
ap, ..., a3 € K a O=10,1,0].

Poznamka. Kazda eliptickd kiivka ve vySe uvedeném tvaru ma jeden nevlastni bod (totiz
O) a v afinni ¢asti je dana rovnici

y2 + a1xy + axy = x>+ a3:v2 + asx + as.

Tato rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice.

Omezeni. V dalsim textu budeme ptfedpokladat, Ze charakteristika télesa K neni ani
2 ani 3, tj. ze 2 1 3 jsou invertibilni prvky v K. Divodem je to, Ze pro nase ucely eliptické
kiivky nad télesy charakteristiky 2 a 3 nejsou zapotiebi a ze tento predpoklad dale zjedno-
dusuje Weierstrassovu rovnici. Miizeme pak totiz predpokladat, ze a; = as = a3 = 0 a tedy
Weierstrassova rovnice je tvaru y? = x® + a4z + as.
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9 Aritmetika eliptickych krivek

V celé kapitole predpoklddame, ze K je téleso charakteristiky riizné od 2 a 3 a zZe je dana
elipticka kiivka (£,0), kde O = [0,1,0] a £ je ddna Weierstrassovou rovnici

y? =2 +ax + b,

kde a,b € K. Jak plyne z nasledujici véty, dtsledkem naSich pfedpokladid je, ze
4a® + 270* # 0.

Véta. Rovnice y* = 23 + ax + b je Weierstrassovou rovnici néjaké eliptické kiivky, prdave
kdyZ plati 4a3 + 270* # 0.

Dukaz. Polozme F(z,y,z) = y*z — 2% — axz?® — bz3. Plati

G_F
ox

= —32% — a2, G_F = 2yz, 8_F = 9? — 2axz — 3bz2.

oy 0z
Predpokladejme, 7Ze [z, v, 2] je singularni bod. Pak z = 0 implikuje z = y = 0, spor. Je tedy
z # 0. Proto y = 0 a pro v = £ plati 372 = —a, 2ay = —3b. Jestlize a = 0, pak také b = 0.
Naopak pro a = b = 0 je bod [0, 0, 1] singularni. Zabyvejme se dale piipadem a # 0. Plati
y=-—2 2 =_2= %7 tj. 4a3 + 270% = 0. Zbyva ovetit, Ze [v, 0, 1] vyhovuje rovnici, coZ je
snadné:

Yt+ay+b=(-L) () +a(-2)+b=L -2 +p=0.

Poznamka. Nasim cilem je definovat na £ grupovou operaci +. Je tfeba tedy najit néjaky
predpis, jak dvéma bodim z £ prifadit tfeti. Mame-li dany dva rtzné body z £, mizeme jimi
vést primku. Dosazenim rovnice této primky do Weierstrassovy rovnice ziskdme kubickou
rovnici, jejiz dva kofeny zname. Existuje proto tfeti kofen, ktery lze snadno spocitat. Tento
tieti kofen odpovida tfetimu pruse¢iku pfimky s eliptickou ki¥ivkou (ktery muze popfipadé i
splynout s nékterym z danych bodu).

Podobné mtzeme postupovat i v pfipadé, kdy vezmeme dvakrat tyz bod z &: sestroji-
me v tomto bodé tecnu k £. Protoze K nemusi byt téleso redlnych cisel, je mozna vhodné
upfesnit, co rozumime touto tecnou: je to takova piimka, ze po dosazeni jeji rovnice do rovnice
eliptické krivky dostaneme kubickou rovnici, ve které bod dotyku odpovida korenu alespon
dvojnasobnému. Zbyly koren pak odpovida dalsimu priseciku primky s eliptickou kfivkou
(ktery by opét mohl splynout s danym bodem).

V obou pripadech nam dvojice bodi z £ urcila dalsi bod z £. Tato binarni operace by
nam vsak nevytvofila z £ grupu (je zfejmé, Ze tato operace obecné nemd neutralni prvek).

Operaci + na & definujeme takto: pro libovolné body A, B € £ ozna¢me C bod z £ jimi
urceny. Souc¢tem A + B pak nazveme bod z £ uréeny body C a O.

Priklad. Nevlastni pfimka z = 0 mé s £ trojnasobny bod dotyku O: dosazenim z = 0 do
rovnice %z = 2® + axz? + bz® dostaneme rovnici 23 = 0, kterd m4a trojnasobny koien x = 0.
Protopro A=B=0jeiC=0atedyi A+ B =0. Jetedy O+ O = O.

Uvazme piipad A = O, B # O. Pak B = [a, 3, 1] pro vhodné «, 8 € K. Piimka uréend
body O, B mé rovnici = az (nevlastnim bodem této piimky je O, vlastni body jsou [«, y, 1]
pro vSechna y € K). Je ziejmé, ze C' = [, —(3,1] a Ze tieti bod na pfimce uréené C a O je
B. Ove¢rili jsme tedy, ze plati O + B = B.
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Je zfejmé, ze operace + je komutativni. Vime tedy, ze (£,+) je komutativni grupoid
s neutralnim prvkem O a Ze pro kazdy bod A € £ existuje bod B € & splnujici A+ B = O
(je-li A= O, vezmeme B = O; je-li A = |o, 3,1}, vezmeme B = [a, —f3, 1]).

Poznamka. K dikazu tvrzeni, ze (€, +) je komutativni grupa, je tfeba dokazat, ze + je
asociativni operace. To ale neni snadné a omezime se pouze na konstatovani tohoto faktu bez
dikazu.

Véta. Na eliptické krivce (€,0) nad K definujeme operaci + takto:
1. Pro libovolné A € £ klademe A+0O =0 + A= A.

2. Pro libovolné A = |o, 3,1 € &€ je také B = [a, —f,1] € £ a klademe A+ B = O. (Tento
bod B pak oznacujeme —A.)

3. Pro libovolné A = o, 3,11 € €, B = [v,9,1] € & takové, e B # —A, poloZme

B4 io-li
g— Jo je-li A #+ B,
Sa’fa jeli A= B,

28
o=k —-—a—-~7,
= —f+k(a—o0),

pak plati [o,7,1] € € a klademe A+ B = [o,1,1] € €.

Pak (€,+) je komutativni grupa.

Poznamka. Dikaz toho, Ze + je asociativni operace, je mimo moznosti nasi prednasky.
Doporucuji si ale samostatné ovérit, ze vzorce uvedené ve vété odpovidaji vyse uvedené geo-
metrické konstrukei.

Eliptické kiivky tvofi komutativni grupu i nad télesy charakteristiky 2 a 3. Je vSak tfeba
uvazovat obecnéjsi tvar Weierstrassovy rovnice a proto i vzorce popisujici s¢itani bodi jsou
komplikovanéjsi.

Nésledujici véty budeme potfebovat v dalsim textu. Jde o velmi hluboké tvrzeni, které
mohu uvadét jen bez dikazu.

Véta (Hasse). 1. Necht p je prvocislo a (£,0) je eliptickd krivka nad F,. Pak |E| =
p+1—a,, kde celé cislo a, spliuje |a,| < 2,/p.

2. Oznacme «, € C kofen rovnice > — a,x + p = 0. Pro libovolné n € N necht (€,,0O)
je eliptickd krivka nad Fyn urcend stejnou Weierstrassovou rovnict jako (E€,0) (to md smysl,
nebot ¥, C Fyn ). Pak plati |E,| = p" + 1 — 2Reay, kde Re znaci redlnou c¢dst komplexniho
cisla.

Véta. Necht (£,0) je eliptickd krivka nad konecngm télesem F,, kde q je mocnina pr-
vocisla. Pak (€,+) je cyklickd grupa nebo soucin dvou cyklickych grup. Navic, ve druhém
pripadé, je-li (E,+) izomorfni se souc¢inem cyklickych grup o dy a ds prucich, pFicemz d; | da,
pak plati d; | ¢ — 1.

Véta (Mordell). Necht (€,0) je elipticka kiivka nad Q. Pak (€,0) je konecné gene-
rovand grupa. Jingmi slovy: oznacme (E',4) podgrupu proki koneéného vadu v grupé (E,+)
(tzv. torzni podgrupa); pak existuje (jednoznacné uréené) nezaporné cel€ ¢islo r tak, Ze (€,+)
je izomorfni se soucinem

(&, +) x (Z,+)".
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Véta (Mazur). Necht (€,0) je elipticka krivka nad Q. Pak jeji torzni podgrupa je
1zomorfni s nékterou z ndsledujicich 15 grup:

(Z/mZ,+) pro 1 < m <10 nebo m = 12
(Z)27,+) x (Z)2mZ, +) prol <m <4

(a kaZdd z uvedengch grup je torzni grupa nékteré eliptické krivky nad Q).

10 Opét testy na prvociselnost

Predpokladame, ze N > 1 je liché pfirozené c¢islo, o kterém jsme testem Millera a Rabina
zjistili, ze N je asi prvocislo. Nasim cilem je vylozit test na prvociselnost, vyuzivajici eliptické
kiivky. Za¢néme ale zopakovanim N — 1 testu Poclingtona a Lehmera. Pracujeme v ném se
zndmym prvocislem p délicim N —1 (pficemz p®» je nejvyssi mocnina p délici N —1) a s jistym
neznamym délitelem d ¢isla N (budeme predpokladat, ze i d je prvoéislo). Pak miizeme uvazit
homomorfismus okruhti

f:Z/NZ —Z/dZ, kde a+ NZ— a-+dZ

(homomorfismus f je dobfe definovan, nebot d | N). ProtoZe je d prvodislo, je druhy okruh
téleso Fy = Z/dZ. Piedpokladame existenci a, € Z, které spliuje

N-1

ad'=1(modN) a (a” —1,N)=1
Ozna¢me b = f(a, + NZ) € F,. Pak bV =1 = 1, b # 1 a tedy tad prvku b je délitelny p®»,
odkud p® | d — 1, tedy d = 1 (mod p*»).

Promysleme si nyni N + 1 test. Potfebujeme znét prvoéislo p, které (v tomto piipadé) déli
N + 1. Ozna¢me opét p*®» nejvyssi mocninu p délici N + 1. Zvolme pevné g € Z, (¢, N) = 1,
takové, ze 2 = q (mod N) nemé feseni. (Takové q jisté existuje: zvolime-li libovolné prvocislo
r délici N a primitivni kofen g modulo r, pak tuto vlastnost maji vSechna ¢isla nesoudélna
s N, kterd jsou modulo r kongruentni s lichymi mocninami g. Podle véty 5 ¢tvrté kapitoly
je takovych ¢isel alespont polovina ze vSech pfirozenych ¢isel mensich nez N.) Zkonstruujme
okruh R takto:

(R,+)=(Z/NZ,+) x (Z/NZ,+)

a pro libovolné (a,b), (¢,d) € R polozme (a,b) - (¢,d) = (ac + qbd, ad + bc) (mizZeme si misto
(a,b) ,pfedstavovat” a+./q-b). Snadno se ukaze, ze R je komutativni okruh s jednickou (1, 0)
(pfesnéji (1+ NZ, NZ)). Opét budeme pracovat s jistym (nezndmym) prvociselnym délitelem
d ¢isla N. Uvazme konecné téleso Fq2 a ozname g generator grupy F), (ten existuje podle
véty 14 ctvrté kapitoly). Protoze Fy C Fy2, je F; podgrupa fadu d — 1 cyklické grupy F,
fadu d* — 1. Protoze (¢, N) = 1, je i (¢,d) = 1 a tedy mé smysl uvazovat ¢ € F; (presnéji
q+ dZ € (Z/dZ)* = F}). Proto ¢ = ¢g{%*Y¢ pro vhodné ¢ € Z. Oznaéme s = g%'c, pak
s* = q. Uvazme dvojici homomorfismi f; 2 : R — Fg definovanou takto: f1((a,b)) = a + sb,
f2((a,b)) = a — sb. (Sami ovéite, ze jde o homomorfismy okruht). Pfedpokladejme, Ze jsme
nasli « € R s vlastnosti oV ! = 1, o # 1. (Jak takové a hledat: zvolime né&jaké f =
(a,b) € R splitujici b # 0 a polozime o = V71, Jestlize pak V"1 # 1, neni R téleso a proto
neni N prvocislo a jsme hotovi. Pokud a'r = 1, coz v ptipadé prvociselného N nastava

s pravdépodobnosti }D, zvolime jiné [3.) Mizeme ptredpokladat, ze o’ = (x+ NZ,y+ NZ),
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kde (z — 1, N) = 1 nebo (y, N) =1 (v opa¢ném piipadé bychom dostali netrividlniho délitele

N). Oznaéme v, = fi(a), 72 = fo(). Plati 77" ™ = 1 a soucasné ~v5 ™' = 1.
N+1 N+1 N+1

DokéZeme sporem, Ze 7,7 # 1 nebo 7,7 # 1. Jestlize totiz 7,7 = 1 a soucasné
N+1

v, 7 =1, znamena to, ze v télese Fyp2 plati x + sy = x — sy = 1, odkud plyne 2sy = 0, a
tedy y = 0, nebot 2s € F,, a x = 1. Tyto rovnosti v télese Fp znamenaji y = 0 (modd) a
x =1 (modd), coz je spor.

N+1

Existuje tedy i € {1,2} tak, zZe 7 ™' =1a~, * # 1. Oznaéme r ¥ad prvku ;. Pak p | r.
Soucasné r | d* — 1, tedy d*> = 1 (mod p°»). Odtud lze odvodit d = +1 (mod p®), je-li p # 2,
poptipadé d = £1 (mod 2°271), je-li p = 2.

V pripadé N — 11 N + 1 testu jsme byli schopni odvodit jistou informaci o potencialnich
délitelich d cisla N za predpokladu, ze jsme byli schopni nalézt alespon nékteré prvocinitele
¢isla N — 1 (resp. N + 1). Obecné ale ve hledani délitela téchto ¢isel nemusime byt vibec
tspésni (odhlédneme-li od zfejmého faktu, ze ¢isla N — 1 a N 4 1 jsou sudé a jedno z nich
je dokonce délitelné ¢tyimi). Je proto potifeba provést analogické tvahy i v jinych situacich,
tj. pro grupy o jiném poctu prvki nez maji F; a F,. Potfebujeme, aby pocet prvki takové
grupy nebyl o mnoho vétsi nez d, aby byla realna Sance nalezeni prvociselného délitele. Navic
je nutné, abychom byli schopni v této grupé pocitat, prestoze nezname dislo d, ale jen jeho
nasobek N.

Vyse popsanym pozadavkim vyhovuji eliptické kiivky nad F,;. Protoze vsak d nezname,
vypocty v této grupé budeme provadét pomoci néjakého homomorfismu z grupy, ve které
jsme schopni pocitat. Tim by mohla byt ,elipticka kfivka“ nad Z/NZ. Uvozovky zde staly
proto, Ze pro slozené N neni Z/NZ téleso a tedy tento pojem nebyl zaveden. Pokusme se to
napravit. Pro stru¢nost oznacme R = Z/NZ.

Uvazme mnozinu M vech (n + 1)-tic (z1,...,7,41) € R™ takovych, Ze zvolime-li re-
prezentanty zbytkovych tiid o} € x1, ..., 2], | € 241, Cisla 2, ..., 2], N jsou nesoudélna.
Podobné jako pro télesa nazveme n-rozmérnym projektivnim prostorem P"(R) nad R rozklad
mnoziny M, ptislusny ekvivalenci ~ definované takto: pro libovolné (n+1)-tice (x1, ..., Tni1),
(Y15, Yns1) € R je (x4, Tns1) ~ (Y1, .-+, Yns1) prave tehdy, kdyz existuje A € R,
které pro kazdé i € {1,...,n + 1} spliiuje podminku z; = Ay;.

Bod projektivniho prostoru P™(R) (tj. tfidu rozkladu M/ ~) obsahujici (n + 1)-tici
(1, ...,Tpy1) budeme znadit [xq, ..., Ty41].

Méame-li homogenni polynom F'(t1,...,t,11) € R[t1,...,tss1] 0 n+ 1 proménnych nad R
stupné k a [z1,...,Z,41] € P"(R), mé opét smysl polozit

¢= {[:Eh. o axn—i-l} € Pn(R)7 F(‘le . al‘n-‘rl) = O}

Pro libovolné a, b € R takové, Ze 4a® + 27b* € R*, miizeme definovat ,eliptickou kfivku*
(£,0) nad Z/NZ takto: O =[0,1,0] a

E={[r,y,2] € PX(R); y*2 = 2° + axz® + b2*}.

Chceme nyni definovat na £ operaci 4. Uvazme proto vzorce ze druhé véty devaté kapitoly.
Pro slozené N nastanou komplikace v bodé 3, kdy A = [a,,1] € €, B = [v,6,1] € £ a
B # —A. Muze se totiz stat, Ze v pfipadé a # v je a — v ¢ R* nebo Ze v pfipadé o = 7 je
B ¢ R*. Dalsi komplikaci je, Ze muze existovat bod [z,y, z] € £ takovy, Ze z # 0 a soucasné
z ¢ R*. Pro body tohoto typu zadné vzorce pro s¢itani nemame.

Proto budeme definovat sc¢itani bodu z £ jen jako c¢astec¢nou operaci: nékdy scitat lze
(tj. pfi uzivani zminénych vzorct délime invertibilnimi prvky) a sou¢tem je opét bod na &
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(coz vyzaduje ovéfeni, které si zde odpoustim); jindy séitat nelze, nebot by bylo tieba délit
nenulovym prvkem z R, ktery neni invertibilni (to vSak vzhledem k tomu, ze R = Z/NZ,
znamena nalezeni netrivialniho délitele ¢isla N).

Poznamenejme, Ze je mozna i druha cesta, totiz definovat grupovou operaci pomoci pro-
jektivnich soufadnic na celém £. Tim se vSak definice operace znacné komplikuje (je tieba
rozlisit devét rtznych ptipadi). Pro nase tcely je to zcela zbyteéné, nebot v okamziku, kdy
se dostaneme do situace, kdy nelze s¢itat, znamena to, Ze jsme nalezli netriviadlniho délitele
¢isla NV a jsme hotovi.

Uvazujme nyni prvociselny délitel d ¢isla N. Pak mame homomorfismus okruhi f: R —
Fy, pticem? f(s + NZ) = s + dZ. Protoze 4a3 + 27b* € R, je

v’z =2+ fa)v2® + f(b)2*

rovnici eliptické kiivky (&4, O4) nad Fy, kde O, = [0, 1,0]. Podstatné je, Ze ndm f indukuje
zobrazeni f': P%(R) — P?*(F,) urcené predpisem

f(le B.7]) = [f (), £(B), f (V)]

(zde jsme uzili to, ze f(R*) C Fy). ZZeni tohoto zobrazeni na & je ¢asteny homomorfismus
ff o & — & v tomto smyslu: jsou-li A, B € &£ takové, Ze je A + B definovano, pak plati
f'(A+B) = f'(4) + f(B).

Véta. Necht N > 1 je pfirozené ¢islo nesoudélné s 6, R = Z/NZ, (€,0) ,eliptickad krivka“
nad R. Predpoklidejme, Ze jsme nasli bod P = [z,y, z] € € a prvocislo q spliugici
1.q> (VN +1)%
2. q- P (tj. soucet q kopii bodu P) je definovdano a plati q- P = O = [0,1,0],
3. z€ R*.
Pak je N prvocislo.

Dikaz. Predpokladejme, Ze N neni prvocislo. Oznac¢me d nejmensi prvocislo délici V.
Pak plati d < v/ N. UzZijeme-li ¢astecny homomorfismus f’, dostaneme z podminek 2 a 3, Ze
f'(P) je tadu ¢ v grupé &;, odkud

€4 > ¢ > (VN +1)2 > (Vd +1)%,
coz je ale spor s Hasseho vétou, podle které

|1€4] — (d+1)| < 2Vd.

Na predchozi vété je zalozen test na prvociselnost pomoci eliptickych krivek. Otazkou
zustava, jak zvolit eliptickou kiivku (tedy jak zvolit a, b € R) a jak na ni najit bod P a
prvocislo ¢ splnujici predpoklady véty. Je jasné, ze pti hledani a, b, P, ¢ mizeme postupovat,
jako kdyby bylo N prvocislo (o ¢emz jsme piesvédceni, vzdyt proslo testem Millera a Rabina).
I kdybychom je uhadli ze sklenéné koule, vysledek je tyz: vétou dokazeme, ze N skutecné
prvocislo je. Pro hledani a, b, P, g se uzivaji nasledujici metody.

1. Goldwasser — Kilian. Existuje algoritmus Schoofa, ktery pro prvocislo p pocita rad
(tj. pocet bodit) eliptické kiivky nad F, v dase O(In® p). Postupujeme takto: zvolime ndhodné
a, b € R tak, aby 4a® + 270 € R*. Pomoci Schoofova algoritmu ur¢ime pro kiivku (€, 0O)
urcenou rovnici y> = x® + ax + b a pro p = N jeji fdd m (jestlize N neni prvoéislo, neméa m
zadny vyznam). Ziskané m zkousime délit malymi prvocisly, doufajice, Ze poté, co odstranime
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malé faktory, ziistane nam g > (W +1)% ¢ < %, o kterém test Millera a Rabina zjisti, ze ¢
je asi prvocislo. Pokud se nam to nepodafi, za¢neme znovu s jinymi a, b € R.

Existuje algoritmus, ktery pro prvocislo p a celé ¢islo e hleda v case O(ln4 p) FeSeni kongru-
ence 22 = e (mod p) a to, e takové feSeni neexistuje, zjisti dokonce v ¢ase O(In® p). Bod P na
kiivce hledame takto: ndhodné zvolime ¢ € R a hledame d € R tak, aby d> = ¢3 + ac+ b (jde
o kongruenci modulo N; d hledame jako by bylo N prvocislo, pak udélame zkousku, pokud
nevyjde, nebylo N prvodislo a jsme zcela hotovi). Neexistuje-li takové d, zkusime jiné c. Pak
za P zvolime “F-nésobek bodu [c,d, 1] v (€, +). Je-li P = [0,1,0], zvolime jiné c atd. Je-li
P #0,1,0], vzhledem k tomu, Ze pfi vypo¢tu pouzivame jen vzorct ze druhé véty devaté ka-
pitoly, plati P = [z,y, 1] pro néjaké z, y € R. Spocitdme g-ndsobek bodu P v (&, +). Jestlize
nedostaneme [0, 1, 0], neni m ¥ad kiivky (£, O), Schooftv algoritmus tedy nedal spravny vysle-
dek a proto N neni prvodislo. Jestlize g-nasobek bodu P je [0, 1, 0], podle véty je N prvoéislo,
pokud ¢ je prvocislo. To zjistime rekurzivné (Ny = N, Ny je ¢ pro Ny, Na je g pro Ny, ...).
S rekurzi skon¢ime v okamziku, kdy N; je dost malé na to, abychom ovérili jeho prvocisel-
nost pokusnym délenim (to nastane v O(In N) krocich vzhledem k N;;; < %Nz) Je tfeba si
uveédomit, ze neni-li NV; prvocislo, skonc¢ime jen v pripadé i = 0, pro ¢ < 0 je tfeba se vratit
k i — 1 a najit nové N;.

2. Atkin. Jeho metoda je zalozena na teoretickych vysledcich, které bohuzel notné prevy-
suji moznosti nasi pfednasky, proto jen informacné: nevoli kiivky nahodné, ale voli specialni
pripad eliptickych krivek, tzv. eliptické kiivky s komplexnim nasobenim. Vyhoda metody je
v tom, Ze je mozné snadnéji spocitat fad téchto kiivek (vyhne se Schoofové algoritmu).

Poznamky k ¢asové naroc¢nosti. Test Golwassera a Kiliana (objeveny v roce 1986) mé
spiSe teoreticky vyznam; je mozné dokazat (za jakychsi rozumnych predpokladi o rozlozeni
prvoéisel v kratkych intervalech, ze ocekavany ¢as vypoctu je O(In'?> N), tedy polynomialni
(nejhorsi mozny ¢as vypoctu neni mozno stanovit, protoze jde o pravdépodobnostni algo-
ritmus). Atkiniv test byl implementovan Atkinem a Morainem v roce 1990 a je schopen
dokazovat prvociselnost ¢isel o zhruba 1000 dekadickych cifrach v fadové tydnech strojového
Casu na Sparc station. I v tomto pfipadé je o¢ekdvany ¢as vypoctu polynomidlni (presnéji
O(In® N)).

Dalsi moderni test na prvodiselnost je tzv. metoda Jacobiho sum, ktera byla obje-
vena v roce 1980 (Adleman, Pomerance a Rumely) a déle zjednodusena a implementovana
v roce 1981 (Cohen a Lenstra). Existuje jak v pravdépodobnostni, tak v deterministické
verzi, kterd je vSak méné praktickd. Pomerance a Odlyzko dokazali, zZe ¢as vypoctu tohoto
algoritmu je O((In N)“mnnN) bhro jistou konstantu C'. Tato ¢asova narocnost se velmi blizi
polynomidlni (uvédomme si, Ze funkce InlnIn N roste velmi pomalu: In InIn(10%%) = 1.143145,
InIn In(10'%) = 1.693632, InInIn(101°°) = 2046633, In In In(10'°000) = 2.307013).

11 Potrebné vysledky analytické teorie Cisel

Pro libovolné kladné reélné ¢islo x oznacme 7 () pocet prvocisel neprevysujicich x. Je tedy
m(z) = 0 pro z € (0,2), 7(z) = 1 pro x € [2,3), m(x) = 2 pro x € [3,5), atd. Nésledujici
dilezitou, hlubokou a slavnou vétu uvedeme bez dtikazu. Jeji formulaci objevil Gauss v 18.
stoleti, avSak dikaz nenaSel. Byla dokézana az na konci 19. stoleti (v roce 1896 objevili dikaz
nezavisle na sobé Hadamard a de la Vallée Poussin). Pfipomenme, Ze Inx znadi piirozeny
logaritmus.

@) _ 1,

Véta. lim,_, iz
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Diikaz je mimo moznosti tohoto textu. Lze jej najit naptiklad v knize: T. Apostol, Intro-
duction to Analytic Number Theory, Springer—Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1986.

Pro acely odhadu ¢asové narocnosti algoritmu v pristi kapitole vystacime s nasledujicim
snadnéjsim vysledkem, ktery uz budeme schopni dokazat. Vétu tohoto typu dokazal poprvé
Cebysev v roce 1852.

Véta 1. Pro libovolné celé cislo N > 2 plati

N 3N
—2<7(N)< :
logy N m(N) log, N

Pfipomenime, Ze pro redlné ¢islo x znadi [z] jeho celou ¢ast, kterd je jednoznacné uréena
podminkami [z| € Z, 0 < 2 —[z] < 1. Déle pro libovolné pfirozené ¢islo n a libovolné prvoéislo
p je vp(n) pocet prvoéiniteldt v rozkladu é&isla n, které jsou rovny p, neboli plati p*»(™ | n a
ptt(™)  n. Je ziejmé, Ze pro libovolné m,n € N plati v,(mn) = v,(m) + v,(n).

Lemma 1. Pro libovolné prirozené cislo n a libovolné prvocislo p plati

vy(nl) = i L%}

k=1

Dukaz. Nejprve si vSimnéme, Ze suma na pravé strané je jen formalné nekonec¢né: je-li
p* > n, plati [ﬁ] = 0. Dale je tifeba si uvédomit, ze [ﬁ} znaci pocet téch ¢isel z mnoziny
{1,2,...,n}, kterd jsou délitelnd ¢islem p*. A odtud plyne i diikaz: nejprve (pro k = 1)
zapocitame jednou vSechny ty ¢initele v n! = 1-2. ... n, ktefi jsou délitelni p. Pak (pro
k = 2) zapocitdme jesté jednou vsechny ty cinitele, ktefi jsou délitelni p?. Poté (pro k = 3)
jesté jednou vsechny ty ¢initele, ktefi jsou délitelni p? atd. Libovolny ¢initel s je tedy zapoc¢itan
pravé v,(s)krat a tedy prava strana dokazované rovnosti je rovna Y ., v,(s) = v,(nl).

Lemma 2. Pro libovolné prirozené cislo n a libovolné prvocislo p plati: je-li { = I/p((2:)),
pak p* < 2n.

Dikaz. Podle lemmatu 1 plati

(= yp(%) — 0 ((2n))) — 20 ((n))?) = :01 ( B—Z] 9 L%] )

Pro libovolné realné x takové, ze x — [z] < 3, plati [2z] = 2[z]. Je-li naopak x — [z] > 3, plati

[2x] = 2[x] + 1. Libovolny s¢itanec v predchozi sumé je tedy 0 nebo 1. Pfitom séitance pro k

takové, ze p* > 2n, jsou ziejmé nulové. Je tedy ¢ < max{k € N; p* < 2n} a proto p* < 2n.
Lemma 3. Pro libovolnd pfirozend cisla n, k takovd, ze 1 < k < 5 plati (kil) < (Z)
Dukaz. Plati

) n—k+1 _n/2+1
() k - n/2 7

Lemma 4. Pro libovolné prirozené ¢islo n plati (*") < (2n)"".

1.

Dukaz. Rozlozme uvazovany binomicky koeficient na prvocinitele (27?) = plfl Lk
Libovolné prvocislo, které se zde vyskytuje, déli (2n)! a je tedy mensi nez 2n. Proto r < 7(2n)
a podle lemmatu 2 kazdé pf < 2n. Odtud plyne lemma.

Lemma 5. Pro libovolné prirozené cislo n plati 222—: < (2:) < 2%,
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Dukaz. 7 binomické véty vime, Ze Z?Zo (21") = (1 + 1)* = 22", odkud plyne prava ne-
rovnost. Ukazeme-li, Ze v tomto souctu je sc¢itanec (2:) nejvetsi, dostaneme i levou nerovnost,

nebot % je aritmeticky prumér 2n ¢isel (2”) + (M) = 2, ( ”) (22”), ce (2n 1) Ale to je
snadné: plati (2721711) = (21") a pro libovolné 1 < i < n plati (Z ”) < (2Z") podle lemmatu 3.
Mutzeme nyni dokazat dolni odhad z véty 1. Z lemmat 4 a 5 plyne
22n
m(2n) >
(2n)" 2 5

odkud zlogaritmovanim a vydélenim log,(2n) dostaneme 7(2n) > m 1 a dolni odhad
véty 1 je dokazan pro suda N = 2n. Je-li naopak N = 2n + 1 liché, uzijeme odvozeny odhad
pro m(2n):

2n 2n 2n+1

2 1) > 7w(2 _— 1> 1> —
m(2n+1) 2 7(2n) 2 log,(2n) ~ log,(2n + 1) ~ log,(2n + 1)

_27

coz je dolni odhad véty 1 pro N =2n + 1.

Lemma 5. Pro libovolné pfirozené cislo N > 1 plati [[ .y p < 4V, kde v soucinu p
probihd vsechna prvocisla neprevysugici N .

Dukaz. Pro pfirozené ¢éislo m ozna¢me b, = (2m+1) = (2m+1)(2$,) m+2)  Je tedy by

délitelné vsemi prvocisly p spliujicimi m +2 < p < 2m + 1, nebof tato prvomsla se vyskytuji

v citateli a nedéli jmenovatele. Proto by, > [1,,,10<p<om1 P- V souctu S () = g2m 2

se s¢itanec b,, = (2m+1) = (27:;‘“) objevi dvakrat, proto b,, < 2?™. Celkem tedy

m +1
IT »r<2m (3)

m+2<p<2m-+1

Nyni mtzeme lemma dokazat indukci: lemma ziejmé plati pro N = 2. Predpokladejme tedy,
ze N > 3 a ze lemma bylo dokézano pro vSechna 2 < m < N. Je-li N sudé, neni N prvocislo
a z induk¢éniho predpokladu pro m = N — 1 plyne

Hp= H p<4N_2<4N_1.

p<N p<N-1

Je-li naopak N = 2m +1 liché, uzijme indukéni pfedpoklad pro m+1 (vzdyt 2 < m+1 < N)
a odvozenou nerovnost (3)

Hp: Hp- H p <A™ 4™ = 4Nt

p<N p<m+1 m+2<p<2m+1

Lemma 6. Necht p; = 2, pp = 3, p3 = 5, ... je rostouci posloupnost vsech prvocisel.
Pak pro kazdé k > 9 plati py...p, > 2F - k.

Dikaz. Primym vypoctem lze ovérit, ze p;...pg = 2-3-5---19 - 23 = 233092870 >
185794560 = 22 - 9. Pro k > 9 uZijeme indukci. Pfedpoklddejme, Ze k > 9 a Ze pro k lemma
plati. Zfejmé pr1 > 2(k + 1), a tedy

PP > 25 k- 2(k+ 1) =28 (B + 1)

coz jsme meli dokazat.
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Lemma 7. Pro libovolné prirozené &islo k plati k! > (k/e)*.

Dtikaz. Vzpomenme si z analyzy na Taylortv rozvoj funkce e* v nule:

Proto plati kk—lf < >y 5 = €*, odkud plyne lemma.

MiZzeme nyni dokazat horni odhad z véty 1. Tuto nerovnost je mozné snadno ovérit pro
2 < N < 26, budeme tedy ptredpokladat, ze N > 27. Necht k = 7(N), pak p1, ..., px jsou
pravé vsechna prvocisla neprevysujici N. Lemmata 5, 6 a 7 davaji

N> Tp=p.oe =2 k> 28 (B
p<N

Zlogaritmovanim
(2In2)- N > k- ((Ink) + (In2) — 1).

Ukézeme nyni, ze k < 2N/In N. Protoze 3/log, N = 3In2/In N > 2,07/1In N, bude to pro
dikaz véty 2 stacit. Pfedpokladejme tedy naopak, ze k > 2N/In N. Dosazenim do piedchozi
nerovnosti dostaneme

2N

(2In2)- N > N (In2) + (InN) — (Inln N) + (In2) — 1),
n

a tedy
(1-In2)InN < (InlnN) —(2In2) + 1.

Ovsem funkce f(z) = (1 —In2)Inz — (Inlnz) + (2In2) — 1, ktera je definovana pro x > 1,
splituje f(27) > + a mé derivaci f'(z) = =22 — L Ziejmé f'(z9) = 0 jediné pro zp =

5 zln
et/(1=1n2) = 96 02 a plati f'(x) > 0 pro x > x¢. Je tedy f(N) > 0, spor. Véta 1 je dokazana.
Véta 2. Pro libovolné prirozené cislo n > 2 plati Hpg%p > 2" kde v soucinu p probihd
vsechna prvocisla neprevysujici 2n.

Dtkaz. Jako v dikaze lemmatu 4 rozlozme binomicky koeficient (2:) na prvocinitele
(2:) = p’fl ...pF. Vime, Ze libovolné prvocislo, které se zde vyskytuje, je mensi nez 2n. Je-li
p; < v/2n, uzijeme odhad pf < 2n z lemmatu 2. Je-li naopak p; > v/2n, plati p? > 2n, a
odhad pf < 2n z lemmatu 2 dava k; = 1. Uzitim lemmatu 5

22n 2n

— < 2n

2n — (n) - H H P
p<V2n  V2n<p<2n

Oznacme s,, = Hp<2n p. Pak ptfedchozi nerovnost spolu s vétou 1 davaji

2n
27 on) VB g < ()PP loma v

- S,
2n "

Protoze (2n)/ 1082 V21 — (9p)2/10822n — 92 5 posledni nerovnosti plyne
5 > 220 /(2n - 20V,
Abychom dokézali lemma, musime ukazat, ze 2" > 2n - 26*/%, neboli po zlogaritmovani
n—1—logyn — 6v2n > 0.
Uvazme funkci f(z) = z — 1 — log,  — 6v/2x2. Plati £(100) = 99 — log, 100 — 61/200 > 7 a

derivace f'(z) =1— 1 — \/% je véts nez 1 — 155 — %@ > 0 pro x > 100. Tim jsme dokazali

lemma pro n > 100. Nerovnost s,, > 2" pro hodnoty 2 < n < 100 je mozné ovérit numericky.
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12 Deterministicky polynomialni test na sloZenost i pr-
vociselnost soucasné

V 1ét€ roku 2002, prestoze byly prazdniny, obéhla rychle svétem zprava, ze byl konecné objeven
dlouho hledany algorimus, ktery v polynomialnim c¢ase rozhodne, zda dané piirozené cislo
je prvocislem nebo ne. Jde o vyznamny pokrok, prestoze se zda, ze jeho vyuziti je jen na
teoretické trovni — diive zndmé algoritmy totiz pracuji rychleji v rozsahu hodnot, pro které
ma smysl algoritmus spoustét. Zjednodusené feceno, polynomialnost algoritmu zarucuje, ze
od jisté meze je rychlejsi nez jiny nepolynomialni. Je-li vSak tato mez je tak velkd, Ze i na
soucasnych nejrychlejsich pocitac¢ich by pro takto velka ¢isla trval vypocet déle nez stoleti,
ztraci tato vyhoda prakticky vyznam.

Na druhou stranu pro teoretickou informatiku je dulezité védét, ze nedeterministicky algo-
ritmus polynomialniho ¢asu skutecné existuje. Ve zminovaném c¢lanku panové Agrawal, Kayal
a Saxena z Kanpuru v Indii dokazali, zZe jejich algoritmus je polynomiélniho ¢asu a pro kazdé
prirozené cislo n dava spravny vysledek. Pti vykladu v této kapitole uzivam velmi citelné
napsanou knihu [D]. Cely algoritmus je zaloZen na nésledujici vété:

Véta 1. Necht n > 1 je celé ¢islo, a je libovolné celé ¢islo nesoudélné s n. Pak n
je prvocislo pravé tehdy, kdyz v okruhu polynomi (Z/nZ)[x] nad okruhem zbytkovych trid
modulo n plati

(x+a)" =2"+a.

Diikaz. Z binomické véty
n—1 n
no__ .n n % n—i' 4
(x+a)"=2"+a +§1 <Z,>ax (4)

Predpokladejme, Ze n je prvocislo, pak z Fermatovy véty (dusledek véty 8 ¢tvrté kapitoly)
plyne a™ = a (mod n). Déle pro libovolné i = 1,2,...,n — 1 ma binomicky koeficient (T;) =
w prvocislo n v ¢itateli a n {14!, tedy (7) =0 (mod n). Celkem tedy (z + a)" =
" + a.

Necht je nyni n slozené ¢islo a zvolme prvoécislo p délici n. Necht s = v,(n), tj. pfirozené
¢islo s je uréené podminkami p® | n, p*™! § n. Pak koeficient u 277 v (4)

(n)ap:n(n—l)...(n—p—i—l) .

p P!

neni délitelny p® (vidyt pfaapt(n—1)...(n—p+1)), a tedy neni délitelny n. To znamena
(x +a)" # 2" + a.

Poznamka. Uvedend véta nabizi jednoduchou metodu na testovani, zda je celé ¢islo n
prvocislo: zvolme a nesoudélné s n (napiiklad a = 1) a spocitejme pomoci rychlého umocio-
vani v okruhu polynomt (Z/nZ)[x] mocninu (z 4+ a)". Tato metoda vSak neni tak rychla, jak
se zda na prvni pohled: v pribéhu umocnovani vznika u polynomi, které jsou mezivysledky,
mnoho nenulovych koeficientti. Vzdyt stuperi polynomu, ktery mé byt naposledy umoctiovan
na druhou, je nejméné ”T_l, a tedy mize mit az "TH nenulovych koeficienti. To znamena,
ze pocet provadénych operaci nemuze byt omezen shora ni¢im lepsim nez O(n) a tedy tato
metoda je horsi nez metoda pokusného déleni.

Abychom dostali efektivni algoritmus, musime misto rovnosti (x 4+ a)” = z™ + a kontro-

lovat jen kongruenci (z + a)"” = 2™ 4+ a (mod 2" — 1), kde r je tfeba néjak Sikovné vybrat.
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Zbytek po déleni mocniny (z+a)™ polynomem z" — 1 pak poc¢itdme opét algoritmem rychlého
umocnovani, ale po kazdém nasobeni polynomi je kazdad mocnina x® nahrazena mocninou
2*, kde s’ je zbytek po déleni &isla s ¢islem r. P¥itom pracujeme v (Z/nZ)[x] takto: pocitame
s polynomy ze Z[z] a po kazdém provedeném vypoctu redukujeme celo¢iselné koeficienty mo-
dulo n. Tim dodrzime polynomiélni slozitost vypoc¢tu, budeme-li mit zaruceno, zZe prirozené
¢islo 7 je shora ohranic¢eno O((log, n)¢) pro néjaké c.

Je jasné, ze je-li n prvocislo, davaji (z + a)” a 2™ + a stejné zbytky po déleni polynomem
2" —1, at je r jakékoli. Hlavni problém pfi tvorbé tohoto polynomidlniho algoritmu bylo ukézat,
ze pro libovolné neprvociselné n existuje pfirozené ¢&islo r (shora ohrani¢ené O((log, n)¢)), pro
které (x+a)™ a 2™ + a davaji rtizné zbytky po déleni 2" — 1. To se také skutec¢né podafrilo pro
libovolné n, které neni mocninou prvocisla, nestaci vsak ovérit podminku pro jedinou hodnotu
a, ale pro v8echna celé ¢isla a v jistém intervalu (jehoz délka je opét ohranicena polynomialné).
To, ze metoda ,nepozna“ mocniny prvocisel, nevadi: tato n rozpozna jednoduchy polynomialni
algoritmus, ktery provedeme hned na zacatku metody.

Algoritmus (Agrawal, Kayal, Saxena). Pro dané pfirozené ¢islo n > 1 algoritmus
rozhodne, zda je n prvocislo nebo slozené.

1. [Mocniny] Pokud je n = a®, kde a,b € N, b > 1, vytiskni, Ze n je slozené a skon¢i. Jinak
poloz r « 2.

2. [Prvni cyklus] Jestlize r > n, pak vytiskni, Ze n je prvocislo a skonci. Jestlize r|n, pak
vytiskni, Ze n je sloZené a skonci. Jinak pro kazdé i od 1 do [4(log, n)?| provéfuj: jestlize
pro vSechna takova i plati n* # 1 (mod r), pokracuj krokem 3, jestlize naopak pro ndjaké
takové i platin’ = 1 (mod r), pak nejmensi prvocislo vétsi nez r uloz do r a znovu provaddj
krok 2.

3. [Druhy cyklus] Pro a od 1 do [2+/rlogy,n] provddéj: jestlize pro nékteré takové a plati

(x+a)"# (2" +a) (moda"—1) v (Z/nZ)x],

pak vytiskni, Ze n je slozené a skonci.
4. [Zavér] Vytiskni, ze n je prvocislo a skon¢i.

Dukaz spravnosti algoritmu. Nejprve si promysleme, Ze nikdy na zacatku kroku 2
nemiize byt » > n. Protoze r prochéazi postupné vSechna prvocisla, znamenalo by to, ze n
je slozené, ale pak by se algoritmus musel zastavit jiz drive, kdyz r se rovnalo nejmensimu
prvocislu, které déli n. Je tedy jasné, ze pokud algoritmus skoné¢i v kroku 1, 2 nebo 3, jisté
odpovi spravné. Zbyvé dokazat, ze i v kroku 4 je odpovéd spravna. To vSak vzhledem k tomu,
ze probéhl krok 1, je zaruceno nasledujici vétou, kterou dokazeme pozdéji v této kapitole
(definici fadu ¢isla n modulo r je mozné najit za vétou 9 ¢tvrté kapitoly).

Véta 2. Necht n ar jsou celd c¢isla spliiujici vSechny ndsledujici podminky:
() n>3;

(B) r je prvocislo ar < n;

(7) pro kaZdé a spliugici 2 < a < r plati a {n;

(8) #dd cisla n modulo r je vétsi nez 4(logy n)?;

(6) (x+a)*=(2"+a) (modz" —1) v (Z/nZ)x] pro viechna 1 < a < 2/rlogy n.

Pak n je mocninou prvocisla.
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Odhad ¢asové naroc¢nosti algoritmu. Prvni krok algoritmu lze provést napriklad takto:
Algoritmus (Test na mocninu). Pro dané celé ¢islo n > 3 algoritmus rozhodne, zda
n=a’ kdea,be N, b> 1.

1. [Inicializace] Poloz b « 2, a < 1, ¢ « n.

a+c
2

3. [Aktualizace mezi a, c] Je-li d = n, vytiskni zprdvu, Ze n = m® je mocninou a skondi. Jinak,
je-li d < n, poloz a < m, v opacném pripadé poloz ¢ < m. Je-li ¢ — a > 2, pokracuj
bodem 2, jinak bodem 4.

4. [ZvySeni exponentu b] Nejmensi prvocislo vétsi nez b uloz do b. Je-1i 2° > n, vytiskni zprévu,
Ze m neni mocninou a skonci. Jinak poloz a < 1, ¢ «<— n a pokracuj bodem 2.

2. [V¥podet mocniny] Poloz m « [%¢] a rychlym umoctiovanim spoéti d < min{m?® n + 1}.

Tento algoritmus je jisté spravny, v pritbéhu vypocétu neustale plati a® < n < ¢ a rozdil
¢ — a se zmensuje, dokud neni ¢ — a = 1. Vypocet mocniny v kroku 2 se provadi binarnim
umoctiovanim (viz Sestou kapitolu), jakmile se v8ak v pribéhu vypoctu objevi ¢isla vétsi nez
n, vypocet se prerusi a vraci se hodnota n + 1. Protoze pro dané b se rozdil ¢ — a piili kazdym
prichodem kroky 2 a 3, provedou se zhruba log, n krat. Rovnéz pocet kontrolovanych b je
mozné omezit shora ¢islem log, n (tato mald prvocisla budou uloZena v tabulce, takze ¢as
pro provedeni kroku 4 je konstantni, jakmile se jednou provzdy spo¢ita horni hranice [log, n]
pro b). V pritbéhu celého algoritmu je tedy tieba provést O((log, n)? log, log, n) nsobeni ¢isel
mensich nez n, pocet potiebnych bitovych operaci 1ze odhadnout shora O((log, n)* log, log, n).

Zaméfme se nyni na druhy krok algoritmu, ktery hledd vhodné r. Ozna¢me p(n) nejvétsi
r, pro které je provadén krok 2 algoritmu, je-li na vstupu n. Z néasledujici véty plyne, ze
p(n) < 20(logyn)°.

Véta 3. Pro libovolné prirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo r < 20(log,n)® takové, Ze
bud'r | n anebo plati r ¥ n a soucasné 7dd ¢isla n modulo r je vétsi nez 4(logyn)?.

Dukaz. MuzZeme predpokladat, Ze n > 4, nebot pro mens$i n véta ziejmé plati. Oznacme
L =log,n a P = HEiLf](ni — 1). Ziejmé

P < H ni — n[4L2][4L2+1]/2 _ 2L[4L2][4L2+1}/2 < 2L(4L2)(4L2+1)/2 _ 28L5+2L3.

7 véty 2 jedenacté kapitoly plyne dolni odhad pro soucin vsech prvocisel p neprevysujicich

20L°
H p> H P> 2[10L5] = 210L5—1‘
p<[20L5] p<2[10L?]

Ovsem L > 2 a tedy 2L° — 1 > 2L3, odkud

P<Hp.

p<[20L5]

To znamena, Ze existuje prvocislo r < [20L°] takové, Ze r 1 P, a tedy pro vSechna pfirozena
¢isla @ < 4L2 plati r ¥ n® — 1. Pokud r { n, znamena to, Ze ¥ad ¢isla n modulo r je vétsi nez
4172, coz jsme chtéli dokazat.

Pro provadéni druhého kroku algoritmu potfebujeme tabulku prvocisel nepfevysujicich
20(log, n)5. Takovou tabulku budeme mit pfedem pfipravenu, ale zapoditejme do celkového
odhadu casové narocnosti i jeji tvorbu. Mame-li pfipravit tabulku prvocisel mensich nez m
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pomoci Eratosthenova sita, sestavime tabulku vSech prirozenych ¢isel od 2 do m a opakujeme

toto: prvni neskrtlé ¢islo p vyznac¢ime jako prvocislo a vSechny jeho nasobky pocinaje p - p
az po p - [%] skrtneme. To délame az do doby, kdy je prvni neskrtlé ¢islo vétsi nez /m; pak
vSechna zbyla neskrtla ¢isla jsou prvodisla. Pocet skrtani (a tedy i aritmetickych operaci) lze

odhadnout shora ¢islem (uzitou nerovnost sz—1 df > 1/i lze odvodit tak, ze nahradite funkci

1/ na uvazovaném intervalu jejim minimem 1/7)

[v/m] Vm] . [vm]
1 d d
E @gmg —,<m§ / —:C:m/ —:C:mln[\/m]gmlnm.
—p — ! — Jio1 T 1 T 2
p<v/m 7 )

Pocet bitovych operaci potfebnych k tvorbé této tabulky je tedy O(m(logym)?). V nasem
piipadé je m = 20(log, n)®, a tedy ¢asova ndroc¢nost tvorby tabulky v bitovych operacich je
O((logy n)°(logy log, n)?).

Ve druhém kroku pro kazdé r, kterych je O((logyn)®), provadime O((logyn)?) néso-
beni ¢isel nepfevysujicich r, ¢asovd naro¢nost druhého kroku v bitovych operacich je proto
O((log, n)"(log, log, n)?).

Ve tfetim kroku pro vypocet n-té mocniny v okruhu (Z/nZ)[z]/(x" — 1) je zapotiebi
O(log, n) okruhovych nasobeni, ktera jsou provadéna jako nasobeni polynomt, jejichZ stupen
je mensi nez r; kazdé takové okruhové nasobeni znamend O(r?) nésobeni a s¢itani v Z/nZ.
(Existuji sice rafinovanéjsi algoritmy, které potiebuji jen O(r(log, )(log, log, r)) operaci, ale
proto O(r?(log, n)?), téchto umocnéni musime provést celkem O(1/7 log, n). Casova narocnost
tietiho kroku v bitovych operacich je O(r%?(log, n)?), po dosazeni O((log, n)3'/?).

Casova naro¢nost celého algoritmu v bitovych operacich je tedy O((log,n)%/?). Pokud
jests lepsiho vysledku O((log, )22 (log, log, 1) (log, log, log, 1)).

Zbytek kapitoly vénujeme slibenému diikazu véty 2.

Diikaz véty 2. Predpokladejme tedy, zZe cela ¢isla n a r splnuji podminky véty, a zvolme
libovolné prvocislo p délici n. Je-li p = n, neni co dokazovat, proto predpokladejme, ze p < n,
odkud plyne p < %. Oznac¢me ¢ = [2/7log, n]. Z podminky (4) ihned plyne r > 4(log, n)?,
tj. /r > 2logy,n a tedy z () dostavame

p>r>( a r{n. (5)

Budeme se zabyvat sou¢iny mocnin polynomi = + a € F,[z] pro 1 < a < ¢, zavedme proto
oznaceni

J4
pP= {H(fc +a)"; by €Z, by > 0} C F,[a].
a=1

Pro strucnost vyjadfovani zavedme zkratku I(u, f) znamenajici vyrok
ueN, feFy[z], (f(x))" = f(z") (modz"—1) v Fylz].

Napiiklad pro f = x 4+ a, kde 1 < a < ¢, plati I(n, f) diky p | n a podmince (¢) a soucasné
plati téz I(p, f) diky vété 1. Nez budeme pokracovat v dikaze véty 2, dokdZeme dvé snadna
tvrzeni:

Lemma 1. Z I(u, f) a I(v, f) plyne I(uv, f).
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Dukaz. Umocnénim kongruence z I(u, f) dostavame

(f (@)™ = (f(=z"))"  (mod 2" —1).

Dosazenim z* za x do kongruence z I (v, f) dostavame

(f(z*)" = (f(=*)) (mod z*" —1).
Protoze " — 1 | 2" — 1, plati tato kongruence i modulo 2" — 1, a proto odtud plyne I(uv, f).

Lemma 2. Z I(u, f) a I(u,g) plyne I(u, fg).

Dukaz. Staci vynasobit obé kongruence, které dostavame z I(u, f) a I(u, g) a vyuzit toho,
ze (f-g)(") = f(a") - g(z").

Pokracujme déle v dikaze véty 2. Oznaéme U = {n'p’; i,j € Z, i > 0, j > 0}. Z pFedcho-
zich ptikladl a lemmat plyne

(f(x)" = f(z*) (mod z" —1) pro vSechna f € P a v8echna u € U. (6)

Polynom 2"~ ! + 2" 2+ --- 4+ 2 4+ 1 € F,[z] rozlozme v F,[z] na normované ireducibilni
faktory. Jeden z nich ozna¢me h. Je tedy h € F,[z] normovany ireducibilni polynom délici
a2+ -+ +1atedyia” — 1. Ozna¢me d stupeti polynomu h. Téleso F' = F,[z]/(h)
mé tedy p? prvkl a jeho prvek ¢ = x + (h) je kofenem polynomu h (viz poznamku za
vétou 13 ¢tvrté kapitoly) a tedy i polynomu z" — 1. ProtoZe p { r, neni 1 kofenem polynomu
a2+t +1,atedy ( # 1. Proto tad ¢ v F* je r.

Oznac¢me G mnozinu hodnot polynomi z P v (, tj.

G={fC); feP}CF

Lemma 3. Pro 1l <a </ jsoux+ a ruzné polynomy z IF,[z].

Dukaz. Jellil <a<d </ pak0<d —a</¢<ppodle (5) a tedy skuteéné a a a’
jsou ruzné prvky télesa F, = Z/pZ.

Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f({)" = f(C%).

Dukaz. Z (6) vime, Ze existuje polynom ¢ € IF,[z] splnujici

(f(2)* = ") + (&" = 1) - ¢.

Dosazenim ¢ za = dostavame dokazované.

Oznatme T'={(*; u e U} C F* at=|T].

Lemma 5. Platir >t > 4(log, n)?.

Dukaz. ProtoZe ¢ ma tad r, plati T C {1,(,...,¢""t}. OvSem r { u dle definice U a
(5), atedy 1 ¢ T. Proto t < r. Jisté (" € T pro kazdé i > 0. Protoze ¢ mé ¥4d r, plati
(" = (" pravé tehdy, kdyz n! = n’ (mod r), coZ je podle véty 9 ¢tvrté kapitoly ekvivalentni
si=j (mod e), kde e je fad ¢isla n modulo r. Proto ¢ oent L ¢ jsou rtizné prvky T a
piedpoklad (§) dava t > e > 4(log, n)?.

Lemma 6. Jsou-li f; a fy rizné polynomy z P a oba maji stupen mensi nez t, pak
f1(€) # f2(C).

Dukaz. Predpoklddejme naopak, ze fi(¢) = f2((). Pak pro kazdé u € U z lemmatu 4
plyne f1(¢*) = f1(Q)* = fo(O)* = f2(¢"), a tedy libovolny prvek z T' je kofenem polynomu
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f1 — fo. Tento polynom ma tedy alespon ¢ korent a jeho stupen je mensi nez t, proto f; = fo
(viz napt. [R], véta 6.7, str. 87).
G| > In?Vt,

Dutkaz. Necht p = min{¢,t — 1}. Z véty o jednozna¢ném rozkladu polynomt v F,[z]
na ireducibilni faktory a z lemmatu 3 plyne, ze [[/_,(z + a)’, kde b, € {0,1}, jsou rizné
polynomy z P stupné mensiho nez t. Podle lemmatu 6 jsou jejich funkéni hodnoty v ¢ rtzné
a z toho plyne odhad |G| > 2#. Jsou dvé moznosti. Je-li p = ¢, plati diky odhadu r > ¢
z lemmatu 5

Lemma 7. Plati

1= [2v/rlogyn] > 2y/rlogyn — 1 > 2v/tlogyn — 1.
Je-li naopak p =t — 1, plati diky odhadu ¢ > 4(log, n)? z lemmatu 5

p=1t—1>2vtlog,n — 1.
V obou pripadech dostavame

|G| Z 2,u, > 22\/ilog2n—1 _ %n%/i

a lemma je dokazano.

Oznacme Uy = {n'p’; 4,7 € Z,0<i < [Vt],0<j < [Vi]} CU.

Lemma 8. Pro ruznd u,v € Uy plati C* # (.

Diikaz. Z p < 2 plyne np < in?, a tedy pro kazdé u € Uy je u < (%nz)‘/E < %n2‘/g < |G|
podle lemmatu 7. Predpokladejme, Ze pro rizna u,v € U, plati ¢(* = (. Libovolné g € G
je tvaru g = f(() pro néjaké f € P. Podle lemmatu 4 plati ¢* = f({)* = f(¢*) = f(¢") =
f(Q)" = g¥ a tedy kazdé g € G je kofenem polynomu z* — x¥. Na zac¢atku tohoto dikazu jsme
ukazali, ze v a v jsou mensi nez |G|. OvSem u # v, a tedy nenulovy polynom z* — z¥ m4 vice
kofentl nez je jeho stupen a to je spor.

Nyni mtizeme dokonéit ditkaz véty 2. Pocet dvojic (4,7), kde i,j € Z, 0 < i < [V/1], 0 <
j< [\/f] je roven ([\/Z] +1)% > \/52 = t, na druhou stranu z lemmatu 8 plyne |Uy| < |T'| = t.
Znamend to, Ze existuji riizné dvojice (i,7) a (k,m) takové, ze 4,7, k,m € {0,1,..., [V} a
ze n'p’ = nFp™. Lze navic predpokladat, ze i > k. Kdyby i = k, muselo by platit i j = m a
dvojice by nebyly riizné. Je tedy i > k a plati n~% = p™~7. Odtud plyne, Ze v rozkladu ¢isla
n na prvocinitele se nevyskytuji jinad prvocisla nez p a tedy n je mocninou prvocisla p. Véta
2 je dokéazana.

13 Hledani netrivialniho délitele — Lehmannova metoda

Predpokladejme, ze mame dano prirozené ¢islo N, o némz vime, zZe je slozené. Nasim tikolem
je nalézt netrivialniho délitele cisla V.

Odhadnéme nejprve ¢asovou narocnost metody pokusného déleni: je tieba ¢islo N po-
stupné vydélit véemi prvoéisly nepfevysujicimi v/N. Kazdé takové déleni zabere ¢as Fadu
O(In? N), cela metoda je tedy tedy ¥4du O(Nz In® N). Prvni metoda, jejiz ¢as je lepsi nex
pravé uvedeny, byla navrzena Lehmannem. Je zalozena na nasledujici vété.

Véta (Lehmann). Necht N je liché prirozené cislo tvaru N = pq, kde p a q jsou
prvocisla. Necht celé ¢islo r spliiuje

<p§\/ﬁ.

1§7’<\/N a <
r+1
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Pak existuji cela cisla x, y, k takovd, Ze

1. 2?2 —y? =4kN, kdel <k <r;
2. r=1(mod2), je-lik sudé,a xz=k+ N (mod4), je-lik liché;
1 N
. <x—V4kN < ——— 1/ —
s 0w “A4(r+1)V Ek
a navic

p=min{(z +y,N),(z —y, N)}.
Jestlize je N prvocislo, pak cela cisla x, y, k splnujici podminky 1, 2 a 3 neexistuji pro Zadné
prirozené r < v/'N.
Dikaz prozatim neuvadim.
Pouziti véty. Pro dané ptirozené ¢islo N ozna¢me r = [W ] . Metodou pokusného déleni
oveérime, ze N neni délitelné prvocisly nepfevyéujicimi r (nebo nalezneme netrivialniho déli-
tele). Pak existuji prvocisla p, ¢ tak, ze N = pq (vime, Ze N neni prvocislo). Pfedpokladédme-li,

ze p < q, pak skutecné
< v <p< v N
r+ 1 \/

Budeme pak postupné volit k € {1, 2, ..., r} a pro kazdé takové k nechame x probéhnout
vSechna celé ¢isla splnujici podminky 2 a 3 z predchozi véty. Pro kazdé takové x pak testujeme,
zda 22 — 4kN je druha mocnina piirozeného &sla. Pokud ano, oznac¢ime y = a2 — 4kN a
spocitame p. Je jasné, ze casova narocnost algoritmu zavisi na tom, jak rychle jsme schopni
rozhodnout, zda prirozené ¢islo je nebo neni druhou mocninou. Cesta vedouci pies vypocet
realné odmocniny, zaokrouhleni a zkousku jisté neni ta prava.

Algoritmus (Celociselna druha odmocnina). Pro dané pfirozené ¢islo n algoritmus
najde piirozené ¢islo m splitujici m* < n < (m + 1)2.
1. [Inicializace] Poloz x «— n (viz téz diskusi za algoritmem).
2. [Krok] Pomoci celociselného déleni a posunu spocitej y < [(x + [2])/2].
3. [Konec?] Je-li y < x, poloz x < y a jdi na 2. Jinak vytiskni = a skon¢i.

Diikaz algoritmu. Podle kroku 3 hodnota proménné x klesé, algoritmus se tedy zastavi.
Ukazme, Ze vysledek, kterj dava, je spravny. Protoze x € Z, plati [(x 4 [2])/2] = [(z + %)/2].
Ozna¢me ¢ = [y/n]. Protoze 1 (¢t —y/n)? > 0 pro libovolné ¢ > 0, plati (¢t + %) > /n, tedy
x > q je splnéno v pribéhu celého algoritmu. Predpokladejme, Ze se algoritmus zastavil, tj.

zey = [(x +2)/2] > z a dokazme x = ¢. Pfedpoklddejme 2 > ¢ + 1. Pak 2 > \/n a plati

1

5 (n—2%)] <0,

y—r=[sa+ D] —r=[C -] =[5

spor.

Casové naroénost celo¢iselné odmocniny. V kroku 1 je jisté vihodnéjsi misto n zvolit
¢islo blizsi v/n. Vhodné mtize byt napf. zjistit fad e nejvyssi dvojkové cifry n, tj. pfirozené
&islo e splitujici 2¢ < n < 2¢1 a polozit z « 2'715], Pak totiz 22 < 2¢72 < 4n, 22 > 2t > n,
tj. v/n < x < 2y/n. Po provedeni kroku 2 pak plati

vy = (A =] 2~k ) =

= 5w+ V)@ —vn) > 5 (e + 5) (@ — vn) = (& —v/n).
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V kazdém dalsim provedeni kroku 3 se hodnota z — \/n zmensi alespon ¢tyfikrat, nebot
y—+vn=(x—-+yn)—(y—z) <ix—/n)a tedy krok 3 provadime fadové O(Inn)-krat.
Protoze celoiselné déleni je fadu O(In?n), je cely algoritmus fadu O(In®n).

Pokud nas, podobné jako v piipadé Lehmannova algoritmu, zajima jen to, zda n je ¢i
neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla, je mozné rozhodovani zrychlit: zjistime, zda je n
kvadratickym zbytkem modulo né&jaké zvolené é&islo m (tj. zda m4a FeSeni kongruence z? =
n (modm) — pokud n je druhou mocninou pfirozeného ¢isla, tato kongruence feSeni mit
musi). Budeme postupovat takto: vydélime ¢islo n ¢islem m se zbytkem a ziskany zbytek
porovname s tabulkou vsech kvadratickych zbytkd modulo m, kterou budeme mit predem
spoditanu v paméti. Vhodnym modulem mitiZe byt napiiklad ¢islo 1989 = 32 - 13 - 17 nebo
1925 = 52 -7 - 11. Podle véty 15 a véty 5 &tvrté kapitoly je pravdépodobnost, ze ndhodné
zvolené prirozené ¢islo je kvadraticky zbytek modulo 1925 rovna % . % . % = %, pro modul
1989 je dokonce rovna ‘51 . % : 1% = %. Provedeme-li test pro oba moduly, pobézi ptedchozi
algoritmus jen s pravdépodobnosti %, tedy jen asi v 1,7% pripad.

Algoritmus (Naplnéni tabulek kvadratickych zbytkt). Algoritmus sestavi vektory
Ty o délce 1989 a T, o délce 1925 tak, ze pro kazdé 1 < i < 1988 plati T1[i| = 1 pravé kdyz
kongruence x? = i (mod 1989) m4 FeSeni a pro kazdé 1 < i < 1924 plati T[i] = 1 pravé kdyz
kongruence x? = i (mod 1925) m4 feen.

1. [Naplii Ty] Pro i od 0 po 1988 poloz Ti[i] < 0. Pak pro i od 0 po 994 poloz

T1[i* mod 1989] « 1.

2. [Naplii Ty] Pro i od 0 po 1924 poloz T»[i| < 0. Pak pro i od 0 po 962 poloz

Ty[i? mod 1925] « 1.

Algoritmus (Test na ¢étverec). Pro dané prirozené ¢islo n algoritmus zjisti, zda je n
druhd mocnina prirozeného disla, a pokud ano, vytiskne \/n.

1. [Test na 1989] Poloz r < nmod 1989. Je-li Ti[r] = 0, odpovéz, Ze n neni druhd mocnina
prirozeného cisla a skonci.

2. [Test na 1925] Poloz r «— nmod 1925. Je-1i Ty[r| = 0, odpovéz, Ze n neni druha mocnina
prirozeného cisla a skonci.

3. [Spocitej odmocninu] Algoritmem celociselné druhé odmocniny spocitej m = [\/n]. Je-li
n # m?, odpovéz, Ze n neni druhd mocnina piirozeného ¢isla a skonéi. Jinak odpovéz, Ze n
je druha mocnina prirozeného cisla m a skonci.

Casové naro¢nost Lehmannova algoritmu. Pro pevné k € {1, 2, ..., r} probihda z
cela cisla z intervalu délky m %, pricemz r = [\3/]\] . Plati tedy, ze m\/% je tadu

1,1y o (e 101 VRNV
O(k™2N©) a ¢asova narocnost pro pevné k je O(k~2NsIn® N). Seétenim pres vSechna k
dostavame celkovou ¢asovou narocnost

O(Nim* NI k3).
k=1
Pritom [/ k2dk = [2kz])T = 2,/r — 2, tedy ¢asové naro¢nost je fadu

O(NiIn* N - \/N_> — O(N3 In® N).
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Pocatecni pokusné déleni ¢isla N vSemi prvocisly nepfevysujicimi r je fadu
1,2
O(N3 1n* N),

celkova Casova narocnost metody je tedy O(N sIn® N ), coz je vyrazné lepsi oproti ¢asové
narocénosti algoritmu pokusného déleni, které je O(Nz In? N).

14 Hledani netrivialniho délitele — Pollardova p metoda

Predpokladejme, ze M je konecnd mnozina a f : M — M zobrazeni. Zvolme xo € M a pro
kazdé n € N polozme z,, = f(x,_1). Protoze je M kone¢nd, v posloupnosti (z,)°, nemohou
byt vSechny prvky rtzné. Necht i € NU{0} je nejmensi index, pro ktery existuje néjaky index
n > 1 s vlastnosti x; = x,,. Dale oznac¢me j nejmensi takové n. Pak ¢ nazyvame predperioda a
j—1 perioda posloupnosti (z,,)5° . Je mozné dokazat, Ze stfedni hodnota ptredperiody i periody
(maji-li viechny dvojice (xg, f) € M x M™ stejnou pravdépodobnost) je fadu O(1/|M]|).

Zakladni myslenka Pollardovy p metody je nasledujici: nechf f(x) je mnohoé¢len s celymi
koeficienty. Hleddme (nezndmého) prvociselného délitele prirozeného ¢isla N, o kterém vime,
ze je slozené. Zvolme celé ¢islo xy a pocitejme z,, = f(z,,_1) mod N. Pak ovSem y,, = x,, mod p
vyhovuje téZe rekurzi. Pokud se f chové jako ndhodné zobrazeni (coZ nevime, ale budeme to
piedpokladat), je predperioda a perioda posloupnosti (y, )5, fadu O(,/p), kdezto predperioda
a perioda posloupnosti ()22, je fadu fadu O(v/N). Da se tedy cekat, ze existuji i < j tak,
ze y; = y;, ale x; # x;. Pak ovSem je (x; — z;, N) netrivialni délitel ¢isla N.

Je nutné néjak zvolit o a f. Volba xy se zdd byt nepodstatna, ne vSak volba f. Je
vhodné, aby f byl jednoduchy polynom pro vypocet, linearni se vSak nezda byt vhodny.
Promysleme si situaci s linedrnim polynomem f(z) = ax + b. Vzhledem k tomu, Ze celd
¢isla a, b budeme volit, je rozumné ocekavat, ze se nepodaii zvolit a ani xy soudélné s N;
je-li (a,N) =1, je f: Z/NZ — Z/NZ bijekce a tedy predperioda je nulova, periodu je
kromé trividlnich pfipadd (b = 0 nebo a = +1) obtizné urcit. Budeme tedy volit f jako co
nejjednodussi kvadraticky polynom. Volba f = z? vhodna neni (promyslete si sami, ze pro
@(N) = 2¢-1 s lichym [ bude v ptipadé (z¢, N) = 1 pfedperioda mensi nebo rovna e a perioda
délitelem ¢isla r, kde r je nejmensi pfirozené ¢islo spliujici 2" = 1 (mod()). Podobné polynom
f = 2% — 2 neni vhodny, nebot pokud bychom nahodou zvolili zy ve tvaru xy = u + u™?,
bylo by z1 = f(x¢) = (u +u1)? — 2 = u? + u~? atd. Perioda by tedy byla délitelem periody
pro f = 2% a 7y = u (je mozné dokazat, %e podil téchto period je tvaru 2¢, kde e je mensi
nebo rovno po¢tu prvoéiselnych déliteli ¢isla N). Je ovéfeno experimentalné, Ze polynom
f=a%4+c,kde c#0ac# —2, pracuje docela dobie, i kdyz nejsme schopni ur¢it ani periodu
ani predperiodu.

Je jasné, ze uchovavani vSech jiz vypoctenych ¢lent posloupnosti ()5, a jejich neustélé
porovnavani s noveé vypoctenou hodnotou by bylo velmi zdlouhavé. Jednoduchou metodou,
jak se tomuto zdlouhavému vypoctu vyhnout, je porovnavat postupné z, a x,,. Pak totiz
prvociselného délitele p ¢isla N objevime nejpozdéji po k krocich, kde k je soucet predperiody
a periody posloupnosti modulo p. Znamena to pocitat iterace dvou posloupnosti: polozit
29 = Ty, iterovat x, = f(r,—1) mod N a z, = f(f(z,-1)) mod N a pocitat (z,, — z,, N).

Za (nedokazaného) predpokladu, Ze f se chové jako ndhodné zobrazeni, je pocet nutnych
krokti O(,/p). V kazdém kroku pocitame tiikrat f, dvakrat zbytek po déleni N a jednou
nejvétsi spolecny délitel, vie je O(In* N) Celkova ¢asova narocnost je tedy O(\/p71n2 N), coz
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vzhledem k p < /N davd O(v/NIn* N). Je vhodné si uvédomit, %e podobné jako metoda
postupného déleni je i tato metoda citliva k velikosti prvociselnych déliteli — ,malé“ délitele
¢isla N odstranuje rychleji nez ,velké”.

15 Hledani netrivialniho délitele — Pollardova p — 1 me-
toda

Tato metoda je schopna najit i znacné velké prvociselné délitele p ¢isla N, pokud p — 1 neni
délitelné prilis velkou mocninou prvocisla.

Definice. Necht B je prirozené ¢islo. Rekneme, Ze prirozené ¢islo n je B-hladké, jestliZe
pro libovolne prvocislo p a libovolné prirozené cislo k plati

pk|n — p"<B.

Celd medoda je zaloZena na nasledujici myslence: prepokladejme, ze pro néjaky prvociselny
délitel p cisla N plati, ze ¢islo p — 1 je B-hladké pro néjaké neprilis velké prirozené cislo B.
Zvolme libovolné 1 < a < N. Je-li (a, N) > 1, jsme hotovi. Budeme proto predpokladat, ze
(a, N) = 1. Pak podle definice ¢islo p—1 déli nejmensi spolecny nasobek Lp ¢isel 1,2,3, ..., B.
Z Fermatovy véty pak plyne a’® =1 (mod p) a tedy (a*# — 1, N) > 1. Budeme tedy testovat
posledni podminku pro zvysujici se hodnoty exponentu e | Lg (budeme postupné umoctiovat
na faktory z kanonického rozkladu ¢isla Lg). Je velmi nepravdépodobné, ze poprvé, kdy plati
(a® — 1,N) > 1, je tento nejvétsi spoleény délitel roven N. MiZe se ovSem stejné stat, ze
metoda selze, jestlize pro zadné prvocislo p | N ¢islo p — 1 neni B-hladké.

Pti vypoctu zabere nejvice ¢asu vypocet nejvétsiho spolecného délitele, proto budeme
postupovat tak, ze budeme uchovavat souciny a pocitat nejvétsi spolecny délitel jen cas od
casu.

Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, prvni stadium). Necht N je sloZené ¢islo, B
predem dana hranice. Algoritmus zkousi najit netrivialniho délitele N. Ma nadé&ji na tispéch,
pokud existuje prvocislo p | N, pro které p—1 je B-hladké. Predpokladdame, Ze mame tabulku
p[1], p[2], ..., p[k] vSech prvocisel mensich nebo rovnych B.

1. [Inicializace] Poloz x «— 2,y «— x, P« 1, ¢« 0,1« 0, j « i.

2. [Dalsi prvocislo] Poloz i < i+ 1. Je-li i > k, spocti nejvétsi spolecny délitel g «— (P, N).
Je-li ¢ = 1, vydej zpravu, ze algoritmus neuspél a skonci, jinak poloz i <+ j, x < y a jdi
na 5. V opacném pripadé (tj. proi < k) poloz q < pli], ¢ < q, | +— [g].

3. [Spocti mocninu] Dokud ¢; <, délej q; < ¢; - q. Pak poloz x «— 2% mod N, P «— P - (z —
1)mod N, ¢ < ¢+ 1 a je-li ¢ < 20, jdi na 2.

4. [Nejvétsi spolecny délitel] Poloz g < (P, N). Je-li g = 1, poloz ¢ < 0, j « i, y < z a jdi
na 2. Jinak poloz i «— j, x < y.

5. [Poc¢itej znovu] Poloz i — i+ 1, ¢ < pli], ¢1 < q.

6. [Skoncil jsi?] Poloz x < z9mod N, g « (x — 1,N). Je-li g = 1, poloz q; < q - q a je-li
¢1 < B, jdi na 6, jinak jdi na 5. V opacném pripadé (tj. pro g > 1), je-li g < N, vytiskni
g a skonci. Konecné, je-li ¢ = N (coz nastane s velmi malou pravdépodobnosti), vytiskni
zpravu, ze algoritmus neuspél a skonci.
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Poznamenejme, ze pokud algoritmus selhal v bodé 6, znamené to, ze vSechna prvocisla
p délici N byla nalezena soucasné, coz je znacné nepravdépodobné. Muze proto mit smysl
zkusit tentyz algoritmus s jinou pocéate¢ni hodnotou (napt. z « 3).

I v této jednoduché formé jsou vysledky algoritmu ptisobivé. Samoziejmé, jsou-li p < ¢
prvocisla zhruba stejné velka takova, ze i 2p+1 a 2¢g+1 jsou prvodisla, pro N = (2p+1)(2¢+1)
by algoritmus rozlozil N jen pro B > p. Uspél by tedy za dobu srovnatelnou s algoritmem
pokusného déleni.

Obvyklé hodnoty B jsou mezi 105 a 10°.

Druhé stadium. Pozadavek, aby existovalo prvoéislo p | N takové, ze p — 1 je B-hladké,
je pomeérné silny. Ma proto smysl jej zeslabit a pozadovat jen, aby bylo p — 1 zcela rozlozeno
po pokusném déleni do hranice B, tj. pozadovat, aby p — 1 = f - ¢, kde f je B-hladké a ¢
je prvocislo vétsi nez B (ale zase ne prili§ velké). Pro nase tucely budeme predpokladat, ze f
je Bi-hladké a prvocislo ¢ splinuje By < g < B,, kde B; je nase staré B a Bs je o dost vétsi
konstanta. Samoziejmé, ze bychom p objevili i pfedchozim algoritmem pro B = Bs, ale to by
trvalo prilis dlouho.

Podobné jako predtim nyni plati (a?%# —1, N) > 1. Budeme postupovat takto: po ukonceni
prvniho stadia (tj. pfedchoziho algoritmu) méme spocitdno b = a® mod N. Predpoklddejme,
ze mame ulozeny rozdily prvocisel od B; do Bs. Tyto rozdily jsou malé a je jich nemnoho.
Mitizeme proto snadno piedpoéitat b? pro vSechny mozné rozdily d a ziskat bY postupnym
donasobovanim ptivodni mocniny b predpoéitanymi hodnotami b%. Znamena to, ze pro kazdé
prvocislo mezi B; a B nahradime umocnovani pouhym nasobenim, které je samoziejmé
mnohem rychlejsi.

Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, druhé stadium). Necht N je slozené ¢islo,

By a By predem dané hranice. Algoritmus zkousi najit netrivialniho délitele N. Ma nadé&ji na

uspéch, pokud existuje prvocislo p | N, pro které p — 1 je Bj-hladké nebo je to Bi-hladky

nasobek prvocisla mezi By a B,. Predpokladame, Zze mame tabulku p([l], p[2],..., p[ki] vSech
prvocisel mensich nebo rovnych B; a tabulku d[1], d[2],..., d[ks] vSech diferenci prvocisel
mezi By a By tak, ze d[1] = plk1 + 1] — p[k1] atd.

1. [Prvni stadium| Pro B = By (a k = k1) zkus rozlozit N pomoci predchoziho algoritmu.
Jestlize tento algoritmus uspéje, skonci. V opacném piipadé jsme timto algoritmem ziskali
x. Poloz b« x, P+—1,¢+ 0,70, 7« i.

2. [Predpocitani] Pro vSechny hodnoty rozdilii d[i] (které jsou malé a je jich malo) spocitej a
uloz b¥. Poloz x «— xP*Imod N, y « z.

3. [Vpied] Poloz i « i+ 1, x « x - b%! (pomoci pfedpocitané hodnoty b¥), P « P - (z —
1)mod N, ¢ < ¢+ 1. Je-li i > ko, jdi na 6. Jinak, je-li ¢ < 20, jdi na 3.

4. [Nejvétsi spolecny délitel] Poloz g < (P, N). Je-li g = 1, poloz ¢ < 0, j « i, y < z a jdi
na 3.

5. [Pocitej znovu] Polo% i « j, v « y. Pak opakuj x « 2 -b® i «— i+ 1 g« (z —1,N)
dokud nenastane g > 1 (coz musi nastat). Je-li g < N, vytiskni g a skonci. Jinak (tj.
je-li g = N, coz nastane s velmi malou pravdépodobnosti), vytiskni zpravu, ze algoritmus
neuspél (nebo zkus znovu pro x < 3 misto x < 2 v kroku 1 prvniho stadia) a skonci.

6. [Neuspél jsi?] Poloz g < (P,N). Je-li g > 1, jdi na 5. V opa¢ném piipadé (tj. je-li g = 1),
vytiskni zpravu, ze algoritmus neuspél a skonci.

V této formeé je algoritmus mnohem efektivnéjsi nez ve formé pouze prvniho stadia. Ob-
vyklé hodnoty konstant jsou B; = 2 - 10°, By = 108.
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Algoritmus je zaloZen na aritmetice grupy F,. Podobné lze pracovat i v IF; /), v tomto
pripadé je pozadovana B-hladkost ¢isla p + 1 misto p — 1. Je mozné samoziejmé pracovat
iv F/F, nebo F;/F) nebo F/(F, - F)3) s pozadavkem B-hladkosti ¢isla p? + 1 nebo
p? +p+1nebo p? — p+ 1. To uz jsou ale mnohem vétsi ¢isla a splnéni pozadavku B-hladkosti
téchto cisel je méné pravdépodobné. Potiebujeme proto dalsi grupy, jejichz rad je zhruba p,
ve kterych jsme schopni pracovat (aniz zndme prvocislo p). Takovymi grupami jsou grupy
eliptickych kiivek nad IF),.

16 Hledani netrivialniho délitele — Lenstrova metoda
eliptickych krivek

Meéjme opét dano slozené prirozené cislo IV, které chceme rozlozit. Je ptirozené predpokladat,
ze (N,6) = 1. Zvolme a, b € Z tak, aby (4a® + 27b?, N') = 1. Pak rovnice

Y2z =2 +axz® + b2°

(kde bychom spravné méli psat a + NZ, b + NZ misto a, b) ndm urcuje ,eliptickou k¥ivku*
(€,0) nad Z/NZ, piicemz O = [0,1,0] € P>(Z/NZ). Necht p je n&jaké (nezndmé) prvo-
¢islo deélici N. Pfedchozi rovnici (kde @, b chapeme jako a + pZ, b + pZ € Z/pZ = F,) je
zadana eliptickd kiivka (€,,0,), pficemz O, = [0,1,0] € P%*(F,). Pfipometime, ze (£,,+) je
komutativni grupa a podle Hasseovy véty plati |, = p+ 1 — a,, kde celé ¢islo a, spliluje
lay| < 2,/p. Na mnoziné £ mame definovanu vzorci z druhé véty devaté kapitoly ¢astecnou
operaci +, pri¢emz kdykoli zndme néjaké body P = [aq, 01,1], Q = |, (2, 1] € & takové, Ze
P+ (@) neni definovano, snadno najdeme netrivialniho délitele ¢isla N. Navic existuje ¢astecny
homomorfismus f, : & — &, takovy, zZe jestlize je pro P, () € £ definovano P + (), pak plati

fp(P + Q) = fp(P) + fp(Q)

Predstavme si, ze zndme néjaky bod P = [a, (,1] € € a ze |&,| je B-hladké pro néjaké
neprilis velké prirozené ¢islo B. Ozna¢me L g nejmensi spolecny nasobek ¢isel 1, 2, ..., B. Pak
ovsem |&,| | Lp a plati tedy Lg- f,(P) = O,. Predpokladejme, ze je definovano Lg - P (pfitom
si pfi provadéni algoritmu budeme pfat samoziejmé opak). Pak musi pro Lg - P = [/, ', 7]
platit p | o/, p| ' — 1, p | 7. ProtoZe nase vzorce pro séitani bodii ve tieti slozce davaji vzdy
0 nebo 1, musi platit Lg - P = O. To ale znamena, ze Lg - f,(P) = O, pro kazdé prvocislo
q | N. Pritom budeme Lp - P pocitat postupné ,dondsobovanim® jednotlivymi prvocisly
z rozkladu Lpg, a tedy kazdy mezivysledek musel mit ve t¥eti sloZce bud 0 nebo 1. Znamen4
to, ze fad bodu f,(P) v grupé (&,,+) musi byt stejny pro vSechna prvocisla ¢ délici N. To je
ale znacné nepravdépodobné. Proto lze cekat, ze pokud pro zvolené neprilis velké prirozené
¢islo B plati, ze |€,| je B-hladké pro néjaké prvocislo p délici N, s velkou pravdépodobnosti
najdeme zminénym postupem netrivialniho délitele ¢isla N.

Problémem ale ztistava, Ze pro zvolené ¢islo B nemusi |E,| byt B-hladké pro zadné prvocislo
p délici N, coz objevime az poté, co spocitdme Lg - P. V tomto pfipadé zvolime jina a, b a
cely postup znovu zopakujeme.

Zbyva vyjasnit nékolik véci: jak volit a, b, jak najit P € &£ a jak zvolit prirozené cislo
B. Prvni napad je zvolit a, b ndhodné a bod P najit jako néjaké feSeni kongruence y? =
23 4+ ax + b (mod N), tj. pro zvolené x nalézt y. Avsak N neni prvodislo a fesit kvadratickou
kongruenci modulo N je stejné obtizné jako najit netrivialniho délitele N. Proto zvolime jiny
postup: polozime b =1, P = [0, 1, 1] a volime pouze a. Jisté potom P € &.
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Otazkou ztstava jak volit B. Protoze pro mensi p je také mensi |E,|, vzhledem k tomu,
7e mensi Cisla jsou s vétsi pravdépodobnosti B-hladka nez velka, je metoda citliva spise na
velikost p nez na velikost N. Proto je nutno zvolit B tak velké, jak velka prvocisla jsme jesté
ochotni hledat (nebo lépe, kolik ¢asu jsme ochotni hledani vénovat). Analyza pomoci odhadu
pravdépodobnosti toho, ze ¢islo jisté velikosti je B-hladké, ukazuje, ze pro hledani prvocisel

do velikosti v je vhodné volit B tak, aby In B = ./%lnvln Inv. Specialné tedy, pro hledani

prvocisel mensich nez 10% je vhodnou hodnotou B = 12000 (pfi¢em# ocekavame, Ze bude
potfeba projit zhruba 12000 eliptickych k¥ivek, nez najdeme p).

Podobné jako u Pollardovy p—1 metody je vhodné i zde doplnit druhé stadium spocivajici
v tom, Ze predpokladame, ze |E,| je Bi-hladky nasobek prvocisla mensiho nez Bs. Toto druhé
stadium je zcela analogické jako u Pollardovy metody, proto si uvedeme algoritmus jen pro
prvni stadium.

Algoritmus (Lenstrova metoda eliptickych kiivek, prvni stadium). Necht N je
slozené ¢islo nesoudélné s 6, B predem dana hranice. Algoritmus zkousi najit netrivialniho
délitele N. Piedpokladame, Zze mame tabulku p[l], p[2],..., p[k] vSech prvocisel mensich nebo
rovnych B.

1. [Inicializace] Poloz a « 0.

2. [Inicializace k¥ivky] Oznac¢me (€,0) kiivku danou rovnici y*z = 2% + az2* + 23, kde O =
[0,1,0]. Poloz P =10,1,1], i < 0.

3. [Dalst prvocislo] Poloz i « i+ 1. Je-li i > k, poloz a < a + 1 a jdi na 2. Jinak poloz
¢ —plil, s =g, 1 = [Z], R—P.

4. [Néasob bod na ktivce] Dokud ¢; < I, opakuj q; < q - q1. Pak zkus spocitat P < q; - P na
kiivee (€,0). Pokud se to nepodarilo (tj. v priitbéhu vypoctu byl objeven néjaky nenulovy
prvek okruhu Z/NZ, ktery neni invertibilni), vytiskni ziskaného netrivialniho délitele N a
skon¢i. Jinak (tj. P byl vypocten), je-li P # O, jdi na 3.

5. [Pocitej znovu] Dokud nebude R = O, opakované zkousSej spocitat R < q - R (pokud se to
nepodari, vytiskni ziskaného netrivialniho délitele N a skonci). Nakonec poloz a «— a + 1

a jdi na 2.

17 Dalsi moderni metody hledani netrivialniho délitele

V soucasnosti se pouzivaji tfi nejuc¢innéjsi metody hledani netrivialnich délitelt velkych ¢isel:
Lenstrova metoda eliptickych kiivek, metoda kvadratického sita a metoda sita v ciselném
télese. VSechny tii uvedené metody jsou subexponencialniho ¢asu.

Zakladni myslenka kvadratického sita i sita v ¢iselném télese je stejna jako zakladni mys-
lenka metody fetézovych zlomki, ktera je historicky prvni metodou subexponencialniho ¢asu
a byla na konci 60-tych let a v 70-tych letech hlavni pouzivanou metodou. Proto jsem i tuto
metodu zaradil do naseho prehledu.

Zakladni myslenka. Necht N je (velké) slozené pfirozené ¢islo, jehoz netrividlniho déli-
tele hledame. Budeme ptredpokladat, ze jsme ovérili, ze N neni délitelné zadnymi ,,malymi®
prvocisly (tj. prvocisly mensimi nez jista hranice) a také, Ze N neni mocnina prvodcisla (test,
jak zjistit, Ze n neni mocnina prvocisla, byl uveden v dvanacté kapitole jako Test na mocninu;
vime-li, Ze n neni délitelné ZAdnym prvocislem mensim nez B, pak z toho, ze n = a® pro néjaka

pfirozen4 ¢isla a, b, b > 1, plyne a > B a tedy b < llggjg, Ize tedy v kroku 4 zminovaného
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algoritmu dokonce nahradit podminku 2° > n ostifejsi podminkou b > log?") Budeme hledat
takova celd ¢isla z, y, aby platilo

v =4 (mod N) a pfitom x # £y (mod N).

Protoze x* — y? = (z — y)(z + v), je jasné, Ze pak nejvétsi spolecny délitel (z + y, N) bude
netrivialni délitel ¢isla N.

Avsak nahodné hledani takovych cisel z, y je beznadéjny tkol. Trik, ktery je spolec¢ny pro
vSechny tfi zminéné metody, spociva v tom, Ze misto toho hleddme kongruence tvaru

xp = (1) p{rpg - port (mod N),

kde p; jsou ,mala“ prvocisla a e;, € {0,1}. Nalezneme-li dostate¢né mnoho takovych kongru-
enci (tj. alespoii n > m+2), miizeme Gaussovou eliminaci nad Fy v m+ 1-rozmérném prostoru

F5t! najit linearni zavislost mezi n vektory (eox, €1x, - - - , €mi), (ztotozitujeme {0,1} s Fy), tj
najit q,...,&, € Fy, ne véechna nulova, pro kterd je >, ex(eok, €1k, - - - , €mp) Nulovy vek-
tor. Budeme-li nyni ¢4, ..., ¢, povazovat za cela isla, pak pro kazdé i € {0,1,...,m} je ¢islo

v; = % > r_q exeir celé (uvazte homomorfismus okruhtt Z — Fy, jehoZz jaddrem je mnoZzina vSech
sudych ¢isel). Polozime-li pak

v=[Ja  y=pPppip,
plati

z? = Har%’“ = H —1) Ok pltEpge - pemk) T = (—1)70pi i ps™ - pivm = y? (mod N),
k=1

coz ndm d& netrividlniho délitele ¢isla N, pokud = # y (mod N).

V ptipadé, ze liché N je délitelné pravé r prvocisly, je pravdépodobnost, ze nastane x =
+y (mod N) za piedpokladu, ze plati 22 = y* (mod N) a (N, xy) = 1, rovna 2!=". Proto je
vhodné volit n o néco vétsi nez m + 2, abychom Gaussovou eliminaci nasli vice zavislosti.

Mnozina {p1,...,pm} se nazyva béaze faktorizace. Zpusob, jak ji zvolit optimalné, se u jed-
notlivych metod lisi.

Zminme se jesté o Gaussove eliminaci. Hleddme Fy-linedrni zavislosti mezi fadky obrovské
matice, kterd ma vSak v kazdém tadku jen nékolik jednicek a zbytek tvori nuly. Ulozit celou
matici do paméti by se nam patrné nepodarilo. Proto se u téchto ,fidkych® matic pro kazdy
rfadek uchovavaji pouze indexy jedni¢ek v tomto radku. Pti provadéni eliminace se rozlisuje
mezi ,Fidkymi“ a ,hustymi“ sloupci: hodnoty v ,hustych“ sloupcich se neuchovavaji, misto
nich se uchovava pro kazdy fadek informace o tom, jak byl odvozen z ptuvodni matice (t;j.
kterych fadka puvodni matice je souc¢tem). Eliminace se provadi tak, Ze hledame tadek, ktery
ma pouze jednu jednicku v ,fidkych“ sloupcich. Ten pak pricteme ke vSem radkiam, které
v tomto sloupci maji jednicku. Poté uz tento fddek nebudeme potiebovat. V pripadeé, ze
zadny tadek, ktery by mél pouze jednu jednicku v ,fidkych® sloupcich, neexistuje, vybereme
ten, ktery ma jednicek co nejméné. Vybereme v ném jednu jednicku a sloupce, ve kterych jsou
ostatni jednicky tohoto radku, prohlasime za husté. Skonc¢ime v okamziku, kdy uz nemame
zadny fidky sloupec. Pomoci informaci o odvozovani fadkid nyni sestavime mnohem mensi
yhustou® matici, v niz se provede Gaussova eliminace obvyklym zpiisobem.
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18 Neékteré nezbytnosti o retézovych zlomcich

Pti vykladu této kapitoly jsem uzil knihu [Ca].
Definice. Pro libovolné redlné ¢islo o mnecht (o) znaci necelou éast ¢isla o, to znamend
a—(a)€Z al<{(a)<L1.
Pro celou ¢ast [a] redlného ¢isla a tedy plati [a] = a — ().
Definice. Pro libovolné rediné cislo o necht ||c|| je vzddlenost o od nejblizsiho celého
cisla, tj.
||| = min{|a — n|; n € Z}.

Definice. Necht 0 € R, p € Z, q € N, pricemZ (p,q) = 1. Raciondlni ¢islo £ se nazyvd
dobrd aproximace cisla 0, jestlize ||q0|| = |q0 — p| a pro vSechna ¢’ € N, ¢’ < q plati ||¢q'0]| >
[lg01]-

Véta 1. Necht 0 € R, Q € R, Q > 1. Pak existuje ¢ € N, ¢ < Q s vlastnosti ||q0|| < é

Duikaz. Nejprve budeme piedpokladat @@ € N. Uvazme @ + 1 ¢isel 0, 1, (0), (20), ...,
((Q — 1)0) a rozdélme je do @ intervali [0, é), [%, %), c [%, 1]. Z Dirichletova princi-
pu plyne, ze alespon jeden interval obsahuje aspon dvé cisla, tedy existuji ri,7r3, 51,92 € Z
takova, ze 0 < 1y < ry < @ s vlastnosti (1160 — s1) — (120 — s39)| < % Polozme q = ry — 11,
pak [|¢f]| < 5.

Jestlize @ ¢ N, plyne véta z platnosti véty pro [Q] + 1.

Zafixujme do konce kapitoly ¢islo # € R — Q. Ukéazeme si, ze z predchozi véty plyne, ze
existuje nekonecéné mnoho ¢ € N splnujicich

q-llgf]] < 1. (7)

(Poznamenejme, Ze je mozné dokonce dokéazat vice: ¢islo 1 na pravé strané muze byt nahrazeno
¢islem \/Lg)

Sestrojme posloupnost vSech dobrych aproximaci ¢isla 6. Jisté ¢g; = 1 dava dobrou apro-
ximaci &sla 6 spolu s néjakym p; € Z a plati [¢10 — pi| = ||0]| < 3. Protoze 0 ¢ Z, je ||0]| # 0
avéta 1s Q = ||g10||™! zarucuje existenci ¢ € N, které spliuje ||g6|| < [|q:10]|- Necht ¢ je
nejmensi s touto vlastnosti a ps € Z spliiuje ||g0|| = |q20 — pa|. Pak (ga2,p2) = 1: pokud
by totiz existovalo ¢t € N, ¢t > 1, spliujici ps = tp/, ¢ = tq¢/, pro cela ¢isla p’, ¢/, pak by
[|q20|| = |q20 — p2| = t|g'0 —p'| > t||¢'0]| > ||¢'0)||, coz by byl spor s definici go. Protoze 6 ¢ Q,
je [|g20]| # 0 a véta 1 s Q = ||q20]|™! zarucuje existenci q € N, které spliiuje ||¢6|| < [|g20]|-
Necht g3 je nejmensi s touto vlastnosti a ps € Z spliuje ||g36|| = |q30 — p3|. Opét (g3, p3) = 1.
Timto procesem dostavame posloupnost prirozenych cisel

l=g <gp<g<...
a celych cisel py, po, p3, ... splnujicich
1,0]| = g8 — pal, (8)

||Qn+19|| < ||Qn9||v (9)
1g0]| > [|g.0]| pro vSechna g € N, ¢ < gp41. (10)
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Z véty 1 pro QQ = g, 11 dostaneme existenci ¢ € N, ¢ < ¢,,11, takového, ze ||¢0]|| < ﬁ. Podle
(10) plati
q”“QﬂeH < Qn+1||Qn9|| S 1 (11)

Kdyby ¢isla ¢,1160 — ppy1 a ¢,0 — p, méla stejnd znaménka, pro p’ = p,y1 — pn, 0 < ¢ =
In+1— Gn < Gni1, bychom dostali |¢'0 —p'| < [g.0 — pn| = ||ga0|], coz by byl spor se (10). Proto

(920 — P1n)(@n+10 — pns1) < 0. (12)

Lemma 1. {zﬁ; n € N} je mnoZina véech dobrych aprozrimaci a plati

1
az"

Dukaz. Prvnf ¢ést plyne z konstrukee, druhé z (11), nebot | — £2| <
Lemma 2. n+1Pn — QnPn+1 = +1.

Dikaz. Leva strana je celé ¢islo a plati

qn+1Pn — GnPn+1 = Qn(qn+10 - anrl) - anrl(Qne - pn)a (13)

odkud spolu s (11) a (12) plyne

0 < @nl|gn+10l] + gns1ll@nf|] = |@ns1Pn — @uPns1] < 2¢n+1]]@a0]] < 2. (14)

Dusledek. Cislo ¢, 1Pn — GnPni1 md opacné znaménko neZ q,0 — p, a plati

4n+1Pn — 9nPn+1 = _(ann—l - Qn—lpn)‘

Dukaz. Plyne z (13) s pfihlédnutim k (8), (9) a gn41 > gn, drubd ¢ast z (12) a lemmatu

Lemma 3. Pro libovolné n > 2 existuje a,, € N tak, Ze

dn+1 = AnQn + dn-1, (15)
Pnt1 = ApPn + Pn-1, (16)
|Gn-10 — Prn—1| = an|@nt — Pul + |Gn410 — Prsal. (17)

Dukaz. Z dtsledku dostavame p,,(¢ni1 — Gn-1) = ¢u(Pns1 — Pn_1)- Protoze (q.,pn) = 1,
plyne odtud existence celého ¢isla a,, s vlastnosti ¢,+1 — g1 = @nqn, Prni1 — Pn_1 = ApPn-
Protoze ¢n4+1 > qn-1, je a, > 0. Kone¢né, (17) plyne z (15) a (16) diky (12).

Poznamenejme, ze (17) dava jednoduchy vzorec pro vypocet a,:

. {an—ﬁlq |
|1¢,.0]

Poznamka. Vysvétleme si, odkud se vzal termin ,Fetézové zlomky“. Predpokladejme, Ze
0<6< % Pak ¢ =1, p1 =0, a ¢10 — p; > 0. Polozime-li gg = 0, pg = 1, a; = 3, zuistane pro
dodefinované hodnoty v platnosti lemma 2 i jeho disledek, proto i lemma 3. Pak pron =1
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z (17) dostavéme 1 = a10 + ||g20]|, tedy a; = [5]. Oznaéme 6y = 1, 6; = 0 a pro n > 2 necht

0, = ngi?g\\' Pak podle (17) plati 6, = a,, + 6,41 pro libovolné n € N. Odtud dostavame

1 1 1 1 1 1
ezj: g 1 e 1 et 1 — 1 —_— ...
0 a1+92 CL1+—€2_1 a1+—a2+93 a1 + % ap + ant

az+

1
— aq+6
3 3TY4

Ukazme si jesté, jak se vipocet &isel a,, zjednodusi, je-li @ = v/D ¢ Q pro D € N. Oznaéme
d = [f]. Podle poznamky za lemmatem 3 vzhledem k (12) a (8) plati

a. = _Qn—le — Pn—1 _ _(Qn—le _pn—l)(Qne +pn)
" G0 — Pn @D — p? '
Podle dusledku lemmatu 2 je

a, =
;D — p?

_+(=1)"VD + gn_19.D — pn—lpn]

pfi¢emz znaménko + uré¢ime podminkou £(q;60 — p1) < 0, tj. plati-lid <0 < d + %, jeq =1,
p1 = d a plati znaménko —, kdezto je-li d+% <0 <d+1,jequ =1, p; = d+1 aplati znaménko
+. Déle je zfejmé, 7e pro vypocet &sla a, mizeme ve vise uvedeném vzorei nahradit &slo v/ D
napf. ¢islem d + % a zcela se vyhnout realné aritmetice. PTi vypoctu ¢isel p,11, ¢,11 mizeme
pak uzivat (15) a (16), jen je tfeba dodefinovat py, o tak, aby platilo lemma 2 i jeho dusledky,
tj. go = 0, po = £1, pficemz podminka 0 > (g8 — po)(¢10 — p1) = —po(@:10 — p1) urci vhodné
znaménko pro py.

19 Metoda retézovych zlomku

Jak uz bylo zminéno v sedmnacté kapitole, budeme hledat kongruence tvaru
rp = (1) pytpR - prt (mod N),

kde p; jsou pevné zvolend prvocisla a e;, € {0,1}. Budeme vychazet z toho, ze pokud zvolime
do nasi baze faktorizace vSechna prvocisla py, ..., p, mensi nez néjaka hranice a najdeme-li
kongruenci 2 = ¢t (mod N) s ,malym* |t], je redlnd Sance, Ze v rozkladu &isla || se nevyskytuji
jina prvocisla nez py, ..., p, a tedy ze ziskame kongruenci pozadovaného tvaru.

Predpokladejme, Ze jsme pomoci fetézovych zlomk nasli dobrou aproximaci ’(—1’ &sla VEN,
kde k je néjaké neprilis velké prirozené ¢islo nedélitelné druhou mocninou prvodisla. Oznac¢me
t = p> — kNg® Pak p? =t (mod N). Naleznéme odhad pro |t|. Podle (8), (11) a lemmatu 1
predchozi kapitoly plati

1
‘VkN—]—)‘ <—2,
q

q
tedy

1 1
——<VpPP-t—-p<-.
q q
Pfi¢tenim p, umocnénim a odeétenim p? dostaneme
2p 1 2p 1

— S S <t S+
¢ q ¢ q
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odkud vzhledem k VAN > 2 — L plyne

q q
2 1 3
\t|<;p+?<2\/kN+?.

Cislo |t| tedy opravdu neni ,velké“ a Sance na ziskdni uzite¢né kongruence hledaného tvaru
je.

Metoda tetézovych zlomkt tedy dava nasledujici algoritmus: postupné za k volime pfiro-
zena cisla nedélitelnd druhou mocninou prvocisla a pro kazdé takové k pocitame jisty pocet
dobrych aproximaci £. Pro kazdou dobrou aproximaci zkousime rozlozit ¢islo [¢| = | p?—kNg?|
pomoci prvocisel z baze faktorizace. Jestlize se to podari, ziskdme kongruenci pozadovaného
tvaru.

Pokud |¢| neni mozné rozlozit pomoci prvocisel z baze faktorizace, avSak plati |t| = F'- U,
kde F' se pomoci prvocisel z béaze faktorizace rozklada a U je (asi) prvocislo podle testu
Millera a Rabina, je vhodné ulozit i trojici (p, ¢, U). Ziskdme-li totiz pozdéji jesté jinou trojici
(p',t',U), pak z p> =t (mod N) a (p')? = ¢’ (mod N) ziskdme kongruenci z? = [t]i; (mod N),
kde z je FeSeni kongruence Uz = pp’ (mod N).

20 Metoda kvadratického sita

Opét budeme hledat kongruence tvaru
wj, = (=1) 0 pipg - prrt (mod N),

kde p; jsou pevné zvolend prvodisla a e;;, € {0,1}. Rozdil oproti metodé fetézovych zlomk je
ve zpusobu, jakym jsou tyto kongruence hledany.

Oznaéme d = [v/N] a uvazme kvadraticky polynom
Q(z) = (x +d)* - N.

Je jasné, Ze Q(a) = (a + d)? (mod N) a Ze |Q(a)| nebude ,velké* pro celd ¢isla a s ,malou”
absolutni hodnotou. Ackoli je to jednodussi metoda generovani ,malych” kvadratti modulo
N nez metoda fetézovych zlomki, zatim neni prili§ zajimava. Rozhodujici dtivod, proc¢ je
tato metoda rychlejsi nez metoda fetézovych zlomk, je tento: neni nutné rozkladat ,malé®
kvadraty modulo N. Vzhledem k tomu, Ze vétSinu z nich rozlozit nad zvolenou bazi faktorizace
nelze, znamena toto marné rozkladani plytvani casem.

Jak tedy budeme postupovat: predpokladejme, Ze pro néjaké n € N vime, ze n | Q(a).
Pak ovSem pro kazdé k € Z plati n | Q(a + kn). Hledat takové a znamena fesit kongruenci
72 = N (modn) a vzit a = z — d. Pfitom Feeni této kongruence pro malé n neni tak
obtizné (je-li dokonce n prvoéislo, lze pouzit Shanksiv algoritmus, ktery je ¢asové naroc¢nosti
O(In*n)).

Jak budeme ¢isla prosivat: na velmi dlouhém intervalu pro vSechna cela ¢isla a spocitame
velmi zhruba In |Q(a)| (ukdZeme si, Ze staci s chybou mensi nez 1, proto urcité nepouzijeme
algoritmus pro logaritmus, ale néjaky jiny postup, naptiklad uvazujeme logaritmy o zakladu 2
a poCitame fad prvni jednicky binarniho zapisu). Tyto hodnoty uloZime do vektoru indexova-
ného a. Pak pro viechny mocniny prvocisel p* mensi nebo rovny jisté hranici B, odeéteme pii-
bliznou hodnotu log, p od vSech prvki v nasem vektoru, jejichz index a je kongruentni modulo
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pk s pfedem vypoétenym fesenim kongruence Q(a) = 0 (mod p*), tj. (a + d)? = N (mod p*)
(protoze predpokladame, ze p f N, ma pro lichd p tato kongruence dvé feseni, je-li N kva-
draticky zbytek modulo p, a zadné, jestlize je N kvadraticky nezbytek modulo p — do baze
faktorizace tedy déavame jen ta prvodisla, pro néz je N kvadraticky zbytek).

Po ukonceni prosivani zjistime, pro kterd a neni Q(a) délitelné mocninou prvocisla vétsi
nez B. Pro tato a je totiz prvek ve vektoru indexovany a maly (kdyby logaritmy byly pfesné,
byla by to nula). V opacném piipadé zde musi byt ¢islo vétsi nez log, B (odhlédneme-li od
nepfesnosti logaritmi).

Odhadnéme potfebnou pfesnost € vypoctu log, p. Oznaéme k = [max, log, |Q(a)|], pak
kazdé ¢islo |Q(a)| mé nejvyse k ¢initeld. Je-li Q(a) rozlozitelné pomoci nasi baze faktorizace,
je po provedeni od¢itani logaritmii ve vektoru s indexem a ¢islo mensi nez 1 4 ke. Naproti
tomu pro nerozlozitelné @)(a) dostaneme ¢islo vétsi nez (log, B) — 1 — (k — log, B)e. Pro
€ < % je tedy druhé ¢islo vétsi nez prvni. Misto £ sem pritom mutzeme dosadit ¢islo
o jedna veétsi nez bylo nejvétsi ¢islo ve vektoru pred zapocetim prosivani.

Pak pro v8echna a, pro které je Q(a) rozlozitelné, spocitdme znovu Q(a) a rozlozime, ¢imz
ziskdame kongruenci pozadovaného tvaru. Mame-li dost mista v pameéti, mizeme také ukladat
v pribéhu prosivani pro kazdou polozku a prvocisla, jejichz logaritmy jsme od¢itali (nebo
alespori nékolik nejvétsich z nich), coz nam urychli rozkladéni.

Podobné jako u metody fetézovych zlomkut i v tomto piipadé muzeme hledat kongruence
72 = F - U (mod N), kde F' se pomoci prvoéisel z béze faktorizace rozklad4 a U je ,neptilis
velké“ ¢islo. V tom pFipadé rozkladame Q(a) pro vSechna a, pro které po prosivani zistalo ve
vektoru ¢islo mensi nez néjaka predem dana mez a nerozlozitelny faktor spolu s a uchovavame
pro pripad, ze by se tyz faktor objevil jesté jednou.

Nevyhodou je, Ze na dlouhém intervalu prosivani hodnoty polynomu Q(x) znaéné rostou
a s tim i klesaji naSe Sance na tspésné rozlozeni. Mohli bychom proto vzit jesté dalsi polynom
a prosivat i jeho hodnoty, naptiklad Q(z) = (z + [VIN])? — IN pro né&jaké pfirozené ¢slo
[ nedélitelné druhou mocninou prvocisla. V tom pripadé bychom vsSak museli doplnit nasi
bazi faktorizace: pfipomenme, Ze v ni mame pouze ta prvocisla p, pro ktera je N kvadraticky
zbytek modulo p, kdezto nyni potfebujeme ta, pro kterd je [N kvadraticky zbytek modulo
p. OvsSem zvétSeni baze faktorizace znamena potiebu vice kongruenci a provadéni Gaussovy
eliminace vétsi matice.

21 Metoda kvadratického sita s vice polynomy

Uvazujme obecny kvadraticky polynom Q(x) = Ax? + 2Bx + C takovy, 7ze A,B,C € Z a
A > 0. Plati
AQ(z) = (Az + B)* — (B* — AC).

Pokud bude splnéno N | B? — AC, pro kazdé a € Z dostaneme kongruenci tvaru AQ(a) =
(Aa + B)? (mod N). Zvolme délku 2M intervalu, na kterém budeme prosivat a pokusme
se optimélné zvolit konstanty A, B,C. Abychom méli Sanci na rozlozeni ¢isla |Q(a)| nad
nasi bazi faktorizace, je vhodné, aby maximum funkce |Q(z)| na intervalu prosivani bylo co
moznéa nejmensi, proto interval zvolime tak, aby minimum funkce @Q(z) padlo doprostied,

tj. prosivat budeme na intervalu I = (—% - M, —% + M). Dale budeme pozadovat, aby

Q(_% + M) = —Q(—g), tj. A2M? = 2(B%* — AC), odkud plyne

- VB AC)

- M
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B B? — AC B2 — AC
fgg}d@(x” = |Q<_Z)| =1 = My —

ProtoZe toto ¢islo potiebujeme mit co nejmensi, ale sou¢asné ma byt B? — AC délitelné éislem
N, je vhodné volit A, B, C tak, aby B> — AC = N, kdy maximum |Q(z)| na I bude zhruba

N
IVES
Budeme tedy postupovat tak, ze nejdfive zvolime délku prosivani M. Pak budeme koefi-
V2N

cienty jednotlivych polynomii Q(x) generovat takto: zvolime A blizko Y3, navic tak, ze A

je prvocislo a N je kvadraticky zbytek modulo A. Pak nalezneme B tak, ze B2 = N (mod A)
a koneéné polozime C' = & QXN . Pak pokracujeme stejné jako v metodé kvadratického sita —
pro kazdou mocninu p* prvoéisla p mensi nez néjaka predem dand hranice uré¢ime kofen [
kongruence 2> = N (mod p*), mé-li tato kongruence feseni (pro lich4 p to znamené, ze N je
kvadraticky zbytek modulo p), ostatni prvocisla ignorujeme. To spo¢itame pro vSechny poly-
nomy jednou a uschovame. Pak totiz kofeny polynomu Q(z) modulo p* vyhovuji kongruenci
Az = —B + a,. (mod p¥). Postupné prosivame hodnoty jednoho polynomu Q(z) po druhém

dokud neziskdme dostatek kongruenci pro Gaussovu eliminaci.

Je tedy

Protoze malé prvocisla déli hodné hodnot Q(x), trva prosivani malymi prvocisly nejdéle,
pricemz jejich logaritmus je maly. Proto se v nékterych implementacich prosivani malymi
prvocisly (feknéme mensimi nez 100) vynechava, jen je nutné zvysit hranici, pouzivanou po
skonéeni prosivani pro rozhodovani, zda doty¢nou hodnotu polynomu Q(z) budeme rozkladat
nebo ne. Pfitom strategie je takova: radéji zkusit rozkladat nerozlozitelné Q(z) nez ztratit
nékteré rozlozitelné a tedy néjakou uzitecnou kongruenci.

Vzhledem k tomu, Ze ziskané kongruence je snadné kontrolovat, je mozné do generovani
kongruenci zapojit vice lidi tak, ze pomoci e-mailu je jim distribuovan program s daty, ktery
nechaji bézet ve volném case na svém pocitaci, a ziskané vysledky opét vraceji e-mailem. Tato
metoda byla s ispéchem pouzita pii rozkladani devatého Fermatova ¢isla N = 22" 41 pomoci
metody sita v ¢iselném télese v roce 1990. A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, M. S. Manasse a J. M.
Pollard timto zptisobem ziskali matici o 226 688 tadcich a 199 203 sloupcich. Po ,zahusténi“
této matice (viz pozndmku na konci sedmnacté kapitoly) ziskali matici o 72413 fadcich a
72213 sloupcich. Gaussovou eliminaci této matice pak ziskali kongruenci, ktera jim urcila
netrivialniho délitele ¢isla N.

22 Zaklady algebraické teorie cisel

Definice. Jsou-li K, L télesa a je-li K C L, tekneme, Ze L je rozsirenim télesa K. Je-li
navic L jakozto vektorovy prostor nad K konecnérozmeérné, hovorime o konecném rozsivent.
Dimenzi L nad K znacime [L : K].

Definice. Podteleso komplexnich cisel, ktere je konecnym rozsirenim Q, se nazyvd téleso
algebraickych cisel.

Definice. Necht K je téleso algebraickijch cisel, « € K. Pokud existuje normovany poly-
nom f(x) € Zlx], jehoZ je o kotenem, nazyvd se a cel€ algebraické ¢islo.

Poznamka. V predchozi definici je podstatny pozadavek normovanosti. Je-li totiz [K :
Q] =n, pak 1,,a?, ..., " musi byt Q-linedrns zavislé, a tedy existuje polynom f(z) € Z|x]
stupné nejvyse n tak, ze f(a) = 0.
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Lemma 1. Necht K je téleso algebraickiyjch c¢isel, wy,...,w, € K. Necht M je aditivni
grupa, generovand wi, . . .,wn,, tj.

M ={ajw; + -+ + apwyp; ay, ..., a, € Z}.

Je-li M okruh, pak je libovolny prvek M celée algebraicke cislo.

Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, 7e wy...w, # 0. Bud « € M
libovolné. ProtozZe pro kazdé ¢ = 1, ..., n plati aw; € M, existuji cela ¢isla a;; splnujici

n
aw; = E QW5
j=1

pro kazdé i = 1,...,n. Odtud plyne, ze det(aE — (a;;)) = 0, kde E je jednotkova matice fadu
n. Proto je a kofenem normovaného polynomu f(z) = det(zE — (a;;)) € Z[x].

Véta 1. Necht K je téleso algebraickych cisel. Oznacéme R mmnoZinu vsech celych alge-
braickych cisel o € K. Pak R je obor integrity a K je jeho podilové téleso.

Dukaz. Abychom ovéfili, Ze R je obor integrity, musime dokazat, Ze pro libovolnd o, 5 € R
jsou a+ 3, a— i af cela algebraicka cisla. Protoze o a 3 jsou cela algebraicka cisla, existuji
polynomy s celymi koeficienty

f(x) =a" + ap 12" '+ 4+ ayx + ag, g(x) = 2™ + by 1™ 4 b+ by
tak, ze f(a) =0 a g(3) = 0. Pak ovSem plati
a" = —ay10" = —aja — ay, B = —bp 1 f7 = = 01 = Dy,
a tedy podgrupa M aditivni grupy télesa K generovana vSemi souciny
alfl, kde0<i<n,0<j<m, (18)

tvoii okruh, nebot libovolny souc¢in a3’ pro k > 0, [ > 0 je mozné vyjadfit jako Z-linedrni
kombinaci prvki (18). Podle lemmatu 1 jsou a+ 3, o — 3, a3 € M celé algebraicka ¢isla.

Zbyvéa dokazat, ze K je podilové téleso okruhu R. Necht a € K je libovolné. Podle po-
znéamky pred lemmatem 1 existuje polynom f(x) = apz® + ap_12* 1 + -+ + ayz + ag € Z[z]
tak, Zze f(a) =0 a a; # 0. Pak ovSem ¢islo 8 = axa je kofenem polynomu

a4+ alalz_Qx + aoa’,j_l € Z|z|,

a proto ¢islo (3 je celé algebraické. Je tedy a = % podilem dvou ¢isel z R. Dokézali jsme, ze
K je podilové téleso okruhu R.

Priklad. Ozna¢me

K = Q(v10) = {a + bV10; a, b € Q}.

Snadno se ukaze, ze K je téleso algebraickych ¢isel a ze [K : Q] = 2. Oznac¢me R okruh vSech
celych algebraickych cisel v K. Je-li a, b € Z, pak a = a + by/10 je kofenem polynomu

(z —a — bV10)(z — a + bV10) = 2% — 2a + (a® — 100%),

a tedy a+0bv'10 € R. Predpokladejme naopak, ze pro néjaké a, b € Q, plati « = a+bv/10 € R
a dokazme, ze a, b € Z. Je tedy a kofenem néjakého normovaného polynomu f(x) € Z[z].
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Je-li b =0, je a € Q a podle véty 8.5 na strané 100 skript [R] plati a € Z. Necht tedy b # 0,
tj. @ ¢ Q. Vydélme polynom f(z) polynomem g(x) = z* — 2a + (a®> — 10b*) se zbytkem:
existuji tedy polynomy ¢(z), r(z) tak, ze f(x) = q(z)g(x) 4+ r(z) a pfitom je r(z) bud nulovy
nebo stupné nejvyse jedna. Dosazenim « za x dostaneme r(«) = 0, odkud vzhledem k o ¢ Q
plyne, Ze r(z) je nulovy polynom. P¥ipomernime (viz [R], dikaz véty 8.7 na strané 100), ze
polynom s celociselnymi koeficienty takovy, Ze nejvétsi spolecny délitel jeho koeficientd je
roven 1, se nazyva primitivni. Plati (viz tamtéz), Ze soucin primitivnich polynomi je opét
primitivni polynom. Necht u a v jsou racionalni ¢isla takovd, ze polynomy ug(x) a vg(z) jsou
primitivni (tim jsou ¢isla u a v uréena jednozna¢né az na znaménko). Pak je tedy primitivni
i polynom uv f(z) = ug(x) - vg(x). Ovsem polynom f(z) je normovany s celymi koeficienty a
tedy primitivni. Je proto uv = +1. ProtoZe polynom ¢(z) je normovany, je normovany i ¢(z)
a tedy z definice u a v plyne, Ze u, v € Z. Proto v = £1 a tedy g(z) mé celociselné koeficienty:
c=2a € Z,a*—10b* € Z. Proto 40b* = ¢* — 4(a® — 10b*) € Z, odkud d = 2b € Z. Pak oviem
4| 4(a® — 100%) = ¢ — 10d? a tedy c? je sudé &islo. Je tedy sudé i samo ¢ a proto je sudé i d?
a tedy i d. Dokézali jsme, ze a, b € Z, tj.

R = {a+0/10; a, b € Z}.

Poznamka. Zajima nas, nakolik je aritmetika v okruhu R podobné aritmetice v Z. Arit-
metika v Z je pomérné jednoduché diky vété o jednozna¢ném rozkladu na soucin prvocisel:
kazdé nenulové celé ¢islo je mozno zapsat ve tvaru souc¢inu vhodné jednotky (tj. invertibilniho
prvku, v tomto pfipadé 1 nebo —1) a konecné mnoha ireducibilnich prvka (tj. prvocisel),
pricemz je tento rozklad jednoznacny az na poradi ¢initeld.

Priklad. Ukazme si, ze aritmetika R muze byt i odliSna: necht K a R jsou jako v pred-
chozim piikladé a definujme zobrazeni (tzv. normu) N : R — Z predpisem

N(a+b/10) = (a + bv10)(a — bV/10) = a® — 1062

Snadno se nahlédne, ze N (o) = N (a)N(B) pro kazdé «, § € R. Dokazme, Ze mnozina vSech
jednotek okruhu R je rovna

E={a€R; N(a) = £1}.

Skutecné, je-li a jednotka okruhu R, existuje § € R tak, ze a8 = 1, odkud plyne 1 = N'(af3) =
N ()N (B), a tedy N(a) = £1. Opacénd implikace je ziejma.
V okruhu R mtzeme rozlozit

9=3-3=—(1++v10)(1 - V10).

Pfitom N(3) = 9 a N(1 + v/10) = —9. Dokazeme-li, Ze v R neexistuji ¢isla s normou +3,
budeme védet, ze vSechna ctyfi ¢isla uvedend v rozkladu ¢isla 9 jsou ireducibilni, tj. neni
mozné je zapsat ve tvaru soucinu dvou cisel z R, které nejsou jednotkami. To je ale snadné:
z a>—100*> = £3 plyne a®> = +3 (mod 5), spor. V R tedy neplati véta o jednoznaéném rozkladu
¢isel na soucin ireducibilnich faktor.

Je ziejmé, 7e 3 + /10 je jednotka okruhu R a proto i vSechny jeji mocniny. Odtud plyne,
ze F je nekonec¢na. Dokazme, ze plati

E={£(3+V10)"; neZ}.

Budeme ptedpokladat existenci néjaké jednotky 1 okruhu R, pro kterou platin ¢ E a dojdeme
ke sporu. Mtzeme predpoklddat, ze n > 0 (jinak vezmeme —n), dokonce ze n > 1 (jinak
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vezmeme %) Navic mtizeme piedpokladat 7 < 3 + /10 (jinak vydélime 1 nejvétsi mocninou
&isla 3 4 /10 mensi nez 7). Je tedy n = a + bv/10 pro néjaké a, b € Z a plati 1 < a4 b/10 <
3 4+ V10, N(a + bW10) = (a + b\/ﬁ)(a — by/10) = +1. Tudiz a — bV/10 = %, a proto
—1 < a— bV/10 < 1. Se¢tenim odtud plyne 0 < 2a < 4 + /10, coZ vzhledem k tomu, Ze a je
celé ¢slo, znamené a € {1,2,3}. Protoze b je rovnéZ celé ¢islo a plati b* = & (a® F 1), dostali
jsme, ze 1 = 1 nebo 1 = 3 + /10, spor.

Poznamka. Kummer v poloviné minulého stoleti objevil zptsob, jak jednoznac¢né roz-
kladani zachranit. Jak jsme vidéli, véta o jednoznacném rozkladu prvki v okruzich celych
algebraickych ¢isel neplati, plati zde ale véta o jednoznac¢ném rozkladu idealt. Kazdy nenu-
lovy ideal okruhu celych algebraickych cisel je mozné psat ve tvaru soucinu prvoidedli a to
jednoznac¢né az na potadi Cinitelt.

Pfipomenme nékteré pouzité pojmy: nulovy idedl je ideal {0}, prvoidedl je idedl I okruhu
R, pro ktery plati: I # Raprokazdé a, 5 € Rz af € I plyne o € I nebo 3 € I (ekvivalentné:
idedl I je prvoideal, pravé kdyz je faktorokruh R/I oborem integrity, viz [R], definice 10.8 a
véta 10.9, str. 108). Je jesté tieba definovat, co je to soudin ideali: jsou-li I, J idedly okruhu
R, jejich soucinem je ideal

1] = {Z%@‘; neN, a; €1,6,€J provéechnaizl,...,n},
i=1

Véta 2. Necht R je okruh celyjch algebraickijch cisel v néjakém télese algebraickyjch cisel
K. Necht I je idedl R, I # R, I # {0}. Pak existuje jednoznacné urcené n € N a jednoznacné
(aZ na poradi) urcené prvoidedly Py, ..., P, takové, Ze plati

I=P... P,

Diikaz je mimo moznosti nasi prednasky.

Poznamka. Jak lze vétu pouzit na rozkladani nenulového prvku a € R, ktery neni
jednotka? Rozlozime hlavni idedl

() = {ap; g € R}.

(Uzivame néasledujiciho oznaceni: («aq, . .., «,) je ideédl generovany Cisly ay, . . ., a,,, tj. nejmensi
idedl, ktery je obsahuje.) Pokud je R okruh hlavnich ideali (tj. kazdy ideal okruhu R je tvaru
() pro vhodné « € R), dostaneme podle vyse uvedené véty ireducibilni prvky m,...m, € R
tak, ze
(@) =(m1)...(m) = (m1...70),

odkud plyne, ze a = ¢-m; ... m, pro vhodnou jednotku . Odvodili jsme tedy, Ze je-li okruh ce-
Iych algebraickych ¢isel R okruhem hlavnich idedld, plati v ném véta o jednoznac¢ném rozkladu
na prvocinitele (coz je fakt platny obecné pro libovolny okruh hlavnich ideéli).

Priklad. Vratme se k nasemu predchozimu p¥ikladu: ozna¢me I, resp. J idedly generované
3al++10, resp. 3 al—+/10, tj.

I =(3,14+10) = {3a+ (1+V10)8; a, 3 € R},
J=(3,1-V10) = {3a + (1 —V10)5; o, § € R}.
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Pak I, J jsou prvoidedly (plati R/I ~ R/J ~ F3) a plati IJ = (3) (snadno je vidét, Ze
I.J C (3), opatna inkluze plyne z 3 = 3 -3 — 3(1 — v/10) — (1 4+ v/10)3). Dale plati

I = (9,3(1 + V10), (1 + v10)?) = (9,3 + 3V10, 11 + 2V/10),

proto 1 ++/10 = 9+ (3 + 3v/10) — (11 + 2v/10) € I%. Na druhou stranu jisté 9, 3(1 4 /10) a
(14 +/10)? jsou prvky idedlu (1 + +/10), tedy I? = (1 + +/10). Analogicky J? = (1 — +/10).

Obé strany identity
(1++10)(1 — V10) = -3 -3

udévaji tedy tyz rozklad idedlu (9) na prvoidealy: (9) = I2J2.

Poznamka. Miru toho, nakolik se okruh celych algebraickych cisel R néjakého télesa
algebraickych ¢isel K lisi od okruhu s jednozna¢nym rozkladem prvki, nam vlastné udava to,
kolik ze vSech idealti okruhu R je hlavnich. Uvazme pologrupu vSech nenulovych ideali okruhu
R a jeho podpologrupu vsech hlavnich idealii. Mtzeme uvazit faktorizaci této pologrupy podle
zminéné podpologrupy (coz odpovida nasledujici ekvivalenci mezi idedly: I ~ J, pravé kdyz
existuji av, f € R spliiujici (o) - I = (5)-J). Je mozné dokazat, ze faktorstrukturou je konecna
komutativni grupa. Pocet jejich prvku se nazyva pocet tiid idedld okruhu R (nebo také télesa

vvvvvv

Poznamka. V nasem piikladé jsme odvodili, Ze grupa jednotek okruhu celych algebraic-
kych ¢&isel télesa Q(+/10) je
E={£(3+V10)"; n € Z},

tedy komutativni grupa se dvéma generatory —1 a 3 + 1/10. Tento fakt plati obecné: grupa
jednotek okruhu celych algebraickych ¢isel libovolného télesa algebraickych cisel je konecné
generovana komutativni grupa a pro miniméalni pocet jejich generatort plati, Zze nepfevysi
stuper [K : Q).

23 Metoda sita v ¢iselném télese

Vratme se k nasemu pivodnimu problému: mame velké piirozené ¢islo N, o kterém vime, Ze
je slozené, a hledame jeho netrividlniho délitele.

Zvolme celé algebraické ¢islo 6 a ozna¢me T'(x) € Z[z| normovany mnohoclen nejmensiho
stupné, jehoz je 6 kofenem. Necht K = Q(f) je nejmensi téleso algebraickych ¢isel, které
obsahuje ¢islo #. Oznac¢me

L={ay+af+ +as10"" ag,...,as-1 € Q},

kde d je stupen polynomu 7'(x).

Dokéazeme, ze plati K = L. Protoze T(0) = 0, je jasné, ze L je okruh. Dokazme, Ze je
L dokonce téleso, pak bude ziejmé, Ze je L nejmensi téleso obsahujici 0 a tedy, ze K = L.
Nejprve ukdzeme, ze T'(z) je ireducibilni nad Z. Kdyby existovaly nekonstantni polynomy
f(z), g(x) € Z[z] takové, ze T'(z) = f(x)g(x), musely by byt oba normované a stupné mensiho
nez d. Dosazenim 6 za = bychom pak dostali spor s definici 7'(x). Podle véty 8.7 na strané 100
v [R] (popfipadé uzitim techniky uzité v piikladu v predchozi kapitole) dostévame, ze T'(z)
je ireducibilni nad Q. Necht o € L, o # 0 je libovolné. Pak existuje polynom f(z) € Q|z]
stupné mensiho nez d tak, ze a = f(0). Protoze T'(z) je ireducibilni nad Q a f(x) mé stupen
mensi nez T'(x), je jejich nejvétsi spoleény délitel (ktery existuje podle véty 5.18 na strané
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83 v [R]) roven 1. Podle véty 5.20 na strané 84 v [R] existuji polynomy u(x), v(z) € Q[z]
tak, Ze f(z)u(z) + T(x)v(x) = 1. Dosazenim 6 za x dostaneme u(f) = = € L, a tedy L je
téleso. Stejnym postupem miizeme dokazat, ze neexistuje nenulovy polynom s racionalnimi
koeficienty stupné mensiho nez d, jehoz by byl 6 kofenem, a proto je [K : Q] = d.

Oznac¢me R okruh vSech celych algebraickych ¢isel v K. Protoze 6 € R, pro

Z[Q] = {aO + CL19+ R ad_19d_1; ag,...,0q9-1 € Z}

plati Z[#] € R. Obecné zde rovnost platit nemusi. Je v8ak mozné dokazat, ze faktorgrupa
R/Z]0] je kone¢na. Ozna¢me f pocet jejich prvki.

Budeme predpokladat, Ze jsme schopni spocitat vSechno potiebné o télese K, tj. pocet t¥id
idealti okruhu R, generatory grupy jednotek okruhu R, vyse uvedenou konstantu f, vSechny
»malé“ prvoidedly az do zvolené hranice (,velikost* prvoidedlu P je dana po¢tem prvki oboru
integrity R/P, o kterém je mozné dokazat, Ze je to koneéné téleso) a v ptipadé, ze R neni
okruh hlavnich idedld, i reprezentanty jednotlivych t¥id idedlt (v tomto pfipadé je situace
hlavnich ideald; podrobny popis metody v obecné situaci 1ze najit v [C]). Dodejme, Ze pro
obecné téleso algebraickych cisel K jde o velmi obtizny tkol, jehoz narocnost silné stoupa
se stupném télesa a ktery nebyl dosud zvladnut ani pro nékterda pomeérné jednoducha télesa.
Vzhledem k tomu, ze vSak ¢islo 6 volime, bude mozné predpokladtim tohoto odstavce vyhovét.

Protoze polynom 7'(z) je ireducibilni nad Q, kofeny polynomu 7'(x) v C jsou po dvou rizné
(vicenasobny kofen by byl kofenem derivace 7"(z) a tedy nejvétsi spoleény délitel (7'(x), T (x))
by byl vlastnim délitelem polynomu T'(x)). Necht 6; = 6, 0, ..., 6, jsou vSechny komplexni
kofeny polynomu T'(x). Z Viétovych vztahii a z hlavni véty o symetrickych polynomech plyne,
ze hodnota libovolného symetrického polynomu o d proménnych v 6;, 6,5, ..., 84 bude celé
¢islo. Proto muZeme definovat normu N : Z[f] — Z nésledujicim zpisobem. Pro libovolny
prvek a € Z[f] existuje polynom g(x) € Z[x] tak, ze a = g(f). Pak klademe

N(a)=g(6)...9(0q) € Z.

Snadno se nahlédne, Ze tato definice nezévisi na volbé polynomu ¢ a ze plati N(af) =
N(a)N (). Poznamenejme, Ze je mozné definici normy rozsifit na cely okruh R: pro libovolné
B € Rje fB3 € Z[f], polozime pak N'(5) = f~N(f3). Je mozné dokazat, 7e pro kazdé 3 € R
je N(B) celé ¢islo a ze I[N ()| je pocet prvkia faktorokruhu R/(3), kde () znaci hlavni ideél
generovany prvkem (. (Odtud plyne, Ze (3 je jednotka okruhu R, pravé kdyz N (G) = 1.)

Predstavme si, Ze zndme néjaké celé ¢islo m takové, ze T'(m) = kN pro néjaké ,malé“
pfirozené Cislo k. Pak mutzeme sestrojit homomorfismus okruhti ¢ : Z[f| — Z/NZ tak, ze
polozime ¢(0) = m + NZ. (Je jasné, ze jde o homomorfismus aditivnich grup. To, Ze ¢
zachovava i ndsobeni, plyne z toho, ze N | T'(m).)

Pro kazdé o € R plati fa € Z[0]. Vzhledem k tomu, ze f pravdépodobné nebude délitelné
¢islem N, muzeme predpokladat (f, N) = 1 (jinak mame netrividlniho délitele ). Necht
u € Z spliuje uf = 1 (mod N). Pak miuzeme ¢ dodefinovat na celém R takto: pro libovolné
a € R klademe () = u- p(fa). Je jasné, ze pro a € Z[f] jsme tim p(a) nezménili a ze ¢ je
skute¢né homomorfismus okruhi ¢ : R — Z/NZ.

Nyni k ¢emu chceme dojit: radi bychom nasli a, b € Z tak, aby a+bm byla druhd mocnina
v Z a soucasné aby a + bf byla druhd mocnina v R. Je-li totiz a + bm = 22 pro v € Z a
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sou¢asné a + b = a? pro @ € R, mame Sanci, %e se ndm podaii rozlozit N: protoZe je ¢
homomorfismus, plati

o(a)* = p(a®) = p(a+b0) = (a+bm) + NZ = 2*> + NZ

a je-li y n&jaky reprezentant t¥idy (), tj. p(a) = y+ NZ, plati 22 = y* (mod N) a (z+y, N)
by mohl byt netrividlni délitel ¢isla N podobné jako u metody tetézovych zlomki ¢i metody
kvadratického sita.

Nalezeni takovych a, b je vSak velmi nesnadny tikol a jisté se nam je nepodafi najit rovnou.
Pouzijeme proto podobné techniky jako v predchozich metodach a budeme rozkladat nad
néjakymi bazemi faktorizace. Jasna je situace pro ¢isla typu a + bm € 7Z, ktera budeme
rozkladat nad ,malymi“ prvocisly. Vétsi problém je s ¢isly typu a + b0 € Z[f]. Jak jsme se uz
zminili, budeme pro jednoduchost predpokladat, ze R je okruh hlavnich idealii. Pak je mozné
pro kazdy ,maly“ prvoidedl P nalézt m € R tak, ze P = (7). Budeme tedy idedly (a + b0)
rozkladat nad bazi faktorizace slozené z téchto ,malych” prvoideald a vzdy, kdyz existuje
néjaky rozklad

(a+b0) = (m)* ... (7)™,

musi existovat jednotka n okruhu R, spliujici

kn
n *

a4+bd=nrr . x

Protoze grupa jednotek okruhu R je konecné generovana grupa (viz poznamku na konci pred-
chozi kapitoly), mizeme zvolit jeji generatory a ziskanou jednotku 7 pomoci nich vyjadfit.
Celkem tedy cisla a + bf rozkladdme nad bazi faktorizace, slozené z generatorti jednotlivych
,malych® prvoideali a z generatori grupy jednotek okruhu R.

Je mozné dokézat, ze pro libovolné prvocislo p t f jsou idedly tvaru p = (p,0 — ¢,), kde
¢, probihd vSechna (navzajem nekongruentni modulo p) FeSeni kongruence T'(x) = 0 (mod p),
navzajem ruzné (ne vSak nutné vSechny) prvoideéaly okruhu R délici hlavni ideal (p). Pfitom
a+ b0 € g pro né€jakd a, b € Z nastane pravé tehdy, kdyz a + bc, € g, tj. pravé kdyz
p | a+ be, (cela disla jsou prvky e, pravé kdyz jsou délitelna p, to plyne z toho, ze p N Z
musi byt prvoidedl v Z obsahujici p). Ozna¢me v néjaké celé ¢islo spliujici vf = 1 (mod p).
Necht 5 € R je libovolné. Pak f - (G € ZI[f)], tedy existuje polynom g¢(x) € Z[z] tak, Ze
f- B = g(0). Protoze v — ¢, | g(z) — g(cp) v Z[z], plati § — ¢, | g(0) — g(cp) v R, proto
vfB —vg(e,) = vg(0) — vg(e,) = v(g(f) — g(cp)) € p. Protoze p | 1 —vf ap € g, je
(1 —-vf)B € p, atedy 8 —vg(c,) € p. Je-li r zbytek po déleni celého ¢isla vg(c,) prvocislem
D,z p | (vg(c,) — ) plyne 5 —1r € p. V kazdé tiidé rozkladu R/ tedy lezi (jediné) z Cisel
0,1,...,p—1, je tedy |R/p| = p. Proto plati: jestlize m € R spliiuje (7) = p, pak N (7) = p.

Podobné jako u metody kvadratického sita budeme dvojice celych ¢isel (a,b), pro které
méame Sanci rozlozit a + bm i a + b nad zvolenymi bazemi faktorizace, hledat prosivanim.
Uvazujme tedy vSechny dvojice celych ¢isel (a,b), pro ktera |a| i |b] jsou mensi nez zvolend
mez.

1. Pro v8echna mald prvodisla p vyznacme ty dvojice (a,b), pro které p déli a i b.

2. (Prvni inicializace) Pro vSechny nevyznacené dvojice (a, b) inicializujme polozku, obsahujici
ptibliznou hodnotu log,(a 4+ bm).

3. (Prvni prosivani) Pro kazdou mocninu p* prvoéisla, kterd je mensi neZ zvolena mez, ode-
¢teme log, p od polozek, prislusnych tém nevyznacenym dvojicim (a, b), pro které p | a-+bm.
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4. Vyznacdime vsechny dvojice (a,b), jejichz polozka zustala prilis velka.

5. (Druhé inicializace) Pro vSechny nevyznacené dvojice (a, b) inicializujme polozku, obsahu-
jici pribliznou hodnotu log, (N (a + bf)).

6. (Druhé prosivani) Pro kazdé prvodcislo p, které je mensi nez zvolend mez a které nedéli
f, naleznéme vSechna (navzajem nekongruentni modulo p) feSeni ¢, kongruence 7'(z) =
0 (modp). Pro kazdé takové feseni ¢, odecteme log, p od vSech polozek, pfislusnych tém
dosud nevyznacenym dvojicim (a, b), pro které p | a + bc,.

7. Pro vSechny dvojice (a,b), jejichz polozka zistala mensi nez jistd mez, zjistime rozkladem
Cisla NV (a+06), zda opravdu vSechny prvoidealy délici a+b6 jsou ve zvolené bazi faktorizace.

Poznamenejme, Ze v bodé 6 od¢itdme log, p jen jednou bez ohledu na to, zda prvoideal
(p, 0 — ¢,) vystupuje v rozkladu idealu (a+ bf) v prvni nebo ve vyssi mocniné (to totiz nejsme
schopni rozlisit). Aby se vyloudil pfipad, Ze by se tim na nékterou uzite¢nou dvojici zapomnélo,
je ,jistd mez“ uzitd v bodé 7 o néco vyssi, nez by bylo jinak zapotiebi. To v§ak ma zase za
nasledek, Ze je nutna zde zminéna kontrola rozkladem.

Oznacme py, . . ., p; bazi faktorizace pouzitou pro rozkladani ¢isel a+bm, dale pak uy, . .., ug
generatory grupy jednotek okruhu R a konec¢né my,...,m, ¢isla, generujici hlavni prvoidealy
pouzité pro rozkladani idedl (a + b6). Po skonceni uvedenych sedmi bodit méame pro kazdou
nevyznacenou dvojici (a, b), kterd prosla uspésné kontrolou v bodé 7, rozklady

e €, €
a+bm=(—=1)®p7...p/", a+ b0 = uy™tt Ly T ke

Tim dostaneme vektor (eg, €1, ..., € k1n) Prirozenych ¢isel, ktery budeme interpretovat jako
vektor z vektorového prostoru F3 ™+ (sud4 ¢isla jako nuly a licha &isla jako jednicky). Az
budeme mit téchto vektort dost (tj. alespon o nékolik vice nez 1 + k + [ + n), provedeme
Gaussovu eliminaci nad Fy (viz pozndmku o ,Fidkych“ maticich na konci sedmnacté kapi-
toly), abychom nasli Fy-linearni zavislosti mezi ziskanymi vektory. Kazda takova zavislost
nam urci, kterd cisla a + bm, resp. a + bf mame mezi sebou vynasobit, abychom dostali
kyzenou kongruenci x? = y? (mod N). Pfitom misto a + bf budeme rovnou nasobit p(a + bf).

Poznamka. Metoda sita v ¢iselném télese je nejnovéjsi a potencialné nejrychlejsi znama
metoda rozkladani velkych prirozenych cisel. Na zakladé nékterych heuristickych argumentt
lze odhadovat, ze metoda fetézovych zlomkt i metoda kvadratického sita jsou ¢asové naroc-

nosti
O (ex/lnN Inln N(H—o(l))) )

Proto pfed objevenim metody sita v ¢iselném télese panovalo presvédcéeni, ze lepsi ¢asové
narocnosti uz patrné neptijde dosdhnout. Bylo prekvapenim, ze na zakladé podobnych argu-
menti lze odhadovat, ze metoda sita v ¢iselném télese je casové narocnosti

O (6 3/(In N)(Inln N)2(c+o(1)))

pro pomérné malé ¢ (mensi nez \3/%), coz je asymptoticky mnohem lepsi nez jakdkoli jind
znamé metoda. Bohuzel vypocty v této metodé jsou notné komplikované (jak jsme jiz konec
koncii sami vidéli) a tedy asymptotickd vyhodnost se zacne projevovat az pro znacné velka
c¢isla. Odhaduje se, Ze tato metoda by méla byt rychlejsi az pro ¢isla majici aspon 130 dekadic-

kych cifer, jenze tak velka ¢isla jsou stejné mimo dnesni moznosti. Na druhé strané, pro ¢isla
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ve specialnim tvaru, naptiklad pro Mersenova ¢isla 2P — 1, kde p je prvocislo, nebo Fermatova
dsla 22" + 1 mitze byt tato metoda zjednodusena (je mozné snizit ¢ a7 pod f/%) a stava se
praktickou uz i pro N do 120 cifer.

Priklad pouziti metody. Predpokladejme, Ze nase velké pfirozené ¢islo je tvaru N =
r¢ —s, kde r a s jsou celd ¢isla s malou absolutni hodnotou. Zvolme vhodné d (ukazuje se, Ze
pro N o 70 a vice cifrach je vhodné d = 5) a polozme k = —[—£]. Je tedy —k < =S < —k+1,
tj. 0 < kd — e < d. Protoze |r| a |s| jsou malé, je malé i |sr*¢=¢|. Uvazme mnohoclen

T(x) = ¢ — srki=e,

Zvolime-li m = r* je jasné, ze T(m) = r*°N je maly ndsobek N. Piedpokladejme, Ze
polynom 7T'(x) je ireducibilni nad Z (to je velmi pfirozeny predpoklad, rozkladem polynomu
T'(x) v Z]z] bychom patrné dostali netrividlniho délitele ¢isla N). Budeme pracovat v télese
K = Q(0), kde 6 je kofen polynomu T'(z). Protoze d = 5 a |sr®?=¢| je malé, asi nebude t&zké
najit vSe potiebné o aritmetice okruhu celych cisel télesa K.

Prvni pfipad, kdy metoda sita v ¢iselném télese slavila tispéch, bylo tplné rozlozeni de-
vatého Fermatova ¢isla N = 2°'2 4 1, které méa 155 cifer, na prvocinitele. Jiz diive byl znam
sedmiciferny délitel ¢isla N, avsak rozlozit podil, o kterém se védélo, zZe je slozeny, se neda-
filo. Az v roce 1990 byl tento podil rozlozen metodou sita v ¢iselném télese (viz poznamku
na konci dvacaté prvni kapitoly). Je zajimavé, Ze znalost sedmiciferného délitele viibec ne-
pomohla, bylo vyhodnéjsi rozkladat celé N a vyuzit tak jeho specidlniho tvaru: N = r® — s
pror =2, s = —1 a e = 512. Uzijeme-li postup z predchoziho odstavce, je d = 5, k = 103,
T(x) = 2° +8, tj. K = Q(v/8) = Q(¥/2), coz je téleso, jehoz okruh celjch algebraickjch &isel
je dokonce okruh hlavnich ideali. Za pomoci mnoha dobrovolniki prostfednictvim e-mailu
byl vynalozen ekvivalent nékolika let CPU ¢asu na jednom pocitaci. Ziskana data byla zpra-
covana Gaussovou eliminaci na superpocitaci a tak byl ziskan rozklad N na tii prvocisla o 7,
49 a 99 cifrach.
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