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Uvod L

o Rada systémU je zadana pfimo svym vnitfnim
popisem.

a Pozorovateli je skryta pfima informace o hodnotach
stavovych promennych.

N 7/

a MEerici pristroje podavaji informaci o stavu systému.

e Ukol: jak z pozorovanych vystupt y uréit co
nejpresneji stavy z« .

a Problem je vyreSen pro linearni system
s gaussovskymi Sumy (Kalmanuav filtr).
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Informace o stavech |

e Mejme neznamy nahodny vektor X € £;* a vektor

namerenych dat » € R"=, ktery je realizaci
nahodného vektoru Z € £;7.

a Dale zname simultanni hustotu pravdepodobnosti
p(z, 2).
e Pred meéerenim z je informace o X obsazena pouze

v hustote p(z, z) a rozlozeni X udava tzv. apriorni
hustota

po(@) = [ pla,2)a:

3. Optimalni odhad stavll systému — p.3/39



Informace o stavech Il

a Po provedeni méreni z je informace obohacena a
rozlozeni X je dano podminénou hustotou, tzv.
aposteriorni hustotou

a Tyto Gvahy jsou jadrem tzv. bayessovského pristupu
k optimalnimu odhadu.

a Jedinym skutecnym rozlozenim je rozlozeni apriorni,
avSak aposteriorni rozlozeni ma nekteré vyhodné
vlastnosti s ohledem na co nejpresnejsi odhad
realizace vektoru X, ne hustoty vektoru X.
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Kriterium nejmensSich ¢tvercu L

a Presnost odhadu (estimace) se nejcasteji meri
kriteriem nejmensich ¢tverct (least mean squares).

e Stredni kvadraticka chyba
Bud' £ ¢ R" mnozina pfipustnych estimatorl
nahodného vektoru X. Pro kazdy pripustny estimator
y € £ zavedeme stredni kvadratickou chybu vztahem
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Optimalni estimator | L

e Optimalni estimator
Estimator X € £ nazveme optimalnim podle kriteria

nejmensich ¢tvercu (optimalni MS estimator), pokud
plati

A

J(X) = rynéng( y)

a Optimalni apriorni estimator
Stredni hodnota £ X je optimalnim estimatorem na
mnoziné vSech apriornich estimatoru.

Pfi oznaceni X = X — X plati E(X) = 0 (odhad je
nestranny) a D(X) = D(X).
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Optimalni estimator Il L

e Optimalni aposteriorni estimator
Podminend stfedni hodnota E(X|z) je optimalnim
estimatorem na mnoziné vSech aposteriornich
estimatoru.

o Opét pfi oznateni X = X — X plati £(X) = 0 (odhad

~

je nestranny) a D(X) = D(X|Z2).

a Jsou-li vektory X a Z nezavislé, pak
p(x,z) =p(x)p(z) atedy i E(X|z) = E(X). Tedy pri
nezavislosti apriorni a aposteriorni estimator splyvaji.

=
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Podminéné normalni rozc€leni 1

Necht

¥

)|

ZZ.CU

)

Pak aposteriorni nahodna veliCina X |z ma normalni
rozlozeni se stredni hodnotou FE( X |z) a variancni matici

D(X|2), kde

E(X|z) = po + Eaﬁzzz_l(z — [Lz)

D(X|2) =%, —¥.2 1%,
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Linearni MS estimator | L

Optimalni MS estimator na pripustné mnozine linearnich
estimator

E={y=Az+b: AcR"™ " phecR"}

je estimator

XLMS = Ug T Zazzzz_l(z — ,Uz)

kde y, = EX, u, = EZ, ¥, = C(X, Z), S, = DZ.

=
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Linearni MS estimator I L

o Linearni MS estimator X; ¢ je nestranny.

a Je-li vektor (X1, Z1)! rozlozen normalné, pak
estimatory X5 a Xzass splyvaji.
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Priklad

Nahodna veliCina X ma rozlozeni X ~ Rs(0,1). Tuto
veliCinu merime pomoci nahodné veliciny Z. Vztah mezi
veliCinami je nasledujici:

1
Z =In| —
n(X)+V

kde V ~ Ex(1), p(v) = py(x) je Sum méreni.
Vypoctete optimalni linearni MS estimator veliCiny X.

=
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Odhad stavdl dynamického systémb

Mejme diskrétni dynamicky systém

(1) Tir1 = [, ug, vp)
(2) Yt = g(xtautawt)

S pocatecnim rozlozenim p(xg).

o Budeme konstruovat optimalni odhady stavu
To, 1, ..., T rekurentnim zpusobem.

o Pro odhad stavl mame k dispozici jen ¢asové rady
vstupU a vystupu.

a Aktualni stav x; se vypocte na zakladé minulého
stavu z;_1 a novych dat u; a y;.

=
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Odhad stavu DS (Il) L

e Rozlozeni Sumu v; pokladame za zname, je tedy
rovnici (1) jednoznacnée urcena podminena hustota
pravdepodobnosti p(z;11|xs, ur).

a Rovnici (2) je urCena podminéna hustota
pravdepodobnosti p(y |z, u).

a OznacCime
(3) Dt — {u()ay()a"'autayt}
data dostupna do Casu t.
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Odhad stavti DS (Il L

a Obeée rovnice (1) a (2) jsou na minulych datech
nezavislé, lze tedy psat

(4) p(xeg1|re, ug, Di—1) = ploeg1|ae, ug)
(5) p(ye|ze, ue, Di—1) = pye|ae, ug)

Tj. stav x; obsahuje veskerou informaci obsazenou
v datech D;_; potrebnou pro predikci vystupu ;.

a Dale rizeni u; neovlivhuje primo stav x; (prirozené
podminky rizeni), coz lze zapsat jako:

(6) (x| Di—1,ur) = p(a¢|Dy—1)
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Odhad stavu DS (IV) L

e Jsme v Case t, mame k dispozici data D;_1, chceme
odhadnout hodnotu z;.

e Nejlepe ji aproximuje podmineéna hustota p(z:|D;_1),
tzv. apriorni hustota.

e Predpokladame, ze apriorni hustota je znama
funkce. Po doplnéni dat hodnotami w«;, y; mame

k dispozici data D;, diky nimZz mlzeme aktualizovat
odhad stavu ;.

e Hledame tedy novou podmineénou hustotu p(x:|Dy),
COZ je tzv. aposteriorni hustota.
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V éta (aposteriorni hustota)

Aposteriorni hustota p(z;|D;) je dana vztahem

T, U
Pl te) |,y

x| D) =
Pt D) p(yt|ue, De—1)

o Dukaz plyne z Bayessova fetézového pravidla o
podminénych hustotach.

a Prechod od apriorni hustoty k hustoté aposteriorni se
nazyva datovy krok.

a Pro rekurentni vypocty je tfeba jesté odvodit prechod
obraceny — tzv. predikcni krok.

=
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Véta (predikéni krok) L

Predikcni krok odhadu stavu je dan vztahem

p(xt41|Dy) = /P(fb‘tﬂm,Ut)p(wt\Dt)de‘t

o Dukaz plyne z fetézového pravidla, z rovnice (4) a
dokoncCi se marginalizaci rozdeéleni x;. 1 podle x;.

a Poslednim krokem je zahajeni rekurze. Je treba znat
pocatecni hustotu

p(zo|D-1) = p(wo)

ktera je predem znama nebo se urcuje zkusmo.
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Spojeni kroku L

a Datovy a predikcni krok Ize spojit do jednoho, ale
ztratime tim aposteriorni hustoty, které jsou obecne
lepSi nez hustoty apriorni.

P(l’tﬂ ’3715, Ut)p(yt’$t> Ut)
€T D) = il Dy_1)dxy =
plarnlDy) = [ LIy 0| Dy,

_ (i1, Y |ut, Di—1)
p(ys|ue, Di—1)
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Kalmanuv filtr L

o Kalmanuv filtr je analogii vySe uvedené nelinearni
rekurze pro specialni pripad, kdy jsou stavy x |
vystupy y rozlozeny normalne.

a Pak je apriorni i aposteriorni hustota opét normalni.

o Normalneé rozlozenou nahodnou veliCinu plné urcuje
jeji stredni hodnota a rozpty!.

oV prubéhu vypoctu tedy staci sledovat pouze tyto
dve Ciselné charakteristiky, Cimz se cely vypocCet
zjednodusuje.

a Maji-li byt stavy rozlozeny normalne, musi byt
prislusny dynamicky systém linearni s gaussovskymi
sumy, coz je nejvetsi slabina tohoto algoritmu.

=
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Véta (Kalmanuv filtr I)

Mejme diskrétni stochasticky systém tvaru:

(7) riy1 = Axy+ Bup + vy
(8) Yt = CZCt —+ Dut -+ Wy

SplﬁUjiCi: xro ~~ N(,LL(), 20), Vg r~ N(O, Zv), Wi ~ N(O, Zw),
Evw! =0, Exgv] =0 Vt, kde vektor py a matice
>0, Xy, Ly JSOU ZName.

Necht jsou znama data D;. OznaCcme Tyl = x| Dy

=
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Véta (KalmanQv filtr 11) L

Pak apriorni estimator z;;_; a aposteriorni estimator
jsou normalni pro vsechna ¢:

Lit—1 N(Ut|t—172t|t—1)
Lt ™ N(Ut|t72t|t)

kde stredni hodnoty i1, uy; @ variancni matice
Yet—1, 2t S€ Vypoctou dle nasledujicich rekurentnich
vztahu:

=

3. Optimalni odhad stavid systému — p.21/39



Véta (Kalmanv filtr 111) L

)
(10)
(11)

(12)
(13)

Hot ¢
24t

M1t

241t
Ky

peje—1 + Kie(ye — Cpige—1 — Dug)
2ip1p—1 — KOy

Apy)y + Buy

AT AT 4+ 3,

E15|15—1CT(0215|15—1OT +3y) !

Prvni dva vztahy tvori tzv. datovy krok algoritmu, druhé
dva vztahy krok predikcni, posledni vztah je tzv.
Kalmanovo zesileni (Kalmanuv zisk).

=
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Smoothing v KF L

Zpetny ben filtru na zaklade informacizcasut=1,...,N
(14) N = e+ Fe(peg v — tegape)

(15) SN = S — F (g — Z15+1|J\7)FtT

(16) F, = Zt\tATZ;l” t
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Priklad ( cast I)

e Lod se pohybuje po rovniku vychodnim smerem
rychlosti 10 namornich mil za hodinu. Okamzitou
rychlost lodi ovlivhuji nahodné poryvy vetru a narazy

vin.

o Navigator lodi odhaduje kazdou hodinu zemepisnou
delku lodi [ a rychlost lodi s = dl/dt v mph. V Case
t = 0 odhadl navigator polohu l; = 0 a rychlost s = 10.

Dale pak zaznamenal udaje:

cas

1

2

3

poloha

9II

19.5"

29"

38.4"

50"

59.5"
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Priklad (&ast I) L

a Oznacime-li [;, s; polohu a rychlost lodi v Case ¢, pak
je tlohou navigatora optimalni odhad veliCin I, s;.

o Pocatecni odhady mtzeme modelovat jako nezavislé
nahodné veliCiny s normalnim rozlozenim. Rozptyly
odhadu jsou sledovany a jejich odhady jsou Diy = 2,
Dsg = 3.

a Nejprve popiseme chovani systému. Behem hodiny ¢
se lod pohybuje rychlosti s;, takze jeji poloha se
zmeni na:

lt1 =1t + 8¢
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=

Priklad (&ast 1)

Q

Rychlost kolisa diky nahodnym vliviim, coz
popiseme pomoci nahodné veliciny e; ~ N (0, 1):

St4+1 = St T €¢

Rozptyl méreni sextantu udavany vyrobcem je

D = 2.
lt

Stavovy vektor definujeme jako x; = <
St

)

S vyuzitim vztaht (9)-(13) odhadnéte optimlani stavy

tohoto systému pomoci Kalmanova filtru.
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Navod

o Nactete matice systému a data (A, B, C, D, X, 2.,
L0, ZCU()! U’ y’ = . ) ,u()l—l — X0, ZO|—1 — ZZIZO

a V cyklu spoctete [t)tr 2ttr Het1fer 2¢1fts M|Ny 25t|N

o Vysledky vykreslete do obrazku: predikce + filtrace +
smoothing pro polohu, totéz pro rychlost; dale vyvoj
rozptylu (f+p+s) obou veliCin.

a Vytvorte funkci, ktera bude provadet jednotlivé kroky
Kalmanova filtru vcetné smoothingu a priklad upravte
tak, aby tuto funkci vyuzival. Vstupnimi parametry
funkce bude:y, U, A, B, C, D, ¥,, X, zg & Xy, .
Vystupy budou: ws, Sy, fg1jer Sit)es KNy 2N
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Dalsi priklady

o Odhad mezery vystupu
a Transmisni kanaly



RozSfeny Kalmanuv filtr | L

a Princip rozSireného Kalmanova filtru spociva v tom,
ze nelinearni dynamicky systém v kazdém kroku
priblizné nahradime linearnim dynamickym
systémem a na tento pak aplikujeme obycejny
Kalmanuv filtr.

a Vztahy odvozené vySe nelze uzit pfimo, ponévadz
linearizace vede na jiny typ systému (viz dale).
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RozSfeny Kalmanuv filtr |1

Méjme nelinearni diskrétni stochasticky system:

(17) Tir1 = flae,w) + v
(18) ye = ga,ug) + wy
S pocatecni podminkou zg ~ N (ug, Xg).

RozsSiteny Kalmanuv filtr definujeme jako algoritmus
vypocCtu nasledujicich estimatoru:

(19) Toj—1 ~ N1, Zeje—1)
(20) Toe ~ N (s Zipe)
(21) N~ N(pgns 2 n)

=
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RozSfeny Kalmanuv filtr 111

(22)
(23)

(24)
(25)
(26)

(27)
(28)
(29)

=

Helt—1 T+ Ki(yr — g(:ut|t—1a ut))
2ipjp—1 — KeCrdapp—q

f(:ut|t7 ut)
At2t|tAtT + 2y

Sii1C (CrSyy 1 G + Sw) ™!

pepe + Fr(pq v — Hes1)e)
S — FrSigap — S By

Tv—1
2t At Zt+1|t
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RozSfeny Kalmanuv filtr [V L

kde matice A;, C; jsou nasledujici Jakobiany:

of dg

Ay = %(Nﬂt) Cr = %(F‘ﬂt—l)

e Vztahy 19-20 predstavuiji filtracni (datovy) krok.
a Vztahy 21-22 predstavuji predikcni krok.

a Vztahy 24-25 predstavuji zpetny beh filtru
(smoothing).
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Princip metody Monte Carlo | L

Q

Metoda Monte Carlo je zalozena na tom, ze
informaci o rozlozeni nahodné veliCiny nese nahodny
vyber z tohoto rozlozeni.

Cim vétsi je rozsah vybéru, tim je informace
presnejsi.
Pro nahodny vektor x € £ mame nahodny vyber

(x1,...,xy) rozsahu n, ktery obsahuje vzorky
x; € R"=.

Empiricka hustota pravdepodobnosti ziskana
z nahodného vybeéru je aproximaci skutecné hustoty
pravdepodobnosti nahodného vektoru z.
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Princip metody Monte Carlo Il

e Empirickou hustotu pravdepodobnosti Ize psat jako:

pn() = % Z o(x — x;)
i=1

kde §(x) : R"* — R je tzv. Diracova funkce.
e Diracova funkce

0(z) = lim 0p(z)

op(x) = % pro0 <x < h, op(x) =0 jinak
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Princip metody Monte Carlo Il L

o Dale pfifadime jednotlivym vzorkum z; vahy w; > 0
tak, aby suma vSech vah byla rovna jedné.

e Empiricka hustota pravdepodobnosti je pak tvaru:

pn(x) = sz O(x — x;)
1=1
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Vazeny Bootstrap algoritmus | L

Mejme dynamicky system tvaru:

It+1 = f(.fljt,Ut,Ut)

Yt = g(llft, ut, wt)

S pocateCnim stavem zy a s empirickou hustotou
n
pu(x) = Y wi(0] = 1)d(x — 2;(0] — 1))
1=1

Mejme data D;. Pak odhady w1, x4, 745 S €mMpirickymi
hustotami

=
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Vazeny Bootstrap algoritmus Il L

pn(%\t—l) = sz’(t‘t — 1)o(r — z(t)t — 1))

1=1

prleg) = Y wilt|t)o(x — zi(t]t))
1=1

> wit|N)§(x — z;(t|N))

1=1

pn($t|N)

jsou spocteny vazenym bootstrap algoritmem prave kdyz
plati:

=



Vazeny Bootstrap algoritmus |l L

a Filtracni (datovy) krok: hustoty a vahy se
pfepocitavaji; vzorky zUstavaji stejné.

ZCi(tt) —
@i(tt) =

wi(t t) —

xi(t\t — 1)
p(y()|zi(t]t — 1), u(t)) w;(t]t — 1)
w;(t[t)

> =1 W5 ([t)

a Predikcni krok: hustoty a vzorky se prepocitavaji
(vzhledem k jejich vyznamnosti); vahy zUstavaji

stejné.

zi(t + 1Jt)

fi(t[t), u(t)) +vi(?)

w@-(t—l—llt) = wi(t\t)
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Vazeny Bootstrap algoritmus IV L

a Zpetny beh (smoothing): hustoty a vahy se
prepocitavaji; vzorky zustavaji stejné.

zi(t|N) = x;(t]t)

w;(t|N) = wz(t\t)ij(t+1]N)p(xj(t+HN)]xi(t\N),u(t))
j=1

B w;(t]t)
wi(t|N) = > i1 W5 (L)
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