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1 Obrazy

1.1 Postulat o kvantové kausalité

Postulat o kvantové kausalité fika, Ze:

(a) Stav systému v ¢ase #, jednozna¢né urcuje stav systému v libovolném okamziku #>¢,
1 v okamziku 7<t,.

(b) Plati princip superposice: Jsou-li stavy ‘wl(t» a ‘lﬂz(t» casové evoluce stavil
‘wl(t0)> a ‘z/lz(to», pak také stav cl‘wl(to)>+cz‘z//2(t0)> ma casovou evoluci

G ‘lﬂl (t)> ta ‘wz (t)>

(©) Norma stavového vektoru se béhen casové evoluce neméni.

1.2 Evoluéni operator

Podle postulatu o kvantové kausalité¢ existuje jednoznacny vztah mezi vektory ‘l//(t» a
‘w(to» a Ize tedy definovat evoluéni operator T (t,to)

() =T (t.6,)|w(t)) . T(4.t)=1 . (1.1)
Ze zachovani normy dostdvame

W) () =(T (r.0)0 (1) |7 (.00) w0 () = (1) 2 (1)) (1.2)

a plati tak
T (t,8,) T(,6,) =1 . (1.3)

Dale porovnanim



. (1.4)
w(6)) =T (5.1)|w(x))
dostévame
T(t,.t,) =T (t,,t)T(t,,8,) - (1.5)
Evolugni operétor je unitarni, nebot také
T(t,6,)T"(t,2,) =1 (1.6)
a dale mame
T*(t,8,) =T (t,,1) . (1.7)
Pro Taylortv rozvoj T (¢t+At,t) dostavame
f(t+At,t):l—%1f1At+..., (1.8)
kde H je n&jaky hermiteovsky operator. Evoludni operator spliiuje rovnici
ih%f(r,to):ﬁ(t)f(t,to) . Fi.0)=1 . (1.9)

1.3 Schroédingeriiv a Heisenbergtv obraz

Ve Schrodingerové obraze predpokladame, ze se v Case méni stavovy vektor. Pro stavovy

vektor plati pfirozené ta sama rovnice, jako pro evolu¢ni operator (Schrodingerova rovnice)
L d _h
in=lws (1)) = A5 (1) s (1)) (1.10)

a pokud operatory zavisi na Case, tak pouze explicitné. V Heisenbergoveé obraze naopak
predpokladame, ze se stavovy vektor v Case neméni. Pozadavek rovnosti vyjadieni stiedni

hodnoty libovolné fyzikalni veli¢iny v obou obrazech vede ke vztahu mezi operatory



W)= |ws (0)) =" (1.0,)|ws (1))

. s (1.11)
< | Fls (00) = Wl i () = @ |7 (e0) £, ()T (2.0 l)
tedy
EF, () =T (t,6,)F, T(t,1,) . (1.12)

Rovnici pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergové obraze ziskdme derivovanim

piedchoziho vztahu

A g 24T pjage 404 300
dt dt dt ot
yi (1.13)
1 S+ Y o S+ o Py "+FS"
E(—T A BT+ T F A T)+ T T
S uvazenim (1.6) mame
d -L[A i },aﬁﬂ (1.14)
de " oipl L g '

1.4 Interakéni obraz

Velmi dulezitym pro aplikace je interakéni obraz. Predpokladame, Ze hamiltonian je sloZzen
ze dvou &asti, H=H,+V (¢), kde H, je na &ase nezavisla zékladni Gast a V (¢) je interakéni
cast, kterd miize explicitn¢ zaviset na Case. Zvolime

ﬁ)(t,to):exp{—%ﬁlo(t—to)}
F =0 () T (nn) o e () =10 ()les ()

(1.15)

a dostadvame pak



2 Relativita a antic¢astice podle Feynmana

Amplituda pravdépodobnosti piechodu

Alg - )():—iJ'dW,Y*()?)U()?)%()?):—i<)(

Piedpokladame
(@la)=1 . (alU]a)=0

Plsobeni v ¢ase ¢, ozna¢me U, , plsobeni v Case ¢, jako U, atd. Mame pak

A - @)=1- 2 (@019, )exp{~i B, (. =0 )} . |0 ] @) -

m

Za |l//m> vezmeme rovinné viny. S oznacenimi

a(%)=2E,U(%.t)a (%) ., b(%)=2E,U(%.4)a(%) .

kde £, =/ p’>+m® (ne nutné kladna vétev odmocniny), miizeme psat

Al@ ~ @)=1-

Jd3fzb*(x2)d3fla(il)J#exp{ [E p[@x2 xl)]}

Proc jsme vyd¢lili ¢len s energii, je vidét z Gpravy relativisticky invariantniho vyrazu

)dP dp'dp’dp’ J(E2 mz)dEa”*:

=inv

pp-
[ (E+E,)+d(E~E,)|dEd’p =

Ozna¢me t=t, —t, a ¥ =F, —1; a v§imnéme si chovani funkce

(1.16)

@.1)

2.2)

(2.3)

2.4)

2.5)

(2.6)



2F

p

G(F.t)= i Jd3’3exp{i[ﬁ5}—Epr]} : (2.7)
7

Pfedpokladejme E,>0 a prostorupodobny interval A=./-s*=r’—¢*. Integraci pfes

uhlové proménné dostaneme

G(r,t) = 87;1” jdpﬁexp{i[pr—\/mt}} =

—o00

o (2.8)
1 0 1 . 2 2
Y Kl ereetid UL R
p-tm
Substituce p=msinh @ a oznaceni »=Acosh@, ,?=Asinh @, pievedou integral na
G(r)=——2 [dgexp{imAsinn(¢ -, )} =——2 K, (mA) ,  (9)
8T irdr 8T irdr

—o00

kde K, (x):J.:dycos(xsinhy) je Besselova funkce. Pomoci vztahu K(')(x):—K1 (x)

piepiSeme (2.9) na

K (mA) . (2.10)



3 Feynmaniiv integral po trajektoriich

3.1 Schrodingerova rovnice

Odvodime nerelativistickou Schrodingerovu rovnici pro jednorozmérny piipad

h2 2
ﬁaxzw(x,t%V(x,t)(//(x,t) 3.1)

z vyrazu pro amplitudu pravdépodobnosti pfechodu z bodu x do bodu y za infinitesiméalné

oy -
zha(//(x,t)—

maly Casovy interval &

12 . Y
K(x,t+£|y,t)=(27:l?h£} exp{é[%—EV{x;y,tﬂ} ) (3.2)

Musi tedy platit (po substituci y=x+7)

1/200 . 2
¢/(x,;+,g):[2””;th J'exp{é{%—8V(x+%,tﬂ}(/l(x+/7,t)d/] . (33)

—co

9 m T oy 1 .y e
w+£6f=(2ﬂih£j J.ezh {l//—i—/]a‘/j 3,726;/2/_1_1/[// dn,

Rozvoje do prvniho ¥adu v&etné podle mocnin & (pfitom 7 je tmémé & ) daji
Y vow . o 0:_ - . ’ 12 -
pfic¢emz vSechny funkce jsou pocitany pro argument x, ¢. U ¢” je identita, vyraz u &~ je roven

nule a vyraz u ¢ je pravé Schrodingerova rovnice.

3.2 Feynmaniv integral po trajektoriich

Amplituda pravdépodobnosti piechodu z bodu x, do bodu x; je
)= Jexp{iS[x(t)]}d[x(t)] ,

x(ta)Zxa , xtb =X, S[x ] IL dt

K(xb, b

(3.4)

Mira v nejjednodussim piipad¢: rozdélime casovy mterval na N stejnych dili



N/2 . N-1
K(xb,t X, t):]lv'm{zﬂnzhr} Jexp{%S[x(t)]}ﬂdxk )
=1
thz;t“ , t=kr L x(t)=x,=x, , x(t,)=x, , x(t,)=x,=x, , (3.5)
N-1
S[x(t] TZL(XM X xk+12+xk,tk+12+tkj _

Pti déleni je tfeba opatrnosti (Wiener, Ito). Proménna Brownova pohybu x(t) a integral
) N-1
L= f(x())dx=lim Y (v —x )| wf (x)+(1-0) f(x.)] . 0sws1 .(36)
‘, k=0

"Normalni" chovani dostaneme jenom pro w = % Klasické pohybové rovnice dostdvame z

varia¢niho principu

I8 =8[x, +0x]-S[x,]=0 ,

S[x+5x]ZjLL()'c+55c,x+5x,t)dt= (3.7)

1+9L 55498 5, dt=S[x]+ aLJ WL selar
0x 0x 0x 0x

tﬂ tﬂ

odkud pak

13

—J[i(aLJ OL})_ dt . (3.8)
) de\ox) O0x

[ll
Pro kvantové mechanické kvasiklasické ptiblizeni je

e exp{%s[xd (t)]}Jexp{zihéﬂS[dx(t)]}d[é'x(t)] ,
ox(t,)=0x(1,)=0 ,

JS—a—LO_

0x

K(xb,t

(3.9)
| 9°L 0°L 0°L 2
0°S|ax(t)|= ox) +2 OxOx+ o dt .
[ox(1)] ﬂaxz( )+ 25 o2 (9%) }
Druhou variaci miizeme upravit integraci per partes do tvaru

525[5x (1)]=(0x.Asx)

. ?Ld L] L d L (3.10)

N=—F— —+ + —+ ,
dt 0x*dt 0x0x| 0xdxdt 0x’

kde skalarni soucin je definovan jako (mame takto Hilberttv prostor!)



(&.n)=[&(O)n(t)dr . (3.11)
NapiSme ted’ v ortonormalni bazi

dx(t)= ch w, (1) 5 Au(6)=Au,(0)  u,()=u,(5)=0 . @312

Potom je
o s[ox(t)|=2A,¢; . d[x(t)]=I[]de, (3.13)
a pro amplitudu pfechodu mame

X,.t,)= exp{%S[xc, (Z)J}Jexp{ézm cj}J Mde - (3.14)

Jakobidn J ma tu dilezitou vlastnost, ze se neméni pii volbé baze. Integral se snadno spocte a

K(xb t,

je tedy

K(xb,tb

xa,ta):Jexp{%S[xd(t)]}rl(Z;Tihjl/z . (3.15)

n n

Zavedeme si néco jako neporuSenou ulohu (,,volna castice®), kde bude

AU — L d A () () = 40 (1) (f) _ ) _
A= E ax df ’ AU (t)_/‘” u (t) > Uy (ta)_un (tb)_o >

pak konecny vysledek je

K(x,, 0| X, ,ta) =

e S 0) A oty I

3.3 Propagator ve vice dimenzich

k) (xb,tb

Variace ucinku je
t,

_ﬂi(ﬂ ‘“}5 g (3.18)
dt\ 0x' 0x'

ta

Pouzivame sumacni konvenci. V okoli klasické trajektorie piSeme

S[x] :S[xc,]+%52S[5x]+-~ : (3.19)

5S[x] ——5

kde dx(7,)=9x(t,)=0 a

10



525[5x] =

13

2 2 2
J’[ 0L sisi+2-0L 5y55+ aiLJ,inij}

0x'0x’ 0x' 0x’ 0x'0x

dt

X=Xy
ta

"Rozumné variace" dovoluji definovat Hilbertlv prostor se skalarnim sou¢inem

£z e @n ()ar

5 s[6x] =(0x.Adx) |

Druhou variaci pak piSeme jako

kde

PTd

dj oL d, 0L |, 0L d 0L
% ax’ dt ax"ax-" dx ax’ dt 6xi(3X'/x_

V ortonormalni bazi

ox =Y (1) . Aul()=Au (1) . ui(e)=ul(t,)=0

n=1

Feynmantv integral se pak snadno spocte (d [5 x(t)] =J |_| dc,)jako
n=1

wa)=seoftsLe (22

K(xb,t

n=l n

a po zavedeni ,,volné ¢éstice®, charakterizované

AN=_d[ 0L d
Y de\ox' ox’ dt

AV, )i (t) =/]}5f‘) uﬁf)" (t) ’ u(f)"(ta) =,V (tb)zo

ij n n
dostavame konecny vysledek
K (xb 1 |x, )

a’’a

K(f) (xb,t

00

Ozna¢me det (/\) = |_| A, a zaved’'me funkce (z je komplexni proménna)

n=1
, duf (z,ta) ‘
( —25) (z t) 0 , u(’k)(z,ta)ZO , U()T:d(’

Potom plati (Coleman, Levit a Smilansky)
A — 1) det(ull) (2.1
de‘{/\ le_ ( (k) ( b))

A " det (u(,{) (z,tb))

A-z1

Pro z =0 Jacobiho pole. S tim pak souvisi mnozstvi dalSich moznych vyjadieni.

11

oo (- L@ oL 01| [ 4 Jm

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



4 Volna relativisticka ¢astice - parametrizace

1/2

P=—i(e(dar) +(ax))" . Usinek

Znaceni intervalu (1 =—iT) je ds = (02 (a’t)2 —(d fc)z)

pro volnou ¢astici piSeme jako
Ah

s :iﬂ%(/]ﬂ%}z i [%Jz} ’"2"2 ,0(/1)}1’/] . @.1)

Variace vzhledem k p(i) da

p(/\):%[(%}:c{%ﬂw : S:imcﬂ(aﬁc)zw2 (arr)z}l/2 . (42

a

Piejdéme ted’ ve vyrazu (4.1) k nové parametrizaci, tj. nahradme A - f (/]) o —-pf.

Iy . , X
S =iﬂﬁ[[ﬁj + ¢ [ﬂj }+ me ]df : (4.3)
2\\df df 2
Ja
Rozdéleni na intervaly a integrace vede u propagatoru k vysledku (L=f, - f,)

/ - =
xa,ra)=[ o jlzexp{_mc(xb_xa)z+02(Tb‘fa)2_ﬁ’?} . (44
2mnlL

Dostavame

K, (%7, 2n L 2h

Typicka situace: integruje se ptes nerozlisitelné veli¢iny, tedy

- - hog - -
K(xb,l'b x“’T“)zzmchL(xb’Tb xa,l'a)dL , 4.5)
odkud
K()?b,rb fr) =
i e mc[()?b -%,) +cz(rb—ra)1]/2 (4.6)
T 5 512 K, 7 .
Y| (5 -5) + e (n-n) |
Vzhledem k asymptotickému vyjadieni
1/2
K44=t§} exp{~z} 4.7)
je pro vyrazné Casupodobné intervaly (nerelativisticka teorie)

K(%,.1,

%,.1,)=

a’’a

h { .mc’ }( m T/z { m (%, —fa)z} (4.8)
—eXp —z—(tb—ta) — | eXpyi—/—— .
me h 2min(t,~t,) 2h -t

Interakce mimo svételny kuzel — nikoliv, dilezité jsou komutatory resp. antikomutatory.

12



5 Relativisticka kvantova mechanika
5.1 Historicky pristup

V nerelativistické teorii mame

)
1:[=p— , I:[ - l}"-li , [_5 - El_j
2m ot i
a Schrodingerovu rovnici
op(rt) _ n
ih =——AY(7,t
ot 2m l//( )

V relativistické teorii

o |

p'=(p".p". 0.0 =(—,13j :

oy

Pu= (po s P15 P> 9p3) :(_:_ﬁj

o

Invariantni délka Ctyivektoru impulzu je
_EP
pp =g =p=me
Hamiltonian je tedy

H=\pc+m’c"

a analogie ke kvantovani v soufadnicové representaci

0
D, —» ih—
P =1 0x'

Analogie ke Schrédingerove rovnici je ovsem

ih—aw(_gj’t) :\/—hz A0 +m’ c4l//(7,t)

13

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)



6 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

6.1 Vlastnosti spinori

Pfipometnime Pauliho matice (pro Uplnost dodejme jednotkovou matici)

[1 OJ (0 1) [0 —i] (1 oj
g, = , O, .= , O, =| . , O, = . (6.1)
0 1 1 0 i 0 0 -1

V trojrozmérném piipad¢ je operace inverse provedend dvakrat navratem k ptivodni souradné
v ’ cae . N2 _ 1 . v , . o
soustave, proto u tensorovych veli¢in je P°=1. U trojrozmérnych spinort mohou nastat

(rotace 0 0 a 277 nejsou ekvivalentni) dv€é moznosti

PP=1 = P=%1 , PP=-1 = P=%i . (6.2)
Ve Ctyfrozmérném prostoru vSak prostorova inverse méni znaménko pouze tii (x, y,z) ze

Ctyt (ct,x, y,z) casoprostorovych soutfadnic a nekomutuje tedy s rotacemi soutfadnic, které

obsahuji ¢asovou osu. Specidlné pro Lorentzovu transformaci plati
PL(V)=L(-V)P . (6.3)
Pti transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transformuje se spinor jako
{'=af +p& , P=yE+08 , ad-By=1 . (6.4)
Koeficienty a, B, v a & jsou funkcemi thli rotace ¢tyfrozmérné souradné soustavy. Bilinearni

forma
1 — 2 —
&=-&= (6.5)
je invariantem (Castice se spinem nula, sloZend ze dvou ¢astic se spinem 1/2). Je uZite¢né

zavést matici, kterda umoznuje sniZzovat a zvedat indexy a tak vyuzivat souctové konvence

0 1 a0 1 _ B A _ _AB
gAB_(_l 0) > 8 _(1 Oj ’ EA_gABE B 5 -8 {B . (66)

Potom miizeme psat misto (6.5)

14



§'z,=-&,= =i . (6.7)

V nerelativistické teorii uréuje (¢'¢" + ¢’ (> hustotu pravdépodobnosti, a je tedy skalarni

veli¢inou, proto musi byt spinorova transformace (6.4) unitamni (a=0 ,B=-y ). V

relativistické teorii je hustota pravdépodobnosti ¢asupodobnou slozkou ctyfvektoru a

podminka unitarity nevznika. Proto musime uvazovat ne jeden spinor, ale dvojici spinorii & a

n, transformujicich se podle komplexné sdruzenych representaci Lorentzovy grupy, & podle
(6.4) an podle

n'=an'+fn , nt=yn+dn , ad-gy=1. (6.8)

Komponenty spinoru, ktery se transformuje podle komplexné sdruzené representace

Lorentzovy grupy budeme znacit teCkou nad velkym pismenem. Pro zvedani a sniZovani

indext plati i tady vztah (6.6). Plisobeni operatoru prostorové inverse mizeme nyni zapsat

jako (volime representaci, kde P’=-1)

A

P&'=in, . Pn=ié’ (6.9)

neboli
P&, =-in" | Pp'=-ig, . (6.10)
Dvojice bispinort (g‘ “on A) a (EA ,H A) representuje mimo jiné skalarni a vektorové veliciny.

Pro skaléarni veli¢iny (skalar a pseudoskalér) je

—Fi= 4y g4 Pl =
¢ fA_A mH' L PE=C 6
{=¢ EA_/L]HA , P{=-¢
Pro vektorové veli¢iny
AB:A B+:AB ) F")AB: '
¢ttt Pt =g, 61

U= -z P =g,

Vzhledem k relacim

15



¢} o =iTe¢) (6.13)

(=(¢")=a@+a,0, , a= 5

odpovidd prvni ptipad Ctyfrozmérnému vektoru (s trojrozmérnym polarnim vektorem) a
druhy ptipad ¢tyfrozmérnému pseudovektoru (s trojrozmérnym axialnim vektorem)

P(a",a)=(a",-a) , P(a’.d)=(-a".a) . (6.14)

6.2 Lorentzova transformace spinoru

Vztahti mezi bispinorem { a &tyfvektorem a' vyuZijeme pro nalezeni konkrétniho tvaru

koeficientt transformace. Ozna¢me
a ,8 51 . ' Zli Zli
L=[ j,£= ) ,/7=(f71 /72),Z= oo |
y o g 77 (6.15)
&'=LE , n'=nl , {'=L{L
Pro infinitesimalni transformaci piSeme

L:(; ?]w\ , ('=+AL+TAT . (6.16)

Pfi infinitesimalni Lorentzové transformaci mame jednak

di=d-a'idV=a —5—VﬁTr{Z} :
251/ (6.17)
a’=a"-daGov =a’ —Tﬁﬂ"r{ﬁZ}
a také
i=L1e{¢d) = i+-Ti{¢(aA+270)} |
2 1 (6.18)
" ==Tr{¢} ="+ =Te{¢ (A + 17)}
Porovnanim obou zdpisti dostaneme
A=At = —%am . (6.19)



S vyuzitim vztahu

muzeme psat pro konecné velikosti rychlosti
1 0
L=exp{—£ﬁ@}: cosh? ~ (gt@)sinh? | tanhg=7
2 0 1 2 2

Pfi infinitesimdalni rotaci soufadnic v geometrickém prostoru mame pak

o8

ﬁ'=ﬁ—56(ﬁxa)=ﬁ—7Tr{Z(5><ﬁ)} , a’=ad"
odkud
N=-1 =105
2

Pro konecné rotace potom

' 1 0
LZeXp{gﬁﬁ}:[ 0 1 jcos§+i(5@)sin§

6.3 Vlnova rovnice pro ¢astice se spinem 1/2 - Diracova rovnice

(6.20)

6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

Pfi zndmém vztahu mezi tyivektory a spinory miizeme operatoru Styfimpulsu p' pritadit

operatorovy spinor ﬁAB resp. p ;. Jediné vhodné relativisticky invariantni vyrazy jsou pak

lA’AB”B:mCCA ) ZA’BAfA:mUB )

které se znacenim

muzeme piepsat na
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(1300-04.]%@),7:”15 ) (ﬁoao_]%@')fzm”

(6.27)

Zavedeni bispinora a y matic je poslednim krokem pii odvozeni obvyklého tvaru Diracovy

rovnice. Se znacenim

ptejde (6.27) na
(v bo -y D) =my
Zcela kompaktni zapis dostaneme po zavedeni matic
p=Vb, o (p-m)w=0

V soufadnicové representaci (na chvili v SI jednotkach)

(p-me)p=0 . p- ihgzih}/%:ih(y—+f/

9 . .
h—y=Hy , H=
i mw Y

kde matice a a B jsou dany vztahy

.. (g 0 0 1
a:yoy:(o —J’] ’ BZVO:[l oj ’

aa +a.a=25, , fa+a =0 , B=1

6.4 Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

(2] (e
C c

Se ¢tyipotencialem

a zaménou (v komutacnich relacich vystupuje zobecnény impulz) oproti volné ¢astici
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(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)



p, - D —ed (6.34)

dostavame Diracovu rovnici ve vnéj§im elektromagnetickém poli
}/(f?l. —efll.)(// =mcly (6.35)
kde ) je &tyfvektor matic, které maji ve spinorové representaci tvar (jsou mozné i jiné

representace, ziskané unitarnimi transformacemi)

V=7 . y°=(0 1} , 7:[9 _ﬁj (6:36)

1 0

a i je ¢tytkomponentovy bispinor. V souradnicové representaci je

ﬁi:ihi:(ih%,ihﬁj , ff‘:(ih%,—ihij (6.37)

cot cot

a Diracova rovnice ma tvar

[lyo('hi—eCDJ+}7[@ihi+e;1)—mcjt//:O . (6.38)
¢ ot
nebo po prepsani
N 17/ N DN = 2 2
ZhE—(Ca[ép—eA)+,8mc +e(D)l,U , (6.39)
kde jsme oznacili
y'=B ., a=p8y . (6.40)

6.5 Heisenbergiiv obraz.
Ptipometime si vztah pro ¢asovou zménu operatoru v Heisenbergove obraze

F= [ﬁ,ﬁ}ﬁ . (6.41)

d
di

Zavedeme operator mechanického impulzu
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p-eil?)
Vypocet komutatort

(6.42)
[Hf] NV (6.43)
i
a trochu komplikovanéji
[ﬁ,;%—e,?l(ﬁ)}—ﬂmq: +ﬂm(au&)—@(ﬁuﬁ)A (6.44)
i i i
S vyuzitim vztahu
i(dDﬁ) = (ZDT])a' + (c?DT])Z + ZX(ixc?) + aX(EXZ) = (ﬁDﬁ)Z +dxB  (6.45)
dostaneme
A5 eﬁ(%)}_—ﬂmcp LIPS (6.46)
i i
Tedy
ﬂ:cﬁ , d—”——ei¢+ecﬁ’><§ . (6.47)
dt dt
Charakter operatoru rychlosti dal vznik nazvu Zitterbewegung.
6.6 Rovnice kontinuity.
Diracovu rovnici
. o .. =
(lhyow+zhyﬂﬂ—mcjl/l:0 (6.48)
c

komplexné sdruzime a s vyuzitim vztahi (V)+ =y V), tedy

() =y . () =¥
napiseme jako

(6.49)
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(—ihf/oiﬂhﬁﬂﬁ—mc}/l*zo . (6.50)
cot
Rovnici (6.50) transponujeme na (diferencialni operatory plisobi doleva)
+ . a . —
Yl -ihy'—+ihyd —mc |=0 (6.51)
cot
a po zavedeni Diracova sdruzeni F=¢" y° s vyuzitim antikomuta¢nich relaci )y matic mame
. o ... .=
g lhyo7+1hyﬂ]]+mc =0 . (6.52)
cot

S pouzitim symboli @ =)' a, mizeme (6.48) a (6.52) zapsat jako

(p-me)w=0 , @(p+mec)=0 . (6.53)
Vynasobeni prvni rovnice v (6.53) zleva  a druhé rovnice zprava { dava vyrazy, jejichz
sectenim dostavame rovnici kontinuity

a ;"

50 iF=oyvy . (6.54)
X

Casupodobna komponenta je j' =@ y* ="' >0.

7 Rovinné viny

Dosadime-li do (6.53) rovinné vilny (volba normovaci konstanty €=c p, =++/p’ ¢’ +m’c* se

oziejmi pozdéji)

dostavame

(p=neJu()=0 . (p+meJu(=p)=0 02
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a(p)(p-mec)=0 , @(-p)(p+mc)=0 . (7.3)
podminkou fesitelnosti je p' p, =m’ ¢’ . Bispinory normujeme tak, ze
i(p)u(p)=2mc* , u(-p)u(-p)=-2mc* . (7.4)
Nésobeni zleva prvni rovnice v (7.2) i (p) a druhé rovnice # (- p) vede na
u(xp)y pu(tp)=2m’c®=2cp'p, = u(xp)yu(tp)=2cp’ . (7.5

Pro ctytvektor toku pak

g ; _cep (¥
F=o(en)y ) =L =10 6
Ve standardni representaci, kde piseme
4
Y= ( j , (7.7)
X
se Diracova rovnice rozpada na dvé vdzané rovnice
(E—mcz){p—cﬁW)(=0 ,
(7.8)

(£+mcz))(—cﬁﬁ'{p=0 .

Méme pak

u( ) = \/£+mczw(+) J (- :{ £—mcz(ﬁW)w(—)J
(p) {W(ﬁﬂﬁ)ww , u(-p) frme ) .19

kde 7i=p/|p| a w(+) jsou libovolné dvoukomponentové veliciny, spliujici w” () w(£)=1.

Pro relativisticky sdruzené bispinory mame z (7.9)

(n)= (et mew' (+) ~Je=mew (+)(i®@)) .
(-p)=(Je=mew (-)(i@) ~Je+mew(-))

<|

(7.10)

|
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8 Transformace Diracovy rovnice
8.1 Rovnice volné Castice (Foldyova - Wouthuysenova transformace)
Hamiltonién je
1'-Al=cc7|;§+,3mc2 ) (8.1)
Ve standardni reprezentaci jsou matice & a S dany vztahy

10 (0 &
ﬁ—(o _J : a—(@_ oj : (8.2)

Uvazujme o takové unitarni (a na Case explicitné nezavislé) transformaci, kterd by odstranila

operatory, které vazou velké komponenty s malymi

U:exp(iﬁ*) C =5 9%-0 . (8.3)

Plati

@) =exp (IS) v)
I T S VA e (8.4)
zha|¢/>—exp(zS)H|z//>—exp(zS)Hexp(—zS)|l//>—H ')

Velké a malé komponenty spojuje operator ¢ & Eﬁ . Uhadneme tedy pomérné snadno potiebny

tvar S’

exp(iS’) :exp(ﬁﬁEﬁH) =cos(‘ﬁ‘e) + ﬁﬁ[ﬁ%

A

, 9:9(,%). (8.5)

Pro transformovany hamiltonidn dostavame
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N _sin (‘fa‘@) ) ) ) sin(fa‘@)
cos(ﬁ 0)+ﬂc7[p - (ca[ﬁ+,8mc2) cos(f) H)—,Gc?[fo - =
p
. 2
. . ) s1n(‘[9‘9)
(cah+ pme) cos(‘fa‘e)—ﬂc?[gt‘af = (8.6)
p
(cd’[fa + ,Bmcz)exp(—Z,Bc?Ef?H =
. ) sin(2 f) 6’) . _,sin (2‘]%‘0)
calp cos(2‘f9‘9)—mc . + Bmc’ cos(2‘ﬁ‘9)+ pl———1L
D mc
PoloZime-li ted’
AP
tan(Z‘ﬁ‘H) = (8.7)
mc
dostavame vysledny hamiltonian
H' =Bm*c* +p* . (8.8)
8.2 Rovnice ¢astice v elektromagnetickém poli
Hamiltonidn v tomto piipadé¢ je
[:I=cc7[(]fa—e;l)+,8mcz+e¢=ﬂmcz+é+d , (8.9)
kde
E=zed |, d:cfr[@fa—eﬂ) . (8.10)
Plati
BO=-0B , BE=Ep . (8.11)

Uvazujme opé€t o takové unitarni (ale ted’ uz mozné na case zavislé) transformaci, ktera by
odstranila liché operatory, které vazou velké komponenty s malymi a ponechala jen operatory

sudé
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U=exp(iS) , §=8" . (8.12)
Pro |l//'>=exp(i§)|l//> dostavame

ih%exp(—i§)|l,[/'> = exp(—ig)ih£|l,l/'> + (ih%exp(—ig)j|l,l/'> =

(8.13)
H ¢/> = Hexp(—lS’) l//'>
odkud pak
in Ly =mrly) | A =exp(i8)| A —ind exp(=i8) . (8.14)
ot ’ ot
M¢jme vyraz (chapany jako funkce parametru A, ktery pak poloZime roven jedné)
_ A ) Ay _A" (0" F
F(/])—exp(zBA)Aexp(—zBA)—;n!(a/]njA:O (8.15)

Derivovanim (8.15) dostavame

, (8.16)

gn;L:O:in[é,[g,[...[é,ﬁ]---m ’

takZze ponechame-li v rozvoji pouze Cleny do tfetiho fadu (nebo ctvrtého, ndsobi-li ¢len

klidovou energii) v S, dostavame

A'=a+i$.1]- 1[3 [8.4]]- i[s[s[ Hm +
’ o (8.17)
[ [3[8{s.a]]|-ns {83 ]+ 5[5 [35]]
Ponechame-li v (8.17) jen ¢leny nejniz§iho fadu, mame
I:I'Z,Bmcz+EA+OA+imcz[§,,3J . (8.18)
Tento tvar vede k tomu, ze zkusime zvolit
§=-——"_pB0 . (8.19)

2mc’
S oznacenim matice spinu (ta je stejnd ve spinorové i standardni representaci)
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. [5 oj
5= (8.20)

0 7

mame po delSich vypoctech vysledny hamiltonian ve tvaru

eh = & eh < {=_=x ieh’ = = = eh® = - (821
ﬁzgg_mnzczZ[@Exq)_szczZ[@DXE)_&MZCZDE
Pro rota¢né soumérné pole mame
- dvir)r
E(r)=- d£)7 (8.22)
a ptislusny ¢len nabude tvaru
- sfExp)= ezhzldV(’”)iuT , L=7xp (8.23)
dm* ¢ dm c r dr

kterym popisujeme spin - orbitdlni interakci. Posledni ¢len se nazyva Darwintliv, jeho vznik

se da se chapat jako rozmazani energie Coulombova ptisobeni

(V(f+5;7)—V(f)>D<6—V.5x"+l Cil4 A5xi5xf>DéAV(ij . (824

0x' 20x'0x’ mc

Tv v
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P2 Jemné = spin -
7512 orbitalni
2P1/ 2 interakce
Lambiiv posuv
Hyperjemne =
¢ spinova interakce

1" s jadrem

9 Rozptyl elektronu na jadre

Budeme pocitat rozptyl elektronu na (nekonecn¢) t€zkém jadie ndboje Ze. Volba souradné

soustavy je velmi dilezitd pro zjednoduseni vypoctu. Impuls elektronu pied rozptylem at’ je

ve sméru osy x, impuls elektronu po rozptylu at’ lezi v roviné x-y (znacime

p=Epy =(E/c)yV -py)
E E .
El:y(?l_yxplx > Ezzyl?z_y Do =V Py,

Ctyfvektor potencialu je

Pfipomenme Diracovu rovnici
(;_7 —eé—mc)|¢/>:0 , p=ihlQ

Pocatecni a koncovy stav je, pokud piseme 1 obvykle vynechavany normovaci faktor
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(xlen) =

Amplituda pravdépodobnosti ptechodu je

(w,| H,,

— 2 [ i T i i
u u Ze —pF ]l B 3 - —Eyt ——Eyt
¢1>: a J‘e o —eh d ”J.eh

i
h2JE E,V 41¢,

Pro integraly méme vyjadieni

. | E,—E,

. R ) ) 7]" B
—hr 1 ohT 471Th’ L oige -ig SIH[ 2h j Hby
e —eh Pr=——— Ieh e gt = .

r |]_51 132|2 ’ 0 E -E,
2h

Prvni integral poc¢itame jako

2m
[

47T

: : igreosd—Ar — T/ qs : -Ar -
}‘1£nojd¢_j-ﬂdﬂsmz9.([drre = }llfn()odrsm(qr)e

q

0
4m _4rmr

}1121’(1)/]2 +q2 ?

Pro pravdépodobnost piechodu za jednotku casu

) =

_ 2 2 sin’ MT
@, ¥ | Z&n 1 2n
REEV o5 pl | ToT ?
172 £0|p1_p2| (EI_EZJ T
2h

w1 ~2) = lim—{(@| #,

Jednim z vyjadieni Diracovy delta funkce je

Vyuzitim (9.9) upravime vztah (9.8) na
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(9.9)



anlmyul ( zew Y
wo2)==2Z22 2l b 2R | 5 - F)
h 4E1E2V £0|pl—p2|

Hustota stavii v okoli koncového stavu (stav 2) je (E =+/p°c* +m’c*)

dp:Vd3p2: VEZPZ deE
(27Th)3 (27Th)3 ? ’

a tak muZeme psat (plati | ﬁl| = | ﬁ2| )

2
VdQ P |- 2 Ze
dw=—""[w(1-2)E, p,d E, =2 dQ
" (2nh)3czjw( )E: £ £, EIVMQV%‘ (4n£0|ﬁ1—132|2]

PonévadZz v=0 E/d p, mame pro hustotu toku &astic vyraz

2
= 1C

Vv EV

j=-

S

a pro diferencialni U¢inny prifez pak

2
_|— 2 262 2 _|= - 12 _ 2 .2 8
do= ”2V”1‘ (47T£0q2] aQ , g¢q —|p1 p2| =4 p; sin E
Nyni zvolme bispinory jako
E+mc’ 0
1 0 1 E+mc

w2 ( _

d _«/E+mcz 0 ’

c(p.+ip,) 0

Plati

2
2 »
s ‘(E1 +mc2) +plcte™

2
. =4E 1—(ij sin??
(E1 +mcz) ¢ 2

Obdobné¢ spocteme dalsi vyrazy, takze mame

70y 4,0

2 1
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(9.13)

(9.14)
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2
172(1/2) V u1(1/2) 2 - 4E12 (1 _ (ij sin? g} ’ L_tz(l/z) yr u1(—1/2) ? =0 ,
c
(9.17)
(-1/2) 2) (=1/2) (1) nY 28
w, Y u'? =0, |u, 7V u =4E’ 1—(—‘] smzz
c

Pro diferencialni ucinny prafez rozptylu je tedy konecny vyraz

2\? 2 2 2
do,, = mEc 1_(ﬁj Sin2€ A0y > dOky = =~ 2 dQH - 0.18)
i ¢ 2 dme,mvy ) 49
2

10 Invariantni ucinny prirez
M¢éjme dva svazky castic, které se srazeji. Pocitejme v klidové soustavé Castice 2 pocet
srazek v objemu d V' za Cas dt

dv=nov, dtn,dV , dv=Ann,dtdV (10.1)

rel
kde v,, je velikost rychlosti ¢astice / v klidové soustavé Castice 2, n; a n, jsou hustoty

Castic a kone¢né¢ o je ucinny prifez. Veli¢iny dV a dtdV jsou invarianty, musi tedy byt

invariantem také veli€ina An, n, , piicemZ A musi v klidové soustavé jedné z Castic piejit na

v, 0. Mame
n £
ndV=n,dV, = n= 0 =ny— (10.2)
\/l—vz/cz mc
a tedy
f—_— n —_ ! 6182 -7
Ann, =inv' = Ag& =inv = A =inv , (10.3)
b,

kde skalarni sou¢in oznacujeme jako p, [p, = p,, ps. V klidové soustavé &astice 2 je

A=v

rel

; & - &€&
o, péZ(mezc,pZZOJ = p]@2=$ = inv=v, 0c (10.4)

30



a dale

m, ¢ 12

2 2
m, m, C

p@: mc = rel — 1_(12 j
L w/l—vfd/cz ’ ¢ \/ b,

Spojenim vztahii dostavame

2

dv
a’w:zzcanlnzgc—g\/(p1 Q)z)2 —(mlmzcz)de

1%2

Uginny prifez dostaneme tedy z pravdépodobnosti piechodu za jednotku &asu

dw J \/(p] @2)2_(’”1’”202)2

o= , J= n,
Jn,dV £ &,

V téZistové soustaveé je p,=—p,=p, a tedy

v souladu s obvyklou definici hustoty toku.

11 Spinova matice hustoty

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

Spinory vyhovuji fesitelnym (determinant je roven nule) soustavam algebraickych rovnic

(g_a—m)u(p):o , (l_7+m)u(—p)=0

Normujeme je tak, aby platilo

Ve standardni representaci mame
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S—m(ﬁﬁ w(p £+mw(—p)
(11.3)
ﬁ=é w (p)w(p)=w"(~p)w(-p)=1
Pro relativisticky sdruzené vyrazy pak
w(p)=(Jermw (p) - Je=mw (p)(io)) . _

2|
™
3
S

(p)=(Ve=mw' (p)(i0) - Jetmw (p)) .

V téchto vyrazech jsou w( p) a w(— p) libovolné normované dvoukomponentové veliCiny.

Uvedené volnosti mizeme uzit pro vhodnou volbu vinové funkce. Moznou volbou je

napiiklad
(11.5)

Plati

Su() ! () =Tl )= ) e

Su(p)?ut (p))=p+m . Yu(-p)"u (-p)"=p-m . (17

Prvky spinové matice hustoty jsou v €istém stavu trividlni vyrazy
P (p)=u,(p)uy(p) - (11.8)
Pon¢kud odlisné oproti bézné matici hustoty zde stopa neni rovna 1

Tr{p(p)}ZZA:uA(p)LTA(p)ILT(p)u(p)=2m . (11.9)
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Ze (11.8) je zfejmé, ze matice hustoty v Cistém i smiSeném stavu bude spliiovat Diracovu

rovnici
(p-m)p(p)=0 . p(p)(p-m)=0 . (11.10)

V distém stavu spocteme sttedni hodnotu spinu podle vztahu
A\ 1 - s 1. _ _ 0
<s>-5jw Spd'7 = (p)Zu(p) =i (p)y"Zu(p) (11.11)
a odpovidajici vyraz pro stav ¢aste¢né polarizace je pak
2 1 _ =
<S> ZEZZ"‘A (p)(yo Z)AB uy (p)=
A B
1 = 1 _
—T1r{p(p)y 3} =4—£Tr{p(p)y5 7}

4¢

(11.12)

Polariza¢ni vektor v klidové soustavé oznaéme ¢ :2<§ > , plati tedy pro Cisty stav ‘Z ‘ =1, pro
smiseny stav ‘Z ‘ <1. Ctyivektory impulsu a spinu v klidové soustavé jsou p' = (m,ﬁ) a
a = (O,Z ) a v libovolné inercidlni soufadné soustave tedy musi platit

pb=m’> |, ald=-¢> , pla=0 . (11.13)

Lorentzova transformace do laboratorni soustavy dédva

(11.14)

Matice hustoty pro nepolarizovany svazek bude mit tvar (musi obsahovat pouze impuls jako

jedinou charakteristiku a spliiovat dané rovnice)
1
,On(p)—a(]_)+m) . (11.15)
Pro obecny smiseny stav bude mit tvar

,O(p)I—(p+m),D(Q)(1_7+m) , ,b(QZO):l . (11.16)



. v . v r 2 . ~ 4 W W /4 .
Piipomenme si, ze plati ( pt m) = 2m( pt m) . Matice p(g) ma na Ctyfvektoru a zaviset
linearné. NapiSme tedy ,b(g) =1- Ay’ a. Konstantni matici 4 uréime vypodétem stfedni

hodnoty spinu v klidov¢ soustaveé

p(p) =2 (140 )(1+ 4y (7)) (1+ ) =51+ )1+ 45 (72))

(11.17)
=2

a musi byt tedy 4 =1. Protoze je alp =0, pantikomutuje s @ a komutuje s Y’ a. Vyraz pro

spinovou matici hustoty lze ptepsat do kone¢ného tvaru
1
p(p):E([_)+m)(l—y5g) . (11.18)

Vektor spinové polarizace 1ze naopak z matice hustoty spocitat pomoci vztahu

| ,
a =ﬁTr{p(p)y5 v} (11.19)

Obdobné¢ by bylo mozné odvodit obecny vztah pro spinovou matici hustoty positront

p(—p):%(]_)—m)(l—ysg) : (11.20)

12 Spinové stredovani.

Mame-li ve Feynmanové diagramu jen jednu fermionovou Caru (rozptyl na vnéj$Sim poli,
Comptontv rozptyl, anihilace nebo kreace paru), mizeme pouzit nasledujiciho zptsobu
spinového stiedovani (sttedovani ptes pocatecni spinové stavy a souctu pies koncové spinové
stavy pro rozptyl, stiedovani pfes spinové stavy elektronu a positronu pii anihilaci nebo

kreaci). Maticovy element M ,, je ve zminénych pfipadech mozno zapsat jako
M, :ZﬁfA O pttig =y, Qu; . (12.1)
A,B
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Potom mame

Mj,, = (Z”T/'A Qs uiB] = Z Upc 7z “,*B -
4B

A,B.C (12.2)
Z u:; VZO;D ygE Q;A yjc”fc = Quf d

A,B,C,D,E

kde jsme vyuzili vlastnosti y° y° =1, y** =) aoznadili 0 =y Q" y* . Mizeme ted’ psat

M,.[ =7, 0u,7,0u, =Tr{u, 7,017 0} . (12.3)
Takze mame
. p) Q} rozptyl elektrond na vnéjSim potenciale
. p) Q} Comptonilv rozptyl
) Q} anihilace paru
Tr{pf (p)Q,q(—p)Q} kreace paru

(12.4)
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