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1. Konvence, STR

Uvazujeme Minkovskiho prostorocas s metrickym tensorem

10 0 0
0o 100
Tar =10 0 1 o
0 00 1

takze interval zapisujeme pomoci kontravariantniho ¢tyivektoru
xH = (x0 =ct,x' =x,x’=y,x’ :Z)

jako

2 _ u v _ 2 2 2 _ 2.2
§T=,, XX =xTHyt ot

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Sumacni konvenci uzivame tak, ze opakuje-li se v soucinu index jednou nahoie a jednou dole,

s¢ita se pro fecké indexy od 0 do 3, pro latinské od 1 do 3. Obecné skalarni soucin dvou

Ctytvektort x*, y* pak je zapsan jako
(x.y)=n,,
Operaci sniZzovani indexti vidime na ptikladu

— V= - 1 2 3
X, —17ny =(x0— ct,Xx =X, Xx"=y,x —z)

Protoze det(/]a ﬁ) #0 , miZeme pomoci rovnic

,7a,8 ,7/3}/ = a—a}'/
definovat tensor
-1 0 0 O
0 1 00
ap =
4 0 010
0 0 0 1

a operaci zvySovani indexd, opét na ptikladu
U — qHV . — g HV P — SU P — MU
=t x, =00, ,x" =0 xP =x
Infinitesimalni interval souvisi s intervalem vlastniho ¢asu vztahem

-ds’=dr’ =-n,, dx"dx" ,

pro koneény interval na trajektorii x* ()I) je

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



dx* dx’
[ :J _nﬂvd_A 7 dA . (110)

Au
Pokud zvolime za parametr vlastni ¢as, definujeme ctyfvektor rychlosti

dx”
ar

U

u

, Nyuu’ =ufu,=-1 (1.11)

coz plyne ze vztahu (1.9). Pfi parametrizaci soufadnicovym ¢asem x°=¢ a znadeni

X= (xl X ,x3) mame podle (1.10) zndmy vztah pro ,dilataci asu*

r,m:tf«h—Wdz , §=4r (1.12)
Iy

Pro Castice o hmotnosti m je Ctyivektor hybnosti

p”=mu”=[ e , my }Z(E,ﬁ) , plp,=-m> . (1.13)
J1-72 1= g
Pro ¢astice s nulovou hmotnosti je pak ¢tyivektor hybnosti
k' =(k.k)=(w.k) . Kk, =0 . (1.14)
2. Kalibra¢ni pole
M¢jme lagrangian
L(¢.0,9) 2.1
invariantni vzhledem k jednoparametrické grupé¢ transformaci
¢ - expliwQlg . (2.2)
Znaceni parciadlnich derivaci byva zkracovano jako
%=6ﬂ¢=¢’# : (2.3)

Zde w je zminovany parametr, Q hermiteovska matice. V infinitesimalnim tvaru
p - @¢+09p , Op=iowQ¢ . (2.4)
Pokud ale bude Ow zaviset na prostoro¢asovych soufadnicich, piestane byt lagrangian

invariantni, nebot’

(0, 8)=i0w0d, ¢ +id,(6w)0¢ . (2.5)



Zavedeme proto dalsi pole 4, budeme jej nazyvat kalibracni (gauge), kter¢ se transformuje
jako

1
A, - A4,+04, , 94,=--0,(0w) . (2.6)

Zavedeme kovariantni derivaci

D,¢p=0,p+ied, 09 , (2.7)
kde e je konstanta. Pro kovariantni derivaci plati
3(D,p)=i0wOD,$ . (2.8)
Lagrangeova funkce
1 v _
L(¢,Dﬂ¢)—sz F" | F,=0,4,-0,4, 2.9)

je invariantni. Podobnost elektromagnetického a gravitacniho pole jako poli kalibracnich
uvidime v nasledujicim srovnani (nékteré veli¢iny popisujici gravitani pole jsou definovany

v odstavci 0 OTR) :

Potencial 4, Christoffelovy symboly '},

Lorentzova transformace se zachovanim Transformace soufadnic

kalibrace F/VA _ ax/p ax: dx" - dx" a/2x0’ §
AL:A;Au_ayf A ax™ ox axt P7 9x? dax'*ox

Kovariantni derivace (napft. X, ) Kovariantni derivace (napf. X,,)

0,X, -D,X,=0,X,6 tied, X, 2,x, —»DﬂXv—aX -re, X,
x#

Maxwelltv tensor Riemanndv tensor
F, =0,4,-0,4, R =0T 50 =0, Uiy 4T 0, T 5 =T o0 T
Prvni par Maxwellovych rovnic Bianchiho identita

—_ a —_
FE/“’»P] =0 Rﬁ[,uv o~ =0
Bohmv — Aharontiv jev Paralelni pienos vektoru

1
AmzmAﬂdx”:E ", ASH pX, =[T%, X, dx" ; RC,, X,AS™




3. Tensory
Pouzivame klasickou terminologii, tj. pfi transformaci soutfadnic
x* o X (3.1)
se kontravariantni tensor (napt. druhého fadu) transformuje jako

I AV
ox" ox" s

Tv L T = , (3.2)
0x” 0x°
zatimco kovariantni tensor se transformuje jako
0x” 0x°
T, u ,lﬁl/ = / o (33)
ax'* ax" *

Symetrickd a antisymetricka cast tensoru se pii transformaci nemicha, takze je Gcelné zavést

znaceni (opét na ptikladu druhého tadu)

1
T{#V}ZE(TW+TV#) -

T, -T,.) . (3.4)

nv] :5( mo v

Skalarni veli¢ina se pfi transformaci soufadnic transformuje trividlnim zplisobem

p - ¢ , dp - d¢ (3.5)

jeji parcialni derivace pak jako

g o¢g _ 0x' 0¢ (3.6)

axt ax* ax* ax’

tedy jako kovariantni vektor

ox’
Ap — A,ZI :ax—//’ v (37)
Pro jeho diferencial v§ak mame
ox’ ox’ ox’

/= —_ —_

d4, - d4, _d{ax”’ AVJ e dA, + 4, d(dx/”j =
oy 5 (3.8)

T dA, + A ———dx
ox'# dx'* ax'

Tedy nikoliv transformaci tensorové veli¢iny. Zavedeme diferencial, ktery se jako tensorova
veli¢ina chovat bude, tedy

DA,=dA,-04, . (3.9)
Z ptedchoziho vztahu vidime, Ze musi byt

04,=T",4,dx" | (3.10)

tedy



aAll v A
DA, =| =T, 4, fdx' (3.11)

Integraci vztahu (3.10) po uzaviené kiivce dostdvame vyraz pro rozdil ptivodniho a paralelné

pienesen¢ho vektoru

Ad, =T, 4,dx" . (3.12)
Zkréaceny zapis (3.11) je
DA, =A,,dx" | A, =A,,-T", 4, . (3.13)
Pozadavek
DA, - D4, = gj DA, (3.14)

vede k pozadavku na transformacni vlastnosti Christoffelovych symbolt T :

o 0x? 0x? ax"Y _, +6x/v 0% x?

= — 3.15
ax M ax axt P7 9x° ax'H ax” (3-15)
Je pak
oA, =T 4,dx" =
P o /v w /A /v 2.0 w /A
ST 5 5 o A e G s e g A = (10
0x” 9*x"  ox"’
—— AT dx°+ dx"
ax'# TP ax'*ox" ax* 4
a
v 2. v /A
dAL:%g;AVdeK+AV%?—deK . (3.17)
x'* 0x x*ox" 0x
A skutecné pak
DA, =dd,-64,=9 D4 | (3.18)

Hoax!#
Na vztah (3.9) miZeme hledét ndzorné takto: porovnani dvou vektori v riznych (blizkych)
bodech miizeme provést jen tak, ze jeden z nich paralelné pfeneseme. Mame-li v bodé x*

vektor 4,, potom je jeho hodnota v sousednim bodé x*+dx* rovna A, +dA4,. Pii
paralelnim pfenosu vektoru 4, z x* do x* +dx* se tento zméni na 4, +94, . Rozdil mezi

obéma vektory (nachézi se oba ve stejném bod¢ x* +dx")je DA,=dA,-04,.



4. Metricky prostor
Pro prostor s metrikou zapisujeme metricky tensor jako
Ew =8y > g=det(gw)<0 (4.1)
(signatura stejnd jako u Minkowskiho metriky). PoZadavek, aby kovariantni derivace
metrického tensoru byla rovna nule, t.
Dg,, =g,,,dx" =0 (4.2)
vede pak k existenci metrické konexe (Christoffelova symbolu), tj. moznost vyjadfit slozky

konexe pomoci slozek metrického tensoru a jejich derivaci

A = 1 A
r,uv _Eg p(a,ugvp +avg,up _apg,uv) . (43)

Vzhledem k symetrii v indexech f,V mame 40 nezavislych sloZek Christoffelova symbolu.

/1

Pfi transformaci soufadnic x* - x'* je

g:det(gw) - g :det(gﬁw):
2
0x” 0x° 0x” g
det| —— =| det det == (4.4)
{55 e o5 e “A3])
e

Invariantni objemovy element je tedy
J-gdix=-g d*x . (4.5)
Kiivost prostoroc¢asu je plné€ popsana Riemannovym tensorem

RY =0, T =0, +T 0 T, =Ty, T, . (4.6)

Jeho vznik mizeme nahlédnout z nésledujici tvahy. Pro paralelni prenos tensoru 7, mame
vztah
DT} =0,Tf +T,, T/ -T2, T . (4.7)

Piedstavme si, Ze tento tensor vznikl pii paralelnim p¥enosu vektoru 4”, tj.

T =DyA"=0,4" +T/, A° . (4.8)
Mame pak
DaD/?Aﬂ:aaaﬂAﬂ+(aarza)AJ+rgaaaAU+ (4 9)
Mh,0,4°+T, 5,47 -T7,0,4" -T7,T1 A°

Provedeme-li paralelni pifenos v opa¢ném potadi, mame



DD, A" =0,0,4" +(0,[#,)A° +T% 0, 4° +

u o Y aﬂ ”p” " appﬂﬂ o (4.10)
rﬂgaaA +rﬂprMA —rﬂaapA —FMFMA

Rozdil téchto vyrazi je umérny zméné pii paralelnim pienosu vektoru 4* po uzaviené kiivce
(pfi vypoctu vyuzivame toho, Ze Christoffeliv symbol je symetricky pii zdméné dolnich
indext)

D,DyA* =D,D, A" =R", ;4" . (4.11)
Kfivka je tvofena spojenim bodi P-F - P, - P -P,tedy P-F - P=P, -« P, ~P.
Riemanntiv tensor ma 256 komponent, ale diky symetriim je jen 20 nezavislych. Symetrie se
RP

nejlépe vyjevi po snizeni horniho indexu, tj. pro R S vyuzitim (4.3) miizeme

wap ~8up N vap-

psat
1
R;u/a,B _E(avaa gp,B +a,ua,8 gua _ava/? g,ua _aaap gvﬂ) +
&oo (TEaTa =T 0o )

Tensor je antisymetricky k zaméné (4 - V a @ - [ a symetricky k zaméné uv - a . Dale

(4.12)

plati
R vag =0 (4.13)
a pfedevsim Bianchiho identita
bR, =0 . (4.14)
Ricciho tensor vznikd zizenim Riemannova tensoru
R;w :ngRa,upv :Rp,upv : (415)
Vzhledem ke zminéné symetrii Riemannova tensoru je Ricciho tensor symetricky k zdméné

indext (/ - Va ma tedy 10 nezavislych komponent. Poslednim moznym zGzenim vytvoiime
Ricciho skalar
R=g"R, =R, . (4.16)
RozepiSeme Bianchiho identitu
D?R* 5+ D'R?*  ,+D“R"” =0 (4.17)
a provedeme zizeni nejprve v indexech pa a
D?R" , =D'R? ; + D"R"* ;=0 (4.18)
a potom v indexech p a

DpRvp_DVR+DﬂRVﬂ:2DPRVp_DVR:O . (419)



Pfi upravach jsme vyuzili vlastnosti antisymetrie v prvni, pifipadné¢ druhé dvojici indext.

Koneéné zavedeme Einsteinliv tensor
E,=R,--g,R , (4.20)
pro ktery podle (4.19) plati
D*E, =0 . (4.21)

Pti tpravach jsme vyuzili toho, Ze kovariantni derivace metrického tensoru je rovna nule.

5. OTR

Einsteiniv tensor E,, je spojen s geometrickou strukturou prostorocasu. Je to symetricky

tensor druhého fadu, jehoz kovariantni derivace je rovna nule. Rozlozeni hmoty je obecné

popsano symetrickym tensorem druhého fadu (tensorem energie — impulsu 7 ) s nulovou

kovariantni derivaci, tj. zobecnénou rovnici kontinuity. Pro idealni kapalinu je tvar tensoru

energie — impulsu velmi jednoduchy:

-0 0 0 0
0 p 0 O

T .=(p+plu, u,+ , TP = 5.1

aﬁ(pp)a/;’pga/j a OOpO ()
0 0 0 p

Genidlni Einsteinovou mySlenkou bylo ztotoznit ,geometrickou” a ,gravitacni*
charakteristiku prostorocasu a spojit ji se zdrojem tvofenym ,hmotnostni* charakteristikou
prostoroc¢asu. Einsteinovy rovnice gravita¢niho pole jsou tedy

E, =87GT,, |, (5.2)

kde G je Newtonova gravita¢ni konstanta. Souvislost Einsteinovych rovnic s Newtonovym
gravitaénim zakonem uvidime nejlépe na piikladu pohybové rovnice &astice. Céstice se
pohybuje po geodetice - nejkratsi spojnici dvou bodit (vzdy, pokud nejsou body piilis
vzdaleny)

A,

dx* dx"
5Tba :J\/_gﬂvﬁ 7 dA=0 =

) (5.3)
d?x* g dx? dx’ _
dA? P dA dA

b

nebo uzijeme-li jako parametru vlastniho ¢asu t (obecné A=A7+B)



du”
dar

+M,u’u’ =0 . (5.4)

Predpokladame-li, Ze Castice se pohybuji pomalu ve slabém gravitanim poli, nebude se
metricky tensor pfili$ li§it od Minkowskiho. Interval piSeme ve tvaru

ds’ =—(1+20(7))dr* +(1-20(7))d7* . (5.5)
Vypocteme slozky konexe a dosadime do (5.4) (pro mala rychlosti je u” = (—1,17 ) adr=dt)

d*F
dt*

= —grad®(7) . (5.6)

Se stejnou piesnosti spocteme E, a 1, a dosadime do (5.2)

Ey=200(7) , T,=p = A®(F)=4mGp . (5.7)
Stopa tensorit v (5.2) dava —R=8mGT, takze Einsteinovy rovnice mizeme psat dvéma
zpusoby

1
Ry =~ 8w R=87GT,, .

| (5.8)
R, ZSHG(TW =5 8w T]

Druhy zpisob je vhodnéjsi, pokud 7'=0 (elektromagnetické pole) nebo dokonce 7, =0

(vakuum). Prostorocas je plochy, pokud jsou vSechny komponenty Riemannova tensoru

nulové.

6. Schwarzschildovo FeSeni
Predpokladame-li interval ve tvaru
ds* ==T(r,t)dt’ +R(r,t)dr’ +*(d6& +sin’0d¢*) (6.1)
je feSeni Einsteinovych rovnic ve vakuu

Js = _(1_2GM

jdt2+—1
r [1_2GMJ
r

dr’ +17 (d6 +sin’0d¢’) | (6.2)

M je konstanta. Jeji vyznam vidime srovnanim pro slabé pole, kdy (porovnanim (6.2) a (5.5))

o=-gM (6.3)

r
Schwarzschildovo feSeni ma dvé singularity: soufadnicovou singularitu (tj. danou pouze

volbou soufadnic) na ,,Schwarzschildové poloméru® , =2G M a podstatnou singularitu



r=0. Prostorocas popsany Schwarzschildovym metrickym tensorem neni plochy, nenulové

komponenty Riemannova tensoru jsou

2MG 2MG MG MG
R0101 == 3 > R2323 = 3 > Rozoz = > R1313 =T (6-4)
r r r r
Invariant kiivosti ma singularitu jen pro »=0
apur _ A8M* G’
Raﬁﬂv R - 6 : (6.5)
Trajektorii astice v roviné 8=77/2 ziskdme fe$enim Hamiltonovy — Jacobiho rovnice
ap a_S_aS = —mz
dx” 0x”
- 2 2 2 (6.6)
_1_r_g 6_S + 1_r_g G_S +L6_S =-m?
r ot r )\ or r*\ 0¢
Dosadime do (6.6)
S=-E,jt+L¢+Z(r) (6.7)

a dostavame

dz(r) _ {Eg (1 —i)_ - (mz +L—z][1 —Ql_ ] . (6.8)
dr r r r

Zavislost r(t) ziskime derivovanim vztahu dS = -E,dt + Ld¢ +(d=(r)/dr)dr podle E,

-1 1/2
) odr _ 1, 5 a2 _ r r,
(1‘7} d—:—E—O(EO -U (7")) 5 U(l")—n’l|:(1+m2r2](l_ r]j| 5 (69)

U (r) je efektivni potencialni energie.



