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1. Definice a Fiklady grup
Podle knihy S. Sternberga

Definice grupy: Grup& je mnozina, na které je zadana binarni operace nasobeni
GxGO(p,q) - pHOG , (1.1
ktera je asociativni a zatuje existenci jednotkového a inversniho prvku, tj. plati
(p@)E =p{qE) , Op,q,r0G
CeG , elp=plk=p , OpOG (1.2)
Op'0G , pp'=p'p=e , OpOG

1.1. Ariklad 1: Cyklicka grupa o ¢étyiech prvcich
(a) Aditivni grupa celyckisel modulo 4 Z,). Prvky grupy jsou

e={0,4-4,8-8,.} ,a={15 39 7.}

1.3
b={2,6,-2,10-6,} ,c={3,75 1,1% 5} 19
(b) Realné matic&x 2 s obvyklou operaci nasobeni matic
10 0 -1
e= , a= :
0 1 1 0
(1.4)

-1 0 0 1
b= , C=
0 - -1 0
(c) Grupa rotani symetriectverce C,, kde rotace (kladné hodnoty odpovidajicetsi proti sniru

hodinovych rdicek)

e~0 |, a~7—T , b~m | c~3—ﬂ~—7—T : (1.5)
2 2 2
Grupovou operaci je prosté sloZeni transformaci.
VSechny i ptiklady odpovidaji jediné abstraktni g&ygyklické grug sectyimi prvky.
Tabulka nasobeni je

Tabulka 1
e a b c
e e a b c
a a b c e
b c e a
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1.2. Riklad 2: Grupy matic
S rekolika priklady jsme se jiz setkali. Grupovou operaci je vzdycemé nasobeni matic. Takze

mame nafiklad

(a) Obecna realna linearni grupgronmennych GL(n,R), tvorend maticem@ dimenzenxn
s realnymi prvky spilujicimi podminkudetQ# C.

(b) Specialni reéalna linearni grupgronménnych SL(n,R), tvorend maticem@ dimenzenxn
s realnymi prvky spilujicimi podminkudetQ=1.

(c) Obecna komplexni linearni grupapronménnych GL(n,(C), tvorena maticemiQ dimenze
nxn s komplexnimi prvky spiljicimi podminkudetQ# C.

(d) Specialni komplexni linearni grupgprongnnych SL(n,(C), tvorena maticem@Q dimenze

nxn s komplexnimi prvky sgljicimi podminkudetQ= 1.

1.3. Riklad 3: Grupa O(n)
Grupa vSech linearnich transforma@in-rozmeérného prostoru, které zachvavaji eukleidovskou

vzdalenost
[Qvl[=Iv , DvOR" . (1.6)
Zapsano v ortonormalni bazi

> 3191V Y V=Y S Vv () Q

1 j=1 j=1k=1 (1 7)
Zn:VJVk( )k:Zn: vivkaik — QT:Q—l

=1 k=1 j=1k=1

M- ﬁM:

Matice Q musi tedy byt ortogonalni. T¥iomnozZina takovych matic grupu? Asociativita je Zzena
vlastnostmi nasobeni matic. Dale f@&=Q, Q, plati

(QQ) =@ Q =Q;Q"'=(QQ,) " | (1.8)
tedy sogin ortogonalnich matic je @portogonalni matice. Jednotkova matice je ideatiioversni

matice inversnim prvkem grupy. Determinant matgrapy je je roventl. Ortogonalni matice

s determinantem rovnym jedné tispodgrupusSO(n).
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1.4. Riklad 4: Grupa U(n)
Ve vektorovém prostoru nad pole@ komplexnich¢isel mame standardni hermiteovsky skalarni

SOLEIN
U W n
u={ |, w=| i, (uw)=T w=>1Tw, . (1.9)
u, w, =
Plati
(Au,w):(m)TW:UT Alw=u" A'w=(u,A'w) . (1.10)

Matice zachovavajici skalarni som musi byt unitarni
(Qu.Qw)=(u.Q"Qw)=(uw) =» Q =Q* . (1.11)

Zcela stejn jako pro ortogonalni matice ukazujeme, Ze unitanatice tvaéi grupu U(n). Pro

determinant mame
de{Q" Q) = defQ") defQ) =| ddn)[" = 1 (1.12)

Matice s determinantem rovnym jedné ifvpodgrupuSU(n). Nagiklad matice grupy8U(2) maji

tvar

(1.13)

{ pexdi g} erz ex{)ix}}
—\/1—7 exd-ix}  pexp-ig}

1.5. Riklad 5: Cyklick&a grupa C,

Ozn&me
w= exp{i 2—”} . (1.14)
n

Potom tabulka nasobeni

Tabulka 2
1 w W’ W' W'
1 1 w W’ W'
w w W 't 1
W’ W’ W’ 1 w
W' W' W' 1 w W’
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a)n—l

W' 1

a)n—S

a)n—Z

Priklad pron=4 jsme uz uvedli. Tabulky nasobeni pne2 a n=3jsou

Tabulka 3
1 -1
1 1 -1
1| 1
Tabulka 4
1 -1/2+i/3/2| -1/2-i/3/ 2
1 1 ~1/2+i3/ 2| -1/ 2-i/3/2
~1/2+i3/ 2| -1/ 2+i/3/ 2| -1/ 2-i/3/ 2 1
~1/2-i/3/2| -1/ 2-i/3/ 2 1 ~1/2+i/3/ 2

1.6. Riklad 6: Grupa permutaci S, a grupa symetrie pravidelného n-thelnikuD,
Nejprve zjiskme paet prviki v dané grup. Ozn&me s permutaci mnozinyn prvki. Paitejme

mozZnosti
s(1) - 1
s@) - 2 s(@ - 2
(1.15)
s(1) ~n-1 s(2 -n-1 - s(n-)-n-1
s() - n s(2 - n s(n-) -n s(n)-n

Zjevre obsahujes, nl prvki. Grupa symetrie pravidelnémuhelnikuD, obsahujen rotaci (mezi
nimi rotaci o nulovy dhel, tedy jednotku grupy)napieklopeni podél os symetrie. Ma te@n
prvka. Vénujme se trojuhelniku. Tady zahrnuje podgrupa celou grupuS,. Na obrazku je
znazorgno pisobeniD,. Jak to odpovida permutacim? @ani o 0 je123- 127, otaseni 0 277/3

je 123- 231 a koneéng ototeni o 477/3 je 123- 31z . Freklopeni kolem osy prochéazejici 3 je
123- 21: , preklopeni kolem osy prochazejici 1 jel23- 13z a peklopeni kolem osy

prochazejici 2 je123- 32..
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3 2 1
1 2 3 1 2 3
3 2 1
9 1 1 3 3
Obrézek 1

2. Pasobeni grupy

2.1. Fsobeni grupy na mnozig
At G je grupa aM mnoZzina. Bsobeni grupy na mnozine zobrazeni

GxM O(a,m) - amOM
a(bm)=(ab)m , em=m OmOM @1)
Priklady: pisobeni grupy rotac®0(3) v trojroznérném eukleidovském prostoru, gru@(z,c)
v Minkovskiho prostordase nebo isobeniS;, na mnozig vrcholi rovnostranného trojuhelniku.
Orbita bodumIM pii pasobeni grupyG (orbitu zn&ime Gin) je podmnozinaV tvorena
body am, tj.
M OGn={am|adG} . (2.2)
PodmnoZina grupys, poZistavajici z prvlt, pro které platiam=m se nazyva isotropni grupou

boduma zn&i se G,,. Grupove vlastnosti jsou sginy, neb@

am=mOdem=m = a‘m=m ,
(2.3)
am=mObm=m = (abjm=m .

At orbita obsahujeN(G Dm) prvki. Je-lin prvkem orbity bodum, potom existuje prvek grupy
alJG takovy, Zeam=n. Pokud existuje jetjiny prvek, pro kteryn=bm, je a*b0G,. To

Zznamena4, Ze pro kazdy prvelexistuje pray N(Gm) prvkid, zobrazujicichm don. Mame tak
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N(G)=N(Gmn)N(G,) . (2.4)

Pro gipad rovnostranného trojuhelnika je pro obecny bod isotrgqugou pouze identita, tedy

N(G,)=1,N(Gm)=6, pro vrcholy a sedy stran tvii isotropni grupu identita arklopeni kolem
osy prochazejici danym bodem, tetl)(G,)=2,N(Gm)=3 a nakonec pro i&d trojihelnika je
isotropni grupou cela grupg,, tedy N(G,,)=6 ,N(Gm)=1.

Je-li cela mnozind vy¢erpana jedinou orbitou, mluvime o transitivnitispbeni grupy.

2.2. Fisobeni grupy na sebe
V piipack, Ze mnozinowM je sama grup&, je jeji pisobeni dané levym nasobenim j— ab)

transitivni. To vidime z toho, Ze pro libovoIné dva prikgc grupy existuje prvelka=cb™ takovy,
Ze ab=cb™b=c. Déle je ¥ejmé, Ze isotropni grupa libovolného prvku fstava pouze z identity,
neba ab=b—= a=e. BohatSi strukturu dostanemejspbi-li grupa podobnostni transformaci,

tji.b -~ aba™. Je to grupova operace, nébo

(ac)b(ac)_l zachctat= a(cbc‘l) al

(2.5)
a‘l(aba‘l) a=ataba‘ta=b
Muazeme vytvéet tidy podobnych prvk b ac jsou podobné, existujeditakove, ze
aba®’=c . (2.6)

Identita je tida s jedinym prvkem, neboaea™ =e pro libovolny prvek. Isotropni grupa prvku
obsahuje vSechny prvky pro kteréaba™ =b. Je to identita a pokud feod ni 6izny, pak takéd a
pokud jeb™ #b pak takéb™. Opst plati

N(G)=N(GDb)N(G,) . (2.7)
Jsou-li prvky grupy matice, jgitla podobnych matic t¥vena maticemB a C, existuje-li maticeA
takova, ze

ABA'=C . (2.8)

Matice maji stejné vlastni hodnoty a tedy stejnou stopu.

3. Generatory SU(3)

K popisu generatdrtransformaceX z SU(3) potebujeme hermiteovské matide, a=1,...,8:
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X=exdie"T,) . (3.1)
Tyto matice jsou zobeé&nim maticr, z SU(2), jejichz vilozeni dd, zvyraznime tim, Ze misto

nekterych nul budeme psatctey:

0 1 . 0O —i . 1 0
1:110.,T2:£i O.,T3:—10—1
2 2 2
1 0 .1 1 0 . —i o
T4:E - ) TSZE .. . . ) T6:_2 .01 (32)
1 0 [ 0 10
1 1 1 0 O
T7 :E 0 - , TS :E 01 O
i O 0 0 -2
MaticeT, jsou normovany tak, ze plati
1
(T T,) =53 (3.3)
a sphuji komuta&ni relace
[Ta ’Tb] = I fabc Tc . (34)
Soupis strukturnich konstant je
f123 :1 ’
_ _ _ _ _ 1
f147 - f246_ f257_ f345_ f 516 f 637_5 ' (35)
feg=1f —é
458 678 2 '
dalSi spoéteme zamsnou vzhledem k Uplné antisymetrii indgx;.
fabc = fbca = fcab == fbac == facb == fcba (36)
Definujeme skalarni s@in a pisobeni operatérjako
(TTy=2T(T/T,) . T|T)=([T. L)) - (3.7)

Nez se budeme zabyvat SU(3), tire se k SU(2). Obeé&nhodnost (p®et komutujicich
generatal) grupy SUN) jeN -1, fad (pa&et generatai) je N°—1. Pro SU(2) mame

01 (0 -1 1 0
=1 ST, =L I . (3.8)
21 0 2l1 0 2o -

Vlastni vektory operatortli, jsou (zn&eny vlastnimi hodnotami)
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2o ) 0
Hledejme td dalSi stav, pro ktery bude

L[T)=a|T) = [T,.T]=aT . (3.10)
VSimnéme si, ZeT neni hermiteovsky, nebo

(u.1]) =7.T] = [T ]=-aT" . (3.11)
Existuje obecny postup pro vy§et a , ale tady zvolimeipmy vypaiet

T=aT+a, T, , [T, T]=a[T,T]+a]T,T]=iaT-iaT, ,

5( 0 al_ia?jzﬂ( 0 ai_iazj - (3.12)
2\ - -lq, 0 2\a tia, 0
a=1, a=1, a,=i = Tz(o 1}
00
Potom je
a=-1, T+=Tl—iT2:(O Oj : (3.13)
10

Pro SU(3) to ovSem bude zajinggi. Mame td dva komutujici operétor{/T3,T8] =0 a fislusné

vlastni stavy jsou
0
1

0
1
&)= ’|e3>:‘ 0,——2>= 0 (3.14)
Vi

11
2243/

357570 1e)=
2 2f> 0 0

Rozdily ve vahach jsoy1,0) (:]/2\/_33 (—/i 2\/_3)2 a také totéZ s opaymi znaménky.

Prislusné operatory jsou

T(£1,0)=T, iT, T (% i@j =T, +iT, T (J—r—; ’iizsj =T, +iT, (3.15)

Na osex je spin, na osg hypernaboj. To hodnpiipomin& kvarky up, down a strange.

4. Fundamentalni reprezentace

V dalSim vezrdime tabulku této fundamentélni reprezentace

1
1, Y Q:|3+§Y kvark
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1)1 2
091515 3 |
11 1
C9515 5 |
2 1

a budeme konstruovat komplikowgsi. Dalezité je, Ze s pomoci tensoe??” a £,5, Mizeme
uvaZzovat pouze tensory s jen hornimi nebo jen dolmdexy. Tak tensor

YP o YHF=gYE (4.1)
Jiz jsme vidli, Ze stopa je invariant, musime tedy jako iretiini reprezentaci brat pouze tensory

s Y, =0. Jak se to projevi u ekvivalentniho tensoru@itegne

Y =07Y) = L, Y/ =—;£

T8y apy Y =00 (4.2)

5. Dimenze reprezentace SW)

Ted chvili obec# o SUN). Nekteré skupiny indek jsou symetrizovany, jiné antisymetrizovany.
Tensorradun rozclime jako
N
(n.n,,...ony) o Xn=n, nzn, . (5.1)
i=1

Pro dimenzi reprezentace plati vztah

Dy (n,n,,...,ny ) =
%(nl—n2+1)D (n,-n,+2)0 - (n,—ny +N-1)0
1
z(nz—n3+1)D~-- (n,—n,+N-2)0 (5.2)
1
m(nN_l_nN+l)

Plati Zejme

Dy (N, ,...,ny) = DN(nl—nN Ny= Ny een Ny~ Ny 0) . (5.3)
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Nekolik prikladi. Pro SU(2) jeD,(n,,n,)=n,—n,+1. Celkovy spin jeS=(n,-n,)/2. Dimenze
takové reprezentace |8, =2S+1, coz souhlasi. Pro fundamentalni reprezentaci

_23..N12..(N-2 1

D, (1,0,... = 5.4
g ) 1! 2! (N-1)! (5.4

Stejnou dimenzi ma sdruZzend reprezentace
DN(l,l,...,l,C)=12"|'N 12..(N-) 2 (5.5)

1! 2! (N—l)!:

PovSim@me si jiz zmihované zvlaStnosti u SU(2), kdyayodni a sdruzena reprezentace jsou
ekvivalentni. Dimenze adjungované reprezentace [}g(z,l,...)z N’-1, dimenze Upla

symetrické reprezentace je

DN(n,o,...):(NJrnn_lj . (5.6)

6. Pridruzena reprezentace SU(3)

Zpét k SU(3). Sdruzend reprezentace k fundamentalni méktabul

1, ] Y Q:I3+%Y antikvark

(119 | 0 z : 5
3 3

&

dle il
&

&

o044 £ |
&

7. Sowinove reprezentace SU(3)

Prirozere pii vkladani jednotlivych fundamentélnich representaci rmasxy viadku neklesat ve

smeru zleva doprava, ve sloupdist ve srdru shora dal. UvaZzujme te soLEin
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DDD:DDDH , 303=6073 . (7.1)

Pripomaime dilezité identity

557 =20 | £, =010, -0, . (7.2)
V tensorovém zrigeni odpovida (7.1) rozkladu
1 1
u' v == (U Vv + U V) + STV U V) = ST A 7.3
S )+ ) A (73)
kde
S”ﬁ—l(u”vﬁ+uﬁv”) 1o wv (7.4)
_E ’ AV__Z aBy . )
VezmEme sogin
HDDz L , 303=8,01 . (7.5)
V tensorovém zrigni
B — p_Lsp ulilse, ot lass .
u,Vv” =|u,Vv —55,, u,v +§5,, u, V= =T, +§SJH , T7=0 . (7.6)

Tento zapis vyjaidije rozklad do dvou ireducibilnich reprezentaciikglné pak vazané stavy
kvark — antikvark. Pro index A? V zépisu, kde budeme mit jen horni indexy (vil)4 (4.2))

mame skuténé objekt antisymetricky v prvnich dvou indexech

T/ o THP=gWTE | g, TP =0 . (7.7)

Dale uvazujme satn

([Oo0)o0-(M0oH]s0-(0me

0o/ PP

| (7.8)

(303)03=(6030 3=(61 30( 31 3=( 1@ JO( O ).

Pripad 3 0 3jsme jiz rozebrali. Reprezenta6i odpovida symetricky tensc®”” . Budeme tedy
mit

1
SPW =S 4 (£ gL+ ST, TS =3 00 s“w

. (7.9)
TH=0 |, s"ﬂyzg(s"ﬁwusyﬁmms”wﬂ)

U
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8. Mesonovy oktet

Méame (viz (7.6))

1
T =y -3 e 8.1)
Mame
a |y Y,
1lulw
2|d|d
3]s |s
5 I N
T I, |Y Q=l,+3Y | 7=
1
us — +
5> |1 1 K
_ 1
ds — 0 0
5|1 K
ud 1|0 1 T
da -1]0 -1 -
1
su -— |- -1 -
> K
— 1
sd = |- 0 0
5 K
EuU——l(da+s§) 010 0 T!
3
Eda——l(uu+s§) 010 0 15
3 3
Zss-Z(un+dd)| 0 |0 0 T2

Posledni ii fadky nejsou fimo c¢astice, plati podminka nulové stopy. Triplet pogyrisu(2)
dopliuje stav

_Tll_Tzz_ 1 )

° T—ﬁ(uu—dd)
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K tomuto stavu je ortogonalni

0 3 3 1 —_ o —
=, /=T, =—=(uu+dd - 2sS
Tk JE( )
Singlet gedstavujeéstice

1 —
"= —(uti+dd +sS

n \/5( )

9. Baryonovy oktet

Jakkoli jsou v Bm nejznansjSi ¢astice, je oktet jednoduchy pouze co do obsahukivétauliho
princip vSak vyzaduje spravné namichani symetrkantisymetrick&asti, tj. 8;a 8,, protoze
celkovy spin ti kvarki je 1/ 2. Podstat#é jednodussi je oproti tomu situace u dekapletuksegin

spinem ti kvarki 3/2. Uvedeme proto jen slozeni

1 1
| =l,+=Y P_=
s | Y | Q=l4 L >
1
uud = p
5 1 1
1
udd -= 0 n
5 1
uus 1 0 1 St
dds 110 -1 )
dss L -1 -1 ="
2
uss 1 -1 0 =0
2
1
E(ud+du)s 010 0 50
1
ﬁ(ud—du)s 010 0 A°

10. Baryonovy dekaplet
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1 37
saBy |3 Y Q:|3+§Y ‘JP:E
wu | 2] 2 A
{uud} % 1 1 A
{udd} —% 1 0 A°
ddd —g L 4 A
{fuust | 1] 0 1 2
{udgf | 0 | 0 0 Yo
{ddg [ 1] 0 -1 =
{usg % -1 0 =0
1

d -— - -1 =*-
(asg | -2 -

sss | 0 | -2 1 o

Vyraz ve sloZzenych zavorkach reprezentuje Upinoesgizaci, tj.

1
{uud}=—=(uud+udu+duu) ,
V3 (10.1)

{udd :i(uds+sud+dsu+dus+sdu+usd)

NG

Jak je ale mozné, Ze fermiony maji symetrickou wino funkci? Pirozergé Zze nemaji — existuje

jeS& barevna grupa SU(3) a tam je dekaplet singletem

R
B| , i(RBY—BRY+BYR—YBR+YRB—RYB) . (10.2)
J6

TakZe nakonec mame
P=P(colour )P( flavour )P(spin) P(space)
P=P(barva) P(vin¢) P(spin)P(prostor) . (10.3)

G N o A . A N )
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11. Skladani spim — grupa SU(2)
At ted’ fundamentalni reprezentacieglstavuje spinovy stav elektronu, tj. stawsl/2. Jak se

setou dva stavy? Mame é&p

ol :DDDH
(11.1)
YA p¥a=pl opld
Pro komplikovasjsi situaci
Mo O <0000+
- (11.2)
'D(l) DD(»’/Z): D(32) D'D(Q
a
HD 1 =0
- (11.3)
'D(O) DD(J/Z) :'D(ﬂ)
Zkusime vkladantastic: nejprve prd)(l), t].
aad (42 [42 (11.4)
Dostavame triplet
1
), o A de)) o [, (11.5)
Dale proD, tj. pro
11.6
, (11.6)
kdy dostavame singlet
1
E(‘T>1‘l>2_“>1‘1>2) ' (11.7)
Pro sdruZzenou representd@i]/ 3
1[2 1) 2
, 11.8
B (11.8)

dostavame (ndgklad) dublet, pokud nejprve symetrizujeme

AR (R DI A (11.9)
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12. Objemovy element na grup
Hledame (levo)invariantmi-formu, kden je dimenze grupy
Q=w0...0w, . (12.1)

Jeden z postdpje najitn (levo)invariantni jedna forem. &jime reprezentaci grupy n@* resp.RR*.

Matice A dimenzekxk reprezentuje prvet grupy

A=(a;,) . dA=(da;) . (12.2)
At B je matice reprezentujici pevdany prvek grupy. Potom mame
LLA=BT A . (12.3)
Plati
e 1" (a2 —_(pt A\? 4 A=
L, (A*dA) =L, (A*) L, (dA)=(B* A) d(B* A)= (12.0)
A'BB'dA=A"dA .
Ma tedy maticeA™ d A jako prvky invariantni jedna formyiRlad z SU(2):
A:(‘f _'BJ , aa+BB=1 . (12.5)
L a
Potom
da -d
A‘1:A+:{C%, /fj : dA:(d% q 'Bj =
- a a
(12.6)

A‘ldA:( ada+pBdp —adﬁ+ﬁdaj

-Bda+adf ada+Bdp
Vezmemeit nezavislé formy a vytvdme vrEjSi sokin

(7da+Bdp)0(-adp+pda) D(-Bda+adp)=
(-aada0dp+ B Bdp0Oda) O(-Bda+adp) = (12.7)
~da0dp 0(-Bda+adp)

Diferencovanim normovaci podminky dostaneme
adad +ada+pBdS+ LdB=0 =

dﬁz—%(adﬁ+ﬁda+ﬁdﬁ) , (12.8)

a po dosazeni do (12.7)
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~da0dp 0(-Bda+adp)=
(E+a—ﬁjdaDdﬁDdﬁ=£daDdﬁDdﬁ
B B

V polarnich sotadnicich

a=u+iv , FB=x+iy , u=co¥ ,

v=sindcogy , X= si# sig cas ,y= sth gin sir
je

%daDd,BDdﬁ:—ZsinZHsin//dHdeDd¢

C0Z po normovani dava vysledebf<m, Oy <m a0<@<2r

1 . .
Q=—sin*dsinydéOdy Od
27 ny wUOdg

Ponechame-li jen h@é] mame po zasme 26 - 6

1- co¥
27T

Q= dé , 0<éf<?2rmr

13. Charakter reprezentace

V diagonalni reprezentaci

exdi j 6}

ex-i j 6}
Charakter je pak

j+

A (8) = ZJ: exp{imé} = exg-i(j+ 16

('D

exgf-i joy A2 90 - 1 eXp{ ; 6}

(12.9)

(12.10)

(12.11)
(12.12)

(12.13)

(13.1)

exfikg} =

} = (13.2)

ey }2 |
_ o
exi6} -1 p{ } exp{ 1

]

Sln(j+ jH
_\ 2)

Plati

sinée
2
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jzk (6)a, (e)l_zcl‘;sede =3, . (13.3)

14. Lorentzova grupa a Diracova rovnice

14.1. Lorentzova grupa

S obvyklym zn&enim

1 0 0 O ct
0 -1 0 O :

G:(gik): 0 0 -1 O ! X:(XI): § (141)
0O 0 0 -1 z

mazeme definovat skalarni s&in dvouctyirozmernych vektot jako

(x,y)=x"Gy=g, Xy . (14.2)
Lorentzova transformace je linearni zobrazeni, ktetdrazuje prostof&as sam na sebe a které
zachovava skalarni stéin

X o> X'"=A X, xo X =AX . (14.3)
Podminka pro invarianci skalarniho gow je

(Ax) G(AY)=xX"A"TGAy=x"Gy = A'GA=G . (14.4)
Pouzijeme-li zapisu ve slozkachjpbeme (14.4) f&psat na

K )
(/\T)i:/\lk D O AN =G (14.5)

Jsou-li A a M Lorentzovy transformace, jsou tak&€* a AM Lorentzovy transformace, coz

snadno odvodime
G = 0 A AT(A) (AT) =0, (AT (A7)
=oAL (A =0 (A7) (1) .
gik :glmM: Mkm :grs/\lr /\SmM: Mkm :grs(/\M)i (/\M)k
Lorentzovy transformace t¥iogrupu. Grupa mé&tyii podmnoziny, charakterizované signaturou
determinantu a\;, neba
3 .
(deth)’ =1, (A) - (Al) =1 (14.7)
i=1

Specialni Lorentzova grupa je tema transformacemidet/A =1a sgnAj = 1. Mame
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L @ detA=1 , sgm\i=1 ,10L
L' : detA=-1 , sgm\o=1 ,I1 0L
. o detA=1 , sgm\i=-1 I, 0L,
L : detA=-1 , sgm\oj=-1 ,I OL

(14.8)

Specialni Lorentzova grupa obsahuje identickou sframaci, dalSi podmnoziny jsou
charakterizovanyls (prostorova inverse)); (¢asova inverse) dg (Casoprostorova inverse),

definovanych pomoci vztéh
(1.x)°=x , (I,x)' ==x
(1x)°==x , (1,x)' =x (14.9)
(Istx)oz—x0 : (Istx)j:—xj
Se specialni Lorentzovou grupou je spojena grupapkexnich matic druhéhordadu s

determinantem, rovnym jedné, pl&0d(3,1)=S.(2C)/Z,.

14.2. Grupa SL(2,C).

Ctyivektorux prifadime komplexni matick vztahem

o B A - 1 0
X=>Xd 0'0:(0 J :

_ (14.10)
s (00 s [0 - (10
1 0) i 0) ' 0 -1 °
takze
~ X+ xP-ix?
X= ) 14.11
(xl+ix2 x°—x3j ( )
Plati
detx=xx xizltr{iﬁi} : (14.12)
2

Kazdé dvojici matic{fl,—fl} DSL(Z,C) Ize prifadit Lorentzovu transformad\ zobrazenim
=A% = X =Ax . (14.13)

Matici A Ize zapsat jako soin hermiteovské matice a unitarni matice

A(u,@) = exp@é[ﬂij exp{éé@j (14.14)
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Dtkaz: Zapismel A* :exp(5 [m) , potom

{exp[—éémjj}{exp{——lémjj} =1 >
2 2 _ (14.15)

9 p (14.16)
[coshﬂ -n, & sinhﬁj[ cos +in,ld smj
2 2 2 2
ProtoZe pro Pauliho matice plati
(5[&)(5[6):am3+i5[@ax6) , (14.17)
mazeme posledni vztaligpsat na
A :coshﬂ cosé—’ —1in, [, sinlg sig +
2 2 2 2
(14.18)

—

[—ﬁ¢sinh£cos€+iﬁ9 coslg sig—iﬁq,xrﬁg sin% sﬁqj@
2 2 2 2 2 2

14.3. Vlastnosti spinoti

Pripomaime Pauliho matice (pro Uplnost dodejme jednotkovouaiati

PR R C R P
O, = , O, = , O, =\ . , O0,= : (14.19)
01 10 i 0 0 -

V trojrozmérném gFipadt je operace inverse provedena dvakrat navratenivodmi sotiadné
sousta¥, proto u tensorovych veln je P?=1.U trojroznérnych spinoé mohou nastat (rotace®

a 271 nejsou ekvivalentni) dvmoznosti

P?P=1 = P=21 , P’=-1 = P=%j . (14.20)
Ve ¢tyifrozmerném prostoru vSak prostorova inverséniznameénko pouze“l't(x,y,z) ze Ctyr
(ct,x,y,z) ¢asoprostorovych s@adnic a nekomutuje tedy s rotacemi isalnic, které obsahuji

¢asovou osu. Speci@pro Lorentzovu transformaci plati

PL(V)=L(-V)P . (14.21)
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Pri transformaci z vlastni Lorentzovy grupy transformugespinor jako

r=al+p& , &P=y&+0é% , ad-py=1 . (14.22)
Koeficientya, B, vy @ jsou funkcemi Gl rotacectyirozmerné sotiadné soustavy. Bilineéarni forma
Fr=2-grst (14.23)

je invariantem dastice se spinem nula, sloZzena ze d¥éstic se spinem 1/2). Je uZme zaveést

matici, kterd umolduje snizovat a zvedat indexy a tak vyuzivatcsowe konvence

(01 [0 1 =g, , FA=grtE . (14.24)
QAB__10’9_10"(A—9AB<(’ =9 ¢ - '

Potom nizeme psat misto (14.23)

§hza=-¢&,="=inv . (14.25)
V nerelativistické teorii uuje 'y +@’w? hustotu pravépodobnosti, a je tedy skalarni
velicinou, proto musi byt spinorova transformace (14.22) unitamEd ,B=-y ). V

relativistické teorii je hustota pra#podobnosticasupodobnou slozkottyivektoru a podminka
unitarity nevznikd. Proto musime uvaZovat ne jeden spimade, dvojici spinoli & a n,
transformujicich se podle komplexadruzenych representaci Lorentzovy grupppdle (14.22) a
n podle

nt=a'n'+Bn* . n*=yn+dn’®, ad-pjy=1. (14.26)
Komponenty spinoru, ktery se transformuje podle kompesdruzené representace Lorentzovy

grupy budeme zrtét teckou nad velkym pismenem. Pro zvedani a snizovani ingéti i tady

vztah (14.24). ®sobeni operatoru prostorové inverseizeme nyni zapsat jako (volime
representaci, kd®?=-1)
P&f=in, , Pp,=ié (14.27)
neboli
P&, =-in® , Ppt=-ié&, . (14.28)
Dvojice bispinoti (g‘A,nA) a (EA,HA) representuje mimo jiné skalarni a vektorovédmji Pro
skalarni velktiiny (skalar a pseudoskalar) je
(=8 ZatmHt L PO=C
{=EZa-mHh | PO=¢

Pro vektorové vetiny

(14.29)
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JM=EMMEE® L PN,

AB A, B —A.B 2 AB (14'30)
=R B ==,

Vzhledem k relacim
¢=(¢")=aw+a,0, a:%Tr{zﬁ} , aoz—;Tr{Z} (14.31)

odpovida prvni fipad ¢tyirozmernému vektoru (s trojrozénnym polarnim vektorem) a druhy

piipadctyirozmernému pseudovektoru (s trojrogmym axialnim vektorem)

ﬁ(ao,é):(ao,—é) , ﬁ(ao,é):(—ao,é) : (14.32)

14.4. Lorentzova transformace spinai

Vztahi mezi bispinorend a étyivektorema' vyuZzijeme pro nalezeni konkrétniho tvaru koefitien

transformace. Ozitane

(a B (& (e [t ¢
L_(y 5j ’ {_[{zj ’,7_(,7 ,7) ; Z_[ZZl ZZZJ ' (14.33)

&=LE , n'=npL , {'=L{U

Pro infinitesimalni transformaci piSeme

L:(cl) ijm VISV ST (14.34)

Pti infinitesimalni Lorentzo¥ transformaci mame jednak

(14.35)
a°=a’-alov =a’-—ndr{a{}
a také
a =1T{;' 0} =a+ ETr{z(m +17o)}
2 2 (14.36)
a’° ziTr{Z’} :a°+—1Tr{Z(/1 +/1*)}
2 2
Porovnanim obou zagislostaneme
A=) = —%5@1 . (14.37)

S vyuZzitim vztahu

(om)" = (1 Oj (14.38)
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mazeme psat pro kotieé velikosti rychlosti

_ p.-|_(10 (5w sin _
L=expy——=cl; = cosh- —(ali) sin , tanp=V 14.39
p{ 2 } ( 0 1 j 2 (1) 2 " ( )
Pri infinitesimalni rotaci sotadnic v geometrickém prostoru mame pak
a =a-J0(nxa) =é—%Tr{Z(ﬁXﬁ)} , a=a’ (14.40)
odkud
A==A" =%ﬁ@ : (14.41)
Pro kong&né rotace potom
i 10
L =exp fﬁ[ﬁ = cos€+i(5[ﬁi) sine— (14.42)
2 0 1 2 2

14.5. VInova rovnice pro¢astice se spinem 1/2 - Diracova rovnice
Pri znamém vztahu mezétyivektory a spinory riizeme operatoruityfimpulsu p' prifadit

operatorovy spinonf)AB resp.p,; . Jediné vhodné relativisticky invariantni vyrazy jsou pak

Py =me™ By &t =ma (14.43)
které se zngenim

fg) ol
mazeme pepsat na

(ﬁoao+6w)/7=m5 , (f)oao—f)mf){:mn . (14.45)
Zavedeni bispindray matic je poslednim krokentipdvozeni obvyklého tvaru Diracovy rovnice.
Se zndenim

@) (8% )
pirejde (14.45) na

(V' Bo-yB)w=my . (14.47)
Zcela kompaktni zapis dostaneme po zavedeni matic

p=yp . (p-mp=0 . (14.48)

V souadnicoveé representaci (na chvili v Sl jednotkach)
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(14.49)
c?-yof/—(ﬁ oj 'B_yo_(o 1}
0 -g) ' 1 0 ° (14.50)
aa +taa =29, , Pa+a =0, 182:1 -

14.6. Diracova rovnice v elektromagnetickém poli

Sectyipotencialem

A = [E,Z\J , A= [9,—;\) (14.51)
c c
a zamgnou (v komutanich relacich vystupuje zobegry impulz) oproti volng&astici
P~ Pp-eA (14.52)
dostavame Diracovu rovnici ve &gim elektromagnetickém poli
(B -eA)w=mcy | (14.53)

kde y je ¢tyfvektor matic, které maji ve spinorové representaci tfgou mozné i jiné

representace, ziskané unitarnimi transformacemi)

y=(»7) . VOZ(O 1} , V{? _5j (14.54)

10 g 0
ay jectytkomponentovy bispinor. V séadnicove representaci je
" _., 0 .0 . = i ., 0 =
 Zih—=|ih—,ih0| , p =|ih—,—ih0O 14.55
P ax ( cot j P ( cot j ( )

a Diracova rovnice ma tvar

E yo(' h%—etbj +pifine+e) —mcjz//:o . (14.56)

nebo po pepsani
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ihaa—l'i/:(cﬁ f) e,&)+,8mc +e<D)l// :

kde jsme oznali

y'=B8 ., da=By

14.7. Heisenbergv obraz.

Pripomaime si vztah pr@&asovou zrénu operatoru v Heisenbergbubraze

d -~ irs o7 OF
—F:'%[H,F}H

Zavedeme operator mechanického impulzu
7= p-eAlf)
Vypocet komutéataol

[H r} Iﬁcﬁ ,

a trochu komplikovagji
A preA(f)]= -0+ & (atR) -2 (am) A
S vyuZzitim vztahu

O(aA) = (Am)a + () A+ Ax(0xa) + ax(0xA) = (am) A+ ax

dostaneme
[I—?,ﬁ—eﬂ(rzﬂ e—hD<D+£ha><B
[ [
Tedy
ar _ca , A7 efio +ecaxB
dt dt

Charakter operéatoru rychlosti dal vznik ndzvu Zitterbewegung.

14.8. Rovnice kontinuity.

Diracovu rovnici
) 0 e, =
ihy—+ihyd-mc|y =0
cot

komplexré sdruzime a s vyuzitim vztﬁl(;/)+ ="y y°, tedy

(14.57)

(14.58)

(14.59)

(14.60)

(14.61)

(14.62)

xB (14.63)

(14.64)

(14.65)

(14.66)
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(¥)=v . ) =-y (14.67)
napiSeme jako
(—ihf/‘)iﬂhf/ﬂﬁ—mcjt//*:o . (14.68)
cot
Rovnici (14.68) transponujeme na (diferencialni opergtdspbi doleva)
t/l(—ihy‘)iﬂhyﬂﬁ—mcjzo (14.69)
cot
a po zavedeni Diracova sdruzéh&y" )° s vyuzitim antikomuténich relaciy matic mame
w(ihy‘)%+ihyﬂﬁ+mcj:0 . (14.70)
S pouzitim symbdil a=y'a mizeme (14.66) a (14.70) zapsat jako

(p-mc)y=0 , g(p+mc)=0 . (14.71)
Vynasobeni prvni rovnice v (14.71) zleva a druhé rovnice zpravg dava vyrazy, jejichz
setenim dostavame rovnici kontinuity

ajk
0 x«

=0 , j*=gyvy . (14.72)

Casupodobna komponenta j&=@ y°w=y* ¢>0.



