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Nésledujici text neni nicim vice, nez zapisem prednasky predmétu M4010 Rovnice matematické fyziky. Ma
slouzit predevsim k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i béhem pfednasky nucen-y/i si délat podrobné poznamky,
prepisovat ¢asto komplikované formule z tabule do svych papiri (coz je natolik intenzivnim zdrojem chyb, Ze
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté miize poslouzit jako rychld pfipominka toho, co ¢lovék jiz znd. V zddném
pripadé nemuze byt povaZzovan za zdroj, z néhoz se lze rovnicim matematické fyziky naucit. SAm o sobé bez
komentart béhem prednasky je méalo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym
pranim a snahou; nakolik se to skuteéné zdafi, nechdm k posouzeni laskavym student-kdm /tm).

V textu asi zustaly néjaké neduslednosti, formula¢ni nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému,
kdo mé na né upozorni.

Zdenék Pospisil
tanor 2007

V Cestiné existuje nékolik uéebnic parcidlnich diferencidlnich rovnic (rovnic matematické fyziky):

1. A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, CSAV, Praha 1955, 765 stran.
Dukladna ucebnice, v podstaté encyklopedie klasickych metod FeSeni parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého radu.

2. R. Rychnovsky, J. Vyborna: Parcidlni diferencidlni rovnice a jejich nékterd reseni, SNTL, Praha 1963,
167 stran.
Stru¢ny tvod do problematiky parcialnich diferencidlnich rovnic. Pékné jsou zpracovany rovnice prvniho
radu.

3. S. Mika, A. Kufner: Okrajové tlohy pro obycejné diferencidlni rovnice, Edice Matematika pro VST, sesit
XIX, SNTL, Praha 1981, 88 stran.

4. S. Mika, A. Kufner: Parcidlni diferencidlni rovnice I. Staciondrni rovnice, Edice Matematika pro VST,
sesit XX, SNTL, Praha 1983, 181 stran.

5. J. Bartak, L. Herrmann, V. Lovicar, O. Vejvoda: Parcidlni diferencidlni rovnice II. Evolucéni rovnice, Edice
Matematika pro VST, sesit XXI, SNTL, Praha 1988, 220 stran.

6. J. Francu: Parcialni diferencidlni rovnice, VUT, PC-DIR Real s.r.o., Brno 2000, 155 str.
Prehledna a srozumitelnd skripta. Jejich rozsah se zhruba shoduje s rozsahem pfedmétu M4010.

7. P. Cihak a kol.: Matematickd analyza pro fyziky (V), Matfyzpress, Praha 2001, 320 str.
Skripta, podle nichz se uc¢i na spratelené fakulté.

8. J Kopécek a kol.: Priklady z matematiky pro fyziky [V], Matfyzpress, Praha 2003, 306 str.
Uzite¢na sbirka tloh.
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Kapitola 1

Okrajové tlohy pro obycejné
diferencialni rovnice

1.1 Formulace uloh

Oznageni: C*(0, /) — mnozina funkci k-krat diferencovatelnych na (0, /), ¢ € R*.

1.1.1 Diferencialni operator
Budte a,b,c € C°(0,¢), a(x) # 0 pro x € (0,f). Linedrni diferencidlni operdtor druhého ¥idu L = L(a,b,c) :
C?(0,¢) — C°(0,¢) definujeme piedpisem

Ly(z) = a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(x)y(z), =z € (0,0).

Rovnice
Ly = g€ C%O0,¢)
je linearni diferencialni rovnice druhého fadu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C1(0,/), q € C°(0,/). Pak operator L(—p,—p’,q) dany vztahem
L(=p, =, )y(x) = —p(a)y" (@) — ' (@)Y () + q(@)y(x) = —(p(@)y' (@) + g(2)y(x)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linearni diferencidlni operator druhého fadu L(a, b, ¢), pro jehoz koeficienty
a, b plati
b(x) = d'(z), z€(0,0)

je samoadjungovany. Rovnice
—(p@)y @) +a@)y(@) = flz), =€ (0,0)

se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova - Liouvilleova rovnice.
Kazdou linearni diferencialni rovnici 1ze vyjadrit v samoadjungovaném tvaru.

D.: Bud ) (o)
s = [ e, ) = @
) = [ 2 ar, o)
Pak
(@a@) = (9a(@) = SO @ale) + O (a) = o) LS ato) + @)’ (a) =
= p(z)b(z),
tedy
p(x)a(z)y” (z) + p(x)b(x)y (z) + p(z)c(@)y(z) = p(z)g(z)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, ¢ = pec, f = pg).0



1.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice

které spliuje nékteré z nasledujicich podminek.
Newtonovy podminky:

a0y (0) + oy’ (0) = o, ary(0) + By’ () = 1,
pricemz o + 33 # 0 # of + f33.
Dirichletovy podminky:
y(0) = yo,  y(O) = y1.
(Jsou zvlastnim ptipadem Newtonovych podminek pro g = a3 =1, fp = 1 =0.)
Neumannovy podminky:
y'(0) = wo, y'(l) = y1.
(Jsou zvlastnim pfipadem Newtonovych podminek pro g = a3 =0, Gp = 1 = 1.)
Podminky periodicnosti:
y(x) =y(x +¢) pro kazdé z € R.

Podminky omezenosti:
y(z) je omezend pro x — 0+, ary(l) + By’ (0) = w1,
nebo
aoy(0) + Boy’(0) = o, y(x) je omezend pro x — £ — .

Jakoukoliv okrajovou podminku nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi y;, y2, které
této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolna linearni kombinace k1y1 + kayo.

Newtonovy podminky s yo = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0 nebo yo = 0
jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném piipadé nehomogenni okrajovd loha.

1.1.3 Symetricky diferencialni operator
Rekneme, Ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0, ), jestlize pro viechny u,v € M plati

£

‘
O/Lu(:c)v(:c)d:c = /u(z)Lv(x)d:ﬂ .

0

Bud L = L(—p, —p’, q) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim integrace ,per partes)

j Lu(z)v(z)dz — j w(@)Lo(z)dz =



e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q¢) je symetricky na mnoziné funkci, které spliiuji homogenni
Newtonovy podminky.
D.: Jeli By # 0, pak u/(0) = f%u(O),v’(O) = f%v(O), takze v/(0)u(0) — u’(0)v(0) = 0.
0 0

Je-li ag # 0, pak u(0) = —%u'(O), v(0) = —%v'(O), takze opét v/ (0)u(0) — u/(0)v(0) = 0.
0 0
Analogicky ovéfime, ze v’ (£)u(f) — v/ (£)v(¢) = 0. O

e Pokud funkce p je (-periodickd, pak samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné
{-periodickych funkci.

1.1.4 Homogenni okrajova uloha s parametrem

Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tilohu pro rovnici
Lou(z) = Mv(x).

Tato tloha méa vzdy trividlni re§eni v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(x), nazveme ho vlastni funkei
okrajové ulohy a parametr A nazveme vlastnim cislem operdatoru L.

Je-li A\ vlastni ¢éislo operdtoru L a v = v(z) je pfislusné vlastni funkce uvazované okrajové tlohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k lineadrné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A je k-ndsobné viastni
cislo.

Oznac¢me M mnozinu funkci splnujicich pfislusné homogenni okrajové podminky. Je-li operator L symet-
ricky na mnoziné My, a 0 # A1 # Ag jsou jeho dvé vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(0, ().

D.:

2=
\&

¢ ¢ ¢
1 1
/vl(x)vg(x)dx = 3 Alvl(:c)vg = )\—/ = )\—/ x)Lvs (x =
0 0 0

I
>/|>/
=R
o\&
<
=

¢ A
Kdyby [ v1(z)vs(z)dz # 0 pak by 2= 1, coz by byl spor. O
0

Al
1.1.5 Sturmova-Liouvilleova tiloha

—(p(x)y' (2)) + q(2)y(z) = Ay(a), z € (0,0),
aoy(0) + foy'(0) = 0 = ary(f) + piy'(€).

e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy pfislusi pravé jedna normované vlastni funkce.

e Sturmova-Liouvilleova tiloha ma nekoneéné mnoho vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., pro kterd plati
min{qg(z) : z € [0,]]} < A < A2 < --+; lim A\, = oo.
n—oo

e Vlastni funkce v, = v,(x) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, ma v intervalu (0, ¢) pravé n nulovych bodd.
Mezi kazdymi dvéma nulovymi body vlastni funkce v,, lezi pravé jeden nulovy bod vlastni funkce v, 1.

e Posloupnost {v,}5°; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tlohy tvori uplnou ortonor-
malni posloupnost na [0, £]. Tj. je-li funkce f € £2(0,¢), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k orto-
norméaln{ posloupnosti {v,, }°° ; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)). Je-li
funkce f navic spojita a spliuje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163. Diikaz je tam proveden
pro piipad p=1. 0



1.2 ReSeni nehomogenni okrajové tilohy

1.2.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly(x) = —(p(a)y'(2)) +a(@)y(z) = f@), =€ (0,0),
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(l) + By’ (£).

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}52; a ortogondlni posloupnost pfislusnych vlastnich funkci
{vn}52 ;1 Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,, }2° ; a posloupnost funkei {v,, }22 ,
které spliuji:

Lv,(x) = Mon(x),

aovn(0) + Bov),(0) = 0 = ayu,(€) + Brv),(£).

e Funkci f vyjadiime ve tvaru

- l
= Y dpva(z), kde d, = ! 2/f(é)
n=1 0

lon]

e Reseni tlohy hleddme ve tvaru
(o)
= Z CnUn ()
n=1

Musi tedy platit

=L (i CnUn (T ) Z enLvg (x Z CnAnUp (),
n=1

n=1 n=1

takze

oo oo

Z CnAnp(x) = Z dpvn(x),

n=1 n=1
z ¢ehoz plyne

d
Cp = )\—Z, n=12,...,

pokud vsechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané teseni tedy je

L 4
= 0 (€)vn(2)
T) = d¢ = — 2 | d£.
o) = 3 ”Unug / F(E)on(e)de = / (f(f)Z W ) ¢

n=1

Oznac¢ime-li

Ize Teseni zapsat



1.2.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(z) = —(p(2)y (2)) +q(x)y(z) = f(z), =z €(0,0),
2oy (0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + 1y’ (¢) .

e Najdeme feseni u, v dvou pomocnych homogennich tloh

Lu = —(pu') +qu = 0, apu(0) + Bou'(0) = 0,
Lv = —(pv') +qu = 0, ajv(l) + o' (6) = 0.
Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linearné nezavislé.
e Pro Wronskidan W(z) = u(z)v'(z) — v/ (z)v(x) funkei w, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulova
konstanta, nebot
W) = (pw’ —u'v)) = pu’ +pu'v’ + pu” —pluv —puv —pu'v’ =
= (p" +pv)u — (pu" +pu ) = (p') u—(pu') v = quu—quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s linearni nezavislosti.
e Reseni nehomogenni tlohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru
y(@) = cz)u(z) + ca(z)v(z) .
Funkce y ma byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit
[ = L(au+cw) = —(p(clu)')l + qeiu — (p(CQ’U)I)I +qegv =
= —p(du+2cu +cru”) —p' (dju+ cru) + qeru —
—p (chv + 2c50" + cov”) — p' (hv + cov”) + geav =
= ¢ (—pu” —p'u' + qu) — pciu’ — p(fu+ ) —p'dlu+
c2 (=pv"” = p'v' + qu) — peyv’ — p (v + cyr') —plchy =
= c1Lu— pciu’ — (p(c'lu))l + caLv — peyv’ — (p(c’qu))' =
/7
= —p(diu’ + ') — (p(chu + dyv)) .

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c1, co splnuji soustavu rovnic

ci(@)u(z) + cy(z)v(z) = 0, (1.1)
/ / / / _ _M
(@)’ (z) + cy(x)o'(x) = @)
Plati tedy
S S I TN 00 BN S 1 B OO O 1105
T | m Y@ KR W | v K
(1.2)
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ag [e1(0)u(0) + 2 (0)v(0)] + Bo [¢1(0)u(0) + c1(0)u’(0) + 5(0)v(0) + c2(0)0'(0)] = 0,
ax [er (Q)u(l) + c2(O)v(0)] + B1 [c1 (Ou(l) + cr(O)v' (€) + ca(O)v(l) + c2(OV'()] = 0,
po upravé s vyuzitim (1.1)
c1(0) (cou(0) + Bou’(0)) + c2(0) (v (0) + Bov'(0)) = 0,
c1(€) (aru(l) + pru’(€)) + c2(€) (arv(f) + p1v'(0)) = 0;



kazda z funkci splnuje jednu okrajovou podminku, tedy

2(0) (ov(0) + Bov'(0)) = 0,
c1(0) (equ(l) + s (0)) = 0,
takze
01(6) = 07 02(0) = 0. (13)

e Funkce ¢1, ¢2 jsou FeSenim rovnic (1.2) s poc¢ateénimi podminkami (1.3) a jsou tedy dany vyrazy
1 f 1
a(@) = = [ f(OuEdE, @) = - S(©u(§)ds .
K K
¢ 0

e Reseni tlohy je

Oznacime-li

Ize Teseni zapsat

1.2.3 Greenova funkce

Funkei G : [0, 4] x [0,¢] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy

Ly(z) = —(p(2)y' (2)) +a@)y(x) = 0, @€ (0,0),
agy(0) + Foy'(0) = 0 = ary(l) + By’ (¢).
kde p(x) > 0 pro « € [0,1], jestlize
(i) G je spojitd pro x € [0, 4] x [0, 4],
(ii) G je symetricks, tj. G(x,&) = G(§, x),
(iii) pro kazdé £ € [0, ¢] ma funkce G(-, &) spojité derivace druhého Fadu,
) )

(iv) pro kazdé € € [0, /] je funkce G(-, &) feSenim uvazované okrajové tlohy,

: : _
(V) xEI?Jr Gz(lﬂ,f) - xli,l?, Gz(:cag) - p(g) pro g € (076)

Plati: M4-li uvazovani homogenni okrajova tiloha jen trivialni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), g € C?(0,7),
existuje pravé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha

Ly(z) = —(p(@)y' (@) +q(@)y(x) = f(z), we(0.0),
aoy(0) + foy'(0) = 0 = any(f) + b1y ().

ma pak jediné feseni tvaru
¢
va) = [ HOG e,
0

D.: I. Kiguradze: Okrajové tlohy pro systémy linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Diikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J



1.2.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p@)y (2)) +q@)y@) = f@), x€(0,0),
@y(0) + Boy'(0) = wo, ary(l) + By’ () = y1.

Jestlize funkce w = w(x) splituje okrajové podminky
aow(0) + Fow'(0) = yo,  arw(l)+fw'(f) = y

a funkce u = u(z) je feSenim tlohy
Lu(z) = f(z) - Lu(a)

s homogennimi okrajovymi podminkami
aou(0) + fou'(0) = 0 = ayu(l) + Bru'(f),
pak funkce

y(@) = ue)+w()

je resenim uvazované tlohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napiiklad polynom.

1.3 Cvicdeni

Reste okrajové ulohy
2
- —y' =0, x € (0,1); y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.
( ) =0, z € (1,00); y(1) =yo, lim y(x)=0.
xTr—00

1) -

) —

) — ( ’)/70 x € (1,00); y(1) = yo, y je omezend pro x — oo.
g —y' =0, ze(1,2); y(1) = y1, y(2) = 0.

)
) —

)

xy +k?y =0, x € (0,£); y({) =1, y je omezend pro z — 0 ; k je parametr.
xy —y =—x, z€ (O,E)7 y(0) =y(¢) = 0.

=sinz, z € (0,27); y'(0) =¢'(27) = 0.
NaJdete vlastm funkce okrajovych tiloh a vlastni ¢isla prislusnych operatori
8) —v" =X, x € (0,£); v/(0)=v'(¢) =0.
9) —v" =X, z€R; v(z) =v(x+2m).
10) —v”" + qv = dv, z € (0,¢); v'(0) =0, v({) =0; ¢ je parametr.

Reste okrajové tilohy
11) —y" —w?y = f(z), z € (0,£); y(0) = y(f) = 0; w je parametr.
12) =y =3y = "=, w € (0,m); y(0) = y(m) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkci tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.

i n2—In k e
Vislediy: 1) () = o 2) y(x) = % 3) y(x) =y 4) y(x) =y 2EPE 5) () = (2)"™ 6) nemé feseni

7) y(x) =sinz — x4+ C, C je libovolna konstanta 8) A, = (%F)", v,(z) = cos Yz, n=0,1,2,... 9) A, =n?,
2

vp(z) = Cyp, cosnx+ D, sinnx, C,,, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\,, = g+ (M) ,

~ O O b W

vp(x) = cosM 11) y(x) = Bsin ’”ac + = ff sin &% (6 — x)dg pro “’72 =keNa ff(f)sin%”fdf =0,
0
B je libovolna konstanta;

xT
_1 f F(€)sinw(é — z)de — Smes f F(&)sinw(€ —2)de =20 [ f(€) S0 u,’gfjjzez d¢ pro £ ¢ N
J =

12) y(z) = § skt = I (cosv/3x — cotgV/3m sinyv3z)+1(z—7) 13) G(z, &) = 5}1(1;1%7 0<f<z<1
e =y BkE=3) 76 COSV AL = COLEVIT SIMVOL ) TG (LT ,8) = sh$—z}£(11—76), 0<z<é(<l






Kapitola 2

Specialni funkce

2.1 Legendreovy polynomy

2.1.1 Definice

Legendretv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

1 dTL
P, = 21,
n(7) 2nn! dan (@ )
Zejména
Py(z) =1 Py(z) = $(32% — 1) Py(z) = £(352% — 302% + 3)
Pi(z) ==z Ps(z) = $(52% — 3x) Ps(z) = £(632° — 7023 + 152)
Ponévadz
2 _ 1y _ n ko 2(n—k) _ (=Dn! 5,9 — (-1)
("= 1) ( k >( e DT LDy ysT
k=0 k=0 k=0
plati
1 4d» n -1 k o
Pn(x) _ ( ) 2n—2k )

20 dam = Kl(n — k)!

Tedy pro m € N je

m 27
P2, — d2 - (_1)k x4m72k —
" dx?m P 22mEl(2m — k)!

T — 2m
dzm-t (=1)*(4m —2k) 4ok _
dg?m—1 22mEl(2m — k)!
k=0

m— 2m—1
qzm-1 °L (71)k(4m72k)x4m72k71 _

dz2m—1 22mEl(2m — k)|
k=0

m—2 2m—1
@22 R ()M — 2K Am =2k = 1) 4

dx?m—2 = 22mEl(2m — k)!

qzm-2 2m71 (=1)F(4m — 2k)! Am—2k—2 _
dz2m—2 £ 22mEl(2m — k)!(4m — 2k — 2)! B -

= i (=1)*(4m — 2k)! L2(m—k)
2kl @m — )(2m — 25) ’

k=0



analogicky

m—1
(—=1)F(4m — 2k — 2)! k) —
P — (m—k)—1
2m—1 kZ:O 22m—1k1(2m — k — 1)1(2m — 2k — 1)1 ’

souhrnné

5]

w[3

(=DF@2n—2K)! o
27 kl(n — k)l(n — 2k)1 "

P, =
k=0

2.1.2 Véta
Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} feSenim diferencidlni rovnice
(1 —a?)y"(z) — 2zy'(x) + n(n + y(z) = 0.

1 2 2 —1 n—1
D.: Polozme n(z) = T '(:c — 1) Pak n/(z) = :m(Qn—')

tuto nerovnost (n + 1)-krat (s vyuzitim Leibnizovy formule):

takze (22 — 1)n/'(z) = 2axnn(x). Derivujme

(@ = @)+ (0 + D20y (@) + Do) = 2 (a0 @) + (04 1y @)
(@® = D"+ (@) + 220"+ (2) —n(n + )™ (z) = 0,
a ponévadz n(™ (z) = P, (x), tvrzeni je dokdzano. (]
Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru
(1 =22y (x)) +n(n + Dy(z) = 0. (2.2)

2.1.3 Véta (Orthogonalita Legendreovych polynomi)

Pro Legendreovy polynomy plati

0, m#n,

1
/Pn(x)Pm(:c)d:c = 5
4 1/—2n+1’ m=n.

D.: Budte n,m € NU {0}. Rovnici (2.2) jednou napiSeme pro y(x) = P, (x) a vynasobime P, (z), podruhé ji
napiseme pro y(x) = P,(z) a vyndsobime P,,(x):

(1= 2P, (2)) Pu(z) + m(m 4+ 1)Py(z)Pu(z) = 0,
(1 = 2?)P.(2)) Pu(z) + n(n + 1)P,(z)Pp(z) = 0.

Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme

(1= @) Py () Palw) = (1= 2%) i)' Pu(a) + (mlm +1) = n(n + 1)) Pa(@)Pu() = 0,
(1= 22)(Pl (@) Pu(@) = Pu(@) Py (@) ) + (m = n)(m +n+ 1)Pu(a)Pu(z) = 0,
[(171’2)(P,;’L(:L')Pn(1')7Pm(£L')P,;L(l‘))]1_1+(m Y(m+n+1) /Pn dz = 0,

a ponévadz prvni sc¢itanec se rovnd nule, plati pro m # n

an(z)Pm(z)dx = 0.
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Pro vypocet |P.|* = [ (Pu(z))?dz pouZijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zapisu ozna-
1

¢ime Q(z) = (2% — 1)™ a uvédomime si, ze 1 a —1 jsou 2n-nasobné kofeny polynomu Q.

_/ll(Pn(x))zdx = <

- (5m1) [[eV@e0e)

1

)2 [ wenwas -

1
2np!

1

- QU@ s | -

-1

>2/1Q(n+1)(x)Q(”—1)(gg)d:c S (1)n<

1

1 1
2nn! 2nn!

<

)2 / Q) (1) Q(x)dr =

= (-1 <2n1n!>2/1(2n)!(x21)"d:c = (1)"%/1(x+1)”(x1)”dx.

Pro vypodet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"dx opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
21

n+1 n+1

/1 (041" = 1)"de = [<x+1>n7<f1>”“]11_ / PRI k) A P

—1
1

- " /(x +1)" o —1)" e =

n—+ 171
= i ([(f * 1>”‘1%} 1_1 - Z;;/l(:c +1)" 2z - 1)”+2dx) _

Celkem tedy

/(P"(:C)fdx = (1)n22(n2(nn)!!)2(1)" (nh*2* - 2

(2n)!l(2n + 1) 2n+1°

O

2.1.4 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (2.1) 1ze odvodit:

2n+1 n
P, - Po(z) — P i(z), n=1,2,...
n@ = P - P,

n

11



2.2 Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
2.2.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerreiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x > 0 definovdn vztahem

e’ d”
Ln(l') = qu}" (e*xggn) .

Zejména
Lo(z) =1 Ly(z) = 227 — 22+ 1 Ly(z) = 5y2* — 20% 4+ 32% — 4z + 1
Li(z) = -2 +1 Ly(z) = —32% + 322 — 3z + 1 Ls(z) = —1h52° + ot — 223 + 52 — 5z + 1

2.2.2 Explicitni vyjadieni Cebysevova-Laguerreova polynomu

n
Necht L, () = 3 anpz”. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme
k=0

e® n n dk 3 dn—k , e® n n . —;”' ) n v (n :Ck
Ln(w) = mz(k) e gt = mz(k) (Dfer gt = X () T 29)
k=0 k=0 k=0

takze

Odtud dostaneme

n
Unk+1) . K! (k+1) o kElnlkl(n — k)! _ k—n
ane (k+1)! <n> T R+ Dk DI(n—k—1)!  (k+1)2°
k

tedy B
—-n n
a’n(k}Jrl) = (k+1)2a/nk7 k:071,27...7n—1, ano = (O) = 1.

2.2.3 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy

S vyuzitim (2.3) dostaneme
- n\ n
— _1\k ok
nL,(x) = (-1) (k) Tk +n,

e = a0 () et = e () g

tedy

nLy(x) — 2Ll (x) = n+ ;(fl)k <Z> (k_l ] (% - 1) ¥ = n+ i(fl)k (Z) n}; k;ck =

k=1
n—1 n—1
B g(n\n—k , e nl n—*k ,
= 2 (1 (k) g = T R
k=0 k=0
n—1 k
_ k(=D e
- "kz::o( ey s LAY



Odtud dostaneme vyjadieni derivace Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:
n

Ly@) = = (La(@) = Ln-a(@)). (2.4)

S vyuzitim (2.3) také dostaneme

3
|

k=1
— n—1 (n—1)! n pk-1 . g1 -
- ;(_l)kk!(nfk—l)! [nk - 1] =) +(-1) CEs
n—1 (Tl*].)' xkfl . In71 -
- ,;H)k(k_m(n_k)!(k—l)! D Ty -
n—1 . n—1) Ik n—1 n_1 xk
) k:o(_l)kJr mﬁ B _kz_o(_l)k( k )F = —Lp-1(z).

Mame tedy dalsi rekurentni formuli
Ly () = Ly,_1(x) + Lp—1(z) = 0. (2.5)

Z formuli (2.4) a (2.5) dostaneme

(Ln(@) = Ln-1(z)) = Ly 4(2) = Ln-a(2),

=83

tedy
x x
La@) = (1= ) Looi@) + 2L (@), (2.6)
n n
coz je formule pro vypocet Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci CebySevova-Laguerreova polynomu stup-
né nizsiho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n + 1 misto pro n a za L], dosadime z (2.4), dostaneme

)
n+1lx

Lnpi(z) = (1= ——)Ln(x) +

oy (En(e) — Lo ().

Tuto rovnici upravime na tvar
(n+1)Lpta1(z) = Cn+1—2)Ly(z) —nl,_1(z).
Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Laguerreovych polynomi z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(x)=1-—ux.

2.2.4 Diferencialni rovnice pro CebysSevovy-Laguerreovy polynomy

Derivovanim rovnice (2.4) dostaneme

L) = =25(La(@) = Lua(2) + = (Li(@) = Ly (=) -
(z) a upravime:

Do této rovnice dosadime z (2.5) za vyraz L (x) — L) _,

oL (z) = —g(Ln(x) — Ly 1(z)) = nLn_1(x),
zLl(x) = —gLn(ac) + (g - n) L,—1(x).

Za vyraz L,_1(z) v posledni rovnici dosadime z (2.4) a dostaneme

n(l—x)

n
zLl(z) = —ELn(x)—i— -

(-2L@) + Lu(@)) .
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po upravé
xL!(x) = (x — 1)L, (x) —nL,(x).

To znamena, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L, jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy”(z) + (1 = 2)y'(z) + ny(x) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru ,
(ze™™y') +mne "y =0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou fesenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e “y(z) = 0.

Tr—00

2.2.5 Véta (Orthonormalita Cebysevovych-Laguerrovych polynomi)
Pro Cebysevovy-Laguerreovy polynomy plati

/Lm ~dy = {1’ men
0, m#n
0
D.: Pro kazdé 0 <[ < n plati
dnil —x,.n dnil s (71)1C n s ( l)k
ot €79 = G T = g e m e n = 1) (b L Dt
k=0 k=0
o~ (=1 (k + n)!xml
| |
e (k+1)!
takze
dn—l e
;clir&m(e z") = 0; (2.7)
n—l
také plati ey (e7*a™) = P(x)e ", kde P(z) je néjaky polynom, takze
dnfl
IILH;O Lm(x)W (e7%a™) =0 (2.8)

pro kazdé m € N.
Necht pro uréitost je m < n. Uvazujme integral

o0 1 o0
— /Lm(x)Ln(x)e*fdx = E/Lm Py (e™"2") dx.
0 0

K jeho vypoctu pouzijeme m krat metodu per partes a vztahy (2.7), (2.8):

1 -t 1T o
0

w )
e . O/

dnm

—_
[N
3
|
-
3

d:c” — (e‘“‘x”) dz.

S vyuzitim 2.2.2 dostaneme
()™ [ (" dnm | T anem
n! / m! (m) " ggn—m (e7a") dz = | dgn—m (e7"2")dx.
0
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Je-li m = n, pak podle 2.4.2 je

1 . 1
J = —'/e_“ac"dx = l(n+1) = —n! =1,
n! n!
0
Jeli m < n, pak podle (2.7) a (2.7) je
1 dqn—m-1 0
_ = -z, n _

O

7 véty plyne, ze funkce
Un(x) = e *?Ln(z), n=0,1,2,...

tvoii ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

2.2.6 Zobecnéné CebysSevovy-Laguerreovy polynomy

Zobecnény Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna redlnd z > 0 a s > —1 definovdn

vztahem
) e” dm
Q) (x) = —a'— (e_”z"+s).

n! dam
Tyto polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice

zy”(z) + (s + 1 — 2)y'(z) + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
3 —_r / —7 g
($é+1e g,y/) + ne a,xay =0.

Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy spliiuji rekurentni formule
(n+1)Qp(x) = Cn+s+1-2)Q(x) — (n+5)Q5 1 (z)
SO = T Qi) — (14 5)Qhy (x)
dz n T n n—1 ’

QM (2) - Qrhi(@) = Q@)

d ,
SQL) = Qi)
a rovnici
o0 P(n+s+1)
— m=n
[an@ai@eaar = § ;
0 0, m#£n

o0
piitom I'(n + s + 1) = [ e " *5d¢, sr. 2.4. Z posledni rovnice plyne, Ze funkce
0

n!

o° — .8/2,—x/2
n(@) = e s )

Qi (z), n=0,1,2,...

n

tvoii ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).
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2.3 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
2.3.1 Definice

Cebyseviv-Hermitetv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x € R definovdn vztahem

n x? d" —z?
H,(z)=(-1)"e e
Zejména
Ho(z) =1 Hy(z) = 422 -2 Hy(z) = 162* — 4822 + 12
Hy(z) =2z Hj(z) = 823 — 122 Hs(z) = 322° — 16023 + 120

2.3.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace souc¢inu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

2 APt o 2 d™ 2 o o2 d” 2
Hyiq(z) = (-1)"e” niiC o= (—1)"te” w(—Qwe ) = 2(-1)"e @Gce ) =
n 22 n n\ d* dr—k 2 . n qan 2 n\ d71 2
qr B B i dn—l B
= 20(-1)"e” e —2n(-1)" e e = 20H,(¢) — MH,1(a),
tedy
Hp1(z) — 2¢H,(z) + 2nH,—1(x) =0. (2.9)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomt pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d dn dm dn+1
H(z) = — |[(-1)"e" —e | = 21(71)”6582@6_;”27(71)”"'1ex2d$n+1e_5‘2 -

Odtud s vyuzitim (2.9) dostaneme
H’:L(x) = 2nH7L—1($); (2.10)

tj. vyjadreni derivace polynomu H,, pomoci polynomu nizsiho stupné.

2.3.3 Diferencialni rovnice pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
S vyuzitim vztaht (2.10) a (2.9) dostaneme
H!(z) = (2nH,—1(2))" = (22Hu(2) — Hosa(z)) = 2H,(z) + 20H, () — Hlyy(z) =
= 2H,(z) +2zH] () —2(n+ 1)H,(x) = 2zH](z) — 2nH,(z).
Pro kazdé n € N U {0} je tedy CebysSevtv-Hermitetv polynom H,, () feSenim diferencialni rovnice
y"(z) — 2zy'(x) 4+ 2ny(z) = 0, (2.11)
nebo v samoadjungovaném tvaru
(eﬂ“jy’)/ +2ne "y = 0.
Poznamenejme jesté, ze Cebyseviiv-Hermitetiv polynom je fesenim rovnice (2.11) s okrajovymi podminkami

lim e_x2y(ac) = lim e_x2y(ac) = 0.

Tr——00 T— 00
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2.3.4 Vé&ta (Orthogonalita Cebysevovych-Hermiteovych polynomt)
Pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy plati

[ON] _
/H ’zd _ 2"ply/m, n m
0, n#m

D.: Pro urcditost budeme predpokladat, ze m < n. Oznacme

_ 7Hm(x)Hn(:c)e””2dx = (-1)" 71{ (z )f—nne*w dz.

— 00

Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krét metodu per partes; pfitom vyuzijeme (2.10) a skutecnost,
ze pro libovolny polynom P plati

lim e*xZP(:c) = lim e*””zP(:c) = 0.

[ 1\n -2 ’ ar! —a? _
R A L I AP T
—00
n—1 r dnil —z? n—2 r dn72 —z?
= (-1)"""2m Hm,l(:c)me dz = (-1)"""2m2(m —1) Hm,g(:c)me dz =
—00
< dnfm
= .. = (=172l / dxnfmefﬁdx.

Je-li m < n, pak

je-li m = n, pak podle (2.14) je

O
7 véty plyne, ze funkce
6712/2

Yo = ——=Hu(z), n=012,...

tvoif ortonormalni posloupnost v prostoru £2(—oo, 00).

2.3.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty CebySevovych-Hermiteovych polynomi

Hledame feSeni rovnice (2.11) ve tvaru mocninné fady y(z) = Y. anrz”.

Plati

o0

2ny(x) = ZQnanka,
k=0

o0 o0
2zy(z) = QmZkzankxk_l = Zkaankxk,
y'(z) = Zkz — Dappa® Zk — Dappa®™ Z (k+2)(k+1) an(k_;’_g)l'

k=0 k=2 k=0
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Po dosazeni do rovnice (2.11) dostaneme

Z [(k +2)(k + 1)ank+2) — 2kank + 2nang] =0,
k=0

a tedy
2(n — k)

= G, =0,1,2,...,n—2.
Un(k+2) (k:—|—2)(k3+1)ak n=>0 n

2.4 Funkce I
2.4.1 Poznamky

o0
1. Nevlastn{ integral [ e~ t*~1dt absolutné konverguje pro kazdé = > 0.
0

1
D.: Jeliz > 1, integral [ e '¢*~!'dt neni nevlastni.
0
Je-li < 1, vezmeme § € (0,x). Pak tli%1+t1*5 |e*ttx*1| = tliI(I)l e t*% = 0 a podle limitniho
srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, Ze nevlastni integral

1 1
J t~*dt konverguje pro k < 1, také nevlastni integrél [ |e~*t*~!|d¢t konverguje.
0 0

Dale je
1 1 1)1 1
lim ((z+1)Int —t) = lim <(:c+1)ln——) lim M:7007
t—o0 70+ T T T—0+ T
nebot podle de 'Hospitalova pravidla plati
. . In7T . 1 .
lim 7ln7 = lim —— = lim 5 =— lim 7 =0,
T—0+ T—0+ = T—=0+ —= T—0+
T T
takze podle véty o limité slozené funkce dostaneme
lim ¢? ‘e_ttx_l‘ = lim e %! = lim @ttt — o < 0.
t—oo t—o0 t—oo

eodt
Podle limitniho srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, ze [ ) kon-
. 1
verguje, nyni dostavame, Ze také integral [ |e_tt‘”—1| dt konverguje. [
1

2. Pro z > 0 polozme

o0
[(z) = /e_tt”_ldt. (2.12)
0
Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati
r 1
M) = —L@tntD (2.13)
x(x+1)---(x+n)
D.: Uplnou indukei:
Integraci ,per partes“ dostaneme I'(z+1) = [ e 't*dt = — [e~'*],~ +z [ e 't*~1dt = 2T (z), takze
0 0

(2.13) plati pro n = 0.
[ee]

Podobné I'(z + n+2) = [e ‘T Hdt = — [e—tt:c-i-n-i-l}
0

[e e}

oo
ot (@+n+1) b/’ e "trtdt =

=(z+n+1)I'(z+n+1), coz je indukéni krok. OJ
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Podle (2.12) je
ra) = /e*tdt = -7’y = 1.
0

Z (2.13) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne

I(n+2)  T(n+?2)

T1-2(n+1) (et tj. T(n+2) = (n+1),

1=T(1)
tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

2.4.2 Definice

Funkce T' je pro kazdé x > 0 definovdna vztahem (2.12), pro < 0, = € Z je funkce I definovdna vztahem
(2.13), kde za n vezmeme [—z] = —[z] — 1, t.j.

DomT =R\ {0,-1,-2,...}.

2.4.3 Véta
1. Pro kazdé x € DomT plati

I(x+1)=2al(x) neboli I'(z)=(r—1)T'(z-1)

a pro kazdé n € N plati
MNa)=(x—-1(x—-2)--(x —n)'(x —n).

2. Pro kazdé x € R\ Z plati

0
')l —2x) = .
()T ?) sinmx
D.:
) . : : F+1)
1. Pro x > 0 byl prvni vztah dokdzan v 2.4.1.2, pro « € (—1,0) je podle definice I'(x) = —— " coz
je prvni vztah a pro z < —1 je
I(x — [z]) Mxz+1-—[z+1])
zI'(z) ==z = =T(z+1),
(z) zz+1)---(x—[z]-1) (z+1)(z+2)---(z+1—-[z+1]-1) ( )
coz je opét prvni vztah. Ten druhy z ného plyne indukei.
2. Necht z € (0,1). Pak
F@)r(l—-=z) = /e_ttx_ldt/e_ss_xds = // e~ ()T =1qsdt .
0 0 [0,00) X [0,00)
., t . U uv " . . ,
Polozime u = s+t, v = —, neboli s = ——, t = . Podle véty o transformaci dvojného integralu
S v+1 v+1
dostaneme
T v+1\" ww v+l w
I'(x)l'(1 — = - du | ds =
@) - ) /e ( u ) (erl) wo (v+1)2 v
0

,szl ,Uazfl

dv = dv.
v+1 v /v+1 v
0

0/

o0 o0
/efudu/
0 0
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Podle znamého vzorce z teorie integralu

Jarnik, 12, str. 277-281] je

x—1

v
dv = — .
v+1 sinTx

™

0\8

Necht « > 1. Pak podle 1. je I'(x) = (. — 1)(x — 2) -+ (z — [])T'(x — [z]). 1 —x < 0, takze podle
definice

) = I(l—a+[z]) B (—)FEPA — 2 4 [2])
M) = e (-0 @-De-2 @)

x — [z] € (0,1), takze podle jiz dokdzaného je

P@P—a) = (DFT@ = pIP -+ ) = (D¥ s =
— (1)l ” — (_1)= m _ 7
(=1) sin mx cos w[x| — cos wa sin 7|z (=) (—1)l] sin 7o sinrx
Necht = < 0. Pak podle definice je I'(z) = e 11)1(35;1[35])[1] =y a podle 1. je

Ml—z)=—2(-z—1)- (—z+1+[2)TL—z+[z]) = (-)Flz(+1) - (2 — [] - )T (1 — 2z + [2]).
Opét x — [z] € (0,1) a podle jiz dokdzaného

D)1 —2z) = ()0 @ - [2))P1 -z + [2]) = (—1) sinw(z — [z])  sin7z

O

Zname-li ['(z) pro z € [%, 1], 1ze podle 2.4.3 vypocitat I'(z) pro jakékoliv x € DomT. Jiz vime, ze I'(1) = 1.
Polozime-li v 2.4.3.2 x = %, dostaneme

1\\? T , 1
(= = —— =7 mneboli I'(=) =+7.
2 sin 5 2

Odtud také plyne

T 17 , 17 . 1 (1 NG
g2 —t—2 —ty5—1
de = = tT2dt = - t27dt = =I'l =) = —. 2.14
/ ¢ =g / ¢ 2 / ¢ 2 (2) 2 (2.14)
0 0 0
Podle vét z teorie integrali zavislych na parametrech plati
o0 o0 —t
et e’
lim I'(z) = lim /e*ttzfldt = [ —dt = oo, nebof lim —— = lim e " =1>0,
z—0+ z—0+ t t—0+ =+ t—0+
0 0 t
* r 1 1
lim I'(z) = lim Lz+1) = I{1) lim - = —o0.
z—0— z—0— x z—0— T

2.4.4 Logaritmicka derivace funkce I

. d - T(x)
Omezime se na Dom v = (0, 00).
Podle 2.4.3 plati
P+l = —+9(x)
Y(x) = w(xfn)Jerlk proneN, n<z
k=1

n—1

Y(x+n) = Yx)+ Z x—j—k pron € N (2.15)
k=0



Tyto vztahy lze vyuzit pro vypocet hodnot funkce ¢, zndme-li ¢(z) pro = € [%, 1}.
Podle vét z teorie integralu zavislych na parametrech plati pro x > 0

d [ . [ e
d—/ el = /e—ttl—llntdt. (2.16)
0 0
o0
Polozime v = —I"(1) = — [ e 'Intdt = 0.5772157--- (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (2.15) 1 za x,
0

dostaneme

?rlv—~

Y(n+1) = Z

Plati (tzv. Frullaniho integral)

T e—€ — ot
Int = /Ldf. (2.17)
£
0
Dosadime do (2.16) a dostaneme
(o) (o) o0 o0 o0
: e ¢ —e ¢ 1 :
Iz) = /e‘tfﬁ“1 /fdf dt = /E e‘f/e—tt”‘ldt—/e—“f“)tl—ldt d¢ =

0 0 0 0
00

0
71

= /E e_gI‘(:U)—/e_t(g'H)tx_ldt de.
0

0

Ve vnitinim integralu zavedeme substituci u = t(£ + 1) a dostaneme

[o )

7 T =1 du 1 1
—t(E+1)2—1 _ —u, z—1 _
o/e rode / <£+1) E+1 (£+1)%/e W = et

0
takze
1
0/5 €+ 1)) = T() 0/§+1 ,

COZ znamena, ze

et [ ae
vle) = /e 0/5<5+1>w

Ve druhém integrélu zavedeme substituci € + 1 = e’:

0/££+1 G etl /

0
a v prvnim preznacime integra¢ni proménnou. Dostaneme

07( ) 215)
07( )

21

Zejména pro x = 1 dostaneme




Odecteme-li posledni dvé rovnice, dostaneme
F ot t
e —e ¥
= — dt
ve) = v+ [ o
0
Zavedeme substituci n = e~ *:
; 1— ,'7;8—1
P(x) = —y+ / ﬁdn. (2.19)

Bud s € (0, 1) libovolné ¢islo. Funkce 1 — 1 —n" je na intervalu [0, s] spojitd, takze podle prvni Weierstrassovy

veéty je na tomto intervalu ohranicena. Existuje tedy konstanta ¢ > 0 takova, ze

|77n _ ,'77L+:c—1| _ |,'7n| |77 o nxl < s"c
[ee]
pro kazdé n > 1 a kazdé n € [0, s]. Geometrickd fada > ¢s™ konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy
n=-+
fada
[ee] [ee]
Z (nn _ nn-{-a;—l) - 1- nw—l + Z (nn _ nn-{-a;—l)
n=1

n=0
konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu [0, s]. Odtud plyne, Ze nasledujici vypocet je korektni.

)dn =

s L — s s
/ 1_1777 dn = /((1_77x—1)z,'7n> dn = /Z (nn_nn—i-:c—l
0 0 n=0 0 n=0
_ = n __ ,ntr—1 _ - SnJrl _ Sner
,Z/(n n )dnz<n+1 n+m). (2.20)
n=07 n=0

Pfitom posledni fada konverguje stejnomérné na intervalu [0, s]; vzhledem k tomu, Ze s bylo libovolné ¢islo

z intervalu (0, 1), tato fada konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu [0, 1). Rada

i<ni1n—ix) N 2#@3%

n=0

konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z 2.20 nyni plyne

> n+1 n+z > n+1 n+z > 1 1

(i) - B G oes) - B ms)
ot n+l n+z = n+l n+z

1
1— ,'7;8—1
T dn = 1 _

/ 1—n g SE{{X% n+1l n+zx

0 n=

Odtud a z 2.19 dostavame vyjadreni logaritmické derivace funkce I' ve tvaru
1 1
) (2.21)

¥lo) = 7+z_:0<n+1 Cn4x

2.4.5 Rozvoj funkce I' ve Weierstrassuv nekonec¢ny soucin

Podle (2.21) je
d = 1 1
—Inl(t) = — -— .
a T ) 7+nz_:0<n+1 n-l—t)

Integrujeme-li tuto rovnost podle ¢ v mezich od 1 do x + 1, dostaneme

Inl(z+1) = f’y:chi(%fln(lJr%)) .

n=1

Odtud dostaneme
= 1
Max+1) = e * en -, _— =
};[1 1+ P(z+1) L




2.4.6 Asymptotické vyjadieni funkce I

Z (2.18) s vyuzitim (2.17) dostaneme

et e et 7 et e t¢
e dt = / S dt =
t 1—et t el —1
0

Tet_et6 17T 111 L, 1
e " —e
[T gy et [ (=2 “qp —net+—— | (=2 —téqy .
/ ¢ +2/6 /(2 +et—1>e n“ it Te—1)°
0 0 0

1 7 1 1 1 —t _ a—tx
Inl'(z +1) -InT'(2) = $1H$x+1+§lnx/(——+ )e ©  at.
0

1 1 1 1
Pii oznaceni f(t) = <§ -7 + t—1> 7 as vyuzitim I'(z + 1) = 2T'(z), I'(2) = 1 mame
of —

InT'(z) = <35%)hl:v&url/f(t)etdtJr/f(t)e“”dt. (2.22)
0 0
Oznacme
I = [ f@Wetat, J = [fe*dt, w) = [ flt)e“dt.
/ / /
Plati

oo
1 1— t/2 1 —t/2
1 1ot )>e dt =/
t et
0
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takze (pfi vypoctu vyuzijeme (2.17))

1 1, 1 e e~t/? 1 dt
_—— - e —_— —_— =
2 t et-—1 t et—1) t

J =

2t2 t
( et 4 le—t/2) " (e—t e—t/2) 1
== t2 dt + - ln 5 =
d et —t/2 —t _ o-t/27%
- [ L —° g —Zm2 = | —° — "2 =
dt t 2 t 0

—t _ —t/2 1 1
= _lim$ ¢ ——-In2 = hm<—e t/2+et>—ln2 = - —-In2
t—0 t t—0 2 2
Polozime-li v (2.22) z = 1, dostaneme
Iny/m = = —I1+J,
coz spolu s predchozim vysledkem da
1 1
I = §—§ln +—-—=-In2 = 1—-In27
Dosadime do (2.22) a dostaneme
1 1
InT'(z) = z-3 ln:cfx+§ln27r+w(:c).
Funkce f je na intervalu (0, c0) klesajici, tlim ft)y=0a
lim (1) te! —t —2et +2+ 2t el +tel —2et +1
1m = 1m = im —
t—0+ t—0+ 2t2 (et — 1) t—0+ 4t (ef — 1) + 2t2e?
—et + et + te! el + te! 1

= lim = ,
t—0+ (8 4+ 4t + 4 + 8t + 2t2) et 12

lim
t—0+ (44 4t)et + (4t + 2t2) et — 4
COZ znamena, ze

[o )

(oo} [oe]
1 1 o0 1
_ —tx —tx —tx _ —tx _
i)l = | [ foea] < [lrole e < 5 fetan = T =
0 0 0
z ¢ehoz plyne, ze lim w(x) = 0, takZe pro velkd x lze psat
Tr—00
1 1 : z—1 —x

InT(z) ~ z-3 lnm—x+§ln27r, neboli I(z) ~ V2rz® 2e™". (2.23)
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Odtud dostaneme

a ponévadz

1)t n—1 1\" 1 1

lim (n+)126 = — lim <1+—) 1+— = —-el =1,

n—oo nn+§ e n € n—oo n €
Ize psat

n! ~+V2mn (E)
e
pro velkd n (Stirlingova formule).
2.5 Besselovy funkce
2.5.1 Definice
Obycejnéa linearni homogenni rovnice druhého fadu
2%y (z) + zy'(x) + (2° = v*)y(z) = 0, (2.24)

kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice fadu v.

Rovnici (2.24) 1ze ekvivalentné zapsat
!/
z(zy'(z)) + (22 —v*)y(z) = 0.

2.5.2 Reseni rovnice (2.24) Frobeniovou metodou

Hledédme néjaké feseni rovnice (2.24). Budeme ptedpokladat, ze je tvaru
o0
y(@) = apr” + a1zt + a4 = Zakx”k ; (2.25)
k=0

kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu ur¢ime pozdéji. Pak je

o0
2y apo(c —)x® + ai(c+ 1ozt + S ar(c+k)(o+k—1)aotF,
k=2

8
<
I

vy (z) = apoz® +  ai(oc+ 1)zt + ap(o + k)zo Tk

o+k
’

—2y(z) = —2apr®  — viajxett +

o0
>
k=2
o0
?y(x) = > ag—ox
k=2
io:( 2q5) 20k
—VTag .
k=2

Tedy

o0
ao(0® — 2% + ay(0® + 20 + 1 — 1)z + Z (ar(0® + 20k + k* — 1V2) + ap_2) 2% = 0,
k=2

takze (2.25) je formalnim fesenim Besselovy rovnice (2.24) pokud plati rovnosti

ap(c? —v*) = 0
ar(c® +20+1—-1%) = 0
ap(0® + 20k + k> —v¥) 4apo = 0, k=23, ...

Prvni z téchto rovnosti je splnéna, pokud o a v vyhovuji tzv. charakteristické rovnici

o =1 =0, tj.o = +v. (2.26)
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Polozime o = v a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a(2v+1) = 0 (2.27)
ar2v+k)k = ap—2, k=2,3,.... (2.28)

Rovnost (2.27) a rovnosti (2.28) s lichymi indexy k, tj. & = 2m + 1 pro vhodné m € N, jsou zfejmé splnény,
pokud agy,+1 =0, m=0,1,2,....

Najdeme podminky, za jakych jsou splnény rovnosti (2.28) se sudymi indexy k. Pokud 2v + k # 0 pro
k=2,4,6,...,2m, pak

_ A2(m—2)
oy — — G2(m-1)  _ _ 22(m—1)(m—1+v) _ A2(m—2) o
22m(m +v) 22m(m + v) 24m(m —1)(m+v)(m —1+v)
(=D™ao (=1)™aeT(1 + v)

B 22mm(m —1)---1-(m+v)(m—1+v)---(1+v) 22omlm+v)(m—1+v)---(1+)T(1+v)
B (=1)™aol (1 +v)
S 22nT(m 4+ D)I(m+v+ 1)

Tento vypocet naznacuje, ze lze volit

_ 1 A =™
T 2T(v+1) " 22 D(m+ )(m+ v+ 1)

agp

Pokud 2v + k = 0 pro néjaké k = 2m;, pak 2v + k je celé zaporné ¢islo pro vSechna k = 2,4,6,...,2(m; —1) a
2v +k > 0 pro vSechna k = 2(my + 1),2(my1 +2),.... Tedy 1 + v,2 4+ v, ..., my + v nejsou v defini¢nim oboru
funkce "'amy +v+1,m; +v+2,... v ném jsou. V takovém pripadeé lze volit

=™
22m+tvT(m 4+ 1)I'(m+v + 1)

g = az =+ = Ag(m,—1) =0,  a2m = pro m > mj.
Snadno ovéfime, ze pfi uvedené volbé budou rovnosti (2.28) splnény pro kazdy sudy index k.
Formalni feSeni rovnice (2.24) je tedy tvaru

1

y(x) = Z(_l)kr(kﬂ)r(mwl) (2

k=ko

2k+v
x) : (2.29)

ko — 0; Vg(—OO,O]mZ7
T -, v € (—o0,0]NZ.

Abychom ovérili, Ze se jednd o feSeni, je potfeba ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé = > 0. Pro polomér
konvergence r mocninné rady

1
—1)* 2k
7y Y T

M8

S(x) =

=
Il

0

podle Cauchyovy-Hadamardovy véty a s vyuzitim (2.23) plati

1 1
I 2k _
v P \/z%r(k +1)(k+v+1)

_ 1 1 2k 1
T2l 27 (k + 1)k+1/2(k 4 v + 1)ktv+1/2e—2k+v—1

=0,

takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé z € R. Rada (2.29) tedy konverguje absolutné a
stejnomérné pro kazdé x > 0. (Pro 2 = 0 nemusi byt y(z) = 2¥S(z) vibec definovana.)
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2.5.3 Definice

Funkce
1 x

o) 2k+v
Jy(z) = kz:%(*l)’“r(k + Dk +v+1) (5)

se nazyva Besselova funkce proniho druhu vdadu v. Je-li pro néjaké k € NU {0} ¢islo k + v + 1 celé nekladné (tj.
k+v+1¢DomT), klademe k-ty ¢len uvazované fady roven 0.

Oznacme
B > ok 1 T 2k
w(@) = kzzo( Sl v (2)
Pak je J,(x) = (g)uuy(x)
2.5.4 Poznamka
1 , B
u,(0) = ma u,,(0) 0
D.: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.
, 7°°7k 2%k E2k—17°°7k k E2k—17
w (@) = kzzo( 2 2F(k+1)F(k+u+1)<2) - ;( 2 F(k+1)F(k+u+1)<2) -
B > ok 1 x 2k—1
= ;( 2 I‘(lc)I‘(k+u+1)<2) '

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze I'(k 4+ 1) = kT'(k).) O

2.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu

1. Funkce J,, (z) je spojitd na (0, 00).
D.: Plyne z toho, ze u,(x) jakozto soufet mocninné fady je funkce spojita. O

1, v=20
HlirngJ,,(:E): 0, v > 0nebo v eZ\ {0} .
co(—1)M | v e (—00,0)\ Z

[\

D.: Plyne bezprostfedné z 2.5.4. O

3. Pron € N plati J,,(z) = (—1)"J,(x) pro vSechna = € (0, c0).

) o (_1)k T\ 2k—n X (_1)k+n T 2k+n B N
D: Jonlw) = ,En T(k+1)I(k—n+1) (5) S Tk+n+1DI(k+1) (5) = (Z)"n(z).
U

!

4. (z7Jy(2)) = =27V Jysa(2), (:c”Jl,(:c))/ =a¥J,_1(z).
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D.: Plati:

» - N o0 1 T\ 2k ' _
(@ (2) = <2 Z(*l)kr(k+1)r(1@+u+1) (3) ) N

part
B 2_U§(_l)k2F(k+l)l%](€k+u+1) (§>2k -

B Q_Vg(_l)k (k+1)F(k+V+1) (2)%71 -

- 2U§§(1)k T(k)T (k1+z/+1) (;)Q(H) =

B 2U§]§)(l)k+ll‘(k+l)l‘zk+u+2) (g)% B

- _2_V§(_1)k1“(k+1)1“(1k+1/+2) (g)%ﬂ =
- (g) g k+1)r§k:+u+2) (g)%ﬂ B
- ki:o T(k+ 1T (ki(y+1)+1) (%)mw1

Druhy vztah lze dokazat analogicky. O

2v 1
() = ?JV(QC) —Jya(@), J(z) = §(Jvf1(fc) - Jv+1(x))'
Prvni formule (rekurentni vzorec) umoziiuje vypocéitat J, 41 (z) ze znalosti J, (x) a J,_1(z); druhd formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

D.: Prvni formuli z 4. vynasobime z”, druhou ™" a rozepiseme derivaci souc¢inu. Tim dostaneme
v
T = Z @) = —dal@), T+ @) = T,
Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. [

. Plati
k

0 N 2k L (=1)F sz 2k
kZ:()FkJrl k+1)(§> :Z((kll))2 ()

o 1k N2
il kz_orm(l)lr)(mz)( ) _52 k:+1 ( )k

3 5
cJ () = —cosz, Jij2(x) :w/gsmx.

D.: Ponévadz podle 2.4.3 je pro kazdé k € NU {0}

F(k+%) _ (k_%) (k—g)(k—%;l)r(%) B (2k—1)(2212_3)...1ﬁ:

2k)! 2k)!
B (2(k)!?2kﬁ - 1(c!22)kﬁ’
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k)! 2k)!
z)kﬁ: (222 /7 a tedy

2
kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) -+ 2, tak plati T'(k + 1)I' (k+ %) = k!l(az'Q

> 1

2N 2k—1/2 ad )2
T = 2 (D s (k+13) (3) - %Z(_l)k(%)! () -

k=0

Druhy vztah se dokaze analogicky. [

Rekurentni formule uvedené v 5 spolu s vyjadienim funkei Jo, J1, J-pn, J_1/2, J1/2 uvedenymi v 6, 3 a 7
umoznuji vypocitat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celo¢iselného a polociselného radu.

2.5.6 Véta (Nulové body Besselovych funkci celoéiselného radu)

Funkce J,, n =0,1,2,... mé jednoduché nulové body x,1,Zn2, Tns, ... takové, ze
0<ZTpt <Tpa < Tpz <---, lim x,, =00
k—o0
a posloupnost {:cnk}gozl nema hromadné body. Funkce J,,, n = 1,2, ... mé navic n-nasobny nulovy bod z,o = 0.

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV.

2.5.7 Véta (Orthogonalita Besselovych funkci celo¢iselného Fadu)

Besselovy funkce J,, n =0,1,2,... splnuji pro kazdé a > 0 a vSechna k,[ € N rovnost

fon (22 1 () o -
0

kde x,i (resp. xy) je k-ty (resp. I-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,,.

0, k1

La2(Joia(zar))®, k=1

Tnl

D.: Polozme f(£) = J, (%’“g) 9(€) = Jn (75) Pak

G %J;L (:cnk ), £ _ (@)QJ” (wf)

¢  a a 2 ~\Ua /) m\lg

Ponévadz J,, je FeSenim Besselovy rovnice (2.24), plati
A (s () (e () () () -

5 (M8 (2220 -w) 19)

de;(Qg) +%d£(§s)+<<ﬂ%k)22_2> £E) = 0.

tedy

Analogicky dostaneme

T L0 ()Y s 0

Prvni rovnost vynasobime £g, druhou vynasobime & f a odecteme je:

a a

E(gf" = f9") + (9f = f9) +&fg ((x”’“)z _ (@)z) —0.
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Po upraveé
" rel 1l " I Z?Lki‘fcil _
Ef"+9f =g f = fg") +(gf = fg) +Efg—5 5= =0,

d 2 _ .2
G €lof = £9)) = =gy

Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme
Ponévadz f(a) = J, (ﬂa) =0ag(a)=J, (ma) =0, plati
a a

takze pro k # [ je dokazovana rovnost splnéna.

Ponévadz J,, splituje Besselovu rovnici (2.24), plati pro kazdé x > 0 rovnost
22T, (x) = n?J,(2) — g (z) — 22T/ ().
Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme
/z(Jn(x))de = —a? (Jn(ac))2 - /:EQJn(:E)J;L(x)d:c =
- / (nQJn(:c)J,’I(:E) - :E(J;L(:L'))Z - szg(z)Jﬂl(x)) dz =
1 2 n? 27’ 22 2]’
= 32 (w) - | <3 ()] = |5 Gr?] ) o -

> (n(@)” + 5 (@) = 5 (@) + (1@)*) = 5 (nl@)*,

Podle 2.5.5.5 je (Jn(:c))2 + (J) () = (Jn(:c))2 + (Jn-1(z) — Jnﬂ(:c))2 a tento vyraz je podle 2.5.5.2 pro
x z pravého okoli nuly ohranic¢eny. To znamena, ze

= —g? (Jn(ac)) -

~—

2

lim = [ (Ja())

r—0+ 2
Dale podle 2.5.5.2 je také

Plati tedy

[eln (2] ae= o [ otnrar=

Podle 2.5.5.4 je
-2 " Jpp1(z) = (:c*”Jn(x))/ =
takze J! (xnr) = —Jnt1(2nk). Celkem tedy

a
2
[ €l (22e)] at = G o
0
coz je dokazovana rovnost pro k = 1[. [J
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2.5.8 Véta

Necht v € Z a v je feSenim Besselovy rovnice (2.24) linedrné nezavislé na J,,. Pak | lim v(z)

r—0+4

= Q.

D.: Oznac¢me
Ju(x)  v(x)
Jy(x) v'(z)

wronskidn funkei J,,, v. S vyuzitim faktu, Ze J, a v jsou FeSenim rovnice (2.24) dostaneme

W= W) = W(a; Jy,v) = = T (@) (@) - J,()o(x)

d d
—W=— (L' = Jw)=J + 0" —Jv—J =" —Jv=
dx dx
2 .2 o / 2 _ .2 L — / 1 1
_g e emed e e mwdy L gy = i
x x x x
Wronskian W tedy spliiuje diferencidlni rovnici W' = fy, COZ znamena, ze
x
C
W(z)=—
() =",

kde C' je néjaka nenulova konstanta (nebot funkce J,, v jsou nezévislé). Déle plati

i v _’U/JV—’UJL_E_Q
de \J, ) J2 J2 o xJ?

Bud «a > 0 libovolnd konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezich od = do o dostaneme

@) o f
T (@) / G

kde D = })((a)) je konstanta. Odtud plyne, Ze pro kazdé x € (0, a) plati
L (a

N I
v = e | B Cz/ D)

a tedy

«

lim v(z) =D lim J,(z)—C lim Jy(x)/

x—0+ r—0-+ r—0-+

d¢

s 2.30
) (2:30)

x

Bud ¢ > 0 libovolné. Polozme n = Pak n > 0 a podle 2.5.5.2 k nému existuje

(1+¢e)? v=0

2, veZ\{0}
§ > 0 takové, ze pro vSechna ¢ € (0,9) je (Jl,(f))2 < 7. Odtud plyne, Ze pro = € (0, ) plati
6 «a o

é @
_de A dg 1[d . _ 1,9 de
| ey h(@(&))”!&(@(@f >3l ser w+6/§(Jy<§>)2’

T )

[ de Iode 1.5
lim _— > 72+—11m In — = .
=00 ) €(1,©) ] )t naor
Odtud vzhledem k 2.5.5.2 a (2.30) déle plyne, ze pro v = 0 je

xlgng v(z) = (—sgnC) oo
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a pro v € Z\ {0} podle de I'Hospitalova pravidla a podle 2.5.5.5 je

o g¢ 1
fooa L@ e (@)’
lim v(z) = —C lim J,(z) / — S = Clim S 0 fim
20+ 20+ E(Ju(ﬁ)) 0+ 1 a—0+ J(x)
Ju (@) (Jo(z))?
2
=—-C 1l =—C 1l .
0 xJ], e z(Jy—1(z) = Jyq1(x))
Podle 2.5.5.2 je funkce © — J,_1(x) — J,41 v pravém okoli nuly ohranic¢ena a tedy lir&_ v(x)| = co0. O

2.5.9 Véta
Je-li v € Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_, TeSenim rovnice (2.24) a jsou linedrné nezavislé.

D.: Funkce J,, J_, byly v 2.5.2 nalezeny jako FeSeni rovnice (2.24). Staci tedy ovéfit tvrzeni o nezévislosti.
Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkei J,, J_, je

Wz, J,,J ) = ‘ J”Exg J—”Ex) ‘ = L (@)J (x) — J_,(2)J(x) =

Podle 2.5.4 pro v ¢ Z plati ‘ lirglJr Wz, J,,J_,)| = 00, coZ znamen4, Z%e pro néjaké x > 0 je
Tr—

W(x,Jy,,J-,) # 0 a tedy podle zndmé véty z teorie linedrnich homogennich obyé¢ejnych diferencialnich
rovnic funkce J,, J_, tvofi fundamentalni systém FeSeni rovnice (2.24). O

Pro v ¢ 7 tedy Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_,, tvoii fundamentalni systém FeSeni rovnice (2.24).
V pripadé v € Z mame pouze jedno bazové feseni (sr. 2.5.5.3).

2.5.10 Definice

Funkce Y, definovand pro kazdé v € R a kazdé x € (0, 00) vztahem

Je(x) cosmv — J_¢g(x)

Y, =1
(z) gl—Ig sin €

se nazyva Besselova funkce druhého druhu vddu v. (Nékdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v ¢ Z lze psat

Jy(x) cosmv — J_,(x) '

sin v

Y, (z) =

Je-liv = n € Z, jsou Citatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu Ize tedy vypocitat podle de I’'Hospital-

ova pravidla:
nl O
O] )
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2.5.11 Véta

Funkce Y, je feSenim rovnice (2.24) pro libovolné v € R. Pro wronskian funkei J, a Y, plati W(z, J,,Y,) = —.
T

(Funkce J, a Y, tedy tvoifi fundamentalni systém Feseni rovnice (2.24).)

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,

str. 58-76. [J
2.5.12 Poznamka
Besselovy funkce druhého druhu spliuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:
(x_”Yl,(x))/ -2 "Y1 (2),
(a"Y(2)) = 2Yia(o),

Vo) = 22¥,(@) = Yo (o),
Vi) = (V) V()
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Kapitola 3

Distribuce

3.1.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R™ — R je funkce n proménnych definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢ definujeme jako
uzavér mnoziny {x € R" : ¢(x) # 0} a zna¢ime ho Supp .

Symbolem D ozna¢ime mnozinu funkei definovanych na R™, které zde jsou t¥idy C*° (maji spojité vSechny
parciélni derivace libovolného Fadu) a jejichz nosi¢ je kompaktni mnozina.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem
girtiz+etin
2 Qx - - - Dxly
Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci funkce.

Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(e+y) = T(p) +T®), T(cp) = cT(p), ceR

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce  pri zobrazeni T' budeme znagcit

Mnozinu vSech linedrnich funkcionalt D — R nazyvame prostor dudlni k D a znacime ji D’.

oo t) = sup{\ : (o) — (x))| : x € R, <i1,izv...,in>e<Nu{0}>”}.

3.1.2 Definice

Spojity linedrni funkcional na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize
Ve, €D)  T(e+y¢)=Te+TY,
(Vo € D) (Ve € R) T(cp) =Ty,
(W{¢n} CD) (Vo € D) ©n — @ v prostoru (D, p) = T, — Ty v R s pfirozenou metrikou.

3.1.3 Priklady distribuci

1. Necht f:R™ — R je funkce takovéa, Ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje kone¢ny integral
J f(x)dx (tzv. lokdlné integrabilni funkce). Definujme Ty € D’ vztahem
K

Typ = [ rxexiax.
]Rn

Ty budeme také znacit ( f | ¢ ), nebo podrobnéji ( f(x) | ¢(x) ).

Distribuce T' € D’ takova, Ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f | %) > pro vsechny
@ € D, se nazyva requldrni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy nazyva singuldrni.
Kazdou funkci ¢ € D lze povaZovat za reguldrni distribuci. Tedy D C D’. Proto se distribuce nékdy
nazyvaji zobecnéné funkce.
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2. Diracova distribuce ¢ prifadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0). Diracova distribuce neni regu-
larni. Presto se pouziva zapis

(519 ) = (36 |9l ) = [ Sxebxdx = w(0).

R?L
3.1.4 Nosié¢ distribuce

Rekneme, Ze distribuce 7' € D’ je na mnoziné Q C R” nulovd, jestlize T = 0 pro kazdou testovaci funkci ¢ € D
takovou, ze Supp ¢ C Q.

Nosi¢ distribuce T je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnozina takova, ze na jejim komple-
mentu je 7" nulova.

3.1.5 Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T',S € D"
T + S € D' je distribuce, pro niz plati
(T+S)p = To+Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Nésobeni distribuce T' € D’ funkei a : R™ — R t¥{dy C°°:
Je-li ¢ € D testovaci funkce, pak ¢ ma kompaktni nosi¢. To znamena, ze také funkce ap méa kompaktni
nosic, tedy ap € D.
aT € D’ je distribuce, pro niz plati
(aT)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
e Translace (posunuti) distribuce T' € D o vektor i1 € R™:
Je-li ¢ € D, pak funkce ; definovand vztahem ¢;(x) = @(x + i_i) mé kompaktni nosi¢, je tedy také
testovaci funkeci.
Translace distribuce T € D’ o & je distribuce 71T € D', pro niz plati

(75T) ¢ = Tyj;

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkei f plati

(TETf)‘P:/f(X) (x + )d /fx_

R‘n. R?L
Necht x¢ = 0 + h. Translace Diracovy distribuce o vektor f_i, je distribuce §(x — x¢), pro niz plati

(06 —x0) [ 0(x) ) = ( 8x) [ w(x+h) ) = plxo)

pro kazdou ¢ € D. Tato distribuce se nazyva Diracova distribuce soustredénd v bodé x.

3.1.6 Derivovani distribuci

Necht f je diferencovatelna (a tedy lokalné integrabilni) funkce, ¢ € D. Pak plati

a o0 o0 o0
aa;f( Jp(x)dx = /// ( 8:c (x)dzy | dzo ... dxy_qdx, =
R™ ! —00 —00 —0o0 —0o0 !
= ///( N2 o — /f x)dz; | des ... dz,_1de, =
= —/ / /f x)dzidas ... de,—1dz, = —/f( )— (x)dx,
8:131
— 00 — OO — 0o R’IL
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ponévadz Supp(fy) je kompaktni.
Jako zobecnéni této tvahy definujeme:

0
Parcidlni derivace podle pruni proménné distribuce T € D’ je distribuce a—T, pro niz plati
1
0 Oy
o - 722
(3931 ) 7 (3991)

girtiztin R girtiztin
( N T)w _ (1)n+w+~~w( | ) |

0 022 -~ Oy 0210z - Oaiy ©
Kazdéa distribuce ma derivace libovolného fadu.
Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci libovolného fadu.
V tomto smyslu lze Tici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato distribuce
vsak obecné neni funkei ale distribuci. Nazyvame ji distributioni derivaci funkce f.

pro kazdou ¢ € D.
Obecné

3.1.7 Heavisidova skokova funkce (distribuce)

Funkce H : R — R definovana vztahem
1, >0

H@){o z <0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy reguldrni distribuci, pro niz plati
< H | © > = /H(x)gp(:c)d:c = /gp(:c)d:c.
—0o0 0
Dale plati
(H o) = ~(H|¢) = - [¢)ds = ~ @l = ¢0) = (5]0).
0

tedy distributivni derivaci funkce H je Diracova distribuce (soustfedénd v bodé 0).
Obecné: Funkce H : R™ — R definovand vztahem

1, 21>0,20>0,...700 >0

H(Il)l‘27"'7xn):{ .1:;1_ xz_ x
0, jinak

urcuje reguldrni distribuci:
<H|<,0> = / /~~~/H(:cl,:cg,...,xn)cp(:cl,zg,...,xn)d:cldx2~~~d:cn =
—0o0 — OO — 00
oo o0 o0
= //~~~/<p(:c1,ac2,...,zn)dxldz2~~~dxn.
0 0 0

37



Ponévadz

" n or
< 8$1312"'317LH ‘ ® > = (_1) < H‘ 611612---6zn¢ > =

oo o0 (o] an

= (-1)”// "/m(p(l‘l,.ﬁQ,...,l‘n)dflde"'dxn =
0 0 0
00 0O 00 anfl o

— (=" B o dasdas - - day —

( ) // \/|:6$28I3"'8In80(x1’1'2’ y L ) - T2dx3 X

0 0 0

F an—l
--/W@(O,IQ,I&...,xn)d$2dI3"'d$n = .-
0

: ol _
Je 8xlaz2---aan =94.

3.1.8 Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f : R — R je t¥fidy C* na kazdém z intervalii (—o00,0), (0,00) a necht kazda jeji derivace je
loké&Iné integrabilni. Tato funkce urcuje regulérni distribuci 7.

Oznacme 0, = lix(r)lJr fO)(x) — lim fm(x) a T} = %T, T = ;—;T e T;k) = ;—;T.
Pro kazdou ¢ € D plati
[e%e) 0 [e’e)
Tip = —( fl)|¢(@) ) = = [ f@)¢(@)de = — [ flx)¢'(@)de — [ flz)¢(x)de =
J J /
0 oo
= @p@) ot [ S el - F)e@]F + [ P -
o 0
= Jip f@els) -l [ + [ F@pads =
= 0 (i 1@~ g 1@) + [ Pt -
= ao<p(0)+/f'(x)so(fc)dx =o00( 0| )+ ([ le) =00(0d]¢ )+Tpe,
symbolicky
T]/c =090 + Tf/ .
Obecné
k—1 o0
1% = (Dt D)+ [ 10 @)pla)ds
m=0 o
Symbolicky

k—1
T;k) = Z Um(s(k_m_l) + Tf(k) .

m=0
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3.1.9 Konvergence distribuci
Rekneme, Ze posloupnost distribuci {7 };—, € D’ konverguje pro k — oo k distribuci T € D’ a piseme

lim T, = T,

k—o0

jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D je klim Ty = To (v tomto ptipadé jde o konvergenci ¢iselnych
—00

posloupnosti).

Necht {T}},-; € D’ je posloupnost distribuci takové, Ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D existuje limita
posloupnosti ¢isel {chp}zil. Definujme zobrazeni T : D — R predpisem

T(p) = leIEOTkgo.

Pak T je linedrni (to plyne z linearity kazdé z distribuci T}, a z linearity operatoru limity posloupnosti) a spojité
(dtikaz napf. v: Laurent Schwartz: Théorie des distributions, Paris 1973). To znamend, ze T je distribuce.

3.1.10 J-vytvorujici posloupnosti

Necht {fi},-, je posloupnost lokalné integrabilnich funkei na R™ takovych, ze klim Ty, =0, tj.
—00

Jim (fi [ @) =¢(0)

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak {f},—, se nazyva §-vytvorujici posloupnost, funkce fi se nazyvaji
impulsni funkce.

Priklady d-vytvorujicich posloupnosti:

1 1
kool < o k-l o] < T
fk(x) = 1 E\T) = 1°
0 > — 0 > —
ko2 sin kx
fr(z) = 5 € ka7/2, fr(z) = e
o 1 Qg 0o .. , , v, P . o
fe(z) = ;m, kde {ax},_, je libovolnd posloupnost kladnych ¢isel takovd, ze klgr()lo ar =0,
1 1 & T™m
— + - cos—ux, |x| <{
fle) = da T 2 sl
0, |x] > ¢

Na nésledujicich obrazcich je znédzornéno nékolik prvnich ¢lenti nékterych d-vytvorujicich posloupnosti. S ros-
toucim k se zmensuje sila ¢ary.
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et

frlz) = {](? Jﬂj{ 1/(2h)

k
fk(m)— % —%kzz
frt

1 k2
filz) ki +1

et

k—Ez|, |o] <1/k
flw) = {O, jinak

et
%x\‘
N
file) = T2

k

1

5+ cosnmx, |r| <1
fk(fﬂ){2 ngl | |

0,

jinak



Kapitola 4

Metody charakteristik

4.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho rfadu

4.1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle pro-
ménnych

ou ou

Resenim je funkce u = u(z,y).
Hledame vrstevnice funkce u. Nechf maji parametrické vyjadieni = = x(s), y = y(s). Pak u(xz(s),y(s)) =

const a tedy
d _ Oudx  Oudy

£U($(5)7y(5)) “oros Tagos 0.

Porovnanim s (4.1) vidime, ze pokud funkce = = z(s), y = y(s) jsou feSenimi systému autonomnich obycejnych
diferencialnich rovnic
o' = a(z,y),
yl = b(JJ, y)a
kde ’ oznacuje obycejnou derivaci podle nezavisle proménné s, pak jsou parametrickymi rovnicemi vrstevnic
FeSeni rovnice (4.1). Systém (4.2) se nazyva charakteristickd soustava rovnic rovnice (4.1), jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (4.1).
Necht rovnice p(z,y) = ¢ je implicitnim popisem charakteristik rovnice (4.1), tj. vrstevnic FeSeni této rovnice,
a ® je libovolnd diferencovatelnd funkce jedné proménné. Pak u = u(z,y) = CIJ(cp(x,y)) je obecnym feSenim
rovnice (4.1).

(4.2)

0 Jp O 0
D.: Podle ,fetézového pravidla“ pro parcialni derivaci slozené funkce je au _ @’ —90, gu _ P’ —SD, na charak-
or oz’ Oy dy

teristikach z = z(s), y = y(s) plati ¢ (z(s),y(s)) = c a tedy

o) 1Y)

dy
= ' (p(,y)) (%% * %g_j) = ®(p(z,p)) <%% " Z_j%) B @’(cp(x,y))%cp(x(S),y(s)) -0

O

4.1.2 Okrajova uloha pro linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve
dvou nezavisle proménnych

Necht = = ¢(0), y = ¥ (o) je parametricky popis rovinné kiivky, kterd protina kazdou z charakteristik rovnice
(4.1) praveé jednou, a necht f je funkce se stejnym definiénim oborem jako ¢ a t. Podminka

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (4.3)
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se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (4.1).

Heuristicka tvaha: Podminku (4.3) si lze pfedstavit jako prostorovou kiivku. Déle si lze predstavit, ze
mame vrstevnice FeSeni, tj. charakteristiky, vytvorené napi z dratu. Tyto vrstevnice umistujeme na kiivku
vyjadiujici okrajovou podminku.

Necht charakteristiky rovnice (4.1), tj. trajektorie systému (4.2), maji obecné parametrické vyjadieni

€ :x(S,Cl,Cg),

(4.4)
Yy = y(57 C1, 02)7
kde c1, co jsou integrac¢ni konstanty. Dale necht okrajova podminka je parametricky vyjadiena rovnicemi
z =¢(0),
y =v(0), (4.5)
u=f(o

Pro jednu hodnotu parametru s, feknéme pro s = 0, vrstevnice protind kiivku, na niz je zadana okrajovi
podminka, tedy
z(0,c1,c2) = (o),
y(oa C1, 62) - 7/1(0)
Z téchto rovnic vypocitdme konstanty ci, ca v zévislosti na parametru o, tedy ¢; = ¢1(0), c2 = (o). Toto
vyjadieni dosadime do (4.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvé neznamé s a o:
T = I(‘Sa 01(0'), 02(0))a
Y :y(s, ci(o), 02(0))~

Tuto soustavu vytesime; zejména vyjddiime o pomoci z a y, tj. 0 = o(z,y) a dosadime do posledni z rovnic
(4.5). Tim dostaneme feseni tlohy (4.1), (4.3) ve tvaru u(z,y) = f(o(z,y)).

4.1.3 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych

ou ou
a(zayau)% +b(:cayau)a_y - C(Zayvu)' (46)

Resenim je opét funkce u = u(x,y). Pfedpoklddejme, Ze toto feSeni je implicitné dano rovnici F(z,y,u) = 0,
tedy
F(x,y, u(z, y)) =0.

Odtud dostaneme

d OF  OF Ou d OF  OF Ou

~F = T Ty ~F == .

Gl @wyu@y) =gotg050=0 TF(@yu(ny) =5+ 55
Prvni z téchto rovnic vynasobime funkci a, druhou z nich funkei b, seéteme je a upravime s vyuzitim (4.6):

aaF oF | OF CL%+ ou *aa—Fera—FJrca—F
or  oy) = Ox oy ou’

Pokud funkce x = x(s), y = y(s) a u = u(s) jsou FeSenim nasledujici charakteristické soustavy rovnic rovnice
(4.6)

X a
Y = b(z,y,u), (4.7)
u C

pak podle predchozi rovnosti plati

d OFdx O0Fdy OFdu OF OF oF
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Trajektorie systému autonomnich obyéejnych diferencidlnich rovnic (4.7) — prostorové kiivky — se nazyvaji
charakteristiky rovnice (4.6). Z provedeného vypoctu plyne, Ze podél charakteristik je funkce F' konstantni.

Necht rovnice ¢1(z,y,u) = ¢1 a pa(x,y,u) = co jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice (4.6)
(jednorozmérné variety v tf¥irozmérném prostoru) a ® je libovolna diferencovatelnd funkce dvou proménngch.
Pak funkce u = u(x,y) implicitné zadana rovnici

@ (1 (2,y,u), pa(w,y,u)) =0 (4.8)
je obecnym FeSenim rovnice (4.6).

D.: Rovnici (4.8), v niZz u povazujeme za funkci proménnych x a y, derivujme parcidlné podle proménné x:

_ 0% (Op1 | Op1 Ou 0P (dps  Opz Ou
O0¢1<8$+8u8$>+8@2<8x+6u63& N
0® 0 0® 0 0% o0 0® o0 0
__ﬂ+_ﬁ+<_ﬂ+_ﬁ) u

 Opy O Opg Ox dp1 Ou Doy Ou or’

P P
Oznacime-li A = 8_% + a—%, dostaneme z predchozi rovnosti
Op1 Ou  Opy Ou
ou 1 0P Jpy 0P Opo
dp1 Ox  Ops Oz )

or A
Analogickym postupem bychom dostali

Ou 1(5_4’% @%)

oy~ A\dgs 0y | 0py Oy

Ponévadz na charakteristikach plati

d d

&501 (Z(S)vy(s)vu(s)) = Ov &902 (l‘(S), y(S), U(S)) =0

dostaneme vzhledem k (4.7):
ou ou 1 0P 8901 8901 0P 8502 8502
—+b—=——|— | —a+—=b — == Zp) ) =
“9z oy A<8<,01 (ax‘” oy )+a¢2<ax“+ dy
__1 (02 (0pdr  Oprdy) 0P (Oppdr  Oeady)) _
A \OJp; \ Oz ds Jy ds Ops \ Oz ds dy ds B

_ (o2 (d _ 91 0uy 0@ [d _Oeadudy

- A( 1( er((s),y(s),uls) = 8t)+8</92 (dsw(x(s)’y(s)’“(s)) du ds})_
_ L (220901, 0% Oz du
A \Oyp; Ou Oy Ou

ds

Necht x = ¢(0), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné k¥ivky, a necht f je redlnd funkce se stejnym
defini¢nim oborem jako funkce ¢, 1. Podminka

u(p(0),9(0)) = f(o) (4.9)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (4.6). Okrajovou tlohu fesime analogicky jako okrajovou tlohu (4.1),
(4.3):
Necht charakteristiky rovnice (4.6) maji parametrické vyjadieni

x(s, C1,C2, 03)7
y(s,c1, 2, ¢3), (4.10)
Uu

(87 C1, C2, 63)7

T
Y
U
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kde c1, ca, c3 jsou néjaké konstanty. Ma-li soustava rovnic

x(07017627c3) =
y(0,c1,¢2,¢3) = (o), (4.11)
f

u(0,c1,¢2,c3) =

pro neznamé cy, cq, ¢z feeni ¢y = ¢1(0), ca = c2(0), ¢3 = ¢3(0), dosadime je do prvnich dvou rovnic soustavy

(4.10):
(s, c1(0), e2(0), e3(0)),
=y(s,c1(0).c (a))~

M3é-li tato soustava rovnic feSeni o = U(ac, Y), s = ( y) dosadime je do tfeti z rovnic (4.10). Tim dostaneme
feSeni tlohy (4.6), (4.9) ve tvaru

u = u(s(ac, Y), c1 (U(ac, y)) ,C2 (U(ac, y)) ,C3 (a(x, y)))

4.1.4 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

Rovnici
ou(xq,...,x ou(zy,...,x
a’l(zlﬂ"'7xn7u)(7—’,n)+...+a’n(xl""’zn7u)(7—”n) = f(x:l?"'?xn)u)? (4'12)
oxy oxy,
kde a1, ..., a,, f jsou funkce n + 1 proménnych a u je (hledana) funkce n proménnych, nazyvame quasilinedrni
parcialni diferencidlni rovnice pruntho Tadu; v pripadé f = 0 homogenni, v opacném nehomogenni. Pokud
funkce a1, ..., a, nezavisi na posledni proménné a funkce f zavisi na posledni proménné linearné, nazyvame
tuto rovnici linedrni parcidlni diferencidlni rovnice prvniho Tadu.
Soustavu obycejnych diferencialnich rovnic
d
&551(5) = a (11(5), o zn(8), u(s)) )
d
&Zn(s) = an (11(5), o zn(8), u(s)) )
d
&u(t) = f(l'l(s)v cee 7xn(8)7 u(s)),
nazyvéme (rozsivend) charakteristickd soustava rovnice (4.12). Trajektorie (z1(s),...,zn(s),u(s)) FeSeni cha-

rakteristické soustavy (kfivky v prostoru R"*1) nazyvadme charakteristiky rovnice (4.12).
Bud D € R"! oteviend mnozina a

I = {(xl,...,xn) GR"I X1 :801(0—1;-”70'7171);--';1'71:Cpn(o'lww;anfl)y(o'lw-~;0n71) ED}

reguldrni (n — 1)-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru R™. Dale bud ug = ug(o1,...,0,-1) Spojitad
funkce definovana na D. Podminka

U(gﬁl(dl,...,anfl),...,gDn(O'l,...,Unfl)) = UO(O'l,...,O'nfl), (0'1,...,0'»”,1)GD (413)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (4.12).
Jsou-li funkce aq,...,a,, [ diferencovatelné, pak charakteristicka soustava s Cauchyovymi podminkami
r1(0) = @i(o1,...,0n-1),
l‘n(O) = (pn(Ul,...,Unfl),
U(O) = UO(O'l,...,O'nfl),
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ma pro kazdé (o1,...,0,-1) € D jediné feseni (podle Picardovy-Lindelofovy véty, viz napf. Kalas J., Rab M.:
Oby¢ejné diferencidlni rovnice, MU 2001, str. 64). Oznac¢me toto FeSeni

("bl(& Ol UTL—1)7 e 7wn(sa 01, - aan—l)a wn+1(3; 01y Un—l)) .
Plati
¢1(0, Olye-ny Un—l) = @1(0'17 S UTL—1)7 s 7wn(07 Oly--- ;Un—l) = Spn(o'la s Un—l) )
wn+1(07 01y, Un—l) = UO(Ulv ceey Un—l)
tedy
0 Op; ‘ .
af;(o Oly.veyOpo1) = %(01,...,0n,1), i=1,2,...,n, 7=1,2,...n—1, pro kazdé (o1,...,0n,-1) € D
a dale
i
s (0,01,...,0n-1) = ai(apl(al, ey One1)y ey @01,y on1),uo(o1, . .. ,on_l)) )
Funkcemi 11, ...,1, je uréeno zobrazeni ¥ : R x D — R™. Jacobidn J = J(o1,...,0,-1) zobrazeni ¥ v bodé
(0, Olyeeny O'nfl) je
a/l((pl(o-la--'aan—1)7"'aspn(o-la'--ao-n—l) an(()ol(alw-'aan—1)7"'7@”(015"'50n—1)
8901 Opn,
80‘ (0'1,...,0'»,1,1) 80‘1 (0'1,...,071,1)
01 Opn,
aa_n_l (0'1,...,071,1) ao_n_l (0'1,...,0'»,1,1)
Je-li J(01,...,0n-1) # 0 pro kazdé (o1,...,0,_1) € D, existuje inversni zobrazeni ¥~! : R® — R x D (podle

véty o existenci inversniho zobrazeni, viz napf. Dosla Z., Dosly O.: Diferencialni pocet funkei vice proménnych,
MU 1999, str. 84).
Polozme u(x1,...,on) = ¥nt1 (\Il_l(acl, . ,xn)) Pak u je feSeni ulohy (4.12), (4.13):

" dxk du 9Os Ou 0o; B 0s d:ck aaj d:ck B
Z k ds ds axk jz: 0o Oz, Z oxy ds Z Z oxy ds
du 0s Ou 0o du
= 3505 Za—%a =% -1

Toto Teseni je jediné.

4.2 Klasifikace linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého

radu
Rovnici . Pt : e
”zzjl aij (X)m + ; bi(x) oz, +e(x)u(x) = f(x), (4.14)
kde u je (hledand) funkce a aij, b, ¢, f, i =1.2,....n, j =1,2,...,n jsou funkce n proménnych takové, ze

jejich definiéni obory maji neprazdny prunik D, a;;(x) = aj;(x) pro vSechna x € D a existuje dvojice indexti
1, j, pro néz a;; # 0 nazyvame linedrni parcidlni diferencidalni rovnice druhého radu; v ptipadé f = 0 homogenni,
v opacném nehomogenni.

Pro homogenni rovnici plati princip superpozice: Je-li « libovolna konstanta a wy, us jsou feseni rovnice

3 (g + 3o h G ¢ cut) = 0,

=1
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pak také au; a wu; + ug jsou FeSenim této rovnice. (Platnost tohoto tvrzeni lze ovéfit pfimym dosazenim.)
Funkce u = 0 je zfejmé také fesenim této rovnice. Odtud plyne, Zze mnozina vSech feseni homogenni rovnice
tvori vektorovy prostor.

Bud x¢ € D libovolny bod. Pak A = (a;;(x¢)) je symetrickd matice typu n x n. Touto matici je definovana
kvadraticka forma ¥ : R™ — R,

n

(6,80, 06n) = (G6- &) A6, &) = D aij(x0)&ié; -

ij=1

Plati Sylvestertiv [1814 — 1897] zakon setrvacnosti kvadratickych forem: Existuje reguldrni matice B typu n x n
a jednoznacné urcend prirozend ¢isla k, m, 0 < k < m < n takova, ze po transformaci

(1.6, &))" = B(&,&,... &))"

k m q
mé kvadratickd forma ¥ tvar Y. 72 — > n?. (Pfitom klademe > «a; =0 prop = ¢+ 1.)

i=1 i=kt1 i=p
Rovnice (4.14) se nazyva
eliptickd m=mnake{0,n},
hyperbolickd m=nake{ln—1},
ultrahyperbolickda v bode xy € D, jestlize m=na2<k<n-—2,
parabolické m <n,
parabolickd v uzsim smyslu m=n—1lak=0,nebok=m=n—1.

Rovnice (4.14) se nazyva eliptickd, hyperbolickd, ... v oteviené mnoziné G C D, je-li eliptickd, hyperbolicka, ...

v kazdém bodé x € G.

4.3 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhého radu ve
dvou nezavisle proménnych linearni ve druhych derivacich

A(% y)%u + 23(337 y)uiy + C(x, y)“yy = F(m, Y, U, Uy, uy) > (4-15)

pro funkce A, B, C plati |A(z,y)|+|B(z,y)|+|C(z,y)| > 0 pro viechna (z,y) € D = Dom ANDom BNDom C,
funkce F je linearn{ v kazdém z argumentt u, u,, u,. Uvazujme kvadratickou formu ¥(r, s) = Ar?+2Brs+Cs>.
Pokud A # 0, plati

B \?> B? B \* 1
2 2 o 2 2 _ o 2 2
Ar® +2Brs+Cs® = A<r+—s) —s*+Cs A(rJr—s) —(B* — AC)s*,
pokud C' # 0, plati

2 2
B? B 1
Ar? +2Brs +Cs* = C (s + —7“) - 67“2 +Ar? = C (s + 57“) - E(B2 — AO)r?,

pokud A = C =0, pak B # 0 a plati

B B
Ar? +2Brs+ Cs?> = 2Brs = 5(7“4—3)2—5(7“—5)2.

Odtud plyne: Je-li pro kazdé (z,y) z oteviené mnoziny G C D
(B(x,9))? — A(z,y)C(z,y) >0 hyperbolickd
(B(x,y))* — A(z,y)C(z,y) =0 pak rovnice (4.15) je parabolickd v G
(B(x,9))* — A(z,y)C(z,y) <0 elipticka

4.3.1 Transformace rovnice (4.15)

Budte ¢,9 : G — R takové funkce, ze ¢, (z,y)0y(z,y) — @y(x, y)z(x,y) # 0 pro viechna (z,y) € G. Pak
transformace
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bijektivné zobrazi mnozinu G na otevienou mnozinu a rovnici (4.15) transformuje na tvar (vyuzivame formule
pro druhé parcialni derivace slozené funkce)

a€,Muge + 2b(E, ey + (&, Muny = F(&m,u,ue,uy), (4.17)
kde
a = A} +2Bp.py+Cp; = ¢ <A (%)2 - 2B (i—j) + C) :
b = Apsts + B(paty + ytha) + Coytdy (4.18)
¢ = AP +2Bysy, +Cy2 = ¢2 <A <Z_z)2 g <Z—2) + C) .

a funkce F' je linedrni v kazdém z argumentt u, uz, uy.
Pii hledani inversni transformace k transformaci (4.16) feSime soustavu rovnic (4.16) pro nezndmé z, y.

Pfitom prvni z rovnic je implicitné dédna funkce y; = y1(2), pro jejiz derivaci plati y; = —ﬁ, a druhou z rovnic
y
je implicitné ddna funkce y2 = ya(z), pro jejiz derivaci plati ¢} = —% (podle vzorce pro derivaci implicitné
y

zadané funkce, viz napf. Dosla Z., Dosly O.: Diferencidlni poéet funkci vice proménngch, MU 1999, str. 96).

4.3.2 Charakteristiky rovnice (4.15)

Obycejna diferencidlni rovnice

se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidalnd rovnice (4.15). Jeji feSeni se nazyvaji charakteristiky.
Z predchozich tvah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (4.15) hyperbolickd, ma dvé jednoparametrické mnoziny
charakteristik, které jsou fesenimi obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

, _ B@y) +VB@.y)’ - A y)Cly)  _ Bley) —V(B@y))? - Az,y)C(z,y)
y = A7) y = TR . (4.20)

Je-1i rovnice (4.15) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, které jsou fesenim oby-
¢ejné diferencialni rovnice

A(z,y)

Je-1i rovnice (4.15) eliptickd, nemé realné charakteristiky.

4.3.3 Kanonicky tvar hyperbolické rovnice

Jsou-li p(z,y) = C1 a ¢(x,y) = Cy implicitni popisy FeSeni rovnic (4.20) (tedy charakteristiky rovnice (4.15),

pak AP jsou kofeny charakteristické rovnice (4.19), takze v (4.18) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky
P

Y y
tvar hyperbolické rovnice (4.15) je
Ugn = Fl(ganauauﬁvun) )

kde Fi je funkce linedrni v kazdém z argumentt w, ue, uy.

4.3.4 Kanonicky tvar parabolické rovnice

. B
Je-li p(z,y) = = a Y(x,y) = Cy je implicitni popis FeSeni rovnice (4.21), pak ¢, = 1, ¢, = 0, _Ys = a

Yy

f% je kofenem charakteristické rovnice (4.20), takze v (4.18) dostaneme c =0, a = A a
y

b = Ay + Bihy = Py (A%+B) = ¢y (—B+B) = 0.
Y
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Kanonicky tvar parabolické rovnice (4.15) je

uge = Fa(§,m,u,ug,uy),

kde Fy je funkce linedrni v kazdém z argumentt w, ue, uy.

4.3.5 Kanonicky tvar eliptické rovnice

Je-li p(z,y) + i(z,y) = C implicitni popis FeSeni obyéejné diferencidlni rovnice

A(z,y) ’

pak transformace (4.16) pievede eliptickou rovnici (4.15) na jeji kanonicky tvar
(

u§§+unn = FB ganauau&un)a

kde F3 je funkce linedrni v kazdém z argumentl u, wue, uy.

4.3.6 Kanonicky tvar linearni parcialni diferencialni rovnice druhého radu ve dvou
nezavisle proménnych s konstantnimi koeficienty

AUgy + 2bUgy + CUyy = dug + euy + fu+ g(z,y), (4.22)
kde a,b,c,d,e, f €R a g: R? — R. V¥se popsané transformace pievedou tuto rovnici na néktery z tvart
ugy, = diug +eiuy + fru+gi(€,n), pokud b2 —ac >0,
uge = doug + eauy + fou+ g2(§,n), pokud b? —ac =0, (4.23)
Uge + Uny = daue + esu, + fsu+ g3(€,n), pokud b? —ac < 0.

Zavedeme novou neznadmou funkeci v vztahem
u = velTHn,

kde A, p jsou zatim neurcené konstanty. Pak je

ug = eMNTHI(\v + ), uge = e TI(AZy 4+ 2 e + vge)
uy = (v + ), ugy = I\ + pg + Aoy + vgy)
Unn = e>\§+;m('u2,u + 2p0, + 'U'rm) .

Dosadime do rovnic (4.23) a vykratime vyrazem e sTH7 =£ 0:

Ve = (di — p)ve + (e1 — Aoy + (did+eip — A+ fi)v+gi1(€,n)  pro hyperbolickou rovnici,
vee = (da —2XN)ve + eavy + (doX + eap — A2+ f2)v+ g2(&§,m) pro parabolickou rovnici,
Vee +Ugy = (d3 — 2X\)ve + (e3 — 21)vy + (daA + eapn — A — p® + f3)v + G3(€,m)  pro eliptickou rovnici.

Konstanty A, p zvolime tak, aby pravé strany byly co nejjednodussi. Konkrétneé:

e Pro hyperbolickou rovnici ;4 = dy, A = e;. Dostaneme

vep = (erdy + fr)v+g1(€,m).

d 4 d2
e Pro parabolickou rovnici A = 52, W= f%. Dostaneme
€2

vee = eavy + Ga(§,7)

d e
e Pro eliptickou rovnici A = ?3, Ww= 53 Dostaneme

d2 + ek +4f;

4 ’U+§3(€777)

Veg + Upy =
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4.4 Pocateéni uloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle
proménnych

4.4.1 Reseni podateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou nezéa-
visle proménnych (kmity nekone¢né struny)

utt(t;fc) = a2uxa:(t7x)v (t,l‘) € (Oa OO) x (700700)7 (424)
U(O,CL') - cp(:c), ut(ovx) = 1/1(93)7 T e (700, OO), (425)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce v je diferencovatelna.
Charakteristickd rovnice parcidlni rovnice (4.24) je 22 — a? = 0, tedy 2’ = +a, z éehoz xz(t) = +at + const.
Transformaci
E=x—at, n=ux-+at

prejde rovnice (4.24) na tvar
uﬁn(gan) = 0.

Odtud plyne, Ze u¢ nezavisi na n, tedy
ug(§,m) = f(§)-

Tuto rovnici zintegrujeme podle £ a dostaneme

u(€,n) = FE)+Gm),

kde F' je funkce primitivni k f a G je libovolna funkce. Zpétnou transformaci tedy dostaneme feseni rovnice
(4.24) ve tvaru
u(t,z) = F(x —at)+ G(x + at), (4.26)

kde F, G jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce. Uré¢ime je tak, aby byly splnény pocateéni podminky
(4.25), tedy
F(z)+G(x) = ¢x),  —aF'(z)+aG'(x) = ().

Y(x)

Druhou z téchto rovnosti piepiSeme na tvar (F(z) — G (x))/ =— a integrujeme. Dostaneme

F(2) = G(a) - (Fa) - Gla) =~ [ 0(©)de.

kde x( je néjaké cislo. Resime tedy soustavu rovnic

Flz) +G(x) = ¢(x),

F(a) = Gla) = Floo) =~ Gloo) 7 [ v(6)de

a dostaneme

1 1 [ 1 1 [
F(a) = 50(0) ~ 5o [ 9O + Fla) - Glan).  Gla) = 5o(@) + 5o [ $()E ~ Flao) + Glao).
Dosazenim do (4.26) nyni dostaneme feseni tlohy (4.24), (4.25) ve tvaru
t) t 1 o
uta) = ALZUEATED LL [ pegae.
r—at

Posledni formule se nazyva d’Alembertiv vzorec.
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4.4.2 Reseni podateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-

visle proménnych s obecnym pocatkem
Utt(ta Z) = azuzz(ta Z) ) (t,l‘) € (07 OO) X (700, OO) )
u(o,z) = p(z), wloz) = (@), x€(-00,00),

kde a > 0, o € R, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce ¢ je diferencovatelna.
Transformaci 7 = t — ¢ tato tloha prejde na

Urr (T, ) = @ Ugy(T,2), (r,2) € (0,00) X (—00,00),
U(O, 1') = cp(:c), uT(va) = 1/)(55) ) T € (7007 OO)

Podle 4.4.1 mé tato uloha FeSeni

r+at
u(rs) = 3 (pla—ar) + oo +ar) + 50 [ wlQde.
takze FeSeni tlohy (4.27), (4.28) je
z+a(t—o)
uta) = A PR o)) L [ ygac.
z—a(t—o)

4.4.3 Reseni pocatecni ulohy pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou
proménnych s homogenni pocate¢ni podminkou (buzené kmity nekoneéné

struny)

u(t,2) = a’uz(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) X (—o00,00),
U(O,l‘) =0, ut(ovx) =0, T € (700700)7

kde a > 0 a funkce f je spojita.
t

Reseni hleddme ve tvaru u(t,z) = [w(t,z,0)do. Plati
0

t
u(0,2) = 0, a wu(t,z) = w(t,x,t)Jr/wt(t,:c,a)do.
0

Ke splnéni podminky u:(0,2) = 0 staci, aby pro vSechna o > 0 funkce w = w(t, z, o) spliiovala

w(o,z,0) = 0.

Dale plati

ot

0? 0 / 0 /
@u(t,m) = — | w(t zt) +/w‘1(t,m,a)da = — 0+/w|1(t,x,o)da
0 0

¢
= w|1(t,ac,t)+/w‘171(t,x,0)da,
0

0? /
wu(t, x) = /U}‘ZQ(Z‘:, z,0)do .
0
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M4 platit us(t, 2) — a*uge(t,z) = f(t,2), tedy f(t,x) = wp(t,z,t) + f (w1 1(t, @, 0) — a*wjzs(t,x,0)) do.
Posledni rovnice bude splnéna napiiklad pro funkci w = w(t, x, o), ktera soplﬁuje pro kazdé o > 0
wie(t,,0) = a*we(t,x,0), (t,x) € (0,00) X (—00,00), (4.32)
wi(o,z,0) = f(o,2), x € (—00,00). (4.33)
Podle 4.4.2 je feseni tlohy (4.32), (4.31), (4.33) déno formuli
, eta(t—o)
wtao) = 5o [ fe9de.
—a(t—0)
takze FeSeni tlohy (4.29), (4.30) je
t [ w+a(t—o)
= i/ / flo,6)d¢ | do.
0

2a
—a(t—o)

4.4.4 Reseni obecné pocatecni ulohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle

proménnych
u(t,®) = a®ug(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) X (—00,0), (4.34)
U(O,CL') = cp(:c), ut(ovx) - 1/1(93)7 T € (700, OO), (435)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelna a funkce f je spojité.

Pfimym vypoctem ovéfime, ze je-li v = v(t, z) FeSenim tlohy (4.24), (4.25) a v = v(¢,x) je FeSenim Glohy
(4.29), (4.30), pak u = u(t,z) = v(t,z) + w(t,x) je FeSenim ulohy (4.34), (4.35). Podle 4.4.1 a 4.4.3 je FeSeni
dané tlohy

z+at z+a(t—o)

ult,z) = £ _at);‘p(x”t / D(E)AE + —/ / Flo,6)de | do .

z—a(t—o)

Jesté ukazeme, ze tloha (4.34), (4.35) nema jiné feSeni. Jsou-li w3 = uq(t,z) a uz = ua(t, z) FeSeni ulohy
(4.34), (4.35), pak uo = wuo(t,x) = ui(t,x) — uz(t,x) je feSenim homogenni rovnice (4.24) s homogennimi
pocateénimi podminkami (4.30). Analogicky jako v 4.4.1 ukaZzeme, Ze

uo(t,x) = F(x —at)+ G(z + at)
a pro funkce F', G plati

F(z)+ G(z) = 0, neboli G(z) = —F(x),
Fl(z) - G'(z) =

pro vechna x € R. Odtud plyne, ze F(x) = const a déle
uo(t,x) = F(x —at) + Gz +at) = F(x —at) — F(r+at) = const —const = 0.
Tedy w1 = us.

4.4.5 Reseni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi po-
c¢ateCnimi podminkami a s jednou okrajovou podminkou

up(t,2) = a®ug.(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (4.36)
U(O,l‘) = @(Z)a ut( ) (Z) HAS (0,00), (437)
u(t,0) = 0, t e (0,00), (4.38)



kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce ¢ je diferencovatelna a plati ¢(0) = 1(0) = 0.
Definujme liché rozsifeni funkei ¢, ¥, f(t,-):

o e, x>0 ~ ¥(z), x>0 - ) [t ), x>0

Reseni tlohy (4.36), (4.37), (4.38) je

x+at t z+ta(t—o)
o(xr — D 1 ~ 1 ~
uta) = LA L [ ggaer oo [| [ oo | ao
r—at 0 z—a(t—o)

Resen{ tlohy (4.36), (4.37) s nehomogenni okrajovou podminkou
u(t,0) = a(t), te(0,00), (4.39)
kde « je dvakrat diferencovatelnd funkee, je tvaru u(t, z) = v(t, z) + «(t), kde funkce v je FfeSenim tlohy

vtt(t; CC) = GZUxx(tv l‘) + f(ta Z) - O//(t) ) (tv l‘) € (07 OO) X (07 OO) ,
v(0,2) = p(x) —a(0), v (0,2) = ¥(z)—a(0), x € (0,00),
0) =0, te(0,00).

>4
—~
o~

4.4.6 Reseni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi podminkami a s okrajovymi podminkami Dirichletova typu (kmity
koneéné struny upevnéné na obou koncich)

utt(t; 1’) = azua:x(tv l‘) + f(tv l‘) ) (ta Z) € (07 OO) X (Oa ﬂ) ) (440)
u(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), x € (0,4), (4.41)
u(t,0) = u(t,f) = 0, te(0,00), (4.42)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelna a plati

©(0) = @(t) = ¥(0) = ¥(¢) = 0.

Definujme 2¢-periodické liché rozsiteni funkci ¢, 1, f(t,-). Toto rozsifeni je dano sinovymi fadami

(&) sin %gdg sin %:g :

»(€) sin %fdf sin %

z,

=
&
I
S
(]
o\(\ O\N o\&

fn) = 23| [ #eesin"Teds | sin ",
n=1
Plati
% (p(z —at) + ¢(xz + at)) = % ; (&) sin %Ed& (sin %(I — at) + sin %(Jc + at)) =

©(€) sin n%{d{ sin n%:c cos ?t ,
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r+at

1 - 1 &
5 | P©d = =

r—at

0o 14

. % Z % (/ V(e sin n%gdg) (COS n%(x —at) — cos — (x + at)) _
n=1 0
[eS) 4

: % nz::l % (0/1/}(5) s nTﬂgdg) sin —x sin ?t,

¢+a t—o)

t rz—a(t+o) o )
2_1a/ / flo,€)de | do 52/ (/f(o £) sm—{d{ sm%{d{ do
0 0 \0
¢
0

z—a(t—o) z—a(t—o)

f z+a(t—o)
f(o,€&)sin —Edf mr 08 —f} do =

E=z—a(t+o)

(cos n%(:c —a(t — o)) — cos n%(x +a(t— 0))) do =

(s
( ) nt . nma

14
[ o5 e
0

/ (0,€)sin E{dg sin 7x51n7(t—0)d0 =

t ¢
2 1
= En_lgsin%x/sin$(t—a) (/f(a,{)sin %fd&) do

0

_ar
w = 7
9 ¢
A = 5 / (&) sin %gdg,
0
9 Y4
nm
B, = — in T ede
= [ w(sin e
0
Gz, t—0) = —Z—sm—xsmn—gsm%(t—a)

lze FeSeni ulohy (4.40), (4.41), (4.42) zapsat ve tvaru

t

- ¢
u(t, x) Z (A, cosnwt + By, sinnwt) sin —x+//f(a,§)G(:c,§,tfa)dfda.
n=1 0

B
Oznacime-li déle o, = /A2 + B2 a @, = arctg A—", plati
n

A, cosnwt + B, sinnwt = «a, cos(nwt — ¢y,)
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a FeSeni tlohy (4.40), (4.41), (4.42) lze zapsat ve tvaru

t ¢
u(t, x) Zan cos(nwt — ;) sin —:ch//f G(z,&,t —o)dédo .
n=1 0 0

Reseni tlohy (4.40), (4.41) s nehomogenni okrajovou podminkou

u(t,0) = po(t), w(t,l)=pu(t), t e (0,00), (4.43)

kde o, 3 jsou dvakrét diferencovatelné funkce, je tvaru u(t, x) = v(t, x)+ U (¢, z), kde funkce U = U (¢, ) spliiuje
podminky (4.43) a funkce v = v(t, x) je feSenim tlohy

v (t, ) = a®vpe(t, ) + f(t,2) — U (t, ) + a*Upe(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,0), (4.44)
U(Oa I) = SD(Z) - U(Ov ’JJ) ) ( ) 1/1( ) (07 l‘) ) HS (07 E) ) (445)
v(t,0) = v(t,0) = 0, te(0,00), (4.46)
Za funkci U staci vzit "
Ut,z) = po(t) + 7 (m(t) = no(t)).-
Pri této volbé je U,, = 0.
4.5 Cviceni
Najdéte obecné feseni rovnice
1) uy, = 62%u, 2) Hy—2)uz+(E+zr—yuy+zu.=0
Najdéte feseni rovnice, které spliuje danou podminku
1 2_ .2 2_ 2
3) ug +yuy, =0, u(0,y) = ; 6) yuy —auy =y° — 2, u(z,a) =2° —a
1
4) up + auy =0, u(x,0) =sinx 7)) xzuz +yzuy+ay =0, u(zr, —) =
x

5) ug+ au, = 2%t + 1, u(x,0) =z + 2 8) 2xuy +yu, =4z + 1, u(x,1) = 22

Urcete typ linearni rovnice druhého fadu
9)  Ugy + Yuyy =0 10)  22ug, — 27 Siny uyy + sin? YUyy =0

Danou rovnici prevedte na kanonicky tvar
11) e ugy + 26" Wy, + e*uy, =0
12)  2yuzs — (2% + y*)Usy + TYuyy + yu, + 10y, =0, £y
13)  YPugy + 22Uy, =0 14) Uy + Ugy + Uyy + Uy =0

Najdéte obecné feseni rovnice

15)  2%Upy — 20YUyy + Y uyy + DUy + yuy =0 16) 2%Upy — y2uyy =0

17) Reste pocateéni tlohu uy = Uy, +sinz;  u(0,2) =z, u(0,2) = =

Vysledky: 1) u(z,y) = ®(22% +y) 2) u(w,y,2) = ®(z +y — 22,2°(x —y)) 3) u(z,y) = <
4) u(z,t) = sin(z — at) 5) u(z,t) = ‘f—;t‘l — 443 4 %tQ —(a—Dt+x+2

6) u(z,y) = 2® + 9> + xy — 2a° —a/22 +y? —a® 7) u(z,y) =2 — xy 8) u(z,y) = 2> + 3(y* — 1)

9) hyperbolické pro y < 0, eliptickd pro y > 0 10) parabolickd 11) uy, = (=g 1&] —1Dug —uyy 12) ugy = 772%5214,,
13) uge + tpy + ggUe + 55Uy = 0 14) vee + vgy = 3, v=et T e = Loy =G

15) u(z,y) = (xy) Iny + ¥ (xy) 16) u(z,y) = ¢(L)/zy +¥(xy) 17) u(t,r) = v +1ny /| 25| +sinz — coszsint
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Kapitola 5

Metody integralnich transformaci

5.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F prevadi redlnou funkci f jedné redlné proménné na komplexni funkci f jedné realné
proménné definovanou vztahem
(o)
= / f(z)e *8dz.
—0o0

O funkci f predpoklddame, Ze je definovand na R a konverguje dostateéné rychle k nule pro |z| — oo tak, aby
nevlastni integral na pravé strané konvergoval. Inversni Fourierova transformace F 1 pievadi funkci f zpét na
funkci f na celém R; funkce f je pfitom dana vztahem

1 7 e
= — 1d-
27r/ ¢
— 00

Konvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f % g dand vztahem

— 00

(O nevlastnim integrélu opét predpoklddme, ze konverguje.) Fouriertiv obraz konvoluce funkci f, g je

F(feo)€) = 7f*g(x)e‘i”fd:v - / / 1y e~y | dr = / [ gt = ez

V tomto dvojném integralu zavedeme substituci x = y + z. Pak

dady = ‘(1) 1‘ dzdy, e 798 = e iWEe 12
tedy
Fre)© = [[twaee ety = | [ et [ [ ae ) = Foao.
R2 — 00 — 0o
To znamena, ze
Frg=fg. (5.1)



5.1.1 Reseni pocatecni ulohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (vedeni tepla v tenké homogenni nekoneéné tyci)

ut(t,lﬂ) = a2uxx(t7x)v (t,l‘) € (Oa OO) X (700700)7 (52)
u(0,z) = ¢(x), z € (—00,00). (5.3)

O v8ech funkcich i jejich derivacich opét predpokladame, ze ,jdou dostatecné rychle k nule pro |z| — oco“. Na
rovnici (5.2) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u povazujeme za funkci proménné x; ¢ povazujeme za

parametr):
oo

Fu)©) = [ wt.oe s = an(e,6)
F(uea)(§) = 7um(t,:c)e“5d:c = [ug(t,2)e )7~ 7uz(t,x)e E(—ig)de =
= i¢ 7ux(t,:c)eix§d:c = i | [u(t,x)e ™7 — 7u(t,x)eiz€(i§)dx =
= &2 Oou(t,x)e 28dy = —&%u(t,€).
Rovnice (5.2) se tedy transformuje na rovnici h
a(t,€) = —a*€*u(t,¢), (5.4)

coz je obyéejna diferencidlni rovnice prvniho fadu (£ hraje roli parametru). Jeji feseni je
i(t,€) = Ce ¢,

kde C je integracni konstanta; nezavisi na t, ale mize zaviset na . Urcime ji z transformované pocatecni
podminky (5.3), tj. z podminky
@(0,8) = @(&) (5.5)

Je tedy
C=i0.6) = 4 = [ pla)e

Ozna¢me G(t, ) vzor funkce G(t,&) = e~*¢*t pii Fourierové transformaci, tedy

1 b 1 7 7<§\/th iz )2,i 1 . T ,<§ 2 i )2
Glt,z) = — [ e @Cleistqe = — [ o U T aan) Tatige o= —emmm [ e U0 avan ) e
2 2 2
—0o0 — 00 — 00
i
Substituci n = &/ a?t — a s vyuzitim (2.14) dostaneme
2V a2t @14)
1 T 1
22 2 22
G(t,x) = e 2a%t e Tdn = e 4aZt
(t:2) 2mV a?t ! A/ mat
—00

Reseni tlohy (5.4), (5.5) lze zapsat ve tvaru



Inversni Fourierovou transformaci s vyuzitim (5.1) dostaneme feSeni tlohy (5.2), (5.4) ve tvaru

o0

u(t.a) = p()<G(t)) = [ WGl - )iy,
tedy
[oe]
1 (z —y)?

t = — —— | dy.

) = s [ oo (-2 ) ay

Na zaveér jesté poznamenejme, ze Feseni pocatecni tlohy
u(t,z) = a*ug,(t, ), (t,x) € (1,00) X (—00,00),

U(Ta I) = (p(.]?), T e (_00700)7

kde 7 € R, je
1 i (z —y)?

u(t,r) = ————— exp | —————— | dy.
(t.) 2\/ma?(t — ) / W) p< 4a2(t—7)) J
5.1.2 ReSeni poéate¢ni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-

zavisle proménnych
Nejprve uvazujme tlohu s homogenni poc¢ateéni podminkou:
u(0,2) = 0, x € (—00,00). (5.7)

t
Reseni budeme hledat ve tvaru u(t, z) = [w(t,z,0)do. Pak je pocateéni podminka (5.7) splnéna. Déle plati
0

t t
u(t, ) = w(t,:c,t)Jr/wt(t,x,J)da, Uy (t, ) = /wm(t,z,a)do.
0 0
Aby byla splnéna rovnice (5.6), musi platit

0 = w(t,z) — aPuga(t,z) — f(t,x) = w(t,z,t) —|—/ wy(t,z,0) — a*way(t,z,0)) do — f(t, x)
0

pro v8echna (t,z) € (0,00) x (—00,00). Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz pro kazdé 7 € (0, 00)
bude funkce w fesenim tlohy

wi(t,,7) = a*wea(t, z,7), (t,x) € (1,00) X (—00,0),

w(r,z,7) = f(r,2), x € (—00,00).

Avsak feseni této tlohy je podle 5.1.1 dano vzorcem

wit,z,7) = #@_T)Z F(ry) exp (—%) dy.

To znamena, ze FeSeni tlohy (5.6), (5.7) je

u(t,z) = QJ%//\/i_Uf(U,y)eXp (—%) dydo.

0 —oo
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Reseni obecné pocatecni tlohy pro parabolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych (5.6), (5.3) je souc¢tem
feSeni uloh (5.2), (5.3) a (5.6), (5.7), tj

Pii oznaceni e ﬁ . (_%)

Ize Teseni zapsat ve tvaru

ult,z) = / H(€)C (. €, )dE + / / f(0.6)G(x.£,t - o)dedo.

5.2 Laplaceova transformace

(o]
Bud M mnozina realnych funkei definovanych na intervalu (0, c0) takovych, ze integral [ f(t)e P'd¢ konverguje
0

a tlim f(t)e™Pt = 0 pro vSechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na realnou
— 00

funkci L£f definovanou na intervalu (0, c0) vztahem

cfp) = [ fwe

0\8

7Z uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplaceav obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou. Obrazy nékte-
rych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 5.1.
Vypocitame Laplacetv obraz derivace funkce:

= [rwertar = [Fe ], e [ e = -l )+ pLE)
0 0
Pii oznaceni f(0+) = tli%1+ f(t) tedy plati

L(f) () = pLf(p)— f(0+). (5.8)

5.2.1 Reseni tlohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle pro-
ménnych s homogenni pocatec¢ni a jednou okrajovou podminkou

ur(t,z) = a*ug.(t, ), (t,x) € (0,00) x (0, 00), (5.9)
u(0,z) = 0, x € (0,00), (5.10)
u(t,0) = w(t), t € (0,00). (5.11)

Na rovnici (5.9) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci u povazujeme za funkci nezévisle proménné ¢ a x
povazujeme za parametr). S vyuzitim (5.8) a (5.10) dostaneme

pLu(p,z) = a*Lugz.(p,z),

coz je obycejna linearni rovnice druhého fadu pro neznamou funkci Lu; nyni roli parametru hraje p. Fundamen-
talni systém feSeni této rovnice je tvoren funkcemi

e a_2x7 eVa
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o 9
ft) Lf(p)= [ f(t)e7'dt || f(t) Lf(p) = [ f(t)e PHdt
0 0
1 2
1 - t sin wt %
p (p? +w?)
1 2 _ 2
t - t cos wt %
P (p? +w?)
n! . w
tn, n = 1;27... pn-l,-l e sin wt m
r 1 _
% a>—1 7@; ) e coswt __r-a 2a 5
p* (p—a)+w
1 2w
e sin? wt %
p—a p(p? + 4w?)
1 2 2 2
te?! — cos? wt %
(p—a) p(p? + 4w?)
n! a
e n=1,2,... | ———— hat —
e, n )2, p—a)y sha g
r 1
tvedt v > —1 L)l chat 2p _
(p—a)"+ P2 —a
. w 2ap
sinwt P rw? tshat o
2 2
coswt QJIZ 5 tchat %
p w pe—a
14
e~ o/t m (\/p2 +a? — p")
,a>0 \/jez\/@ Jy(at), v>—1
Vi3 a a’/p? 4 a?

Tabulka 5.1: ,,Operatorovy slovnik® pro Laplaceovu transformaci

Pouze prvni z nich je ohranicena. Obecné feSeni transformované rovnice tedy je
—. /B
Lu(p,z) = C(p)e Vaz?®.

Aby byla splnéna podminka (5.11), musi byt C(p) = Lu(p). Laplacetv obraz feseni tlohy (5.9) (5.10) (5.11)
tedy je

Lu(p,z) = V& Lu(p).

5.2.2 Reseni pocatecni alohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych s jednou okrajovou podminkou

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni okrajovou podminkou

u(t,z) = a’ug.(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0, 00), (5.12)

u(0,2) = ¢(x), x € (0, 00), (5.13)

u(t,0) = 0, t € (0,00). (5.14)

Resen{ budeme hledat ve tvaru u(t, =) = v(t,z) + w(t, ), kde funkce v je zizenim feseni tilohy (5.6), (5.3) pro

x € (0,00), tj.

vi(t,z) = a*vg(t,x) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,00),
u(0,2) = ¢(z), x € (0, 00).
Pak
vi(t,2) Fwe(t,x) = aPvge(t, ) + aPwea(t, x) + f(t, ),
v(0,2) + w(0,z) = ¢(x),
v(t,0) + w(t,0) = 0,
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coz znamena, ze funkce w je feSenim tlohy

we(t,z) = a2wm(t,x), (t,x) € (0,00) x (0,00),
w(0,z) = 0, x € (0,00),
w(t,0) = —v(t,0), t € (0,00)

a to je uloha (5.9), (5.10), (5.11) s pu(t) = —v(t,0).
Nyni homogenni okrajovou podminku (5.14) nahradime podminkou nehomogenni (5.11) a o funkci x4 budeme
piedpokladat, ze je diferencovatelni. Reseni tilohy (5.12), (5.13), (5.11) budeme hledat ve tvaru
u(ta 1') - U(tv ’JJ) + ’U(t, :C)a

kde funkce U spliiuje okrajovou podminku (5.11); k tomu staéi volit U(¢, x) = = + u(t). Pak plati

Nl(t) + vt (ta CL’) - QQUII (tv l‘) + f(tv l‘),
b p(0) +0(0,8) = o),
u(t) +o(t,0) = p(t)

a to znamena, ze funkce v je feSenim tulohy

v(t,z) = vt o) + f(t2) — i (t), (t,z) € (0,00) x (0,00),
U(Oa 1') = SD(Z) — &= N(O)a VS (Oa OO),
v(t,0) = 0, t € (0,00),

coz je tloha stejného typu jako (5.12), (5.13), (5.14).

5.3 Cviceni

Reste tlohu
1) ug = a®ugy, t >0, 2 >0
w(0,2) =T,z >0; u(t,0)=0,t>0

2) uy = a*Ugy, t >0, 2 >0
w(0,2) =0, >0; wu(t,0)=K,¢t>0

3) up = a*Upy, t >0, 2 >0
w(0,2) =0, z > 0; u(t,0) = Ad(t), t>0

T T 2 Z 2
Vysledky: 1) T® [ —— | 2) K (1 —® [ —— ] |, piitom ®(2) = — [e~¢ d¢ je integral chyb
yeledky: 1) <2\/a2t) ) < <2\/a2t >) ) VT bf ¢ Jo tntegral chy

3) A T o—?/(40?t)

2V ma?t3
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Kapitola 6

Metoda separace proménnych
(Fourierova)

6.1 Hyperbolické rovnice

6.1.1 Homogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi pocatec-
nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

ugt(t, ) = a®ug.(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,4), (6.1
uw(0,2) = @(x), u(0,2) = P(x), x € (0,0), (6.2
Oéo’u,(t, 0) -+ Bo’u,z(t, 0) =0 = alu(t, E) -+ ﬂluz(t, 6) , te (0, OO) ,

kde a > 0, ¢, jsou spojité funkce spliujici okrajové podminky
aop(0) + Bopz(0) = 0 = a1p(f) + frpa(l),  a(0) + Bovx(0) = 0 = arp(f) + Sreu(l).

Reseni tilohy budeme hledat ve tvaru souéinu, ve kterém jeden ¢initel zavisi pouze na t a druhy pouze na z,
tedy
u(t,z) = T(t)X(z).

Pak je uy = T"X, Upy = TX" atedy T"X = a®T X", po tipravé
LT X()

2 T X))

Leva strana posledni rovnosti zavisi pouze na t, prava pouze na z. To znameny, ze tyto vyrazy na nezavisle
proménnych nezavisi, tedy
17"(t) X" (x)

2T  X@ A
Odtud dostaneme
T"(t) + A\a®*T(t) = 0, (6.4)
- X"(z) = A\X(z). (6.5)

K tomu, aby funkce u = T'X spliiovala okrajové podminky (6.3) stac¢i, aby tyto podminky spliiovala funkce X,
tedy
Oé()X(O) + ﬁ()XI(O) =0 = OqX(f) + ﬁlXI(E) . (66)

Rovnice (6.5) s okrajovou podminkou (6.6) je Sturmova-Liouvilleova tiloha (sr. 1.1.5). Existuje tedy posloupnost
vlastnich ¢isel {\,}52; a posloupnost vlastnich funkei {v, }22 , ze

0< A1 <A<+, lim A\, =00

n—oo
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ar Po a1 S An Un(2) lonl?

1 0 1 0 (%) ’ sin %x g

1 0 0 1 <(2n;;1)7r>2 sin (2n;€1)7rx g

0o 1 1 0 ((2n;;1)7r)2 o (2n;—£1)ﬂ'm g

0 1 0 1 0, (%)2 1, cos %m ‘ g
Lo AR e
o]y e e
b booh @kladiz{Oﬁzyczzgiij(;—n 0 VAn cosv/An x + hsiny/A, x Anl+ W70+ 2R 22£ +2h

Tabulka 6.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce talohy (6.5), (6.6) pro specialni tvary okrajovych
podminek

a Fourierova fada kazdé funkce spliiujici podminky (6.6) stejnomérné k této funkci konverguje. Vlastni éisla a
vlastni funkce tlohy (6.5), (6.6) jsou uvedeny v tabulce 6.1.
Reseni rovnice (6.4), ve které klademe \ = )\, je

T.(t) = A, cos\/ A, at + By, siny/ A\, at.

Odtud plyne, ze kazda z funkei

up(t,x) = (An cos \/)\_n at + B,, sin\/ )\, at) Up ()

je TeSenim rovnice (6.1) s okrajovymi podminkami (6.3). Tedy také jejich linedrni kombinace, tj. funkce

oo

u(t,x) = Z (An cos\/An at + By, sin\/)\—nat) Un () (6.7)

n=1

je FeSenim rovnice (6.1) s okrajovymi podminkami (6.3). Aby byly splnény pocéateéni podminky (6.2), musi
platit

u(0,x) = ZAnvn(x) = o(z), u(0,2) = ZBn\/Eavn(x) = Y(x),
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coz znamend, ze A, a B, \, jsou Fourierovy koeficienty funkei ¢ a ¢ vzhledem k ortogonalnimu systému {v,, }52 4,
tedy

’ ’ ’
1

1
Ap = —5 /@(i)vn(f)d’fa By = ————3 /?ﬁ(i)vn(f)d& kde [o,|* = /(Un(ﬁ))Qdi- (6.8)
[vn av/An [
0 0 0
Reseni tlohy (6.1), (6.2), (6.3), je tedy dana fadou (6.7), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (6.8), tj

= ii (so(ﬁ)

n=1

(&) siny/An at> Un (€ (x)

||vn||

1
a\/)\

_ /ei (SD 1 d sinyv/\, at JrqZ)(g)sin\/xat) vn(g)vn(:c)dg'
o =

adt ay/) v An Jon?

Pri oznaceni

Gla,6,7) = éz sinavin 7 n(z)u n(6) (6.9)

VAn o

lze FeSeni tlohy (6.1), (6.2), (6.3) zapsat ve tvaru

&~

¢ l
ult, z) = / H(€)G (. €, 1)dE + / B(E)G (€, £)dE.

6.1.2 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou nezavisle proménnych s homo-
gennimi pocateCnimi i okrajovymi podminkami

u(t,2) = a®ug.(t,z) + f(t, x) (t,z) € (0,00) x (0,4), (6.10)
w(0,2) = 0, u(0,2) = 0, x € (0,0), (6.11)
aou(t,0) + Bour(t,0) = 0 = aqu(t,l) + Sru(t,0), t € (0,00), (6.12)

kde f je po ¢astech spojita funkce.
Necht A1, Mg, ... jsou vlastni ¢isla a v1 = vi(x), va = va(x), ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy
ulohy (6.5), (6.6). Funkci f(t,-) vyjadfime jako Fourierovu fadu vzhledem k systému funkci vy, vg, ...:

,T) = F,(t)v,(x), kde F,(
) = 3 Fultnl@ ”n”/f

Analogicky jako v metodé variace konstant pro obyéejné linedrni rovnice (viz napt. Réb M.: Metody TeSeni
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, MU 1998, str. 67) budeme Feseni tlohy (6.10), (6.11), (6.12) hledat ve tvaru

oo

n=1

Tato funkce spliiuje okrajovou podminku (6.12). Déle

up(t,z) = Z Cl (t)vn(z), Uz (t, ) Z — Z Cn(t)Apvn (),

nebot v,, spliiuje (6.5). Aby byly splnény také (6.10) a (6.11), musi platit

3
Il
-
3
Il
-
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> Ca(Ova(x) =0, > CL(O)wa(z) = 0.

n=1

To znamend, ze funkce C,, = C),(t) jsou FeSenim Cauchyovy tlohy pro obycejnou diferencidlni rovnici
Cl () + a*\,Cr(t) = Fu(t),

C(0) = C.(0) = 0.

Tuto tlohu lze vyresit napf. metodou variace konstant. Jeji feseni je

Cn(t) = ﬁ/Fn(U) sinay/\, (t — 0)do

po dosazeni za F),
1
a/An ”Un”2

Reseni tilohy (6.10), (6.11), (6.12) tedy je

Z Ve o (

coz lze pifi oznaceni (6.9) zapsat ve tvaru

Colt) = £(0,8)vn(€) sinay/\,, (t — 0)dédo .

o — .
o

—

0 0

¢
flo, v, (€ s1na\/_ tadfda) v (),

t L

x) = // G(z,&,t —o)dédo .

6.1.3 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

utt(t; CC) = a2ua:x(tv l‘) + f(ta Z) ) (tv l‘) € (07 OO) X (07 E) ) (613)
U(O,CL') - cp(:c), ut(oaz) - 1/1(93)7 HS (0,6), (614)
aou(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t, ) + frug(t,0), t € (0,00), (6.15)

Reseni je tvaru u(t, r) = v(t, z) +w(t, z) kde v(t, ) je feSenim tlohy (6.1), (6.2), (6.3) a w(t, ) je fesenim tlohy
(6.10), (6.11), (6.12).

6.1.4 Obecna uloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou proménnych

u(t, ) = a®uze(t,x) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,¢), (6.16)
w(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), z € (0,0), (6.17)
aou(t, 0) + 60uz(ta O) = ,U'O(t) ) alu(ta 6) + 61Uz(ta 6) = (t) ) te (07 OO) ) (618)

Reseni je tvaru u(t,z) = v(t,z) + U(t, ), kde funkce U = U(t,z) spliiuje okrajové podminky (6.18) a funkce
v =o(t,z) je feSenim tlohy (4.44), (4.45), (4.46). Za funkci U = U (¢, z) staéi vzit

Pr1i této volbé je U,, = 0.
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6.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru au; (tlumené kmity konecné

struny)
ug(t, ) = a®upe(t,z) — qu(t, x), (t,z) € (0,00) x (0,0), (6.20)
w(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), z € (0,0), (6.21)
aou(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t, ) + frug(t,0), t € (0,00), (6.22)

Zavedeme novou neznamou funkci w = w(t, ) vztahem
u(t,z) = e @/ Dly(t, z)
(sr. 4.3.6). Pak je
w(tw) = e (wylt,2) - Su(t,a)) |
2
w(t, ) = e (/2 (wtt(t,:c) —aw(t,z) + %w(t,x)) Jge(t,x) = e Dby, (1)
Dosadime do rovnice (6.20), do podminky (6.22) a upravime:
o2
wi(t,x) = wea(t,z) + Zw(t, x), (6.23)
an(ta O) + 501111(157 0) =0 = alw(tv E) + 61wx(tv E) , te (Oa OO) ) (624)

Reseni okrajové tlohy (6.23), (6.24) budeme opét hledat ve tvaru w(t, ) = T'(t) X (x). Po dosazeni do rovnice
(6.23) a tpravé dostaneme

T'(t) — %T(ﬁ) X"(z)

a?T(t) O X(x)

Prava strana posledni rovnice zavisi pouze na z, leva strana zavisi pouze na t a to znamena, ze vyrazy na obou
stranach jsou konstantni. Opét je polozime rovny —A\. Funkce X je opét feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy
(6.5), (6.6) a funkce T je TeSenim rovnice

2

T"(t) + <)\a2 - %) T(t) = 0.

Ptedpokladejme, ze o < 4a?),, (tlumeni je malé). Pak feseni posledni rovnice pro A = ), je

Nzywr: g VDnaT—a?
T,(t) = A, cos %t—i—&wm%t.

Resen{ tdlohy (6.23), (6.24) tedy je

t + B, sin

> / 2 _ 42 / 2 _ 42
w(t,z) = AnCOSM Vadna® —a?, ()
et 2 2

kde A1, A2, ... jsou vlastni éisla a vy, wva, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (6.5), (6.6).
Resen{ rovnice (6.20) s okrajovou podminkou (6.22) je

> /4 2 _ o2
u(t,z) = e (/21 Z (An cos %t +B Un (). (6.25)
n=1

n

4 ,a% — a2 t>

Plati
u(0,x) = ZAn’Un(:L').
n=1
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takze ke splnéni prvni z podminek (6.21) staci, aby

¢
1
A = 5 [ e@ule)ie. (6.26)
lvn
Dale
o0
V= a? Doa? — o
w(t,x) = —ae=(@/Dt 3 ( na2 B, sin %t) vn () +
n=1
o0
—(a VAN a2 —a? | VA \a? —a? VAN a2 — a2 AN,a? — a2
(a/2)t nz::l ( A, ~ sin ~ 5 t+ B, ~ 5 cos i 5 t) v, (x),
takze -
4N 0% —a?
w(0,2) = 3 (anf - 5An> on(2).
n=1
Aby byla splnéna druhd z podminek (6.21) staci, aby
¢
Val,a? —a? « 1
B, P S, = s [wlou©s.
joul” J
neboli ,
2
(6.27)

Br = / (46 + S 0(2)) valec.

Reseni tdlohy (6.20), (6.21), (6.22) je tedy dano fadou (6.25), kde A1, Az, ... jsou vlastni ¢isla a vy, va, ...
jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (6.5), (6.6) a koeficienty A,,, By, jsou dany formulemi (6.26) a

(6.27).

6.2 Parabolické rovnice
6.2.1 Parabolicka rovnice ve dvou proménnych (vedeni tepla v tenké tyci)
Budeme fesit parabolickou rovnici homogenni

u(t,r) = a*ug.(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,4),

nebo nehomogenni
ur(t,r) = a*uae(t,z) + f(t,x),  (t,2) € (0,00) x (0,0),

s pocatecni podminkou nehomogenni

nebo homogenni

w©,2) =0, x€(0,0),

a okrajovymi podminkami homogennimi
aou(ta O) + ﬂoum(tv 0) =0 = alu(ta 6) + 61um(tv E) ) te (07 OO) )
nebo nehomogennimi

apu(t,0) + Boug (t,0) = po(t), aru(t,l) + Prug(t,l) = pi(t), t € (0,00).

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Pritom predpokladame, ze a > 0, funkce ¢ a f jsou po ¢astech spojité a funkce pg, w1 jsou diferencovatelné.
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Nejdiive budeme fesit tlohu (6.28), (6.30), (6.32). Reseni budeme opét piedpokladat ve tvaru
u(t,z) =T )X ().
Dosazenim do (6.28) a (6.32) ukdzeme, ze funkce X = X (z) je feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (6.5), (6.6)

a funkce T = T'(t) splituje rovnici
T'(t) + a®>\T(t) = 0,

tedy
T(t) = Ce *M,
Jsou-li A1, Az, ... vlastni hodnoty a vy, wva, ... vlastni funkce tlohy (6.5), (6.6), pak feSeni rovnice (6.28)
splitujici podminku (6.32) je
u(t,z) = ZCne_az”\"tvn(ac). (6.34)
n=1

Aby byla splnéna podminka (6.30), musi platit

o0
chvn(x) = (P(x)v
n=1
COZ znamena, ze
‘ ‘
1

Co = oz [olOu©ae. e ol = [(un(e)2ae. (6.35)

ol /

Reseni tlohy (6.28), (6.30), (6.32) je tedy dano fadou (6.34), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (6.35), tedy

o l
atr) = 3 —5 / (Eon(E)de | et ().

Pri oznaceni

8

G, 6t) = 3 — v (@)un(€)e M (6.36)

=t lonl

Ize Teseni zapsat ve tvaru
‘
ut.a) = [ @lOG(nE .
0

Analogicky jako pfi metodé variace konstant u obycejnych diferencialnich linearnich nehomogennich rovnic
budeme Feseni tlohy (6.29), (6.31), (6.32) hledat ve tvaru

=2.C
n=1
kde vy, vg, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (6.5), (6.6). Pak je

= ) Chton(@),  um(t,z) = > Cult = =) MCu(t)vn(x),

=1

3

nebot funkce v, je feSenim rovnice (6.5) s A = A,,. Funkci f(¢, -) vyjddiime jako soucet Fourierovy fady vzhledem
k ortogonalnimu systému funkci vy, vo, ...:

F6) = SR, e F() = / 71, €)un(€)de,
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Dosazenim do rovnice (6.29) a podminky (6.31) dostaneme

Z t) + a® 2, Cy( Z @), > Cu(0va(x) = 0.

Pfitom A, je vlastni hodnota ulohy (6.5), (6.6), jiz pFislusi vlastni funkce v, n = 1,2,.... Funkce C,, jsou tedy
feSenim Cauchyovy ulohy pro obyc¢ejnou linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu

ClH(t) + a* O (t) = Fu(t), Cn(0) = 0.

Reseni této tlohy je
t

Cn(t) = e_az)‘”t/Fn(a)eaz”\""da7
0
po dosazeni za F,, dostaneme

t 0
_ 1 *GZAn(t*U)d d
Cnt) = 5o 0/ 0/ F(0.)a(E)e cdo.

Reseni tlohy (6.29), (6.31), (6.32) je tedy

t L
)= %//f(Uaf)vn(f)e_a2)‘”(t_‘7)d§da on ().
0 0

=t \ ol

Pfi oznaceni (6.36) lze feSeni zapsat ve tvaru

t /
= /O/f G(z,&,t — o)dédo .

Reseni tlohy (6.29), (6.30), (6.32) je tvaru
u(t,z) = v(t,x) +wt, x),

kde v = v(t, ) je feSenim tlohy (6.28), (6.30), (6.32) a w = w(t, x) je feSenim tlohy (6.29), (6.31), (6.32). ReSeni
tlohy (6.29), (6.30), (6.32) je tedy

¢ t ¢
u(t,z) = /ap(«f) x{tdf—i—//f G(z,&,t —o)dédo .
0 00

Reseni tlohy (6.29), (6.30), (6.33) je tvaru
u(t,x) = v(t,z) +U(t,x),
kde funkce U = U(t, x) spliluje okrajové podminky (6.33) a v = v(t, z) je FeSenim rovnice
up(t, ) = a*uge(t,x) + f(t, ) — (Us(t, ) — a*Upp(t, x)), (t,z) € (0,00) x (0,¢)
s pocatecni podminkou
U(O, 1') = (p(l‘) - U(Oa 1') ) T e (0,6)
a homogennimi okrajovymi podminkami (6.32). Za funkci U = U(t, z) opét staci vzit (6.19).
Interpretace funkce G: Uvazujme tlohu
ue(t, r) = a*ugs(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,0),
u(t,0) =wu(t,f) = 0, t € (0,00).



(Vedeni tepla v homogenni ty¢i, kterd byla zahfata na teplotu ¢(x) a jejiz konce udrzujeme na nulové teploté.)
Mnozstvi tepla, kterym se teplota télesa o hmotnosti m zméni o Au, je

Q = cmAu,

kde ¢ je specifické teplo. M&-li téleso na pocatku déje nulovou teplotu a je zahfato na teplotu u, pak Au = u.
Je-li tedy ty¢ v bodé vzdaleném & od jejiho zac¢dtku zahfata z nulové teploty na teplotu ¢(§), je mnozstvi tepla
dodaného ¢asti tyce o malé délce A& ve vzdalenosti £ od jejiho zacdtku rovno

AQ = c(pAg) ¢(8),

kde p je linedrni hustota tyce. Limitnim pfechodem A& — 0 dostaneme d@ = cpp(§)dE, takze celkové mnozstvi
tepla dodaného tyci je

4
Q = cp | p(§)dE.
/

Piedstavme si nyni, Ze ty¢ méla nulovou teplotu a v ¢ase t = 0 vznikl v bodé £* € (0, ¢) bodovy teplotni impuls,
ktery ,zahral bod £*“ na teplotu wug, zbytek tyce ponechal na teploté 0, tj.

p(x) = uod(x — £7)

(6 je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla

Y/ ¢
chp/so d§—CPU0/5 )€ = cpug.
0 0

Pak
¢
Q
u(t,z) = [ p(§)G(x,&,t)dE = up | d(x — £)G(x, &, t)dE = uoG(x,£*,t) = =Gz, €7, 1).
0/ / cp

Odtud plyne, ze G(z,¢,t) vyjadiuje teplotni u¢inek okamzitého bodového zdroje tepla mohutnosti Q = ¢p
umisténého v bodé ¢ intervalu [0, ¢].

6.3 Eliptické rovnice

6.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s okrajovymi podminkami na ob-
délniku

Budeme fesit rovnici

Au(x, y) = 0; (l‘, y) € (Oa a) X (07 b) (637)
s nékterymi z okrajovych podminek
Oon;(O, y) + 50“3:(07 y) =0 = alu’(aa y) + 51u$(a7 y) ) Yy e (05 b) ; (6 38)
aou(oa y) + ﬂoua:(oa y) = NO(y) ) alu(aa y) + ﬂlua:(aa y) = ,ufl(y) ) Yy e (Oa b) ; (6 39)
You(z,0) + douy(z,0) = 0 = ~nu(z,b) + druy(x,b), x € (0,a), (6.40)
70“(1.70) +(50Uy(1',0) = VO(x)v Vlu(va) +51uy(zab) = 1/1(1'), VS (O,CL). (6 41

Reseni tlohy (6.37), (6.38), (6.41) budeme hledat ve tvaru souinu vyrazi, z nichz jeden zavisi pouze na x
a druhy pouze na y, tedy
u(z,y) = X(@)Y (y)-

Pak je uzy = X"Y, uyy = XY". Po dosazeni do rovnice (6.37) a tpravé dostaneme

X"(x) Y"(y)

X(@) Y
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Vyraz na levé strané nezavisi na y, vyraz na pravé strané nezavisi na x a to znamena, ze oba vyrazy jsou roviny

néjaké konstanté, feknéme —\:
X"(z) Y (y)

X(@) Y

Opét vidime, ze funkce X = X () je feSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (6.5), (6.6). Funkce Y = Y (y) je
FeSenim rovnice

= -\

Y'(y) =AY (y) = 0.

Jsou-li A1, Az, ... vlastni hodnoty a vy, va, ... odpovidajici vlastni funkce tlohy (6.5), (6.6), pficemz Ay > 0,
je Teseni posledni rovnice s A = A, tvaru

Y(y) = AnemerBne_‘/Ey,

a tedy TeSeni rovnice (6.37) s podminkou (6.38) je tvaru
(o)
u(w,y) = > (Anemy + Bne‘my) Un (). (6.42)
n=1

Aby byla splnéna podminka (6.41), musi platit

@) = 3 (0l + Ba) +60v/%n (Ao~ By)) o).
n=1
_ 5 VAL | g eVAnh S (4 e/5nb_ g e~/
vi(x) ; (71 (Ane + B,e ) + 51V (Ane B,e )) vp (),

coz znamena, ze koeficienty A,,, B, jsou feSenim soustavy rovnic

1 a
('70 + 50\/ An )An + ('YO - 60\/ An )Bn = W /VO(U)Unndnv
LI
(6.43)
. 1
(71 + 017/ A )V P Ay + (1 — 017/ An Je VB, = T /V1 (n)vn (n)dn .
LI

Reseni tlohy (6.37), (6.38), (6.41) je dano fadou (6.42), kde A1, Az, ... vlastni hodnoty a vy, va, ... odpovi-
dajici vlastni funkce tlohy (6.5), (6.6), pficemz A; > 0. Koeficienty A,,, B,, fady (6.42) jsou feSenim soustavy
algebraickych rovnic (6.43), pokud je tato soustava jednoznacné feSitelna.

Reseni tlohy (6.37), (6.39), (6.40) lze najit analogicky. Reseni tlohy (6.37), (6.39), (6.41) je tvaru

w(z,y) = v(z,y) +w(z,y),
kde v = v(x,y) je Teseni tlohy (6.37), (6.38), (6.41) a w = w(x,y) je Feseni tlohy (6.37), (6.39), (6.40).
6.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s Dirichletovymi okrajovymi pod-
minkami na kruhu
Au(z,y) = 0, 22 +y? < R?, (6.44)
u(,y) = glzy), 2 +y* =R (6.45)

Predpokladame, ze R > 0 a funkce g je spojita.
Provedeme transformaci do polarnich soutradnic

T = Trcosy, y = rsing.
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Rovnice (6.44) se transformuje na tvar

tre(r, @) + wun (1 6) + ytgp(r, @) = 0. (6.46)
Oznacéme f(p) = g(Rcosp, Rsin ). Z podminky (6.45) dostaneme
uw(R, ) = f(p), ¢el0,2a]. (6.47)
Funkce v = u(r, v) musi byt 27-periodicka, tedy
u(r,p) = ulr,p+2m), re(0,R], peR. (6.48)
Hodnota funkce u = u(r, ¢) nemiize pro r = 0 zéviset na thlu ¢ a samoziejmé musi byt kone¢nd, tedy
u(0,¢) = const € R, peR. (6.49)
Reseni rovnice (6.46) budeme hledat ve tvaru sou¢inu funkei, z nich# jedna zavisi pouze na r a druh4 pouze na

v, tedy

Po dosazeni do rovnice (6.46) dostaneme

X"(r)®(p) + - X' (1) B(g) + 5 X (N () = 0,

po vynasobeni vyrazem a jednoduché uprave

X(r)2(p)
2 X)) X))  27(y)

X)X T e

Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné r, vyraz na pravé strané pouze na promeénné ¢ a to znamena,
Z%e oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté, feknéme \. Funkce ® = ®(y) je tedy FeSenim rovnice

() + AB(p) = 0 (6.50)
a funkce X = X (r) je feSenim rovnice
P2X"(r) +rX'(r) = AX(r) = 0. (6.51)
Z podminky (6.48) dostaneme
(p) = P(p+2m), (6.52)

tedy funkce ® je 2m-periodickd. Kdyby A < 0, pak by feSeni rovnice (6.50) bylo ®(p) = aeV ? 4 be=VA e
v tomto pfipadé by funkce ® nemohla byt nenulové periodickd. Pokud A = 0, pak ®(¢) = bop + ag; aby tato
funkce byla nenulové periodicka, musi byt by = 0, ag # 0. Je-1i A > 0 a FeSeni rovnice (6.50) je

B(p) = acosVAp+bsinVAp.

Aby tato funkce byla 2m-periodickd, musi byt

D(p + 27) acosVApcos 2/ A — asinV/ A gsin 20V A + bsinVA ¢ cos 2mV/A + beosvV A psin 2m/A =
= cosVAp(acos2mV X + bsin 2mVA ) + sinV A (b cos 2V A — asin2mV/A) =
o(p),
neboli

a = acos2m/A —l—bsin277\/x7 b = bcos2mV/A — asin2mV/A .

Vyfesime-li posledni soustavu rovnic pro neznamé cos 21V a sin 2mv/\, dostaneme cos 2mv/ A = 1, sin 2mv/\ = 0,
coZ znamend, ze 2m/A = 2nw, n € Z. Odtud plyne, Ze netrividlni feseni mé tloha (6.50) (6.52) pouze pro
hodnoty A = \,, = n?, n € NU{0}. Toto fefeni je

®,(p) = ancosng+bysinng, n=01,2,....
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Nyni budeme fesit rovnici (6.51) s A = n?:
P2 X" (r)+rX'(r) —n?X(r) = 0.
Jedn4 se o Eulerovu rovnici. Resime ji substituci s = Inr, tedy

d d ds 1d d? d /1d 1d 1 d?
x-Sx®¥_195% X ldyy__1dy 144
’ <rds ) Pd Teaet

dr” T dsTdr rds

dr? :dr

po dosazeni
d? d d
—X - —X+—X-n’X =0
ds? ds + ds "

a po upraveé

—X —-n?X = 0.
ds?
Reseni této rovnice je
co + dos, pron =20 co+dolnr, pron =20
X(s) = , tj. X(r) = )
cne™ +dpe”™, pron >0 cpr™ +d,r~™, pron >0

Aby byla splnéna podminka (6.49), musi byt d, =0 pron =0,1,2,.... Je tedy
Xn(r) = ¢cpr™, m=0,1,2,....

Reseni tilohy (6.46), (6.48), (6.49) je tedy linearni kombinaci souc¢inti funkei ®,, = ®,,(¢) a X, = X,,(r), tj.

[ee]
u(r, ) = aoco + Z enr™ (an cosng + by, sinng) |

n=1
pri oznaceni Ay = 2agby, A, = ancn, B, = byc, dostaneme

A o0
u(r,p) = ?0 + Z r" (A, cosnp + By, sinngp)
n=1

Dosadime do podminky (6.47):

A oo
u(R,p) = 704-21%" (A, cosnp + By sinng) = f(p)
n=1
takze
27 o
1 1 '
A, = WRn/f(a)cosnada, n=20,1,2,..., B, = 7TRn/f(a)smnada, n=0,1,2,....
0 0
Celkem je
2 s
( )_lf()l+z(1>"( +sinnosinng) | do =
ulrp) = — o) |5 g/ (cosnocosny +sinnosinng o =
0 n=1
2

1 n
f(o) <§ + Z (%) cosn(o — ga)) do.
n=1
Vyraz cosn(o — @) je redlnou ¢asti komplexniho &fsla e™(7=%) | tedy

i (%)n cosn(oc — p)

n=1

3]

0
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je realnou ¢asti vyrazu

i(ﬁ)"ein(g—w) _ i relle—#)\ " _ rel(@=#) 1 _ rei(@—®) _
R R R 1 rei(O'*(P) R — ’]"ei(o'ftp)

n=1 n=1

r(cos(o — ) +isin(o — ¢))

R —rcos(o — ¢) —irsin(c — ¢)

r(cos(o — @) +isin(o — ¢))(R — rcos(c — ) +irsin(c — ¢)) .
(R —rcos(o — ¢))2 + r2sin(o — )

Odtud dostavame

I & /7\" 1 Rrcos(o — @) — r2 cos?(o — @) — r2 sin’(o —
5—1—2(—) cosn(oc —¢) = §+R2 oR ( ?) 3 ( 5 ¥) 5 ( 5 ?) =
_ —2Rrcos(o — @) + r2cos?(oc — ) + r?sin“(oc — ¢)

1 Rrcos(o — ¢) —r?

2 R?—2Rrcos(oc — ) +1r?

R? — 2Rrcos(o — ) + 1% + 2Rr cos(o — ) — 2r?

2(R? — 2Rrcos(o — ¢) +12)

R2 _ 7"2
2(R? — 2Rrcos(oc — ) +12)

Resen{ tlohy (6.46), (6.47), (6.48), (6.49) je tedy

2

u(r,p) = % /f(U)R2 — 2R7f%c20s_(c:2 ) +r2d0’, pror < R, u(r,o) = f(p), pror =R.
0
Vyraz ,
H 2 _ .2
% O/f(U) R? — QR:%COS(UT —p)+r? do
se nazyva Poissonuv integrdl, vyraz
K(r,o,R,0) = ikl

R? — 2Rrcos(o — @) + 1?2

se nazyva Poissonovo jadro.
Vratime se k puvodnim proménnym, tj. provedeme zpétnou transformaci

/5 | o xz .
PV, e = 22 +y2 Sm@:,/;c'zeryz"

Pak je

R? —2Rrcos(oc — @) + 1% = R*—2Rr(coso cosp +sinosinp) +r? =
= 22 +y*> —2R(zcoso + ysino) + R%*(cos’ o +sin’0) = (v — Rcoso)? + (y — Rsino)?.

Resen{ tlohy (6.44), (6.45) je tedy

2m
R2 — g2 — 2 ' R
27R /g(Rcos o Rsino) (x — Rcoso)? + (y — RsinJ)QdU'

U(.ﬁ,y) =
0
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Oznaéime-li x = (z,y), S(Ig 0) kruznici se stfedem v pocatku a polomérem R, S bod na této kruznici, 1ze feseni
zapsat pomoci kifivkového integralu

R2 — |x|? / ds
ux) = ——— S)— . 6.53
56,0

Tato formule se nazyva Poissoniv vzorec.

6.3.3 Poissonova rovnice ve dvou proménnych s homogennimi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami na kruhu

Au(z,y) = G(z,y), 22 4+ 1% < R?, (6.54)
u(z,y) = 0, 2?2 +y? =R?. (6.55)
Predpokladame, ze R > 0 a funkce G je spojita. Rovnici transformujeme do polarnich soufadnic
T = rcosy, y = rsing.
Pii oznaceni F(r,¢) = G(r cos ¢, rsin ¢) se rovnice (6.54) transformuje na tvar

1 1
U (1, 0) + ;ur(r, @)+ T_gutptp = F(r,p). (6.56)

Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musi funkce u = u(r, ¢) splilovat podminky

u(R,p) = 0,  ¢e0,2q], (6.57)
u(r,p) = wu(r,e+2m), re(0,R], peR, (6.58)
u(0,) = const € R, p eR. (6.59)

Ponévadz podle (6.58) je funkce u(r,-) 2m-periodickd pro kazdé r € (0, R], lze ji hledat ve tvaru

u(r,p) = a02(7") + Z (an(r) cos ng + by, (1) sinng) .

=

n=

Prav4 strana rovnice (6.56) bude

a(r) | aé’(:) + i ((aiﬁ(r) 4+ ) M) cos ny + (bii(r) LGNS n%"(r)) sinmp) :

2 2 r r2 r r2

Funkce F(r,-) je také 2m-periodickd, proto ji mizeme také vyjadiit ve tvaru Fourierovy fady

F(r,o) = coér) + Z (en(r) cosny + dy (r) sinny) .
n=1
kde
1 27 1 27
en(r) = —/F(r,a)cosnada, n=0,1,2,..., dn(r) = —/F(r,a)sinnada, n=20,1,2,....
T T
0 0

Porovnanim koeficientt vidime, Ze funkce a,, = a,,(r) a b, = b, (r) jsou feSenim Eulerovych obyéejnych diferen-
cialnich rovnic

2m
2
r2all(r) + ral, (r) —nla,(r) = % F(r,a)cosnada, n=0,1,2,...,
0
9 2m
20! (r) + 7bl, (r) — n?b,(r) = % /F(?“7 a)sinnada, n=1,2,...
0
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s okrajovymi podminkami

an(R) = 0, an(r) je omezend pro r — 0+,

bp(R) = 0, by(r) je omezend pror — 0+ .

Vysetiime specidlni pfipad, kdy prava strana rovnice (6.54) je konstantni, G = c. Pak také F' = ¢ a tedy

2 27 27
/cda = 27c, /ccosnada = /csinnada =0 pron=1,2....
0 0 0

Funkce ag = ag(r) je FeSenim rovnice
r?af(r) +rap(r) = 2cr?,
tedy ag(r) = gr2 + Alnr + B. Ponévadz ag(r) je omezend pro r — 0+, musi byt A = 0; ponévadz ag(R) = 0,

musi byt B = 7532. Celkem
C

ap(r) = 5(7“2 — R%).
Funkce a,, = a,(r) pron =1,2,... jsou FeSenim rovnice
r2all(r) + ral,(r) — nla,(r) = 0,

tedy an(r) = Ar™ 4+ Br—". Ponévadz ao(r) je omezend pro r — 0+, musi byt B = 0; ponévadz a, (R) = 0, musi
byt A = 0. Analogické uvahy provedeme pro funkce b,, = b,,(r), n =1,2,.... Celkem dostaneme

Dosazenim do fady vyjadiujici funkci v = u(r, ¢) dostaneme

u(re) = 707 - R?)

a navratem k ptivodnim proménnym dostaneme FeSeni tlohy (6.54), (6.55) s G = ¢ ve tvaru

C
uwy) = F+yP - R

6.4 Cviceni

1) Reste tlohu o chvéni struny délky [, je-li

a) struna upevnéna na obou koncich, na poc¢atku je ve vzdélenosti ¢ od jednoho konce vychylena na vzdélenost
h od rovnovazné polohy a nepohybuje se.

b) struna upevnéna na obou koncich a je rozechvéna tiderem plochého tvrdého kladivka o $ifce 24, jehoz
stied se struny dotkne ve vzdalenosti ¢ od jednoho konce a jez se pohybuje rychlosti v.

¢) struna je upevnéna na obou koncich a pisobi na ni konstatntni sila f; na po¢atku je struna v rovnovazné
poloze a nepohybuje se.

d) struna je upevnéna na jednom konci, druhy konec vykonava harmonicky pohyb s amplitudou A a frekvenci

w = ?. (Na poc¢étku je druhy konec vychylen na vzdalenost A a struna je v klidu.)

2) Reste tlohu o chladnuti homogenni ty¢e délky [ ktera byla stejnomérné zahiata na teplotu ug, na jejimz
boc¢nim povrchu nedochézi k vymeéné tepla a

a) jeden jeji konec udrzujeme na teploté 0, druhy je tepelné izolovan.

b) jeden jeji konec udrzujeme na teploté uq, druhy na teploté us.

¢) na koncich nastava vymeéna tepla s prostiedim nulové teploty.

3) Homogenni koule o poloméru R byla zahiata tak, Ze jeji poc¢atecni teplota v libovolném bodé zévisi pouze
na vzdélenosti r tohoto bodu od stiedu koule, tj. u(0,z,y,z) = f (\/:52 + 2+ 22 ) Povrch koule udrzujeme na

nulové teploté. Urcete teplotu koule v libovolném bodé a libovolném case.
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Reste tlohu
4) Upy +Uyy =0,0<2<a,0<y<b
u(0,y) = Ay(b —y), u(a,y) = 0,0 <y < b; u(x,0) = Bsin 8, u(z,b) = 0,0 <z < a

5) Ugs +Uuyy = —2,0<2<a —2<y<?l
u(0,y) = u(a,y) =0, —Q<y<b' u(z,—%) =u(z,2)=0,0<z<a

Vysledky:
la)uy = a*Uyy

Ly, z€0,c)
U(O’x){ch (:c—z) ve ey, “00=0
u(t,0) = (t

u(t,z) = c(l
1b)uy = a2um
w(0,2) = 0, ug(0,2) =4 € [c—d,c4 9]

0, jinak

(oo}
ut,z) = 25 3 L sin(Tc) sin(Z0) sin(Tx) sin( 232 ¢)
n=1

1c)uy = aug, + f
u(0,2) = u(0,2) =0, u(t,0) = u(t, 1) =0

o0
u(t,z) = % Zo m (1 — cos (7”(2?“)75) ) sin (LQTH)JU)
n=
1d)utt = GQU,Q,;Q,;

A
u(0,z) = 7T ut(0,2) =0, w(t,0) =0, u(t,l) = Acoswt

u(t,z) = ? (z cos(4t) — at sin(%t)) + % > D" gin (‘”(’;H)t) sin (Z2x)
2

n3—n
n=

w(0,2) = ug; u(t,0) =0, u,(t,1) =

sin( 2%+

T)

2
"=0 (99 + 1) exp { (W) t}
2b)us = a*uy.

U(O,l‘) = Uo; u(tv 0) = U1, u(tv l) = U2

< (up —ut + (=1)" L (ug — ug)) sin(Zx
u(t,x):%—mz+ul+% Z(O 1+ (=1)"" (uo 2)) sin(7

5T (o)
2¢)ur = a®Uyy

w(0,2) = ug; ug(t,0) = hu(t,0), ux(t,1) = —hu(t,l)
< exp(—a\,t)

u(x, t) = 2ug 2:21 m (sin(\/xl) f\/f\b—n (cos(v/Anl) — 1)) (vVAn cos(v/A, ) + hsin(y/A, 2)),
h

‘/TX -5 = 2 cotg (V')

, stacionarni stav u = 0

, stacionarni stav u(z) = uy + 272z

kde A1, A2 ... jsou kladné kotfeny rovnice
3)u; = a’?Au

w(0,2,y,2) = f <\/x2 + 92 +22) u(t,z,y,z) = 0 pro 2 + y* + 22 = R?
{ (nﬂ'a)2t} sin (mi Vz2+y2+z2> fpf SlIl n_gg)dp

u(t,r,y,2) = m Z exp
2 Sh((2n+1)b7r(a 1)>SIH((2n—;1)7ry>
oA

Bsh (—W(ba y)) sin (T)
sh (%) = (2n+1)3sh (W)
% ch (2t 7y) sin (22t 7o)

5) u(z,y) = xla —x) - 8’1%2 ngo (2n+1)3ch (2”+17rb)

4) u(z,y) =
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Kapitola 7

Metody reseni eliptické rovnice

7.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bud © C R? oblast s dostatecné hladkou hranici 9Q, v = (v1,1a) = (v1(2,y), va(z, y)) jednotkovy vektor vnéjsi
normaly k 09, f : 0 — R diferencovatelna funkce. Integraci podle jedné proménné ovéfime, ze plati

Q/gf dedy = /fl/1 ds, Q/gf dedy = /fl/g ds.

Polozime-li f = uw, kde u, v jsou diferencovatelné funkce na §, dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojnych integrali:

/“@ dedy = /UUV1 dS—/U@dxd?ﬁ /u@dxdy = /uvugdS—/v@ dzdy .
Odtud plyne
2
/ dacdy = /U—V1d5 /@@d /u@dmdy = /u—ugdS /@@d dy
0 P

Sec¢tenim téchto rovnic dostaneme
ov ov Ooudv  Ouodv
Avdzdy = — — ds — dzd
/“ vdrdy /“<ax”1+ay”2> ° /<8w8w+ayay> v
Q o0 Q

v ov v
Vyraz —uv1 + —u» je derivace funkce v ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normély. Oznac¢ime ho Em a
v

ox oy

dostaneme proni Greenuv vzorec

v Oudv  Judv
/uAvdxdy = /u5d5/<%%+ 6y6y)d dy .
Q

Q [219)

ou Ooudv  Oudv
/vAudxdy = /’u%dS/<%%+ 6y6y>d dy .
Q

Q [219]

Analogicky odvodime

Odectenim prvnich Greenovych vzorci dostaneme druhy Greentv vzorec

ov ou
/(uAv —vAu)dzdy = / (uay 81/) ds.
Q aQ

Analogické vzorce plati i pro funkce vice proménnych: Necht 2 C R™ je oblast s dostateéné hladkou hranici 9,
u, v diferencovatelné funkce na Q a v = (v1, v, ..., 1,) jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9. Pak plati
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e Integrace per partes

/uaUdV:/quidS—/vaudV, 1=1,2,....n
Q

[219) Q

e Prvni Greenuv vzorec

/uAvdV /u—dS /Zj;‘;;’ :/ ?ds /Vu-VvdV.

Q Q o Q

ov ou
/(uAv —vAu)dV = / (ua - 05) ds.

Q [219]

e Druhy Greentv vzorec

7.2 Jednoznacnost feSeni Dirichletovy a Neumannovy ulohy pro Po-
issonovu rovnici

Bud Q C R"™ oblast s dostatecné hladkou hranici 9. Uvazujme Poissonovu rovnici

Au(x) = f(x), x € (7.1)
s Dirichletovou

u(x) = go(x), x € 00 (7.2)
nebo Neumannovou 5

09 . xeon (73)

okrajovou podminkou. Necht funkce u1, us soucasné spliuji rovnici (7.1) s nékterou z podminek (7.2) nebo
(7.3). Polozme u = uy — us. Pro x € Q plati

Au(x) = Aui(x) — Aua(x) = f(x) — f(x) =0,
tedy funkce u splituje na € Laplaceovu rovnici. Pro x € 02 plati

() = () ~ u3(x) = go(x) — go(x) = 0, mebo Zu) _ Ol D) _ ) g, ) g,

ou(x)

ov

zejména tedy u(x) = 0 na 9. S vyuzitim prvniho Greenova vzorce dostaneme

0:/ g“ds /uAudV—i—/Vu VudV—O+/|Vu| av.

0 Q
Odtud plyne, ze Vu(x) = 0 pro x € Q a tedy, Ze u(x) = const. To dale znamen4, Ze uq(x) — uz(x) = const pro
x € Q, nebot feseni kazdé z tloh (7.1), (7.2) a (7.1), (7.3) je spojité na Q. V piipadé Dirichletovy podminky je
const = 0, nebot uq(x) — uz(x) =0 pro x € Q.
Plati tedy: VSechna feseni tlohy (7.1), (7.2) jsou shodnd, tj. tloha (7.1), (7.2) mé nejvySe jedno FeSeni;
v8echna FeSeni tlohy (7.1), (7.3) se lisi o aditivni konstantu.

7.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce

Bud Q C R™ oblast (oteviend souvisld mnozina). Rekneme, ze funkce u definovand na Q je harmonickd, ma-li
spojité parcidlni derivace druhého radu, na 2 splnuje Laplaceovu rovnici

Au = 0

0? 0? 0?
(A = 0302 + — 02 s+t a—x%> a je-li € neohranicena, plati navic
limsup |x|" 2u(x) < .

x€Q,|x|—00

(|x| =v/2? + 2% + -+ + 22 je euklidovska vzdilenost bodu x = (21,22, ...,2,) od poéatku (0,0,...,0).)
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7.3.1 Laplaceuv operator v kiivoc¢arém sourfadném systému

Soufadnice x1, 22, ..., x, transformujeme na soufadnice g1, g2, . . . , g, Pak je
Ti = '(QI7QQa---aqn)7 qi = Qi(ml,IQ,...,x.,L)’
du o Z ou aqj
dwi * 9q, ox;’
n n
Pu Za<@aqj> 5 ]Z Pu_ou | oudte) _
Ox; o Ox; \ 0q; Ox; = i &= 94;0qy, O aqj a2
n n n
0*u  dq; O a
_ Z 04j 0qk i Z 2
o aq] 0qy. Ox; axl = 72

prot=1,2,...,n. Tedy

n n
9%u  0Og; 8qk ou 0%q;
A - J qu Y
G102, rqn U ”zkjl aqjan ox; axZ '2::1 aq]. ax?

Specialni pripady:
e Polarni souradnice v roviné

E(1 —sgnz) + 2kw

T =Tcosp, y=rsiny, r =22 + 92, @zarctgg—i— 5
x

A u = lg T@ +i&
T ror U oor 72 Op?

e Cylindrické soutadnice v trojrozmérném prostoru

T =rcosp, y=rsing, z=z, r=+v/x2 + 92, gafarctger (lfsgnx)+2k7r 2=z
A 10 ou L 1 0%u L 0%u
u = —— [r— Sl i
s ror \ or r2 0p? 022
e Sférické soutfadnice v trojrozmérném prostoru

x =rcospcost, y=rsinpcost, z =rsind,

z

A u — 10 au +#@+;ﬂ cos'ﬂau
red = e \" or r2cos2¥ 0?2 r2cost OV o

7.3.2 Jednoduché harmonické funkce v roviné

z(1 —sgnz) + 2k7w, ¥ = arcsin

r=vx2+ 92+ 22, @zarctgg—i—
r 2

Rovnice
Ugg +Uyy = 0

maé v polarnich souradnicich x = rcosy, y = rsing tvar

1
Upyr + ﬁu(pw + ;UT = 0.

Snadno ovéfime, ze funkce
u(r,p) = r¥cosky a v(r,@) = rsinkp, k=0,1,2,...

jsou fesenim posledni rovnice. Vyjadiime tyto funkce v kartézskych soufadnicich
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u(r, ) ‘ 1 rcosg rsing r2cos2p 7r?sin2p r®cos3p 73 sin 3¢

u(z,y) ‘ 1 x y % — 2 2xy x® —3xy? 32y — o>

Ziskdme polynomy stupné k, které nazyvame jednoduché harmonické funkce stupné k. Necht ) je ohranic¢enéd
oblast, jejiz hranice 02 je jednoduchéd uzaviend kiivka implicitné dand rovnici P(x,y) = 0, kde P je polynom
stupné nejvyse k. Reseni rovnice
s nékterou z okrajovych podminek

U(I’,y) = gl(xay)ﬂ (x,y) € aQa

0
(oY) = ga(ay), (ay) €09,

Ley) = hlas(ey) —u(y), (o) €00,

0
g1 je polynom stupné nejvyse k; g2, g3 jsou polynomy stupné nejvyse k — 1 a — znaci derivaci ve sméru vnéjsi
v
normaly, lze v tomto pripadé hledat ve tvaru linedrni kombinace jednoduchych harmonickych funkci stupné
nejvyse k.
7.3.3 Kruhova a kulova inverse
Kruhové inverse vzhledem ke kruznici 22 + y? = a2, v polarnich soufadnicich 7 = a, je zobrazeni ® : R? — R?

dané predpisem
2 2 2
(2,1) xa ya a (2,1)
l‘, — ) = l‘, )
Y 2?2 +y? 7 2% +y? [0

o (2.5).

Kruhové inverse je prosté a vzajemné jednoznacéné zobrazeni mnoziny {(z,y) € R? : 22 + y? > a?} na mnozinu
{(z,y) € R?: 0 < 22 + y? < a2}, body kruznice jsou pevné (samodruzné) body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢) je harmonickd na mnoziné {(r,¢) : r < a} pravé tehdy, kdyz funkce

v polarnich souradnicich

a2

v=0(r,0) =u (7, so) = u(r, ¢)

je harmonicka na mnoziné {(r’, ) : ' > a}.

D.: r= i—f, % = 7;1722 = *Z—Z, tedy
o A e L )
O (1, 0) = %vw(r’,w)% = % <Z—Zur(7ﬂ <P)> (g) =
= Z—i (2ru,(r, @) + rup (r,9)) = i—fur(r, )+ Z_iurr(r; ©),
Bt 0) = (i) + el 0) + (i) =
= i—fur(n ®) + Z—iurr(rv ®) + Z—iuw(n ©) — Z—iur(ﬁ ¢) =

r r

1
B g <urr(7', SD) + ;UT(’]"7 90) + u‘P‘P(rﬂ SD)) = EAn@ U(T, 90) .
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Tato vlastnost umoznuje prevadét feseni tlohy

Au(z,y) = 0, z*+y* <d?
na feSeni tlohy

Au(z,y) = 0, 2°+79>>d?.

Kruhové inverse jednoduchych harmonickych funkei:

1 1 1
1, —cosyp, —singp, —cos2p, —sin2p, ....
r r r r

Kulovd inverse vzhledem ke sfére x2 + y? + 22 = a?, ve sférickych soufadnicich r = a, je zobrazeni dané

predpisem

(x,y,2) — W(Jc,y, z),

Z’y7z

ve stérickych soutadnicich
a2
(7’, 50719) = <77 2 19> .

Kulové inverse je prosté a vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y,2) € R3 : 2% + y? + 22 > @?} na
mnozinu {(z,y,2) € R®: 0 < 22 + 3% + 22 < a?}, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢, 1) je harmonicka pravé tehdy, kdyz funkce

, a® [a?
v = v, pd) = Fu 7,@,19 = ru(r,¢, )

je harmonicka.

a®> or r?
D.: T = 77 W :_ﬁ Tedy
L0 (p00) o (atoor\ o 0 ( (o)) (0
r/2 Or! or’ @t 9r \r2 9r O’ ) Or'  ator or a2 )
_ﬁ@+@+@—ﬁ2@+2@_
et \or  or T8r2 gt Tar " or2 )
_ PO (p0u) 10 [ ,0u
T oator or ) — d*r2or or )’
1 9%v o1 9w PP 1 9%u o 1 0%u
r2cos29 0p2  atcos?d Jp?  atcos2d 0p?  atrZcos?d) 02’
71 i 00819@ = ﬁ L i cosﬁ@ = iil i cosﬁ@
7’2 cos ) 99 oY T atcost 99 99 )] atr2cost HY o9 )’
odtud
5
AT/7%19 v a4 AT,LP 9 U
O
Transformace
1
v(r', e, 9) = ru(r,p,9), kde r==

se nazyva Kelvinova.
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7.3.4 Fundamentalni harmonické funkce

Hledame symetrické feseni rovnice

Au(x) = 0, xeR"\{0}.

Provedeme transformaci do sférickych souradnic

T1 = TCOSP]...COSPp_3COSPn_2COSPn_1
Tg = T COSP]...COSPp_3COSPn_2SinY,_1
T3 = TCOSP]...COSPy_38N@Y,_ o

Tp—1 = T COSE]sSinys
Ty = Trsineg;.

Ponévadz funkce v ma byt symetricka, t.j. jeji hodnota zavisi pouze na vzdéalenosti argumentu od pocatku, je

)
u:u(r)aa:_ —0,i=1,2,...,n — 1. Tedy

K2

1=1 J=1

(B () ) s (o) ous
B or? \ 0z; ordz? ) Or? &=\ Oz Or & Oz

i=1

" 9%u 0 [ouor &= ou 0p; " 9 (Ouor "0 (Oudr\ or
M= D 57 = Lgm \orom T Xt 0w |~ 2 0m <a_a> - Za(mﬁaxi -

Ponévadz r = /2% + 22 + - + 22, plati

0 X T or\? x?
T i = = tedy ( ) :_;7
Oz; Vit axi 4o+ a2 r Ox; r
Va2 2 2 a?
i+ a5+ -+ — :
o*r P "oValvak4 o +a2 2 gl
ox? 2+ ai 4+ a2 r3
Tedy
z”:(ar)Q B z”:axf r? 1 "L 9% = (1 xf) n r? n—1
)= > =2 - b el ——%)=--3= :
pt ox; —r r P Ox; A\ roor r
Celkem mame
n—1
Au = up + u, = 0

Reseni této rovnice je
Cilnr+Cy, n=2
U(r) - o

rn72

+027 n23

T — 00

1, n=2
Aby lim r"~2u(r) < oo, musi byt C; < 0 v pripadé n = 2. Volime Cy =0 a C; = {1 o 5
, on

Definice: Funkci v(xo, ) definovanou na R™ \ {xo} vztahem

1

ni?
Ixo — x|

1 n=2

v(xp,x) =



nazyvame fundamentdlni (elementdrni) harmonickou funkci se singularitou v bodé xg.
Specialni pripady:
’U(Zo,yo,l',y) = In L )
V(o — )2 + (yo — )
1

V(@o = 2)2+ (yo — y)? + (20 — 2)2

U($0ay0720a$ay72) =

7 uvahy provedené pred definici plyne, ze fundamentalni harmonickéd funkce se singularitou v bodé xq je
harmonickou funkei na oblasti R” \ {xq}. Déle je zfejmé, ze

v(x0,X) = v(x,Xg)
a pro kazdé x = (x1, 22, ...,2n) # X0 = (To1, To2, - - -, Ton) plati
Al‘hl‘m...,xnv(x()ax) = Awoml‘omm,l‘t)nv(x()ax)' (7'4)

7.3.5 Integralni representace dvakrat diferencovatelné funkce

Bud Q C R” ohrani¢ena oblast s dostatené hladkou hranici 99, u funkce definovana na €, kterda ma na Q
spojité parcidlni derivace druhého rfadu. Pak pro kazdé x € () plati

1 du o)) gg L
u(x) = o / (v(x, )61/ v, )dS o /v(x, )JAudV
o) Q

0
kde v(x,-) je fundamentélni harmonické funkce se singularitou v x, Em je derivace ve sméru jednotkového
v
0

vektoru vnéjsi normély v = (v1,va,...,v,), tj. — =V - v a

ov

2, n=2
Cp = )
(n—2)on, n>3

k1 k ok

kde o, je (n — 1)-rozmérna mira jednotkové sféry v R", oop41 = W, o2k = r o (

Zejména c3 = 47.)

Nevlastni integral na pravé strané rovnosti definujeme vztahem

/v(x,-)AudV = li%lJr v(x, ) AudV,
Q Q\K:

kde K3 je koule se stiedem x a polomérem e¢.

D.: Dikaz provedeme pro n > 3, x = (z1,22,...,2Tn)-
Ozna¢me K¢, resp. S2 kouli, resp. sféru se stfedem x a polomérem a. Budte x € Q a ¢ > 0 takové, ze
K C Q. Podle druhého Greenova vzorce plati

/ (wAv(x, ) — v(x, Y Au) dV =

QK
[ (520 2 as - [ (o225 28 s,

o0 Se

Ponévadz funkce v(x, ) je na Q\ K harmonickd, je

- / o(x, ) AudV = /@%’;")u(x,-)%) ds+/<u(x,-)%ua”g:'))ds.

Q\K: oQ Se

x x
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1
Normalovy vektor k S5 v bodé y ma slozky v; = —(y; — x;), i =1,2,...,n. Proy € 5% je
€

ov(x,y) n—2

oz, = on (xi — i),

takze proy € S5, je

du(x,y) = n—2g s n—2
oy = emr 2.\ mv)T = — e
i=1

Déle podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje £ € S5, ze

0 I 0 )’ —2 —2 n-
/u vg; ) ds — u(g)/mds - 7u(g)/zn__1ds = *“(5)7;—_1%5 1

ov
Sg Sz 5%
= _(n - 2)UTLU’(§) )
takze
) ov(x,-)
ehgcl) U dS = —(n—2)o,u(x).
S5
oo Ou .y - : . . . |Ou
Ponévadz 5 je spojita na S%, existuje podle 1. Weierstrassovy vety K € R takové, ze 5 < K pro
v v

kazdy bod na S5. Tedy

14

ou 1 K 4
/U(X7~)8 ds S K/sty = mO}L&n = KO’n€,
S5

S
takze
ou
li V& as =
lim v(x, )81/ ds =0
Sz
U
Disledky:

1. Je-li funkce u navic harmonicka na €2, plati pro kazdé x €
1 ou ov(x,-)
= — V= — ds. .
u(x) . / <v(x, )8V U > S (7.5)
a0

2. Pro kazdou nekoneénékrat diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. 3.1.1) plati

/ PO, IV = —erp(x),
RW,

neboli
Ayu(x,y) = —cd(y —x), (7.6)

kde § je Diracova distribuce.

D.: Ayu(x,y) je distribuce, kterd splituje
( Ayu(x,y) [ o(y) ) = (vixy) | Av(y) )
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pro kazdou nekonecénékrét diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. 3.1.6). Bud Q C R”
takova oblast s hladkou hranici, ze Supp ¥ C Q.

Pak proy € 9Q je ¥(y) =0 = ‘912(:’)

a tedy s vyuzitim pfedchozi véty dostaneme

( Ayu(x,y) [ 9(y) ) =( vxy) | Avly) ) = /U(Xw)Ade = /v(Xw)Ade =

R™ Q

— e = / (u<x )a_w_¢ o, ))ds = —cat(x).

O

7.3.6 Vlastnosti harmonickych funkci

Bud  C R" ohranicena oblast s dostatecné hladkou hranici 92, u harmonicka funkce se spojitymi druhymi
parcidlnimi derivacemi na ). Pak plati

1.

o

D.: Ve druhém Greenové vzorci staci polozit v =1. O

2. Véta o stfedni hodnoté
Bud x € Q, S sféra se stiedem x a polomérem a takova, ze S2 C . Pak

1
u(x) = o udS, pron =2,
Sa
(x) L [uas 3
X = T =
U o | wdS, pron ,
Sg¢
1
u(x) = 1/udS pron > 3,
opa™—
Sa

kde o, je ¢islo zavedené v 7.3.5.

D.: Dtikaz provedeme pro n > 3, x = (z1,Z2,...,Tp).

1 . 1 N .
Je vy, = a(yz —x;). Proy € 52 plati v(x,y) = Xy = takze podle 1. je

Sa Sa
Déle proy € S¢ je
3vxy ~ avx,y 1< (2—n Yi — T; 2—n 2_-n
= ST = D B ) = s = T
i=1 Oyi @i x —yl alx —y| a
takze
1o} 2
/ v y) 4g - "/uds
ov n—1
Sa Sa
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3. Princip maxima
Je-li harmonicka funkce w nekonstantni na oblasti €2, pak nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na
hranici 092, tj. pro kazdé x € Q) plati

min{u(y) : y € 00} < u(x) < max{u(y):y € 9Q}.

D.: Plyne z pfedchoziho tvrzeni. [J

7.4 Metoda potencialu

V celém oddilu bude v(x, ) oznacovat fundamentalni harmonickou funkei se singularitou v x, 2 C R™ oblast

0
s hladkou hranici 02, — derivaci ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k 02, ¢, ¢islo zavedené v 7.3.5.

ov

7.4.1 Objemovy potencial

Necht Q C R™ je ohranidena a fi : @ — R je funkce.
Funkce @7 : R™ — R definovand pro kazdé x = (21,2, ...,2,) € R vztahem

Xx) = Cin/flv(x
Q

se nazyva objemouvy potencidl.

e Je-li funkce f; spojita na €, pak ¢ je harmonickou funkei na R" \ Q pron > 3. Je-li n = 2 a funkce f;
je navic nezdporné, je ¢; harmonickou funkei na R? \ .

D.: 7 toho, ze funkce f je spojita na kompaktni mnoziné Q plyne, ze nasledujici vipocet je korektni.

Apr(x) = —/A (fo(x = —/fov = ci/f(y)Ayv(x,Y)dVy = 0.
Q

Ptedposledni rovnost plyne z (7.4), posledni z toho, Ze pro x ¢ Q je v(x,y) harmonicka v kazdém
y €.
Dale pro n > 3 plati

1 1
lim [x|"2pr(x) = —/f lim |x|"2v(x,)dV = —/de < oo.
x| =00 Cn [x|—o00 Cn
Q Q
Je-lin=2a f; >0 na (), pak
‘1‘1111 wr(x /fl‘ 1‘1111 v(x,)dV = —c0.
O

e Ma-li funkce f; spojité parcialni derivace prvniho ¥adu na € a je spojita na Q, pak ¢; ma spojité parcialni
derivace druhého fadu na 2 a plati
Apr = —fi.
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D.: Pro x € Q dostaneme s vyuzitim (7.4) a (7.6)

Apr(x) = —/A (fo(x = —/ FAxv(x = ci fAxv(,x)dV =
Q
= — [ f¥A(y,x)dVy = —— [ f(¥)ead(y —x)dVy = —f(x).

Cn Cn
Q
O
7.4.2 ResSeni Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici

Au(x) = f(x), xeQ,
ux) = g(x), x€09,

kde € je ohranic¢ena oblast s dostate¢né hladkou hranici.
Reseni hleddme ve tvaru u(x) = w(x) — p(x), kde

1
SD(X) = So(xla"'al“n) = c_/f(§17---,gn)'U(xl,-..,l‘n,gl,...’gn)dgl---dgn

a w je feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici

Aw(x) = 0, x €,
w(x) = g(x) + p(x), x € 09).

7.4.3 Plosné potencialy
Budte fs, f3: 9Q — R funkce takové, ze v pripadé neohranicenosti 92 plati

lim x|" 2 f(x) = 0 lim x|" 2 f3(x) = 0.
xem,‘x‘%ol "% fa(x) : xeBQ,\x\—>oo| " f3(x)
Funkce 77 : R” — R definovand pro kazdé x = (z1,...,z,) € R" vztahem

orr(x) = — / fau(x
se nazyva potencidl jednoduché vrstvy.
Funkce 7 : R" — R definovand pro kazdé x = (z1,...,x,) € R"™ vztahem

ov(
orrr(x :_/va

se nazyva potencidl dvojurstvy.
e Jsou-li funkce fo, f3 spojité na 9N, pak funkce ¢;; a s jsou harmonické na R™ \ 9€2.
D.: Dukaz je analogii dikazu analogického tvrzeni pro objemovy potencial. [J

Kazdy z integréiﬁ w11, wrrr urcuje vlastné dvé funkce. Jednu funkei harmonickou na 2 a druhou harmo-
nickou na R™ \ Q.

e Bud x; € 90 a 9 funkce definovand v okoli bodu xy. Ozna¢me

[(xo)lr = lim ¥(x),  [d(xo)]le = lim 4(x),

Q5x—x0 R\ Q3x—x0
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za predpokladu, ze tyto limity existuji.
Pro kazdy bod x € 012 plati

Oon(9)] _ Den(x) 1 Oon()]  _ den(x) 1
P50, = G ke, ] = P e,
el = ()~ 5500, lernGle = pin) + 3 f300).

D.: A. N. Tichonov, A.A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395-402. [J

Derivace potencialu jednoduché vrstvy ve sméru vnéjsi normaly méa tedy na 0f2 nespojitost prvniho druhu

se skokem velikosti

potencial dvojvrstvy ma na 02 nespojitost prvniho druhu se skokem velikosti

lorrr (X)) e — lerir(x))r = f3(x).

Podle 7.3.5 lze kazdou dvakrat spojité diferencovatelnou funkci u vyjadrit jako soucet potencialu objemového,

jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pricemz

ou

fi = —Au, fo = fa = —u.

% )

Proto se 7.3.5 nékdy nazyva véta o tiech potencialech.

7.4.4 ReSeni okrajovych tloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme resit nékterou z rovnic
Au(x) = 0, xe,

0, xeR"\Q,

s nékterou z okrajovych podminek
ux) = f(x), xe€09,

ou(x)
5 f(x), xe€0Q.
(7.9), (7.11) vniting Dirichletova tloha

(7.10), (7.11) vnéjsi Dirichletova dloha

(7.9), (7.12) vniting Neumannova dloha
(7.10), (7.12) wnéjsi Neumannova uloha

Reseni Dirichletovy tlohy hleddme ve tvaru potencidlu dvojvrstvy

Uloha

se nazyva

1 ov(x, )
U(X) = ; T dS7
[219)

kde A je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 99 je podle (7.8)

(Ol + 5700 = u(x) = [u(x)]s — 5Ax)
Oznacme .
R
Pak )
u(x) = — [ AK(x,-)dS
-

(7.9)
(7.10)

(7.11)

(7.12)



Pfi FeSeni vnitini tlohy musi byt [u(x)]; = f(x), tedy funkce A musi splitovat integralni rovnici

7%)\(x)+i/>\K(Xa')dS = ),

Cn
o

pii FeSeni vnéjsi tlohy musi byt [u(x)]g = f(x), tedy funkce A musi spliiovat integralni rovnici
1 1
“Ax)+ — [ AK(x,)dS = f(x).
2 Cn
o0
Reseni Neumannovy tlohy hleddme ve tvaru potencidlu jednoduché vrstvy

u(x) = CL/ILL'U(X,')dS,
" 50

kde p je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 9 je podle (7.7)

Ou(x) 1 ~ Ou(x)  [Ou(x) 1
Plati
du(x) _ Ou(x) _ 1 ov(x,+)
v w(x) e K ov(x)
29
Oznac¢me
ov(x,s) "L Ov(x, s)
K = = 22 (x) .
1 (X) S) ay(x) zzzl axz V’L (X)
Pak Du(x) )
u(x
= — K ds
v Cn HEa ()
29
e [Ou(x) A : o .
Pri feSeni vnitini tlohy musi byt By = f(x), tedy funkce p musi spliiovat integralni rovnici
I
1 1
50+ = [ (e )dS = J(x).
" 50
DRSSV e [ Oulx) s . .y -
pfi feseni vnéjsi tlohy musi byt 3 = f(x), tedy funkce p musi spliiovat integralni rovnici
v lE
1 1
3000+ - [ uki(x)ds = 09,
Cn
a9

Vyrazy K(-,) a Ki(+,-) nazgvame jadro pfislusné integralni rovnice.

Priklad: Dirichletova tiloha na poloroviné

Au(z,y) = 0, reR, y>0.
u(z,0) = f(z), zeR.

V tomto pfipadé je

oo 6m) = —5nl(z -~ + (- 0)?),
a”(fcayafaﬂ) _ Zif av(xvyagvn) _ y—n
o€ (x =62+ (y—n?’ on (x =82+ y—n?’
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V(fﬂ?) - (0771)7 proy:O,
n—-y
K x? y, €’ 77) = :
( CE LR
Jadro integrani rovnice je K (z,0,&,0) = 0, takze funkce A = A\(x) musi spliiovat rovnici

—3Ma) = f@),

tedy A(xz) = —2f(z) a feSeni dané tlohy je

17 Y
u(e,y) = ”_Zo 16 g -

7.5 Greenova funkce Laplaceova operatoru

0
Bud Q C R™ oblast s hladkou hranici 92, — derivace ve sméru vnéjsi normély k 9.

v
Greenova funkce Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou
0
ag—(y") +Bu(x) = 0, xe€dn (7.13)

je funkce G = G(x,y) definovana na § x €2, pro niz plati
(i) G(x,-) je harmonické na Q \ {x};

(ii) pro kazdou nekoneénékrat diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosicem (sr. 3.1.1) plati

/ PAG(x, ) AV = p(x),
]Rn

neboli
AyG(Xa Y) = 5(y - X) )

kde 4 je Diracova distribuce;
(iii) pro kazdé y € 99 splituje podminku

IG(x,y) B
QT(y) + BG(x,y) = 0.

Lemma: Necht G (x,-) je pro kazdé k € N feSenim tlohy

Aka(x7Y) = dk(xay)a yEQ,

aGk(X,y) _
« ay(y) + 6Gk(x7 Y) =0 ) ye 897
kde
0, ygkK"
di(x,y) = :
Wk, Y€ K>1c/k

1
pricemz K,l(/lc = {y ER™: |x—y| < E} je koule se stfedem x a polomérem T wy je prevracend hodnota

n-rozmérné miry této koule, tedy [ wpdV = 1.
Ky/®
Pak Greenova funkce Laplaceova operatoru s po¢ateéni podminkou (7.13) je

G(x,-) = lim Gi(x,-).

k—o0
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D.: Dikaz pouze naznac¢ime. Nebudeme dokazovat, ze vSechny pouzité zamény limitnich operaci jsou korektni.
(i) Existuje ko € N, Ze pro kazdé k > kg je funkce G (x, ) harmonicka na oblasti
1
Q\{yER": Ix —y| < E}

(i) Plati
AG(x,:) = klim AGk(x,-),
/wAG(x,-) dv = hm PYAG(x, = khm /wdk =
v RW
= klim P(xr) / wpdV = klim P(xg),
K"

kde x;. € K,l(/ F je ¢islo z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu. Ze spojitosti funkce ¥ plyne
lim ¥(xi) = P(x).
k—oo
Odtud jiz plyne platnost podminky.
(iii) Je zfejmé.

O

7.5.1 Reseni okrajové ulohy pro Poissonovu rovnici

Au(x) = f(x), x €N, (7.14)

ou(x)
“ov

Necht G, jsou funkce z predchoziho lemma. Podle druhého Greenova vzorce je

/(uAGk(x,-)—Gk(x,-)Au)dV _ /(uaGkai(:’.) Gr(x, )ZZ) ds.
Q

[o19)

u(x) = g(x), x € 09. (7.15)

Dale plati

lim [ uAGk(x,)dV =

k—oo

Q Q
klim Gr(x,)AudV = /G(Xv')f v,
Q )
) OG(x, ") ou B IG(x, ") ou
i [ (F555 - aunagp)as = [ (B2 - cte05)as
o9 o0

Pro kazdé x € Q tedy feSeni tlohy (7.14), (7.15) spliiuje rovnici
8G (x,-) ou
o0
Speciélni pripady podminek (7.15):

e =0, 8 =1 (Dirichletova tloha)
Proy € 99 je G(x,y) = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a u(y) = g(y) podle (7.15).

Tedy pro x € Q) je
/fG dv+/ %db‘.
v
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e a =1, f=0 (Neumannova tloha)

Proy € 09 je M = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a Ouly) = g(x) podle (7.15).
Iv(y) v (y)
Tedy pro x € Q) je
u(x) = / fG(x,)dV — / 9G(x, ) dS.
Q o0
e a# 0 +# [ (Newtonova tloha)
. 0G(x,y) @ y .
Proy € 09 je ) —EG(X, y) podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a
ou(y) 1
S - le (7.1
o (y) - (9(y) = Buly)) podle (7.15), tedy
oG (x, ) u B p 1 _
[ (1% - cmge)as = [ (~2u6t) - 2o puGex) ) as
o0 o0
1
— 2 [ 966 as
o0
Pro x € Q je tedy
ue) = [ 166V - % [ 4G )ds
Q o0
7.5.2 Vyjadreni Greenovy funkce
Necht h = h(y) je fesenim tlohy
Ah(y) = 0, y e, (7.16)
Oh(y) _ advxy) B
aau(y) + Bh(y) = o oY) + Cnv(x, y), y € 092, (7.17)

kde ¢, je ¢islo z 7.3.5 a v(x, ) je fundamentéalni harmonicka funkce se singularitou v x. Potom funkce

1
7_U(X7Y)+h(y')a yEQ
Cn
G(X7 y) = 1 _
__U(X7y)7 yERn\Q

Cn
je Greenovou funkci Laplaceova operédtoru s okrajovou podminkou (7.13).

D.: Podminky (i) a (iii) jsou zfejmé, podminka (ii) plyne z (7.6). O

7.5.3 Reseni tilohy (7.16), (7.17) ve specialnim p¥ipadé
Necht oblast  mé vlastnost: Ke kazdému x € Q existuje x’ € R \ Q takové, Ze pro viechna y € 99 podil

u(xy) _
wy)
nezéavisi na y. Necht dale o =0, 5 = 1.
V tomto pripadé je funkce
hy) = —v(x)v(x,y)
Cn
FeSenim tulohy (7.16), (7.17).
1 1
D.: Ponévadz x' # Q, je Ayh(y) = Ay (—’y(x)v(x’,y)) = —7y(x)Ayv(x’,y) = 0 pro kazdé y € Q.
Cn Cn
Proy € 09 je
_ 1 / _ 1 ’U(X,y) / _
hy) = oou.y) = i uy) = —uxy)
O
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7.5.4 Dirichletova uloha pro Poissonovu rovnici na poloprostoru

Necht Q = {(21,...,2p-1,2n) € R™: 2, > 0} je poloprostor.

Prox = (z1,...,Zn-1,7pn) € Q polozme x’ = (21,...,%p—1, —T,) — symetrie podle nadroviny z,, = 0. Pak
x' eR"\ Q. Budy = (y1,...,Yn—1,0) € Q.
Pron =2 je
vxy) _ x—yl o (@ -p)?+a2i
vxhy) =yl In((z1 - y1)? + (-22)?) ’
pron > 3 je
oY) K=y (= g) et @ = gen)? 4 () TP
7 = n—2 2 2 2 =1
v(x',y) Ix -yl (1 =y1)? + -+ @1 —yn-1)® + 23

Tedy v =1 a Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou
w(r1, ..., ¥p-1,0) = 0
je
Gey) = o (6y) ~ v(xy)

Jednotkovy vektor vnéjsi normély k 92 je v = (0,...,0,—1), takze

aG(XQ’) 76G($1;-"7'7;7L7y15"'7yn)

ov OYn

e Reseni ulohy

Mame
(xvy)/ = (xv _y)7
cn = 27,
oe&n) =~z -0+ (- 0)?),
Glenén) = g (=il =92+ (y=nf)+ 3o~ + (0] =
_ L @+ (y—n)
dr  (x—= &2+ (y+n)?’
Gy, &m) _ 1 (@=0>+w+n? 20 -n(=-9*+y+n?) —2w+n(=-*+ @ —-n?) _
on A (x =) + (y —n)? (=2 + y+n)?)?
_ b 2y(z — €)%+ 2y(y> — n?) N
21 ((z = &) + (y —m)*)((z = §)* + (y +n)?)
_ Y (= + @ —n)
T (@ =2+ -z -+ (y+m?)’
0G(z,y,60) _ y (@-8*+y> _ y 1
In ™ ((z = €)* +y?)? m(x =& +y?

takze Teseni dané tlohy je

_ L L@+ (y—n)? N P
u(e,y) = 472€H§//>0f<m>1 e dedy + ﬂé 9 e
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e Reseni tlohy

Au(xﬂy7z) = f(x’y7z)7 ZeR’ yGR’ Z>O7
u(z,y,0) = g(r,y), ze€R, yeR.

Mame
(mayvz) = (a:,y,—z),
cp = A4m,
0,9, 56,0 = .
s Vet
desind) = (e )
s T\ e+ - (=0 Ve PG +G-CF)
¢ 87 \((x =&+ (y—n)*+ (=032 ((x =2+ (y—n)?+ (2 +)?)%?
_ _L( z—C N Z+¢ )
A \ (= 2+ -2+ (=022 (-2 + -2+ (z+()?)3¥2)"
0G(x,y,2,§n,0) 1 z
¢ 21 ((x — €)%+ (y —m)? + 22)3/27

takze feseni dané tlohy je

u(z,y,2) =

§ER, nER, (>0

1 1 1
~ i /// f“’“)<<<x—s>2+<y—n>2+<z+<>2>1/2’<<m—5>2+<y—n>2+<z—c>2>1/2

) dédndd¢ +

z dédn
o // NG+ -+ 27

7.5.5 Dirichletova uloha pro Poissonovu rovnici na kouli
Necht Q = K& = {(z1,22,...,2,) ER": 22 + 23 +--- + 1, < R} je oteviena koule.
2

Pro x = (71,22, ...,2,) € K polozme x' = x — kulové inverse.

[x?

n
Budy = (y1,v2,--.,Yn) € S& = OKE, tedy 3 y? = R2. Pak je
=1

|X| Ry - — |X| 7 Ryz - |X| P 7 — Zy’b R — yz -
n n n n n
= RP=2> wyi+ X = Y ui—2) wyi+ Y 2l = (yi—w)® =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
tedy " ]
b4
‘EXEY‘ Ix -yl

Pro n > 3 s vyuzitim predchoziho vztahu dostaneme

R2 n—2 R |X| 7L—2
_ —sX — | T—Xx— —
oxy) |-y RREY (5) AR RY (ﬂ
v(x',y) X-y X—y x| X -y x|
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R

n—2
| |> , COZ zZnamena, ze
e

cton) = ()" (Eonr) -ew) o

je Greenovou funkei Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

takze 7(x) = (

u(xl,xg,...,xn_l,i\/RQ —2?—x3—---—22 ) = 0.
1
Jednotkovy vektor vnéjsi normély k S& v bodé y = (y1,%2,---,Un) je E(yl’ Y2, -+, Yn). Déle
du(xy) _ 9 2n _ 1on—2@i —yi) _ (n—2)(@i —vi)
= x—y["" = 2-n)x-yl = T
dyi yi 2x —yl Ix -yl

n

a’U(X7y) o n—2 o n_2
Tovly) W;(% vi)yi = (szy )

Rlx —y|"

ov(y) R?
R WX -y

n-2 Ix|\" n-2 R2
wi= ) = (R) Bx—yr i — R?

RnHT Rx <Z| |2xy ) <R> Rlx —y|» <Z| |2$y )
] R
aG(va) _ 1 n—2 |x|2 n R2 ) n , -

ov(y) s Rjx —y|" <R2 ; |X|2x1y1 R ;mzyz R =

-2

= ni (R2 . |X|2) .

cnR|X - y|n

R2
v <—x y> n
x|27 n—2 R?
X = D <§ :|x|2xiyi_R2> =
i=1

x|

Ponévadz ¢, = (n — 2)o,, kde oy, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové stéry v R™, plati

0G(x,y)  R*—[|x[* 1

w(y) —  ouR |x—yn’
Oznacime-li |ST| miru sféry o poloméru R, je |S¥| = o, R" 1. Reseni tlohy
Au(xy,x2,...,x0) = f(z1,22,...,2Z0), o242l 22 < R?,
u(xy, e, ..., xy) = g(x1,22,...,2Zn), ]+ a3+ 22 =R?

Ize tedy zapsat ve tvaru

Zejména pro n = 3 je




7.5.6 Greenova funkce pro kruh

Funkce

R
1 x| 1 1 x -yl
G = |1 1 S NS
(,¥) or | | R . Ix —y| or | R x|
L e X
XY < RY

je Greenovou funkci Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

u(x,\/RQf:c) = 0.

D.:
. 1 R R?
) Goxy) = 5 (o (zxy ) —obxy))
R
Proy € Kf*\ {x} je AyIn ] =0, Ayv(x,y) =0.
s R2 - 2
Je-li x € K{¥, pak WX ¢ K&, a tedy Ayv (Wx, y) = 0.
1 1 1
Je-li x € OKE, pak |x| = R a tedy G(x,y) = — (111 —In > =0.
2r \ [x -yl x -yl
1
(ii) Plyne z toho, ze Ayv(x,y) = —%5(y - X).
(ii) Analogicky jako v 7.5.5 lze ukazat, ze pro 'y € OK{ je |—R|x — %y‘ =|x -yl
x
Tedy pro y € K[ je
1 1 1 1. |x—y|
- — | 1 — 2Ty
OV = MR ] M| T o M
xI© R
]
Reseni tlohy
Au(z,y) = 0, 22 +19% < R?,
ua,y) = g(z.y), 2*+y* =R
tedy je
() = R? — 22 — 92 / B ds
T TR M@y —P
SR

coz je Poissonuv vzorec (6.53).

7.6 Vlastni Cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru

Bud_’ Q C R” oblast s dostateéné hladkou hranici 9. Cislo A € R nazveme vlastnim ¢islem a funkei v definovanou
na ) nazveme vlastni funkci Dirichletovy ulohy pro Laplacetiv operdtor, je-li v # 0 a plati

Av(x) = = \(x), x €,

v(x) =0, x € 00. (7.19)

Jsou-li Ay # Ay vlastni ¢isla a vy, ve prislusné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou funkce vy, v
ortogonalni na €2, tj. plati
/UlUQdV = 0.

Q
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D.: Ponévadz pro x € 012 je v1(x) = 0 = v2(x), dostaneme s vyuzitim druhého Greenova vzorce

1

1
/’U1’U2dV = )\1 — )\2 /()\1 — )\g)vlvng = )\1 — )\2 /()\1’()1’1)2 — ’U1)\2’U2)dV =
Q Q Q

o 1 o 1 81}2 61}1 o
= )\1 — )\2 /(*"UQA’Ul + UlA"UQ)dV = )\1 )\2 / (’Ul o — Vo— o ) ds = 0.0
Q o0

Plati:

e Vsechna vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou nenulova.
Uloha

Av(x) = 0, xe,
v(x) = 0, x€IN
ma totiz podle 7.2 jediné feseni a toto feseni je v = 0.
e Dirichletova uloha pro Laplaceiv operator ma spocetnou mnozinu vlastnich ¢isel. Mnozina prislusnych
vlastnich funkci tvofi tplnou ortogonalni mnozinu v prostoru funkei spojitych na €.

Reseni tlohy
Au(x) = f(x), x €,

7.20
u(x) =0, x € 00 (7.20)
hledame ve tvaru
oo
= Z CnUn (X)
n=1
kde v,, n = 1,2,..., jsou vlastni funkce Dirichletovy tlohy pro Laplacetv operator. Je-li funkce f integrovatelna

ve druhé mocniné (f € £2(2)), pak

:an’l)n(X), kde fn: %/fvndv
Z ol J

Budte A1, Ao, ... vlastni ¢isla pfislusna k vlastnim funkcim vy, vs, . ... Pak je
o0 o0
A Z cn'Un(X) = Z fnvn(x)v
n=1 n=1
Z cnAvy,(x) = Z frnon(x),
n=1 n=1
- Z CnAnp(x) = Z frnon(x).
n=1 n=1
Odtud )
Cn oo _ - 5 / fu,dV.
An An |on ] 3

Reseni tilohy (7.20) tedy je

-3 [ M ||vn|| /f””dv ol /fz< A on? )dv

n=1
To znamena, ze Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

u(x) = 0, xe€0N

je
[oe]
un (X)0n (¥)
Gxy) = =) ————5",
T; An ||Un||2
kde A1, Ag, ... jsou vlastni ¢isla a vq,va, ... jsou vlastni funkce tlohy (7.19).
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7.7 Cviceni

Reste tlohu
D) Uy + Uy =0,0<2<a,0<y<b
u(0,y) = Ay(b —y), u(a,y) =0, 0 < y < b; u(z,0) = Bsin ZL, u(z,b) =0,0< z < a

2) Uy + Uyy = 0, 2% + y? > a
u(acos @, asing) = 2sin® ¢ + 3cos® ¢, u je ohrani¢ena

2 - 2
3) Ugpy + Uyy = C ﬁ+%<1; u(z,y) =0 *—2+%:1

) )

Bsh(ZCygin(mzy o, § sh(Ertlrlas)y gy, (Entlmy)

b 3 P

sh(Z2) n=0  (2n+ 1)3sh(ZrthTe)
2

2,2 2 232 2
2) u(z,y) = 5 + LA 3) u(ey) = 5 5m(H + & - 1)

Vysledky: 1) u(z,y) =
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