Vyuziti MATLABu pFi praci s exponencialnim a Poissonovym rozloZenim

Ziakladni poznatky o exponencidlnim rozloZeni Ex().)

Néhodna velicina X udava dobu ¢ekani na prichod néjaké udalosti, ktera se mize dostavit
kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez ohledu na dosud procekanou dobu. Ptitom 1/A
vyjadiuje stfedni dobu ¢ekani.

1- —Ax >
, distribuéni funkce: ®(x)= e prox >0 ’
Oprox <0

Ae ™ prox >0

Hustota: ¢(x) = {0 brox €0

kvantilové funkce: ®' (O() = —%ln(l - 0() ,kde0<a<l1.

Stredni hodnota: E(X) = % , Tozptyl: D(X) = )\Lz .
Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu: Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni
Ex(A) a necht’ m je realizace vyb&rového priméru. Pak meze 100(1-a)% ptiblizné¢ho
2nm _ 2nm

le—a/2(2n)’ - Xza/z (2n)

empirického intervalu spolehlivosti pro E(X) = % jsou:d =

Pozor, funkce v MATLABu pro préci s exponencialnim rozlozenim vyZzaduji zadavat
pievracenou hodnotu parametru A.

a) Kresleni grafu hustoty a distribu¢ni funkce rozlozeni Ex(1/2)
x=[0:0.01:107’;

f=exppdf(x,2);

plot(x,f)

df=expcdf(x,2);

figure

plot(x,df)

b) Kresleni grafu kvantilové funkce rozlozeni Ex(1/2)
alfa=[0.01:0.01:0.997’;

kf=expinv(alfa,2);

plot(alfa,kv)

c¢) Generovani 100 realizaci ndhodné veli¢iny s rozlozenim Ex(1/2) a kresleni histogramu s 10
ttidicimi intervaly

r=exprnd(2,100,1);

hist(r)

d) Odhad stfedni hodnoty a meze intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu na zéklad¢
proménné r

Hodnoty ulozené v proménné r povazujeme za realizace ndhodného vybéru rozsahu 100
z rozlozeni Ex(1/2)

[m,meze]=expfit(r)

e) Vypocet sttedni hodnoty a rozptylu rozlozeni Ex(1/2)
[m,v]=expstat(2)



Priklady na vyuziti exponencialniho rozlozeni

Ptiklad 1.: Doba do ukonceni opravy v opravné obuvi je ndhodna veli¢ina, ktera se tidi
exponencialnim rozloZenim se sttedni hodnotou 3 dny. Jaka je pravdépodobnost, Ze oprava
bude ukoncena do dvou dnt?
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Redeni: X ~ Ex(1/3), P(X <2)= J%e idx = {— e
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V MATLABu: p = expcdf(2,3)

Piiklad 2.: Zivotnost zarovky ma exponencialni rozloZeni se stfedni hodnotou 600 h. Jak4 je
pravdépodobnost, ze zarovka bude svitit dalSich aspon 200 h, jestlize jiz svitila aspont 800 h?
Reseni: X ~ Ex(1/600),
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V MATLABu: p = 1- expcdf(200,600)

Ptiklad 3.: Ndhodné doby zivota dvou soucéstek jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny,
pricemz X; ~ Ex();), i =1, 2. Stfedni hodnota doby Zivota prvni sou¢astky je 2 roky, druhé
soucastky 3 roky. Jaka je pravdépodobnost, Ze druha soucastka piezije prvni?

Regeni: P(X2 > Xl) =

Ptiklad 4.: Doba (v hodinach), ktera uplyne mezi dvéma naléhavymi ptijmy v jisté nemocnici,
se fidi exponencialnim rozlozenim se stiedni hodnotou 2 h. Jaka je pravdépodobnost, ze
uplyne vice nez 5 h bez naléhavého piijmu?

S X 2P
Reseni: X ~ Ex(1/2), P(X>5):1—P(Xs5)=1—j%e 2 dx =1{—e 2} =e¢ ™ =0,082

0 0

V MATLABu: p = 1- expcdf(5,2)

Ptiklad 5.: Zkouma se funkce dvou nezavisle na sob¢ pracujicich ptistroji. Doba
bezporuchové funkce i-té¢ho ptistroje je nahodna veli¢ina X; ~ Ex(A;), 1 =1, 2. Jaka je
pravdépodobnost, Ze za dobu to > 0 a) ani jeden piistroj neselZe, b) selZe aspon jeden pfistroj?
Reseni: ad a)

P(X1 >t, UX, > to) = P(Xl > to)P(Xz > t0) = [1 _P(Xl S t0)][1 - P(Xz < t0)] =

1= 0,1, )1 - @, 1, )] e = e

adb) P(X, <t, OX, <t,)=1-¢ o)

Priklad 6.: Najdéte 5. percentil ndhodné veli¢iny X ~ Ex(0,1)
Reseni: 0,05 = (K, . (X)) =1 exp(= 0,1K,, 1 (X)) = K 05 (X) = ~101n0,95 = 0,5129
V MATLABu: K = expinv(0.05,10)



Zakladni poznatky o Poissonové rozlozeni Po(}.)

Néhodna velicina X ~ Po(A) udava pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém casovém
intervalu ptipadné v jednotkové oblasti, jestlize k uddlostem dochdzi ndhodné, jednotlivé a
vzajemné nezavisle. Parametr A je stfedni hodnota poctu téchto udalosti. Pokud sledujeme
nahodnou veli¢inu, kterd udava pocet udalosti v intervalu délky t, pak uvedena ndhodna
veli¢ina ma rozlozeni Po(tL).

X

-A —
Pravd&podobnostni funkce: Ti(x) =1 xI ¢ prox=0,1.2..

0 jinak

Distribu¢ni funkce: CD(X) = Z:Fe_A
t=0 L:
Stiedni hodnota: E(X) = A, rozptyl: D(X) = A

Aproximace binomického rozlozeni pomoci Poissonova rozlozeni:

Necht’ ndhodna veli¢ina X ~ Bi(n, v). Za ptedpokladu, Zen>30av <0,1, lze
pravdépodobnostni funkci této ndhodné veli¢iny uspokojiveé aproximovat pravdépodobnostni
funkci rozlozeni Po(nv):

P(X =x)= _(n{}')x e™
x!

Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu: Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni
Po(A) a necht’ m je realizace vybérového priméru. Pak meze 100(1-a)% piiblizného
empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu A jsou:

m m
d _m_]’_ul—u/z’h =mt,—u ),
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a) Kresleni grafu pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce rozlozeni Po(2)
x=[0:10]’;

pf=poisspdf(x,2);

plot((x,pf,’0”)

df=poisscdfx,2);

figure

stairs(x,df)

(Samostatny ukol: Jak nakreslit graf distribu¢ni funkce bez svislych car?)

b) Generovani 100 realizaci ndhodné veliciny s rozlozenim Po(2) a kresleni histogramu
r=poissrnd(2,100,1);
hist(r,x)

¢) Odhad stfedni hodnoty a vypocet mezi intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu na
zakladé proménné r

Hodnoty ulozené v proménné r povazujeme za realizace ndhodného vybéru rozsahu 100
z rozlozeni Po(2)

[m,meze]=poissfit(r)

d) Vypocet stiedni hodnoty a rozptylu rozlozeni Po(2)
[m,v]=poisstat(2)



Priklady na vyuziti Poissonova rozlozeni:

Ptiklad 1.: Pti provozu baliciho automatu vznikaji béhem smény ndhodné poruchy, které se
fidi rozloZenim Po(2). Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem smény dojde k asponi jedné poruse?
Reseni: X — pocet poruch béhem smény, X ~Po(2),P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)=

=1- "¢ =0,8647.
V MATLABu: p = 1 — poisspdf(0,2)

Ptiklad 2.: Telefonni ustfedna zapoji béhem hodiny prumérné 15 hovort. Jaka je
pravdépodobnost, Ze béhem 4 minut Gstfedna zapoji a) pravé jeden hovor, b) asponi dva
hovory?

Reseni: X — podet zapojenych hovorti béhem 4 minut = 1/15 hodiny, X ~ Po(tA), kde t = 1/15
al=15,tedy X ~Po(1).

ada) P(X =1)=¢™' =0,36788,

adb) P(X=22)=1-P(X <1)=1-7(0)-n(l) =1-2¢™" =1-210,36788 = 0,264242

V MATLABu: a) p = poisspdf(1,1), b) p=1 — poisscdf(1,1)

Priklad 3.: Ze zkuSenosti vime, Ze pii spravné obsluze stroje je v priméru 0,1% vyrobki
zmetkovych. Ke stroji nastoupil novy pracovnik. Za tyden vyrobil 5 000 kusti, z nichz 11 bylo
zmetkovych. Lze takto vysoky pocet zmetkil vysvétlit plisobenim nahodnych vliva?

Reseni: Budeme pocitat pravdépodobnost, Ze pracovnik vyrobil asponi 11 zmetk za
predpokladu, Ze stroj je obsluhovan spravné.

X — pocet vyrobenych zmetkt za tyden, X ~ Bi(5000, 0,01). Pii splnéni podminek dobré
aproximace lze rozlozeni veli¢iny X aproximovat rozlozenim Po(5).

0 t
P(X211)=1-P(X<10)=1 —lzge‘S =1-0,9863 =0,0137.
t=0 -

Je ziejmé, ze novy pracovnik nepracuje spravne.
V MATLABu: p =1 — poisscdf(10,5)
Piesny vypocet v MATLABu: p = 1 — binocdf(10,5000,0.001)

Priklad 4.: Pro n =30 av = 0,1 ilustrujte aproximaci binomického rozlozeni Bi(n, v)
Poissonovym rozlozenim Po(nv). Vypoctené hodnoty obou pravdépodobnostnich funkci
v bodechx =0, 1, ..., 30 zapiste do tabulky.

Reseni:

x=[0:1:30]’;

pfl1=binopdf(x,30,0.01);

pf2=poisspdf(x,0.3);

[x pfl pf2]



