Normalni standardni linearni regresni model

K dfive vyslovenym pfedpokladim o veli€¢inach standardniho linearniho regresniho
modelu pfipojime dalSi pfedpoklad :

5. Normalita nahodnych slozek

T-rozmérny vektor ndhodnych slozek & =(¢;,&;,...,67 )" ma T-rozmérné normalni

rozdéleni s nulovym vektorem stfednich hodnot a s diagonalni kovarian¢ni matici,
tzn.

Z=021T, strunéji zapsano =N (0,‘021T)

Jak znamo, sdruzena hustota T-rozmérného normovaného normalniho rozdéleni ma
v pfipadé nezavislych nahodnych veli€in tvar:
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Véta 2 (pro standardni normalni linearni regresni model)
Za podminek Véty 1 (Gauss-Markovovy) a dale za dodate¢ného predpokladu o
T-rozmérném rozdéleni vektoru nahodnych slozek ¢= N (0 ,'02IT) lze ukazat, ze :

(24) Odhadova funkce ;b =(X'X )™ X'y je také normainé rozdélena

s vektorem stfednich hodnot (rovnym skut. parametrim) a s kovarianéni
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matici ¢ (X' X) "

(7-k)s?
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(2B) Nahodna veli€ina —5 resp. (jinak zapsana jako 5 ) ma y’-

o o
rozdéleni o (T —k) stupnich volnosti. PocCet stupiit volnosti je uréen rozdilem

mezi poétem pozorovani 7' a poctem vysvétlujicich proménnych £ .

(T —k)s2

2
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(2C) Nahodné veliciny a orsb — B jsou vzdjemné nezavislé.

(2D) Odhady vektoru parametrti B ziskané metodou nejmensich ¢tvercl ; ¢b
a metodou maximalni vérohodnosti ,,; b jsou identické, tj. plati ,;¢b =, b

VySe uvedena tvrzeni postupné dokazeme:

Tvrzeni (2A) Odhadova funkce ;40 =(X'X)7 X'y je normainé rozdélena
s vektorem stfednich hodnot (rovnym skut. parametrim) £ a s kovarian¢ni matici

o (X' X)) b =(X' X)Xy



Duikaz tvrzeni (2A) Odhadovou funkci by, ¢ Ize zfejmé vyjadfit ve tvaru
xx) ' x'y=(xx)"x'(xp+e)=p+(xx)" X, kde

na pravé strané je nestochastické povahy pouze vektor nahodnych slozek ¢ .
Odhadova funkce ;gD je tedy linearni kombinaci slozek nahodného vektoru ¢,

pfic¢emZ tato linearni kombinace ma nestochastické prvky (a je k ni pficten nestochasticky
vektor f). Jak znamo ze statistické teorie, linearni kombinace slozek nahodného

vektoru se sdruzenym normalnim rozdélenim ma téz sdruzené normalni rozdéleni.
Zbyva urcit stfedni hodnotu a kovarian¢ni matici tohoto vektoru. Zfejmé plati :

E(psb) =E(XX) ' X'y = E[ﬂ +(xx)™’ X'eJ =EB+E(XX) Xe=p+(XX) ' XEe=p
nebot dle predpokladu (a) £6 =0.  Podobné&

Cov(ousb) = E (b=t ) |= E|(xo) xeexc (e )| = (x) ! xEee x(xx)!
=(xx) ' xo xdxx)! =6, (xx)". 0.

Poznamka Kovarian¢ni matice Cov(OLSb) neni na rozdil od kovariancni matice
nahodnych odchylek diagonalni, slozky vektoru ,;¢b tedy zpravidla budou
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vzajemné zkorelovany. Rozptyl kazde této slozky je dan souCinem o.” a prvku

leziciho na j-tém misté hlavni diagonaly matice (X'X)_] - tento prvek oznacime

ee (7 -k)s?

S
Tvrzeni (2B) Nahodna veli€ina — fresp. (jinak zapsana jako 5 ) ma x’-
o o

rozdéleni o (T - k) stupnich volnosti. Po€et stuprit volnosti je dan rozdilem mezi
poctem pozorovani a poctem vysvétlujicich proménnych.

v dal$im textu jako V¥ .

Dukaz tvrzeni (2B)

a) Vime, Ze skalarni soucin ¢'e¢ tvofi souéet druhych mocnin 7' vzajemné
nezavislych (tj. zde nekorelovanych a normalné rozdélenych) nahodnych veli€in
(jmenovité nahodnych slozek regresni rovnice).

b) Dale vime, Ze analogicky vyraz e'e pro rezidua Ize vyjadfit zapisem
ee=¢'MMe,kde M =1, —X(X'X)_IX', nebot e=M (&~

¢) Matice M je symetricka a idempotentni, nebot pro ni plati
MM=MM = (IT - x(xx)™ X’)(IT - x(xx)™ X'): L -X(XX)'Xx' =M

Tedy e¢'e je kvadraticka forma s hodnosti danou hodnosti matice M . Hodnost
idempotentni matice je rovna jeji stopé. Stopa matice M je pritom rovna (T —k ).

2
Poget stupriti volnosti X -rozdéleni veli¢iny e'e je uréen stopou matice M (je tedy



2
roven T — k). Podle Cochranovy véty ma vyraz &' Me/o’ X -rozdéleni s tolika
stupni volnosti, jaka je hodnost matice M v kvadratické formé &' Me . ( Rozptylem

o’ délime proto, abychom ziskali soutet T nezavislych nahodnych veligin
s rozdélenim N(0,1)).

Zfejmé pfitom plati
Cov(e'Me/c” )=1.
d) Konecné je snadné ukazat, ze plati
ee _ (7 - k)s?

2 2
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Vyraz e'e predstavuje soucet Ctvercl rezidui (obvykle znacen SSE) . s? je tzv.
rezidualni rozptyl (mj. nestranny odhad rozptylu nahodnych slozek), jehoz tvar je pravé

!

ee
= S2 .
T—k
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) o (T=k)s . SR
Tvrzeni (2C) Nahodné veliciny 3 a orsb — B jsou vzajemné nezavislé.
o

Duikaz tvrzeni (2C) Soucet ¢tverct nahodnych odchylek €€ rozlozime nasledovné :
ge=c [I - X(XX)'X'Je+e [X(XX)'X'Je =¢ Me + ¢Ne
Poznamka Matice M i N jsou idempotentni, s hodnostmi A(M )=T —k a
h(N)=k
Podle Cochranovy véty maji nahodné veliiny — kvadratické formy P(¢),Q(¢)
obsahujici matice M i N tato rozdéleni:
2
- kvadraticka forma P(g) = Mg/ o marozdéleni X o T -k stupnich volnosti
2
- kvadraticka forma Q(¢) = €Ne/o? marozdéleni X o k stupnich volnosti
Obé tyto nahodné veliginy jsou vzajemné nezavislé, nebot plati M-N =0
( stochasticka nezavislost je zde ,posuzovana“ algebraickou ortogonalitou matic M,N )

Dale, vyrazy &' Me a &' Ne Ize rozepsat nasledovné :

eMe=¢'[1, - X(XX) ' X' Je=eMe=e'MMe=c'e=(T —k )s*, kde s° =6~

eNe=¢ [X(XX)' X' Je=e'[X(XX)' XX (XX) ' X' Je=¢' NNe=(b-J) X X(b-
nebot b =B+(X'X) ! X'e, tn. b -B=(XX)'X'e



Dale, protoze podle predpokladu je X' X (jako momentova matice) pozitivné definitni
(a symetricka) matice, existuje regularni matice £ rozmérd [k,k] takova, ze plati

X' X =P.P" proto Ize psat
e'Ne=(b-p)' X' X(b=p)=(b=p) PP (b=p)=[P(b=-p)][P(b-f)]

Odtud plyne, ze vektor P’(b— [ ) atedy téZ vektor (b — f) - protoze matice P je

nestochasticka - nezavisly na skalaru sz(T —k)a téZzna s (o matici P totiz
pfedpokladame, Ze to je nestochasticka matice) . [,

Tvrzeni (2D) Odhady vektoru parametrd [ pofizené metodou nejmensich
¢tverci a metodou maximalni vérohodnosti jsou identické.

Duikaz tvrzeni (2D) JiZ jsme ukazali, Ze odhad f pofizeny metodou OLS ma tvar

osb =(xx)" X"y

Zbyva tedy ukazat, Ze odhad pofrizeny metodou maximalni vérohodnosti ma
stejny tvar. Pfi tomto ovéfeni vyjdeme ze sdruzené hustoty vektoru nahodnych
slozek, ktera ma tvar

1 g'e
f(e)zmexp(—Pj pro e=N (0,'0'2]T)

Tato sdruzena hustota je soucasné tzv. vérohodnostni funkci, v jejimz zapisu se
projevuje rozdil v chapani pozic (odhadovanych) parametrl a pozorovanych velicin.
PiSeme tedy

2 _ 2
f(y.X; po” )=L(p.o";y, X)
Zapis sdruzené hustoty f(y, X, ,6’,02) (kde se pozorované hodnoty y, X uvadi

pfed stfednikem, zatimco parametry ,8,02 za nim) pohlizi na tvar (zde normalniho)
rozdéleni jako na rozdéleni nahodného vektoru s pevné danymi (znamymi) uréenymi
parametry f a o’. Na hodnoty ) zde pohlizime, jakoby byly ,generovany

mechanismem®, ktery se fidi rozdélenim nahodnych slozek ¢ (pfi dané matici
vysvétlujicich proménnych X).

V zéapise vérohodnostni funkce L( ,b’,az ; ¥, X ) (kde oba tyto parametry uvadime

v zapise pred stfednikem) se naopak na hledané parametry pohlizi jako na
neznamé, které odhadujeme ze znamych pozorovanych veliin regresni rovnice
(t&mi jsou vektor y a matice X ).

Vérohodnostni funkci, jejiz maximum hledame, zapiSeme ve tvaru, do néhoz zahrneme
pozorované veliginy ( a pfirozené téz vektor 5 a skalar o) :

- XB)'(y— X
1p.0? %)= . exp(_ (y=2)ly ﬂ)j




Maximalizaci této (nelinearni) vérohodnostni funkce si zjednoduSime tak, ze budeme
(ekvivalentné uvazovat maximalizaci jejiho logaritmu). Tato cesta nevede k Zadnému
zkresleni puvodni ulohy: logaritmus je spojita rostouci funkce, takze poloha
puvodniho maxima — ze statistického hlediska jde o modus — se po této transformaci
nezmeni):

Z(ﬁ,az;y,X)=lnL(ﬁ,Uz,‘y,X) ln(27r) - lna %(y -XB)(v—-XpB)
20

Ukolem je maximalizovat Z(ﬂ,a ,'y,X) vzhledemk f a o . Rovnocennym cilem
je ale minimalizace kladn& vzatého vyrazu L (B,0°;y,X)==L(B.6°;y,X)

(nebot o’ =(a?)""?)

Minaz’ﬁ[g.ln(Zn) +g.ln02 +l%(y -XB)(y-XB) |

Pfi této minimalizaci postupné dostavame (polozenim parc. derivaci rovnych 0):

(A1) ai_i(zxyw)()(ﬂ) 0

B 26°

%

GL:T

o’ 20° 207

(B1) (y=Xp)(y—Xp)=0
Poznamka P¥i derivovani podle rozptylu 0 zachazime s touto veliginou jako s

jedinym (nedélitelnym) symbolem. Proto napf. (0_2)': —6~* nikoliv = 20>

v

ReSenim vztahu (A1) zfejmé dostaneme vektor odhadnutych parametrd ve tvaru

— I -1 ]
mb = (X X ) X'y
Nasledné& nyni dosazenim tohoto odhadu za S do vztahu (B1) obdrzime *

(B1%)
o T
5= (y X(XX)'Xy)(y-X(XX)"'Xy)=0
do’ 20° 20

Po vynasobeni dvojnasobkem rozptylu (202 ) dostaneme zjednoduseni:

ee

— _ 2 . . A
I'-—e€'e=0, odkud plyne e'e=0¢".T" a nasledné ,; ¢ =
o

Odhad rezidualniho rozptylu ziskany metodou maximalni vérohodnosti ma tedy tvar

" Tvaru, kdy po ureni nékterého parametru (zde /3) dosadime ziskanou hodnotu do ptivodni vérohodnostni

funkce, abychom mohli urdit daldi parametry (zde O 2) se nékdy fika koncentrovana vérohodnostni funkce.



Poznamka VS&imnéme si, Ze k odhadu koeficientl ,,; f jsme nepotfebovali operovat
se 0 2, zatimco nasledny odhad ,,; 62 byl jiz vazan na predtim pofizeny *odhad
A B (pfi jinak odhadnutém £ bychom mohli ziskat obecné jiny odhad pro 02) :
Méli bychom jesté ukazat, Ze ziskany vyraz pro ,, f dava skute€né minimum
(nikol*iv maximum nebo sedlovy bod). To dokazeme, pokud druhy diferencial vztahu
proL vede k matici, ktera je pozitivné definitni. Skute¢né Ize snadno ovérit, ze

0°L  X'X S
0B’ o’

protoze momentova matice X'X je sama (za pfijatého predpokladu, Ze X ma
plnou hodnost k) vzdy pozitivné definitni.

0

(B2)

K ziskani Fisherovy informaéni matice (Ctvercové symetrické matice fadu & + 1)
potfebujeme vypocCist derivace vérohodnostni funkce podle hledanych neznamych
parametrd, tj. v8ech sloZek vektoru S a skalaru o’. Vyjdeme-li ze vztaht
oL _ 1
(A1) —=——(-2X"y+2Xx"XB)=0.
08 20

*

oL T 1 .
(B1) = ———(y-x8) (v - xB)=0.
do° 20° 2o
uréime potfebné druhé parcialni derivace pro dosazeni do matice

0°L’ (B,6°) 0°L(B,c?) 0°L(B,c°) O0°L(B,c°)

_| opop 0pos’ |__| 0Pop d0pdo’
’L(B.o’) 9°L'(Bc’) °L(p.o’) 0°L(p.c’)
0B9c° 05295 0B9s° 05°90°
Vypoctem jednotlivych derivaci dostavame
2 ,
(A2 0°L _ XX
pop o’
oL T 2 1 T
B2 =- + -Xp)(y—-Xp)=—=¢'e ——
&2 05 05’ 267 269 (v=X6) (= Xp) o0 20"
(AB2) oL 7= (X Xﬁ4_ X'y) = Xf ( a pro kontrolu )
do o o
(AB2) oL =_2(—X)(y—Xﬂ)=X8
052 0p 207 o’



Matice P tedy nabude tvaru

X'X X'e , X'e
5 7 ; X' X 3
P: o o - o
X'e 1 T | X'e I
7 6¢¢T 4 2 28T
o o 20 o o 20

Uplatnénim stfedni hodnoty na P dostaneme

X' X EXLE (XX 0
EP= o -
X'e 1 T 21 0 —
E 5 E(—48 & _—2) o 20‘2
o o 20

X'e X'
2 2
) (0}

1 T Ee'e T T

E(—48'8 - Zj =— ~ 5~ protoze Ec'e=T.o’
o 20 o 20° 2o

VSimnéme si, ze tato matice je — s ohledem na pozitivni definithost momentove

matice X'X - rovnéz pozitivné definitni. Tim jsme dokazali, Ze jde skute¢né o
minimum (nami zaporné vzaté) resp.o maximum (puvodni) vérohodnostni funkce.

Ec¢ =0 s ohledem na nestochasti¢nost X' a centrovanost ¢ a

protoze E

Nyni se mizeme presvédcCit, zda jde skuteCné o nejlepSi odhady, coz zjistime
vycCislenim Fisherovy informacni matice, jez je inverzni k matici P .
-1
XX -]
*% -1 — 0 !
0600" 0 r 0 =

7 20

20
6 je uzito z dlivodu Usporného znaceni, v naSem pfipadé QZ(ﬁ,,ﬂz,...,ﬁk,oz).
Poznamka (a soucasné definice)

Odhadova funkce 8 se nazyva MVB (minimum variance bound) estimétor, jestlize
je nestranna a jestlize jeji kovariancni matice ma velikost danou jako

B y _|d’nf(zt,0)
CovV =-[T.P())]" kdepm)‘E{ 300 0 }

kde f(Z,,0) je sdruzena hustota (resp. vérohodnostni funkce L(6,Z, )) rozdéleni
nahodného vektoru Z, sdruzujiciho (v naSem pfipadé) pozorované hodnoty yt,th

2V nagem pipadé jde o k+1 slozkovy nahodny vektor.



Odtud mUzeme urcit kovarianéni matici odhadové funkce é
1

XX ) X'X
. 021c0)]" 0 !
CovV =-[T.PO) " =-T|E=—"TA| =1| © =g
06006’ 0 r 0 !
207 20”7
Odtud je vidét, Ze dolni hranice velikosti asymptotické kovarianéni matice vektoru [

-1
A X'X
libovolného estimatoru je dana vyrazem Cov(,B) = az.lim( j

To v8ak pfesné odpovida tvaru asymptotické kovarianéni matice ~/T ( ,é -p).

Soucasné je vidét, ze dolni hranice pro rozptyl 6° (ziskana libovolnym estimatorem)
je dana jako

varé? =20*

Poznamka Mezi odhady rezidualniho rozptylu pofizenymi metodou nejmen$ich ctverct
a metodou maximalni vérohodnosti plati vztah :

52 = T-k 52
ML — T

T oLs
Poznamka Z predchoziho je vidét, Ze odhad rezidualniho rozptylu metodou maximalni
vérohodnosti neni nestranny (zlstava vSak — stejné jako odhad prostou metodou
nemenSich ¢tvercu OLS — konzistentni a asymptoticky nestranny )

Obecnéji, ne vS8ak zcela univerzalné lze Fici, ze zatimco OLS-metody inklinuji
z hlediska svych vlastnosti k nestrannym odhadim (které jsou vydatné jen za velmi
vzacnych okolnosti) , pak ML-techniky poskytuji odhady vydatné (obvykle na samé
mezi moznosti danych Cramér-Raovou dolni hranici), avSak nestrannost je
vlastnosti, kterou od nich obvykle nelze oCekavat. Ve vicerovnicovych regresnich
modelech ovSem ani simultanni OLS odhadové techniky neposkytuji nestranné
odhady (opét nepocitaje vyjimky) , takZze tam dvéma asponn pozZadovanymi
statistickymi vlastnostmi zlUstava jen konzistence a asymptoticka normalita).



