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Uvod L

o Rada systémU je zadana pfimo svym vnitfnim
popisem.

a Pozorovateli je skryta pfima informace o hodnotach
stavovych promennych.

N 7/

a MEerici pristroje podavaji informaci o stavu systému.

e Ukol: jak z pozorovanych vystupt y uréit co
nejpresneji stavy z« .

a Problem je vyreSen pro linearni system
s gaussovskymi Sumy (Kalmanuav filtr).
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Informace o stavech |

e Mejme neznamy nahodny vektor X € £;* a vektor

namerenych dat » € R"=, ktery je realizaci
nahodného vektoru Z € £;7.

a Dale zname simultanni hustotu pravdepodobnosti
p(z, 2).
e Pred meéerenim z je informace o X obsazena pouze

v hustote p(z, z) a rozlozeni X udava tzv. apriorni
hustota

po(@) = [ pla,2)a:
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Informace o stavech Il

a Po provedeni méreni z je informace obohacena a
rozlozeni X je dano podminénou hustotou, tzv.
aposteriorni hustotou

a Tyto Gvahy jsou jadrem tzv. bayessovského pristupu
k optimalnimu odhadu.

a Jedinym skutecnym rozlozenim je rozlozeni apriorni,
avSak aposteriorni rozlozeni ma nekteré vyhodné
vlastnosti s ohledem na co nejpresnejsi odhad
realizace vektoru X, ne hustoty vektoru X.
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Kriterium nejmensSich ¢tvercu L

a Presnost odhadu (estimace) se nejcasteji meri
kriteriem nejmensich ¢tverct (least mean squares).

e Stredni kvadraticka chyba
Bud' £ ¢ R" mnozina pfipustnych estimatorl
nahodného vektoru X. Pro kazdy pripustny estimator
y € £ zavedeme stredni kvadratickou chybu vztahem
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Optimalni estimator | L

e Optimalni estimator
Estimator X € £ nazveme optimalnim podle kriteria

nejmensich ¢tvercu (optimalni MS estimator), pokud
plati

A

J(X) = rynéng( y)

a Optimalni apriorni estimator
Stredni hodnota £ X je optimalnim estimatorem na
mnoziné vSech apriornich estimatoru.

Pfi oznaceni X = X — X plati E(X) = 0 (odhad je
nestranny) a D(X) = D(X).

3. Optimalni odhad stavll systémuobecna ¢ast — p.5/17



Optimalni estimator Il L

e Optimalni aposteriorni estimator
Podminend stfedni hodnota E(X|z) je optimalnim
estimatorem na mnoziné vSech aposteriornich
estimatoru.

o Opét pfi oznateni X = X — X plati £(X) = 0 (odhad

~

je nestranny) a D(X) = D(X|Z2).

a Jsou-li vektory X a Z nezavislé, pak
p(x,z) =p(x)p(z) atedy i E(X|z) = E(X). Tedy pri
nezavislosti apriorni a aposteriorni estimator splyvaji.

=
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Podminéné normalni rozceleni

Necht

¥

)|

ZZ.CU

)

Pak aposteriorni nahodna veliCina X |z ma normalni
rozlozeni se stredni hodnotou FE( X |z) a variancni matici

D(X|2), kde

E(X|z) = po + Eaﬁzzz_l(z — [Lz)

D(X|2) =%, —¥.2 1%,
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Linearni MS estimator | L

Optimalni MS estimator na pripustné mnozine linearnich
estimator

E={y=Az+b: AcR"™ " phecR"}

je estimator

XLMS = Ug T Zazzzz_l(z — ,Uz)

kde y, = EX, u, = EZ, ¥, = C(X, Z), S, = DZ.

=
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Linearni MS estimator I L

o Linearni MS estimator X; ¢ je nestranny.

a Je-li vektor (X1, Z1)! rozlozen normalné, pak
estimatory X5 a Xzass splyvaji.
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Priklad

Nahodna veliCina X ma rozlozeni X ~ Rs(0,1). Tuto
veliCinu merime pomoci nahodné veliciny Z. Vztah mezi
veliCinami je nasledujici:

1
Z =In| —
n(X)+V

kde V ~ Ex(1), p(v) = py(x) je Sum méreni.
Vypoctete optimalni linearni MS estimator veliCiny X.

=
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Odhad stavdl dynamického systémb

Mejme diskrétni dynamicky systém

(1) Tir1 = [, ug, vp)
(2) Yt = g(xtautawt)

S pocatecnim rozlozenim p(xg).

o Budeme konstruovat optimalni odhady stavu
To, 1, ..., T rekurentnim zpusobem.

o Pro odhad stavl mame k dispozici jen ¢asové rady
vstupU a vystupu.

a Aktualni stav x; se vypocte na zakladé minulého
stavu z;_1 a novych dat u; a y;.

=
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Odhad stavu DS (Il)

e Rozlozeni Sumu v; pokladame za zname, je tedy
rovnici (1) jednoznacnée urcena podminena hustota
pravdepodobnosti p(z;11|xs, ur).

a Rovnici (2) je urCena podminéna hustota
pravdepodobnosti p(y |z, u).

a OznacCime
(3) Dt — {u()ay()a"'autayt}
data dostupna do Casu t.
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Odhad stavti DS (Il L

a Obeée rovnice (1) a (2) jsou na minulych datech
nezavislé, lze tedy psat

(4) p(xeg1|re, ug, Di—1) = ploeg1|ae, ug)
(5) p(ye|ze, ue, Di—1) = pye|ae, ug)

Tj. stav x; obsahuje veskerou informaci obsazenou
v datech D;_; potrebnou pro predikci vystupu ;.

a Dale rizeni u; neovlivhuje primo stav x; (prirozené
podminky rizeni), coz lze zapsat jako:

(6) (x| Di—1,ur) = p(a¢|Dy—1)
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Odhad stavu DS (IV) L

e Jsme v Case t, mame k dispozici data D;_1, chceme
odhadnout hodnotu z;.

e Nejlepe ji aproximuje podmineéna hustota p(z:|D;_1),
tzv. apriorni hustota.

e Predpokladame, ze apriorni hustota je znama
funkce. Po doplnéni dat hodnotami w«;, y; mame

k dispozici data D;, diky nimZz mlzeme aktualizovat
odhad stavu ;.

e Hledame tedy novou podmineénou hustotu p(x:|Dy),
COZ je tzv. aposteriorni hustota.
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V éta (aposteriorni hustota)

Aposteriorni hustota p(z;|D;) je dana vztahem

p(yt‘xtaut)
| Dy
(yt\ut,Dt—ﬂp( 1De-1)

plz¢|Dy) =
(zt| Dt) >

o Dukaz plyne z Bayessova fetézového pravidla o
podminénych hustotach.

a Prechod od apriorni hustoty k hustoté aposteriorni se
nazyva datovy krok.

a Pro rekurentni vypocty je tfeba jesté odvodit prechod
obraceny — tzv. predikcni krok.

=
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Véta (predikéni krok) L

Predikcni krok odhadu stavu je dan vztahem

p(xt41|Dy) = /P(fb‘tﬂm,Ut)p(wt\Dt)de‘t

o Dukaz plyne z fetézového pravidla, z rovnice (4) a
dokoncCi se marginalizaci rozdeéleni x;. 1 podle x;.

a Poslednim krokem je zahajeni rekurze. Je treba znat
pocatecni hustotu

p(zo|D-1) = p(wo)

ktera je predem znama nebo se urcuje zkusmo.
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Spojeni kroku L

a Datovy a predikcni krok Ize spojit do jednoho, ale
ztratime tim aposteriorni hustoty, které jsou obecne
lepSi nez hustoty apriorni.

P(l’tﬂ ’3715, Ut)p(yt’$t> Ut)
€T D) = il Dy_1)dxy =
plarnlDy) = [ LIy 0| Dy,

_ (i1, Y |ut, Di—1)
p(ys|ue, Di—1)
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