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1. Schrddingerova rovnice

Odvodime nerelativistickou Schrddingerovu rovni@ ednorozrarny pripad
o 9°
2mox’

ih%z/l(x,t):— w(x.) +V (x.)@(x.1) (1.1)

z vyrazu pro amplitudu pragdodobnosti pechodu z bodx do boduy za infinitesimalg maly casovy

K (x,t+5| y,t) :[aninhs]yz exp{%{m();;y)z - £V(X+2y tﬂ} (1.2)

Musi tedy platit (po substitugy=x+77)

intervale

00

w(x.t+é) :[ZnThjzjexp{%mf - gv(xﬂz ,tﬂ}z//(x+/7 1)dn (1.3)

—00

Rozvoje do prvnihgadu etns podle mocnire (pfitom # je Grmérnée™ ) daji

00

y2 img® 2 .
w+€a_z,a=[ u ] Jez’“ {wwa—wéf?za—w—ﬁvw}dn , (1.4)

ot \2mihe ox 2 0xX* h

pticemz vSechny funkce jsou gitany pro argument, t. U ¢° je identita, vyraz "2 je roven nule a vyraz u

¢ je pr&¢ Schroédingerova rovnice.

2. Uzite€né integraly.

Integraly potebné pro vypeet v (1.4) ziskame z obeg$iho vyrazu
I :fexp{i[a(xz—x)z+b(x—x1)2}}dx , a>0b>0 (2.1)

Po doplgni vyrazu v exponentu riverec a substituci dostavame

00

I:(a+—2b)]/2exp{i;Tbb(x2—x1)2}F - F =] exfix} dx 22)

0

Cauchyova #ta pro vhodnou #vku v komplexni rovig dava



Texp{ixz}dx+nj eX|c{R2 i cos@ - sm&)}d9+ e{p4}j e{qax} 0 (2.3)

0 R

V limitée R- wje

Iexp{lx}dx exp{ }I ex;{) } (2.4)

Poissoiiv integral se péita nagiklad jako

Jeo{-x}ax- ﬁ enf-x}ax] exgy e yr _

0 ) " e (2.5)
{girexp{—rz} d r} :7

Fresnelv integral je tedy
< . 1, \y2 LT 1, 32
F=|explix*tdx==(m)""exgi~—==(mi 2.6
Jexeli e ax=3 (n)* exgi | =3() 2.
a paitany integral
T v ab
. 2
=[] expli 22 (x - . 2.7

Pri vypoctu integrad v (1.4) potebujemeb = my(2h¢)

| —IGXF{IbI]}dI] (lgj]/ (an;hsjm |

—00

_ 19, 1 (mY°_ hel2mine)?
I, In exp{lbfy}dfy ablo__ﬂ[Fj ——m( o j

(2.8)

Zobecréni na viceroziérny pripad neni obtizné. Uvazujriderozmeérny vektor (sloupecy) a symetrickou

matici Q. Matici Q Ize diagonalizovat ortogonalni transformaci
Q=0"Q,0 , de0=1 , Q, = diadws @, ... &) (2.9)
a vektom transformovat na
§=0n , '=n"0" . (2.10)

Méame pak (Jacobian transformage- ¢ je roven jedné)



N =Jd/71... T dn exdibr" Qn} =Jd{l... T dé, exgibé™ Q, ¢} =

(2.11)
) )
I bay, b) (detQ,)”” (b)) (den)*’
3. Feynman Qv integral po trajektoriich.
Amplituda pravépodobnosti pechodu z bodw, do bodux, je
i
(1ot x8,) = [ expl ps[x(t)pa[x(0)]
. (3.1)

x(t)=x  x(t,)=% , S[x(t)]=[L(x(t)x(t)t)dt

ta

Mira v nejjednodussSimifpace: rozctlime casovy interval naN +1 stejnych dit

K (% t] X, .t,) = 'Limo{znr?hr}(m)/zjexp{% S[x(t)}} lfl dx,

t -t
=2 temkr L x(L)=x= L x(1)=x L x(L)=% =X . (32)
N —
s[x(t)]=r3 L[er % Xt ,tk+12+tk]
k=0

Pti déleni je ¥eba opatrnosti (Wiener, Ito). Prénma Brownova pohyblx(t) a integral

ty

|w:If(X(t))dXE,Lme:(Xm‘Xk)[Wf(Xk)+(1‘w)f(xk+1)] , 0sw<1 . (3.3)

ta
"Normalni" chovani dostaneme jenom pio= % Klasické pohybové rovnice dostavame z \aniiao

principu

JdS=S[xy +Ix|-S[x,]=0 ,
ty
S[x+5x]:IL(X+5X,X+5x,t)dt: (3.4)
ta
ty )
J{L+a—|_‘dx+%5x}dt = S[X] +JF—FJX+£JX}dt
0 X 0 X 0 X 0 X
t, ty

odkud pak



ty

)
_ﬂi[a_'f]—a—ﬂaxdt . (3.5)
. JLatlax) ax

ta

JS:Qde
0 X

Pro kvantog mechanické kvasiklasické&iplizeni je

(st )= expl 5T, (0] | exf ) 2°S[ax(y) e [ox()]

ox(t,)=0x(t,)=0 , (3.6)
ty
0°L, _.\2 0°L . %L 2
2 _
o s[ax(t)]_ﬂax2 (6%) H2o- - OXOX (6X) }XC dt
ta
Druhou variaci mizeme upravit integraci per partes do tvaru
&5*s[ox(t)]=(ox,Adx)
. df[e*Ld  e*L ] 9L d  o%L (3.7)
N=—F— —+ + —+
dt| x> dt dxox| axdaxdt 09X
kde skalarni satin je definovan jako (mame takto Hilb&vtprostor!)
t
(&.7)=[£(t)n(t)dt . (3.8)
ta
NapiSme té v ortonormalni bazi
Ix()=c,u,(t) , Au(t)=Au(t) , u(t)=u(,)=0 . (3.9)
Potom je
o’ s{ox(t)]=X Ak . d[x(t)]=3[]d¢, (3.10)

a pro amplitudu fechodu mame

K (% t] %, 1ta) = exp{%s[xCI (t)]}J exp{ﬁzn:/ln cﬁ}\] |:| dc, (3.11)

Jakobian) ma tu dilezitou vlastnost, Ze se néni pi volbé baze. Integral se snadno &poa je tedy

K (% t] %, t,) = J exp{%s[xq (t)}} M [z;n h]” | 3.12)

n n

Zavedeme sidgto jako neporuSenou ulohu (,volsastice®), kde bude

~¢)y__d|d’L d ~E) () £ — 3(F) () (f) ) _
M= atleear] MY (t)=A"uw"(t) . w(t)=uwn’'(t)=0 , (3.13)



pak kongny vysledek je
K (%] % t,) =

(%] %, 1ta)exp{—i%s(f) EX (t)]} exr{%S[xd (t)}} 1 [Aj”]” (3.14)

4. Propagator pro kvadraticky lagrangian

Predpokladejme, Ze Lagrangeova funkce je nejvySerkatially polynom v rychlosti a ssadnicich,
ti. ma tvar
L(x,x,t)=A(t)x* +B(t)xx+C(t)x*+ D(t)x+ F(t)x+ E(t) . (4.1)

Protoze Mizeme poloZit

B(t)xX:%F B(t)xz}——;B(t)xz . o(1)x=2[p()x]-D(1)x

. (4.2)
d
E(t)=a E(r)dr
sta&i uvazovat lagrangiany tvaru
L(x,%.t) =%a(t)>‘<z —%c(t)xz FE(t)x . (4.3)

Podle (3.6) mame

g (4.4)

y(t.)=y(t,)=0 .

Klasické trajektorie jgeSenim Lagrangeovy rovnice

o] o0 = Gl e s

S pomoci (4.5) fiveme zjednodusit vyjéeni pro klasicky &inek



S[x, ()] =§[ 0% 0% rox (t)dt] . 4
Vzhledem k podmince/(t,)=y(t,)=0 mame
Jexp{%h]q[a(t)yz—c(t)yz]dt}d[y(t)}:G(tb,ta) . (4.7)

Pro vypaet (4.7) existuje gkolik metod. Pro jednoduchost budeme v daléf&dpoklédata(t):m.
ZapiSme nejprve funkds (tb ,ta) pomoci diskretizace, t.j. rogiénim intervalut, —t, na N +1 ekvidistatnich

gasti, gitom t, =t, +j(t,~t,)/(N+1). Je tedy

(N+1)/2 N
_ m | m _ 2 _E >
G(tb'ta)_,ledeyl-“dyN[Zﬂih‘g] exp{gé{z(yjﬂ yj) 2Cj yJ' }} ’ (4-8)

kde c; :c(tj ) . Zavedeme si ziani pro vektom

Y1
n= ) ”T:(yl .o yN) (4.9)
Yn
a maticiQ
2 -1 C,
-1 2 -1 0 c, 0
-1 2 &2 (o
Q= e . (4.10)
-2 -1 N
0 2 0 G
Potom niizeme (4.8) zapsat jako
m (N+1)/2 m
G(t,,t,)=lim d"nexpi—n' Q . 4.11
(tta) N~w[2nihg] J 7 P{zghﬂ n} (4.12)
Podle (2.11) je
m v 1
Gt t.)=|——| lim———: . 4.12
(t2 t.) [thj N-e (edet)"? (4-12)

Vezme-li z maticé jen prvnicl] fadki a sloupd, ozn&ime gislusny determinant jak®, . Definujeme si

D, =1 a mizeme tak psat



2 2 2 2
D,=1 , D,=2-¢, |, Dzz[z—g—clj[z—‘g—czj—lz[25—c2le—Do ,
m

m m m
£ £? £? £? £? (*.19)
S [ e R A
Obecr pak
52
Dj+1=[2—ﬁcj+1]Dj -Dj., - (4.14)
Ozn&ime jes¢ g, =¢D;, takze nizeme (4.14) a p@tesni podminky zapsat jako
0 —20; 04 _ G
£ T 9
, (4.15)
- £
9, =0 , %:Dl_[)ozl—ﬁcl
Vimité N - oo, t.j. £ -0 prejde (4.15) na
d’g(t.t,)  cft) dg(t.t,)
al + t,t.)=0 , tt =0 , —24 =1 4.16
az T m O0) 9t ), dt | o)
nebo obecdi
d dg(t.t,) dg(t.t,)
—l a(t)—/—2L |+c(t t,t. )=0 tt =0 , —24 =1 (417
ga) 228 e oge)=o . alenl, b)) - e
a tedy
Y2
m
Gt,,t)=| —— : 4.18
(t,.t.) [thg(tb ,ta)] (4.18)
Jiny zpisob vypd@tu je zaloZzen na rozkladu
y(t)=> cu,(t) (4.19)
n=1

kde z definice (3.7) mame

_{%{a(t)du(;t(t)}+c(t)un(t)}:/1nun(t) . u,(t)=u,(t,)=0 . (4.20)

Potom je podle (3.11) a (3.12)

(4.21)



5. Harmonicky oscilator

V tomto gipad mame

a(t)=m , c(t)=me¥ , f(t)=0 . (5.1)
Reseni klasické rovnice (4.5) je (s od@aimt, —t =T )
1 . .
X, (t) = pr—s [ %, sinc(t, —t) + X, sinw(t-t,)] (5.2)
a inek (4.6) je
mw
S[Xd]zsina)T{(Xg +xa2)cosz— Zxaxb} ‘ (5.3)
Re&eni rovmice (4.16) je
o(tt,)= sinw(t-t,) (5.4)
w
takZe vyraz (4.18)
mw v
Gt ,t)=| — . 5.5
(t:.t) [Znihsina)T] (53)

Propagétor pro harmonicky oscilator jr tedy

Y2 .
K(xb,tb|xa,ta)=[L] exp{ MO {2 + x?) cosT - ngb}} (5.6)

27 hisinwT 2h sinwT

Limitnim pfechodemw — 0 ziskame z (5.6) propagator vokustice

Y2 . _ 2
K(xb,tb|xa,ta):[2ﬂrinm_] exp{%} : (5.7)

Ze zakladniho kursu kvantové mechaniky vime, Zegonastavu s diskretnim spektrem energizeme

zapsat propagator jako (viastni vektory hamiltomidh|n)=E, |n) jsou ortogonalni a normované, tj.

(n[k)=2.)

K (xily,0)= (x| ex — At ) =33 i) nf ext—- At k) K]) =

ggem{_% B t}<x| m{n|k) (k] y;ﬂi; ex;{—% E, t}<x| ny(nly) (>8)

takZe pro statistickou sumu (imagin&agt=-i7) mame



Z= T K(x,—ir|x,0):§ex —%T}D(X|n>‘2dx Z exg{—% }

n=0

—00

Podivejme se na vyjéehi propagéatoru (5.6)

0 Y2
Z=[K(x,~i7|x,0)dx= [Znhsmhwr] J ;{ ma)hc;rs]rl;:oo; ilxz}dx

—00

Integral vypa@teme podle (2.5) a s pomoci identitgshwr - & 2 sinfwr/ )2]2 mame

e S o} -

23|nh% 1-ex{-wt} =

E, :(n+1jhw .
2

6. Propagator ve vice dimenzich.

)
L[5 |- 9L |5k at
dtlax ) ox

ta

Variace @inku je

5s[x]_ﬂ5

Pouzivame sungai konvenci. V okoli klasické trajektorie piSeme
S[X] = 8[x,] +58*S[5x] +

kde dx(t,)=Jx(t,)=0 a

5’ S[ox] =
ty
2 2 2
oL OX OX +2 9 L_.dx‘éxj+ 6 L.dx‘dxj dt
X 0X X oX ox ox -

ta

"Rozumné variace" dovoluji definovat Hilbgvtprostor se skalarnim s¢éimem
tb .
n)= [ & (t)n(t)dt
ta

Druhou variaci pak piSeme jako

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)



5*8[ox] =(ox.Adx) | (6.5)

kde
2 2 2 2
e _%{az aLxJ' % ' azi aLxJ' } ' azi aLxJ' % ' aii aLxJ' %xd 9
V ortonormalni bazi
SX =Y ou(t) . AuM=AWW L ut)=uk)=0 . 67

Feynmaidv integral se pak snadno spe (d[ dx(t) |=J ﬁ dc, ) jako

K (%t [ % ta) =3 exp{igs[xd (t)]}lj[z;ﬂhjm , (6.8)

n

a po zavedeni ,volnéastice”, charakterizovane

AN -_df 0L d
. dtloxox dt) ' (6.9)
/\i(jf) ul () = A0y (t) . ul" (t,)= ul" (t,)=0

dostavame korday vysledek
K (%t % t,) =

(f)]”2 (6.10)

K (%8 %, t,) exp{—%S[X&f) (t)]} ex;{%S[Xd (t)}}ﬁ[a

n= n

Ozn&me det(/\) = l_l A, a zavdme funkce £ je komplexni pronna)

| . du/ (Z,ta) .
(/\ij—zdj)u(Jk)(Z't)zo : u(Jk)(z,ta)ZO ’(k)TZJKJ

Potom plati (Coleman, Levit a Smilansky)

A _ 7Y det(ulVi(z ¢
det[/\ Zl]: ( W () . (6.11)
det (u(i)(z,tb))

A-z1
Pro z=0 je feéenl'mu(jk) (0,t) Jacobiho pole. S tim pak souvisi mnoZstvi dalsioknych vyjageni.




7. Volna relativisticka €astice - parametrizace.
. P . 2 a2\Y2_ (o 2 a2\Y2
Znacenl|ntervalu(——|r)Jeds—(c (dt)"-(dx) ) ——|(c (d7)"+(d %) ) . Uginek pro volnou
castici piSeme jako

S =iﬂ%(/1)[[%jz +¢? [%ﬂ + mj p(/])]dA . (7.1)

a

Vyraz (7.1) je invariantni vzhledem k transformdci- f (/1) , 0 - pf'. Variace vzhledem Ip(/l) da

p(A):%H%T+CZ[%TTZ , s=imcj[(o|f<)2+c2(dr)2T/2 . (72

Zvolime-li ve (7.1),0(/1):]/ c, dostavame po obvyklém rageni na intervaly a integraci propagator ve

tvaru (dimenze 3+1=4)

S e mc Y me (% %) +¢*(r,-7,)° mc
K%t [%07) =| 5 o | exp = - -k @)

kde L=A, — A, . Typicka situace: integruje seégs nerozliSitené veiny, tedy

K(&,rb|>g,ra):R£KL(ib,rb|g,ra)dl_ , (7.4)
odkud
K(% .7 [%07.) =
1 me < mc[(ib—i(a)z + cz(rb—ra)ZT/2 | (7.5)
TR (R-R) e (nmn) ] ’
Vzhledem k asymptotickému vyjehi
y2
K,(2) :[2_”2] expl-2 (7.6)
je pro vyrazg casupodobné intervaly (nerelativisticka teorie)
K%t [ ta) =

i * %, - %)’ 7.7
iexp{—i me (tb_ta)}[#] exr{im—(xb X”‘) } (7.7)
mc h 2min(t,-t,) 2n t,-t,



Interakce mimo sitelny kuzel — nikoliv, dlezité jsou komutéatory resp. antikomutéatory.

8. Funkcionalni derivace.

Zobecréni pojmu derivace u funkce je u funkcionalu vyraz

oslgl _ . S[#(x) +hI(x-y) |- S[#(¥)]

8.1
Soly) " 7 oD
,<Obrazre" pro funkciN proménnych mame
F(X &% +E&y) :Za—)'(:kfk (8.2)
a pro funkcional
_(9FI¥
Fx+¢] _Jm{(t)dt : (8.3)
Definujme
(F[) :JF[X] exp{th[x]}d[x] . (8.4)
Potom rozepsanim identity (odeni stejnych vetin)
0=(F[x+¢&])~(F[x]) =
SF[X i _;19S[¥] i (8.5)
JJ{ x(0 + . F[X] ax(1) }‘(t)exp{h S[x]}dtd[x] :
ProtoZze variacé (t) je libovolna, mame
IF[X _ i J5[¥]
(50w ) oo
nebo v diskrétnim tvaru
(25} - 1{e25) -
0X, h\ 0x,
Vezmeme jeSé jako poslednifiklad (£inek v klasické mechanice
S[¥] :ij(x(t),x(t),t)dt . (8.8)

ty

Nezapomame, Ze v koncovych bodech integnéo intervalu je funkce pe¥rdana. Je pak obvyklym



postupem

S[x+¢&] - 5[] :TL(X(t)+$(t),x(t)+f(t) t)dt —jL(x(t) X(t) t)dt=

BlaL ; oL, b
tj;{af(t) } Hax dt[ ]}E(t)dt+--- = (8.9)
os[x] _aL(x(t) x(t).t) _ d (OL(x(t).x(t) 1)
ox(t) 0x dt 0x
NapiSme si tinek v diskretizovaném tvaru jako
S=
S R =% ) L e B R faifo Ve iro ) €[ ) (8.10)
TKO[E[—T ]+E[—T ][@A(Xk+l)+A(xk))——2(d>(xk+1)+d>(xk))] .
Potom je
Ea_§:_mi”+l_2)§n+xn'l+eX”+1_)?”_lx|: { XA(XH):|_ea¢E)?n)
X, T 2t X, X,
s 0 o) (AR
+e|:xn+l Xn—lgT:|A()?n)_e +1 -1
2T 0X, 2r
a tedy s ozngnim
Loy 00(%) [Al%wr) =A%) [Ra=%a o0 |
)= 20080 M)A [t 8 g
oX, 2t 2r 0X, (8.12)
. 0 -
B(X )=—xA(X
(%)=55AR%)
dostavame
OF(R)\ it/ e v =25t R X~ Xon oy o
B -eE . (8.
B e eis(n)-eE(x)) - @19
Pro F =1 dostavame Ehrenfést teorém
% 2% 4% . S ) )
m<x”*l T)§”+X”'1>:e<x"*12TX“'le(7<n)+E(Yn)>
(8.14)

= m<d"> e(vxB(x) + E(¥))

dt

Pro F =X, mame komuténi relace pro saadnici a kanonicky sdruzeny impulzagové uspiadani,

napravo givejsi)



9. Funkcionalni derivace podruhé
Hilbertav prostor funkci kvadraticky integrovatelnych nawené podmnozih Q O R™ ozna&ime
£2(Q). Prvky £2(Q) budeme ozrimvat malymi pismeny, funkce né (Q) velkymi pismeny, tj.

f: R"O0Q - R ,

9.1
F: £(Q) - R . ®1)
Skalarni sotin ma obvyklé vyjageni
(Fluy=[f(X)u(x)d"x (9.2)
Q
a vypaet funkce nad prvkem zéiane hranatymi zévorkarﬁi[ f].
Definujeme funkcionalni derivaci jako
oF[f] uj)s —JF[f]u(z)dmeiF[fﬂu] (9.3)
of of (x) dt o
Q
Velmi specialni volbou je
E[f]=f(Y) . (9.4)
Potom mame ze (9.3)
OE,[f] , \ . _dy,, _ .
| S uers= (1) u(s)=u(s) =
0 [ ] (9.5)
OE, | f
y =o(%-V
5t(x) oY)
Se stejnou konvenci, jakou piSeme
dx [1_]:5; - X5 (9.6)
ax . ax' !

budeme psét



OE[f] ot (Y) _ oo o
5t(x) O = i o) (9.7)
Zobrazeni funkce na jeji parcialni derivaci
of(y
E,.[f]= a(iy)=aif(y) (9.8)

vede k

o (9.9)

PovSimréme si, Ze ve vztahu (9.9) ¢kl pfedpoklédémeﬂ ,o =0, obecrjsi chovani funkce na hranici by

vedlo k mnohem komplikova&jgim vyrazim. Déle je dlezité @i zkraceném zrigni vzdy ¥dét, podle které
proménné derivujeme, ve (9.9) je v prvniddku d, =9/dy' , ve druhéntadkud, =3/0x . Owtime si na

jednorozrérném giklade

ox(r)
d n n n
d—f{x()(t) +&u® (1)} . =u(t) = (9.10)
X" (t) »dW5(t-7)

Standardni varimi Uloha vychazi z Lagrangeovy funkce
L[ f]=L(x, f(%).9, f (X)) . (9.11)

Variaci budeme psat jako

OL[f] _aL ox oL of

N " - +
of (y) ox of(y) of(x)o
oL oL 09(x
5(%—v

I R o

(x), oL 99 f(x)_
f(y) 00.f(x) of(y)
-y

)

(9.12)

Dosazenim do (9.3) dostavame



<5|;[ff] u> EH@?(LY() 5(x-y) +aa+L(x)a‘ J(X—y)}u(x)dmiz

ﬁa?l(_i) -b aa,afL(;() }J(X—V)U(i)dmk{af—'(‘y)— D, #“(y)}u(y) _

V Uplné analogii s rozvojem funkce vice promych mame i pro funkcionaly “Taylav rozvoj’. PiSeme

e}

(9.13)

(pro m=1)

JS[f] {f(yl)_fo(yl)}dyl+

s[f]:s[f0]+JJf(yl) _

“ (9.14)

%Jjé'f JZS[f] | {f(yl)_fo(yl)}{f(yz)_fo(yZ)}dyldy2+---

(w)at(v.)],_,

Q

Jako piklad vezndme Ucinek volnécéastice

212
s:—mchz—[%j} dt . (9.15)
dt

ty

os[x] _ (] oL oy, 0L do(t-t)[ . _
x(1) J{ax(tl)d(tl Vo) a, }dtl o016
d mex () __ mc® x” (t)

a{cz_x/z(t)}]/2 {CZ—X/Z(t)}s/Z

Podle (9.14)

Pro klasickou trajektorii

ii%:)] =0 = x(1)=0 = x(t)=vt+x . (9.17)
Dale pak
5ZS[X] B mc’ ox! (t) —mc X! (t) 1 —
5X(t)5X(t) {Cz X/z(t)}3/2 5x(t_) X(t_){cz—x/z(t)}%
) mce d25(t —'[_) e (t) 5 1 (9.18)



Pro klasickou trajektorii

o°s[{ | _  mc  d?*3(t-T)
5X(t_)£f><](t)%xd EEOE (9.19)
Prirastek @&inku je
_]b'tf 5ZS[X] t (t)—xCI (t)}[x(t_)—xCI (t_)}dt dt =
(C ~ < )S/ztﬂ t)=x, (t) ][ x(T)-x, (T)]dTdt = (9.20)

PR U

Klasicky Einek je

s[x,]=-me(c-v?)"* (t,-t,) . (9.21)



