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Poznamky Kk teorii rozptylu

Michal Lenc

Tento text obsahuje spiSe nez vyklad soubor uzivanych vzoreckl. Neni proto ani fazeni kapitol nijak
systematické. Text vznikl pro ¢ast pfednasky Pokroc¢ila kvantova mechanika v jarnim semestru 2005 a byl

mirn¢ upraven na jare 2008.
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1 Difrakéni integral

Hledame feseni Helmholtzovy rovnice
Ay (F)+ k> w(F)=0 (1.1)

se zadanou hodnotou v rovin€ z=z, pro poloprostor z=z,. Greenova funkce je

Kl — 7
G(F,FO):eXp(i -l (1.2)
7 7|
nebot’ pro 7 #7; je feéenim a pii integraci po kouli se sttedem v 7 dostavame
limJ(—é)e (i-ijexp{lkp}p dQ=4x (13)
p—0 " " ’ '
P P
Sﬂ
takZe miiZeme psat Greenovu vétu ve tvaru
. 1
w(F) :EZJZO(GAW_ WwAG)dx,dy,dz,=
3 (1.4)

i ( G a—wjdxodyo S 9_9
n on

A WE 0z,

20
Ve vztahu sme uzili nikoliv vnéj$i normélu (mifi proti sméru osy z), ale “normalu k vinoplose” (ve

sméru osy z). Sommerfeld vyuzil volnosti ve volbé Greenovy funkce:

= lim {exp{zkrl} _ exp{zkrz}} ’
] £ (1.5)
12 12
rl:[(x—xo)z+(y—y0)2+(z—§’)1 , rl:[(x—xo)z+(y—y0)2+(z+§’—220)2}
. 1 .
im G0 . 20 _jim|2nd (explikn})_on d (explikn})|
{2 on ¢-=x0dfdr h 0¢ dr, r
i (22) - (2] - o)
-z, Sz 2 T »f Tl )
¢ a; ¢ a; |:(x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2]
Vysledek je tedy
.k exp{ik R}
l//(r)—z—m (l_szj » v (7 )cos( )dxodyo , (1.7)

kde R=F —7,. Toto je exaktni vysledek. Druhy ¢len v prvni zdvorce integrandu je vzdy zanedbéavén.

V dal$im si ukdaZzeme odvozeni difrakcniho integralu z Huygensova principu (podle Landaua a LifSice).
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2 Huygensuv princip

M¢jme element vinoplochy df. Ptispévek tohoto elementu k poli v n¢jakém bod¢ P bude umérny
e amplitud¢ pole u na uvazovaném elementu
e prumétu plochy elementu do normaly ve sméru paprsku, vedouciho k bodu P (paprsky, které budou
pfispivat nezavisi na tvaru plochy)
e pfirtstku faze a poklesu intensity

Celkem tedy méme

u(P)zaJ eXp{;kR} df, . @.1)

Konstantu a ur¢ime naptiklad pro rovinnou vlnu postupujici podél osy z. Potom pro bod P(x,y,z) dostatecné

vzdaleny od roviny (&7,0) méame

2

z z

§ 8
o
4
o
-
=
—~
N\<
N
S
N—
3]
%f_/
QL
E]
|

Ve (2.2)
2ri k
—aexpyikzy = a=
k piikz] 2ri
Mame tak vysledek v souladu s
_k exp{ik R} R
M(P)—z—mJLI(Q)TCOS(I’ZQ,R)de . (23)
Podivejme se, jak vypadé vypocet pro rovinnou vinu podle Pro bod na ose P(0,0,z) mame
¢ ) S o2
PR 1 exp{zk(p +z ) }
u(P)=——|\do ||1- pdp=
27wi g, ik(p2+zz)l/2 (,02+22)1/2 (pz+zz)1/2
0 (2.4)
. 2 2\/2
zexp{zk(R +z ) }

" J exp{ik(p2+zz)l/2}
_Zjd — 7 dp=exp{ikz}- — T
0 Y (p +z ) (R +z )

Pro R—eo mame opét rovinnou vinu. Pozoruhodné chovani, které bylo historicky velmi dtlezité pro

uznani vlnové povahy svétla vykazuje nenulova intenzita za neprostupnym ter¢ikem, kterou z

dostaneme jako
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R zexp{ik(R2+zz)l/2}

ERE

3 Vypocet Fresnelova integralu

Potiebujeme vypocitat integral

oo

F:Iexp{ixz}dx . (3.1)

0

Cauchyova véta pro vhodnou kiivku v komplexni roviné dava

R

/4
J.exp{ipz}dp+ '([ exp{R2(icos26—sin29)}d6+exp{i%}iGXp{_pZ}dp:O . (32

0
V limit€¢ R —ooje
T . |7 >
J-exp{zp }dp:exp{zz}jexp{—p }dp (3.3)
0 0
Poissontliv integral se pocitd naptiklad jako

fexp{_xZ}dx:Uexp{_f}dxfexp{_y}dyTZ _

‘ ‘ ‘ (3.4)

1/2

» 1/2
{%!rexp{—rz}dr} =%

Konecny vysledek je

F—T lix}d _l(ﬁjl/z(u-) (3.5)
= | eXpyIx X—2 > 1 . .

0

Komplexné¢ sdruzeny vyraz k e

F = [expf-in‘}a _1(5)‘/2(1_‘) (3.6)
—Oexp ix x—2 5 i) . .
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4 Zména faze pri doteku kaustiky (Guytv fazovy posuv)

Uvazujme body Q vinoplochy z

g .m
S T 4.1
¢ 2R 2R, “
abod P(0,0,z) na ose. Mame tak
2 2 \? % 2 2
R=|&E+n +| z— ¢ 1 SRS (R U N [N O I (4.2)
2R 2R z: R)2 |z R )2

Po dosazeni do

u(P)= kzuffloz) exp{ikz}Jexp{i%(é—R%jfz}deexp{ig(é—RLan}dn . (4.3)

Podle obrazku dostavame

b
Vinoplocha s kruZnicemi hlavnich k¥ivosti a paprsky.
0<z<R, = %(1+i)(1+i)=1 — u(P)=u(0) |
1
1 : N ¥4
R,<z<R = ?(lﬂ)(l—z):j = u(P)zu(O)eXp{—zE} , (4.4)
1 1

R<z<o = %(1-1-)(1-1-):-1 = u(P)=u(0)exp{-iz} .
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5 Ut¢inny priifez a opticky teorém

Rovinna vina dopadajici ve sméru osy z je rozptylena sféricky symetrickym potencidlem, takze se

pak sklada z dopadajici a rozptylené viny

ik
y/(f,t):%[exp(ikz)+ f(e)m}xp(—i%zj . (5.1)
r
Tok pocitame jako
- h B — — *
J=— W' Vy-yVy') . (52)
2mi

Tok v dopadajici vIng je
- hk 2 .
Jin =—|l//0| e. . (5.3)
m

Tok v rozptylené vIng je (gradient ve sférickych soutadnicich V=¢ 9/0r+¢,/rd/00+é, /(rsin8)0/dp)

2
- nk|f(9) 1
]SC:——‘ > ‘ +0|— | - (5.4)
m r r
Uginny prifez je definovan pomoci vztahu
lim|j |r*dQ=|j |do . (5.5)

Na levé stran¢€ definice je tok v rozptylené vin€ do elementu prostorového uhlu d€2 ve velké vzdalenosti od

rozptylového centra. Na pravé strané pak odpovidajici element plochy, ktery pfinuti tok v dopadajici viné

piejit do toku v rozptylené viné. Dosazenim (5.3)a [5.4)|do [(5.5)|dostavame

do=|f(6) dx . (5.6)
Celkovy ucinny priifez je pak
o=[do=[|f(6) a2 . (5.7)
Pozoruhodny vztah, ktery spojuje celkovy u€inny prifez a imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu ve

sméru dopadajici viny se nazyva opticky teorém:

S{f(O)}z%O‘ : (5.8)
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Jednoduché odvozeni optického teorému pochdzi od van Hulsta. V dostate¢né vzdalenosti za rozptylovym

centrem je
. . exp{ikr}
y(7)=explikz}+ f(6)———— (5.9)
Budeme pocitat tok ploSkou poloméru R, kdy jsou splnény nerovnosti
2
£<<1 , kR >2r (5.10)
z z

coz znamend, ze thlova velikost plosky (vidéno z rozptylového centra) je malé, ale ploska obsahuje mnoho

Fesnelovych z6n. Potom (polérni soutfadnice)

2
\y/(p,z)f ~1+ 29{{f(0)1exp{ikp—}} (5.11)
z 2z
a tok prochdazejici ploskou je
Lo 4
27zj|y/| pdpzﬁRz—TS{f(O)} . (5.12)
0

Plocha je zmenSena o G¢inny priiez rozptylu.

6 Rozptyl v potencialovém poli

Uvazujme o pohybu ¢éstice v potencidlovém poli. Pohyb volné ¢astice je popsan Helmholtzovou

rovnici

2 E 1/2
AV ()4 WO (7)=0 |, k=L-CME) ©6.1)
h h
Pohyb v potencidlovém poli potom stacionarni Schrodingerovou rovnici
- 2 N 2m N -
AY(F)+k*Y(F)==U(F)¥(F) . (6.2)
Reseni této rovnice miizeme napsat ve tvaru

¥ (7) =¥ (F)- 22 [G(F-F)U (F)¥(F)d'F . (63)

kde G je Greenova funkce Helmholtzovy rovnice
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AG(F=F)+ K G(7~7)=~8" (F=F) .
1 exp{ik|F—7[}

G(r-r)=———F""""7T— =3
(r I’i) 47[ |]7—]_’:| > S ’
; (6.4)
G(F—?l):ZHf)l){k|F—f|} , s=2
G(?—ﬁ)zﬁexp{ikﬁ—ﬂ} . s=1
Schrédingerovu rovnici mﬁieme fesit iteracnim postupem, tedy
‘I‘(”“)(F):‘P(O)(7)—2h—TIG(F—j)U(”1)‘P(”)(fl)dsfl , n=0,1,... . (6.5)

Zustaneme-li pouze u zakladni iterace (n=0), nazyva se toto ptiblizné feSeni pohybu v potencialovém poli
Bornova aproximace.

Pfti studiu rozptylu ptfedpokladame ) (7) ve tvaru rovinné vlny a zajimame se o vinovou funkci

daleko od oblasti ptisobeni potencialu, tedy pro Greenovu funkci klademe

L .\ expyikr o
G(h’ﬁ)=%}/}exp{—zk;§-nf} , §=3 ,
. (1+i)expfikr} L
G(F.,K)= NPT exp{—zkrl-nf} , §=2 (6.6)
: "
G(ﬂﬁ)=$exp{—ikﬁ-ﬁf} , s=1
V exponentu jsme aproximovali
L a\I2
|F—ﬁ|:r(l—2ﬁf-£+rl—2j ~r—ii, % (6.7)
ror

pfi¢emZ jsem oznacili jako 7, =7 /r jednotkovy vektor ve sméru pozorovani. Dopadajici rovinna vina je
pak

T(O)(F):exp{iE-F} :exp{ikrle.-nf} , (6.8)
s oznacenim jednotkového vektoru ve sméru dopadu 7, :l;/ k . Vlnovéa funkce pak je

k
2rr

(512
‘P(F):exp{ikrﬁi.ﬁf}+27ﬁ( j £, Jexplikr} (6.9)

kde f(7,,7,) je amplituda rozptylu
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f(ﬁl.,ﬁf):z;:hz exp{ i(szl)”}jexp{—ikﬁ-ﬁ_f}U(ﬁ)‘P(ﬁ)dSﬁ : (6.10)

Amplituda rozptylu v Bornové aproximaci je

IACRAE 2:;*12 exp{ i(szl)ﬁ}jexp{ik?l (i, -7 )JU(R)d7 (6.11)

V trojrozmémém piipad¢ dostavame pro amplitudu rozptylu dopfedu (7, =7, ) vyraz

m
2 i

3(6=0)=——[U(#)dF; . (6.12)

To je realna veliCina, coz je v rozporu s optickym teorémem a omezuje to platnost jinak velmi uzite¢né

aproximace na pfipad velmi slabého rozptylu. Také v dal$im se omezime na trojrozmérny piipad. Podil
pravdépodobnosti toho, Ze rozptylena &astice projde za jednotku ¢asu plosnym elementem dS=r>dQ a

hustoty toku ¢astic v dopadajicim svazku nazveme diferencidlnim G€innym prifezem do
. 2
do=|f(i.i,) dQ, . (6.13)

Vytvoirme linearni kombinaci (klubko) dopadajicich rovinnych vin. Metoda asymptotického rozvoje

vede pak k pfibliznému vyjadreni Clene s rychle oscilujicim integrandem

\P(f):jF(ﬁ)exp{ikrﬁ-ﬁf}dQ+MJP(ﬁ)f(ﬁ,ﬁf)dQ:

{-ikr] fikr} _exofikr} o
2n'iF(—ﬁf)eka; ’ —ZﬂiF(ﬁf)ekalr ’ +eXpr’ SR (i) f (.0, )de
Vyraz piepiSeme na
 (7) exp{—ikr}F(_ )_exp{ikr} 5P (i)
kr ! kr e (6.15)

Ponévadz tok ve sbihavé viné musi byt roven toku v rozbihavé vin¢, dostavame pro operatory S a f

podminky
SSt=1, f—fr=2ikff . (6.16)
Rozepséano v maticovém zapisu
- - * [ - k - - * [ -
f(nl.,nf)—f (nj.,ni):;—”jf(ni,nl)f (nf,nl)aVQl . (6.17)

Ve vztahu jsme pouzili vyjadieni



Michal Lenc: Teorie rozptylu -10 -

- L=\ 1 - L oa
<naf |nb>:<nb|f na> , E“n>d9<n|=l . (6.18)

Pro imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu ve sméru dopadajiciho svazku dostavame opticky teorém
k

S{f(ﬁi,ﬁi)}zaa . o=(|f(A.a) dQ . (6.19)

Vzhledem k symetrii Schrodingerovy rovnice vii¢i asove inverzi musi byt feSenim také komplexné

sdruzena funkce

oo explikry o exp{—ikr} s ..
w (7)< S o g ) o e
—ikr} exp{ikr} (620
xplihr} gy _ SR e p )
kr ‘ kr
kde
®(-ii)=-S"F"(ii) , F(-i)=-PF(ii) . (6.21)
Porovnanim a dostavame relaci
PS"P=S , PfTP=f , f(i.i )=[ (=i, i) . (6.22)

7 Operator Greenovy funkce

Operator Greenovy funkce definujeme jako inversni operdtor k operatoru vlastni hodnoty
hamiltonianu

lim(E-A+ie)G=1, G=lim— (7.1)
-0 g—)OE_H+l‘g

Casto budeme potiebovat vétu: Bud’ f (z) funkce analytickd pro 3{z}>0 s vyjimkou kone&ného
podtu pold, f(z)—0pro |z| —oorovnomérneé. Potom pro hlavni hodnotu g nevlastniho integralu

dostavame

go{?f(x)dx}:2fti2R+7ziZRo , (7.2)

kde R jsou residua v pélech v horni poloroving, R, residua v pdlech na redlné ose (napt. Whittaker a
Watson, A Course of Modern Analysis). Disledkem je, ze pro funkci analytickou v horni poloroviné
(v€etné realné osy) nebo dolni poloroviné (véetné realné osy) miizeme psat (integral vlevo miizeme

doplnénim kiivky polokruznici se sttedem v pocatku a s polomérem jdoucim k nekone¢nu prevést na sumu
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residui funkce /v horni nebo dolni poloroving, druhy vyraz vpravo je zaporn¢€ vzaté residuum (pro funkci
analytickou v horni polorovin¢) nebo residuum (pro funkci analytickou v dolni polorovin€) v p6lu na realné
ose

oo

limJﬂdngO de Finf(x)
x

£-0 —x,tie X=X,

Y. /. (7.3)

1 1
lim = Fimd(x—x
0 x—x, ki€ p{x—xo} ( o)

Specieln€ pro exponencialni funkci mame

oo

dxp=imexplix,t} , t>0
x—X,

—oo

(7.4)

oo

[ Xt
o JLd =—izexplix,t} . 1<0
X=X,

Pro hamiltonién slozeny ze dvou ¢asti H :l-AI0 +V, flo je zékladni ¢ast (neporuseny hamiltonidn), Vv je

interak¢ni ¢ast (porucha), mizeme hledat feseni rovnice pro Greenovu funkci pomoci vztahl

: 1 ) 1 AL 1
lim ~ + lim ~ V lim ~ = =
eV E—[H +ie VE—H,+ie ¢VE—H,~V+ie
lim—— | 14 7 lim——— =
eV E—H +ie eNVE—H ~V+ie 75)
hmA;[nm(E—ﬁo—hig)+V}nm L
eV E—H +igle0 eOVE—H —V+ie
lim = ! =
eV E—H, —V+ie
a tedy
GG +CPC . GeGrGPC+CPCIC+. (7.6)
Pro vlnovou funkci dostavame
[¥) = | #O) =[14G, 7 + G, P 6,7 4. ][ ¥ =
1-G,V (1.7)

[i+(f}0 +G,V G, +...)I}}

ZapiSeme-li Hamiltontv operator H pomoci vlastnich vektora |‘Pm> a Hamiltoniiv operator H , pomoci
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vlastnich vektoru |d)m>
H=YE, ¥ N¥,| . H,=Y EV @ W, | . (7.8)

muzeme pro operatory Greenovy funkce psat

—l1mz|\P M| : —hmz |q) >< i (7.9)

£-0 E— E +ie £—0 +l8

Pro stopu operatoru Greenovy funkce mame

{ }—hsz E e (7.10)

-0

Greenova funkce v soufadnicové representaci je

A = o Y., (7)
(1617) =6 (7.7 5)=1im 3.
0 E E +ig (7.11)
G =1
J. ( ) : flirézE E +ie
Pro kvasikontinudlni energiové spektrum ptejdeme od sumace k integraci
[f(x)p(x)ax (7.12)
takze mizeme psat
.[G(F,FE)d“—lin(}J pL)
E—-x+ie (7.13)
1 - 5
p(E)z—;S{IG(r,r E)d r}
Pro volné cCastice plati
'k’ . - Q -
E, = syl k(r):Texp{zk r} ) p(E;;)dEk:(zﬁ)sdk ,
(7.14)

(27) | 2mE-W k> +ie

I}' = = -
7 E)=2_’"11mJ eXp{l (7 r)} d'k

Greenova funkce pro ¢asové zavislou Schrodingerovu rovnici (pfitom H explicitné nezavisi na

case) je
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I dE i s VL (7)Y, (F)
G t t)= —E(t-¢t)1 = =
(7-117-7) J2n’heXp{ n E )}133; E-E +ie
N (7.15)
1 * , - ’
VY (M)¥Y —F (t—t t=>t
G(V ti’:, t,) h; m( ) m(r)exp{ ( )}

Pro volné castice je

m S/zex im(?—?’)2 >f
G(# 1|7, ¢) =4 2zin(i=-ry | ) 2n(e-r) [ T . (7.16)

8 Uzite¢né zobecnéné funkce

Piisobeni zobecnénych funkci na prostoru ,,hodnych* funkci jedné proménné @ je zobrazeni téchto

funkci do prostoru komplexnich (redlnych) Cisel
F: &3¢ — (F,p)eC . (8.1)

Jedna ze zobecnénych funkci ma pivod ve vypoctu Cauchyho vlastni hodnoty integralu funkce

s jednoduchym polem na redlné ose. Obecné je Cauchyho vlastni hodnota definovéna jako

-0

ijdxf —hm{jdxf +jdxf } . (8.2)
Definujeme zobecnénou funkei P (1/x) jako

9(x)

X

Pl: D3¢(x) — <Pl,(p(x)>EVPde (8.3)

X X

Dale definujeme Diracovu delta (zobecnénou) funkei
O(x): ®9(x) — <5(x),(p(x)>5(o(0) ) (8.4)

Posledni vztah je zapisovan také jako
jdx5(x)¢(x)=¢(0) . (8.5)

Pomoci zobecnénych funkci a [8.4)|mtizeme vyjadiit jiné diilezité zobecnéné funkee, .
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D5p(x) — < : ¢(x)>slimjdx o) (8.6)

x+ie x+ie’ £-0 X+tie
a
L osp(x) - < — ,¢(x)>zlin%jdx ¢_(’f) . (8.7)
xX—ié& xX—i& £ X—i&
Plati (Sochockého vztahy)
L _pl izs(x) | (8.8)
x+ie X
a
L _pliizs(x) . (89)
xX—i& X

Dtikaz neni obtizny. Vezméme nejprve

<%(x—1i8_x:i€}(p(x)> B

- - . ” (8.10)
e [ s £ =itime | ax BT im0
Dale pak
1 1 1 N xp(x)
— + , =lim | dx=——" =
<2(x—ig x+i8j (0(x)> slilgj e
- (8.11)

oo

PVIdxM+limjdxx(p(o)+x(p/ (0)+-- :Pdex(”(x)

by =0 X+ & X

—oco s —o0

Odectenim a piiétenim k dostavame Sochockého vztahy. Podivejme se ted’ na integral

o

1+:deL), (8.12)
X=X, +i€

—oco

z pohledu teorie funkce komplexni promé&nné. Je-li funkce @(x) analytickd v horni (dolni) poloroving,

muzeme doplnénim integralu po realné ose integralem po polokruznici v horni (dolni) poloroving se
sttedem v pocatku a s polomérem jdoucim do nekonecna pouzit Cauchyovy véty. Dostdvame pak (v prvnim

pfipadé ma kiivkovy integral souhlasnou orientaci s redlnou osou, v druhém opacnou)
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( 0
P (P LIC)
x—x,+ie |2mip(x,)

Obdobn¢ dostaneme

/ :de o(x) _{27zi(0(x0)

— X, —IE 0

9 Uzitecné ortonormalni soustavy funkci
9.1 Legendreovy polynomy

Legendreovy polynomy £, (cosf), [=0,1,... jsou definovany jako
1 d' I
P(cosf)=————(cos’ -1

Jsou feSenim diferencialni rovnice

dP,(cosé
14 [Gp@B )| 1) P (cos) =0
sind d@ de

Na intervalu (—1,1) tvori polynomy P, (x) ortogonalni systém, t;.

[B()E (v)dx=52-5

’ 2041
Pfidruzené Legendreovy polynomy P (cosf), m=0,1,...,/ jsou definovany jako

mP I+m
d ’(COSS) = 11 sin’”@d—lm(cosze—l)l
(dcosd) 21! (dcosd)

P" (cosf)=sin"6

a jsou feSenim diferencidlni rovnice

1 i(sinadpl (cosB)

do sin

]+ {z(m) -,m—;}p,m (c0s6) =0

Plati

1 !
- 2 (l+m).§/
2l+1(l—m)! i

(8.13)

(8.14)

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)
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Normované funkce jsou (a zde se mohou liSit rizni autofi ve fdzovém faktoru, zde zvoleny je podle

Landaua a LifSice)

m [—m)!
O (cosf)=(-1)"i' ﬂﬂ B"(cos8) , m=0,1,...,]
2 (I+m)!
l | (9.7)
O} (cos@) =1 Mﬂ PI""‘(COSH) , m=—,—1+1,...,-1
2 (1+]m])!
Pidame-li je§té ortonormalni soustavu na intervalu (0,27)
1
D, =——expiim , (9.8)
(#) 22)" {img}
dostavame ortonormalni systém sférickych funkci
Y, (6.0)=(-1) {721%}3 (cos6)explimp} . 9.9)
relace ortonormality jsou
2
J'J(Yl,m/(e,(o)) Y, (6.0)sin0d0dp=5, 68 . 9.10)
) 0
Zjevné plati
(Y. (6.0) =(-1)" Y., (8.0) - ©-11)
Stérické funkce nejnizsich fada jsou
1 3 12 3 12
}700 = (4”)1/2 R }710 = Z(EJ cosd , Ylil = -T—l(g} sin@ exp{il ¢} N
5 12
Y? :(Ej (1-3cos’8) , 9.12)

/2 12
15 15
Y =4 — | cos@sinfexp!ti , Y =— ——| sin*@exp{*2i .
? (875} p{ (p} ? (327[) p{ (p}

Oznacime-li 7 jednotkovy vektor charakterizovany azimutalnim tthlem 6 a polarnim tthlem ¢, mizeme

znatit ¥, (0,9)=Y,, (7). Rada vztahd vypada jednoduseji, uZijeme-li identity
4 *
B (cos0)=——= 3 (1, (6:)) 1, (6:9) . (9-13)
m=—1

kde cosw=cos® cosf +sin@sinf cos(P—¢), nebo ve znadeni pomoci jednotkovych vektort
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p (i )= i (%, (7)) %, (i) . (9.14)

9.2 Sférické Besselovy funkce

Sférické Besselovy funkce j, (z)a n, (z)nebo k™ (z)a A (z) jsou fesenim rovnice

f”(z)ff%z){l— ; }f(2)=0 : 9.15)

Mame

1/2
h,‘”(z)=—nl(z)+z'jl(z)=i(21j He(2) (9.16)

z

W (z)=-n,(z)-1j,(z) =-i(lj/z HY), (z)

2z

Kromé obvyklého vyjadieni pomoci fad je mozné zapsat sférické Besselovy funkce jako

H = (LS =[] e

zdz z zdz z

Steérické Besselovy funkce fadu 0, 1 a 2 jsou

. sinz . sinz cosz . 3 1). 3cosz
]O(Z): B ]l(Z): 2 5 ]2(2):(_3——j51n2— 3 5

z z z | z z z | 9.18)
. (Z):_cosz . (Z):_cosz _sinz n, (z)=— 3 1 cosz — 3sinz
‘ z z z 7 2z z
Asymptotické vyjadreni je
Ji(z) = Lin[ =1 % , n(z) > Lcos z—lz) ,
z00 7 2 Zoe Z 2
| . (9.19)
hf”(z) — —exp i(z—lzj ,hl(_)(z) — —exp —i(z—lzj
2o 7 2 Rl 2
Pro hodnoty argumentu blizké nule je
z (27-1)!
i (z , n(z — [=0,1,2,... ,
&)= M (9.20)

(20+1)1=(20+1)-(21-1)...3-1
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Specieln¢
L —é . 9.21)
Pro sférické Besselovy funkce plati relace ortogonality
Jip r)ii(pr)rtdr =6 - p)= 2B -E) . 9.22)
0 p mp

10 Exaktni teorie rozptylu

Hamiltonian je na Case nezavisly a sklada se z hamiltonianu volné ¢astice a interakcniho potencialu
H=H,+V . (10.1)
Pfesto ma rozptylova tiloha charakter casove zavislé ulohy. Je to dano predpokladem, ze pro t ——co je stav

Castice takovy, ze 1ze pisobeni interakéniho potencialu zanedbat. TotéZ predpokladame o situaci v Casech,

kdy t—eo. Stav ¢astice v =0 oznacime |l//> , stav volné Castice v =0 oznacime |¢>, takze mame

v (1)) =exp{-i A t}|y) (10.2)

|6(1)) = exp{-i F,}]9) . (10.3)
Hledame takové feSeni rozptylové tlohy, které se bude asymptoticky blizit néjakym feSenim pro volnou

castici, tj.

lim |exp{~i 7 }|y) - exp{~i 1, z}|¢,>H:0 (10.4)
pro t——o a
lim |exp{~i A t}|) - exp|~i H, 1}]¢)| = 0 (10.5)

t —>oo . To udélame ve dvou krocich: 1) pro n&jaky zadany stav |¢7>e ‘H sestrojime |1//> tak, aby byl
splnén vztah ma 2) pro takto ziskané |1//> sestrojime |¢+>e ‘H tak, ze bude splnén vztah @ Pro
experiment je podstatny vztah |¢+> k |¢7> . Zajima nas tedy existence unitarniho operatoru

16.)=5]¢.) . (10.6)

Za¢néme se zobecnénim @a @ Je mozn¢ k libovolnym staviim ‘ @, >e ‘H najit stav | l//> takovy, aby
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@a @byly splnény? PiepiSme tyto vztahy (operator exp{ —iH t} je unitarni) na

lim ||y) - expli A t}exp{-i H,t}],)| =0 . (10.7)
Jde tedy o podminku existence operatori
U, = lim expli H tyexp{~i H,1] . (10.8)
Uvazujme operétor
U(t)=expli H t}exp{-i H,t} . (10.9)

Plati pro néj rovnice
dU (t A 5 .~ .
Q) _expli i) (- 7, expl i1,y =iexpli AP expl—i ) (10.10)
s pocatecni podminkou U (0)=1. Resenim je
t
U(t):i+ijexp{iﬁ[t}l}exp{—iflot}dt ) (10.11)
0
Hledané operatory pak jsou
U, =i+i| expli 1}V exp{~i H,t}dt . (10.12)
0
Postacujici podminkou existence U . Je existence integralii (opét vyuzivame toho, ze operator
exp{ —iH t} je unitarni)
[P exef-ifr,eflo)] . lo)en . (10.13)
0
V soufadnicové representaci mame pro ¢(x,¢) :exp{ —iH, t} ¢ (%)
- 1 - (7= 1.5 37
o(%0)=——=5 | 8(Kk)expli| k-3 ——kt|td’k . (10.14)
(27) 2
Pro odhad budeme potiebovat oba ptipady piiblizného vypoctu integralu metodou stacionarni faze. Mé&jme

Izj)-g(x)exp{i/lf(x)}dx , (10.15)

ptitom A bude velké &islo. Pokud je na integraénim intervalu [ (x)#0, po&itdme
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Izij g(x) d (exp{ilf(x)})dxz

S (x)d (10.16)
ig(a)exp{id f(a)} ~ ig(b)exp{id f(b)}
Af'(a) AL (b)
Pokud je na integra¢nim intervalu f” (x,)=0, po¢itame
=g )explif ()} [ expl i (5 5, =
“ (10.17)

o\
{‘f%’)‘} g(x,)expliA f (x,)}

11 Lippmanova — Schwingerova rovnice

Moellerovy operatory (znaménko u limity pro ¢ je opacné nez oznaceni operatoru!)

Q, = lim exp{if[t} exp{—iﬁ[o t} . (11.1)

T t>Fe

Oznacime

1 =lx-) . (11.2)

Vektor |¢ +> je skutecny stav v £ =0, byl-li po¢ate¢nim (in) stavem volné Castice vektor |¢> , vektor | X —>

Q.|o)=[o+) . @

je skutecny stav v =0, bude-li koncovym (ouf) stavem volné ¢astice vektor | ;() . M&jme ted’

A

v,)=Q

) =Q, Vi) - (11.3)
Ponévadz pro unitarni operatory Q" Q =1, mizeme z @ziskat vztah
Vo) = Q v, ) =S|w,) (11.4)

kde jsme zavedli operator rozptylu

S=Q Q. . (11.5)
Bez ditkazu zde uvedeme tvrzeni, ze Hilbertliv prostor mizeme rozd¢lit na podprostor rozptylovych stavi

(tj. stavli, které maji asymptoticky vztah k in a out staviim) a podprostor vazanych stavi. Jen ¢ast dikazu:

vezméme vézany stav H | g > =E cfn> . Potom

n
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(& |w)=(&.1 ) = lim expli E, (}(&, |expl~iH, ]| w,) =
i ) (11.6)
(6,19 [w,) =limexp{i E, 1}(&, |exp{~iH, t}[,,) =0 .

Vztahy pro Moellerivy operatory jsme odvodili v predchozi ¢asti. Tady je trochu upravime na

Q =1+ 1811_>n01 ]:exp{—gt} exp{ilflt}I}exp{—i H, t}dt ,

) (11.7)
Q. =1- zgh_)noq .[O exp{gt}exp{th}Vexp{—iHo t}a’t :
Dostavame tak
|¢—> =Q |¢> :|¢> + zgh_)noq :exp{—st}exp{iﬁt}I}exp{—zflo t}|¢>a’t ,
(11.8)

0
|0+)=Q,|0)=|0) - i lim _J;exp{et} exp{z’Ht}Vexp{—iH0 t}| g)dt .
Nejprve rozlozime stav | ¢> podle vlastnich stavli hamiltonidnu volné ¢astice | 13> , 4. H 0 | 13> =E, | 13> , takze

exp{—i H, t}|¢) =exp{~i H, 1} [| p)(B|@)d* p = [exp{~i E, 1}| p)(B|@)d’ b (11.9)
a potom provedeme integraci podle ¢asu

-1

lim wexp{—i(Ep ~ie-H)i}dt=-ilim (E,~ie-H) =-ilim G(E,~i¢)

- . - - (11.10)
lim [ expl~i(E, +ie—A)ifdi=ilm (E,+ie-f) =ilim G(E, +ie) .
Méme tak upraven vztah [11.8)|na
|¢%)=|¢)+ lim [ G(E, +ie)V|p)(p|o)d" b . (11.11)
Ve slozkach | p) pak mame
|pt)=|p)+ im G(E, +ie)V|p) . (11.12)

0"

V dal§im budeme symbol lim uz vynechdvat. Rovnici Mfepiéeme dotvarus G, . Pfipomenime si, Ze
£—0"

operator Greenovy funkce definujeme jako inversni operator k operatoru vlastni hodnoty hamiltonianu

(11.13)
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Pro hamiltonian sloZeny ze dvou &asti H=H,+V , H, je zikladni &4st (volna &astice v teorii rozptylu), V/
je porucha (interak¢ni potencial v teorii rozptylu), mizeme hledat feSeni rovnice pro Greenovu funkci

pomoci vztahl

(11.14)
L {i+l7 1 A}: I S B
z—H, z-H,-V | z-H, z-H, z-H,-V
a tedy
G:(Z)_(:;o(z)"'(:;o(z)lf(:;(z) . - - (11.15)
G(Z)=G0(2)+GO(Z)VGO(Z)+ O(Z)VGO(Z)VGO(Z)-I-
Pro stavovy vektor dostavame
w)=[1+G(2)7] yfo>=[i+(éo(z)+éo(z)r?éo(z)+ )V‘} w,)=
Aoa AoA P A 1
[1+G,(2)V + Gy (2)V Gy (2)P +.. o) = ———=w) = (11.16)
1-G,(z)V
W) =lwo)+ Gy (2)V |w)
Misto méme tedy
|pE)=|p)+G,(E, tie)V|pt) . (11.17)

V soufadnicové reprezentaci je
(2| )= (%] p)+ [(%|G, (E, xie)|&" )V (') (¥ |p£)d’% . (11.18)

Pro maticové prvky Greenovy funkce napiSeme

(%G, (2)|%') = [(%]G, ()| B)(B|¥ )P
éo(z)|13>: 1p2 |l3> ) <f|ﬁ><ﬁ‘f/>=(2;)3 exp{iﬁ(;‘é—j&/)} , (11.19)
“Tom
takze
<)? éo (Z)‘)?/>:(22:)3‘[expz{:nﬁz(f;f )} d3ﬁ . (11.20)

Pti vypoctu postupujeme obvyklym zpiisobem
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2m exp{zp(x x)} ~

oy ) ame 7T

(22m)3 > Jsm@expzp‘x x‘cos@}ja@d@dp— (11.21)
T mz—p°

dp .

im ( pexp{ip‘fc—)?/‘}
27 |8 -%| P —2mz

Integracni kiivku v roviné komplexniho p miZeme uzavfit polokruznici v horni poloroving. V této

poloroviné bude mit integrand pol v ptipadé, ze

=2mE,+ie=\2mE, +ie=p+ic ,

11.22
p_:—\/ZmEp—i€=—\/2mEp+i8:—p+i8 ( )
a hodnota integralu bude
Zﬂ'iReS(p=p+)=ﬂiexp{ip‘f—f/‘} ,
(11.23)
2m’Res(p:pf):n'iexp{—ip‘fc—?c/‘} .
Maticové elementy Greenovy funkce tedy jsou
. - expy+i p|X—X'
(%|G, (E, g)\ﬂ}:% {‘XL/‘ ) (11.24)
a rovnice [11.18)|ma tvar
expi+i p|¥ —X'
(%|p)y=(% |p>—%J' {‘X_L/‘ ‘}V(f/)<i/‘ﬁi>d37c/ . (11.25)
S priblizenim
f-%|=( 287 +52) = r ¥, [7-F|=r (11.26)
v exponentu resp. Citateli mame
<f|f9i>z<f|ﬁ>—wfexp{iipﬁ-%/}lf(?)@/\pi}d%?/ . (1127

2wy

Protoze mame

= 1 . - 1 .-
<x|p>=—3/zexp{lp-x} R <ip”‘x/>:WeXp{$lpn-x/} ’ (11.28)

(27)
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muzeme (11.27)|zapsat také jako

. exp{tipr}, .~ _
(x| p£) ( )3/2 {exp{zp x}—(Zﬂ')zm p{r P J<ipn V piﬂ . (11.29)
S oznacenim
f(piiep)=—(27) m(pi|V|p+) (11.30)
mame konecné
L 1 . explipr} o
(F|p+)=——5| expli p-3} + —LA f(piiep) | . (11.31)
(27) r
V soufadnicové reprezentaci je
f(pﬁefa):—m(27r)1/2jexp{—ipﬁ-)?/}V()?/)<X/‘ﬁ+>d3)?/ . (11.32)

V Bornové aproximaci dosadime v integrandu @ (X|p+)=(%|p). S oznatenim g :%( pii—p) a

7i- p/ p=cos@® mame (piSeme Planckovu konstantu)

£(G) =~ [exp{-i§- 5}V (})d’% . (1133)

m
2k’

12 Parcialni viny

Misto baze tvorené vektory | ;3> zvolime bazi |E,/ ,m> , kterou ziskame z transformacnich vztaht

(2mp)?
E,l,m>:z’($j i (pr)Y, (6.0) . (12.1)

(x
1/2

kde X =rsinfcospé, +rsin@singé, +rcosfeé. a p=(2mE)"" .

Uzitim k_LZ._L)J k_9.22_)Ja k.%..]il)]dostévéme relace ortonormality pro bazi | E./ ,m>
El' m' |EJdm)=|(E" ' ,m |X)(¥|Elm)d’ X =
< m m> j< m ‘x><x m> X 122)
5<E/ _E)é‘l/l é‘m/m
Jak vypocteme < P|E ,l,m> ? Plati
(B| ELm) = [(p|%) (| ELim)d’ % S [exp{-i p-}(¥|ELm)d* % . (12.3)

(27:)3/2

Vyjadreni rovinné viny je
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explip-sy =4y Y i j, (pr)(¥,, (00)) ¥ (6.9) . (12.4)

V'=0m =—1'

kde p=psinOcos®@e, + psinOsin®é + pcosOe,. Dosazenim [12.4)|do [12.3)|dostaneme

(P

my=—L (B, -E)Y, (0,0) . (12.5)
(mp)'

Rozklad vektoru | ﬁ) je tedy

=[5 S EsmyEsniae pr N UNCCIEUURRIED
0
Pfirozené stejny rozklad dostavame pro
=0l >( s 3 (1. (0)) & Eim)-
(12.7)
L5 % (00 |

V analogii k rozkladu [12.1) budeme psat

(x >:i1(2’;1pj1/2%;£r)nm(e,¢) , (12.8)

odkud dostaneme pro |
- L ./ W[ P ) *
(x|p >= D . (6.0)(Y,,(0,®)) . (12.9)
1=0 m=-1

Jesté jednou zapiSeme

(x|p)= ( ) S5 i (pr) (% (0.0)) X, (6.0) - (12.10)

=0 m=-1

Vyjadieme ted’ amplitudu rozptylu {11.32

f(piiep)=-m(2z) [(pi|& ) (' )(¥|p+)d’F :—8’"7”

XDACH] ZI:(YM(@,@))* IR (e,co)j(Y,,m, (6.9)) 1,,(6' .9 )de (12.11)

=0 /=0 m=~1 m'=-1' o
[y (o (Y, ()
0

Relace ortogonality pro sférické funkce zjednodusi vyraz [12.11)|na tvar
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= (12.12)

|
= ‘
-~
Il
(=)
3
I
|
L

0

Rovnici [11.31)[napiseme s pomoci (12.9)] [12.10)[a|(12.12)]jako

Y0 o) -2 esefi pr) [ (o W (o () 1213
pr pr 0
Odtud
l//l,p(r):prj,(pr)—2mprhl(+)(pr)J-j,(pr/)V(r/)l//,,p(r/)r/dr/ . (12.14)

0

Exaktni vyraz, platny pro vSechna r

Wl,p(r)zprj,(pr)—Zmpr jl(p”)_[h,m(pr/)V(r/)l//,,p(r/)r/dr/+
] (12.15)

hf”(pr)j[jl(pr/)V(r/)lﬂl,p (r/)r/ dr/}

V piedchozim vztahu je vyuZito asymptotického chovani h,(+)(z—>oo). Oznag¢ime-li jako parcialni

amplitudu rozptylu
2m7 / / N 3o
1o)== Lo )7 (Yo () 12.16)
0
muizeme vyraz zapsat jako
v..(r)=prli(pr)+ p i () (p7)] - (12.17)
Protoze
. 1 + —
i (2)===(n" () =17 (2)) (12.18)
2i
muizeme zapsat jako
l//,,p(l”)=épr[h,(7)(pr)—Sl(p)h,(+)(pr)] , (12.19)
kde
S,(p)=1+2ipfi(p) - (12.20)
Vyrazjeted’

f(pﬁeﬁ)=47ri Z (%,.(0.9)) %, (6.0) £ (p) - (12.21)
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Oznacime-li jako thel 6 nikoliv azimutéalni ahel, ale thel rozptylu 7- p/ p=cos€, mizeme s vyuZitim

zapsat posledni vztah jako

pii—p)=>(21+1) f,(p) B (cosh) . (12.22)

=0

Ptirozen¢, pokud dopada vina ve sméru osy z, oba uhly jsou stejné. Vinova funkce je pak

y/:zi 2(21+1) 2 (c0s0)| (1) exp{~i pr}-S,explipr}| . (12.23)

13 Rozptyl pri vysokych energiich

Schrédingerovu rovnici

Ay (7)+ p*y (F)=2mV (F)y (F) (13.1)
budeme fesit substituci
w(F)=explipz} F(F) . (13.2)
Dostavame tak rovnici
(7
AF(;7)+2zpa () 2mV(;7)F(17) ) (13.3)
zZ

Predpokladame, ze AF =0, takze mizeme napsat explicitni tvar feSeni rovnice [13.3) feSeni

Schrdédingerovy rovnice

y/(?)zCexp{il:pz%jV(ﬁ,z)dz}} , (13.4)

kde jsme oznaCili p=xe, +yé . VSimnéme si, Ze je mozno psat jako

W(F):Cexp{ij-[pz—2mV(ﬁ,z)T/2dz} . (13.5)
Dosadime-li do vyrazu pro amplitudu rozptylu
f(pﬁeﬁ):—%Iexp{—ipﬁ-F}V(?)l//(?)a”? (13.6)
ze
m (F)w (F) =i pexpli p=} ag(j) , (13.7)

dostaneme
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f(piie<p)= %Jexp{—ipﬁ-ﬁ}exp{ip(l—nz )Z}—
Pro n_=1 mizeme amplitudu rozptylu zapsat jako

f(pﬁeﬁ):ﬁjexp{—ipﬁ-ﬁ}l:F(ﬁ,oo)—F(ﬁ,—oo)]dzﬁ

a po dosazeni z
fpiep)= 217;”:S l]exp{—ipﬁ-ﬁ}dzﬁ 3
S(p)=exp{2i6(p)} , 5(ﬁ)=—%jV(p,z)dz

14 Vice o parcialnich vinach

Vyjdeme z unitarity S-matice. NapiSeme proto

S, (p)=exp{2i6, (p)}
Vztah mezi fazovym posuvem a amplitudou rozptylu dostaneme z [12.20

1 . .
fi(p)=—explid (p)}sind (p)
Celkovy ucinny priiez je

a:ia =4r Z 21+1)|f] = S (21+1)sin8, ()
1=0 p

=0

Ze vztahu dostéwéme vyjadieni optického teorému
2
s{n(p=rli(p) -

coz miizeme prepsat jako

kde realna funkce g, (p) jez m‘

g,(p)=pcotd,(p)

(13.8)

(13.9)

(13.10)

(14.1)

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

(14.7)
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14.1 Bornova aproximace

Funkce ¥, ,(r) a prj,(pr) jsou feSenim rovnic

d’y, ,(r) 1(1+1)
#+ pz—r—z—ZmV(r) v,,(r)=0 ,

d2rjl(pr) +{p2 _l(l+1)

(14.8)
e 2 }”jz(pr)zo

S okrajovou podminkou , ,(0)=0 dostaneme tpravou m

dy, ,(r) v (r)dprj,(pr)

pri(pr)—==-v, a2 [V, ()i pryrdr o (149)
Pro r —co mame ze
i - N
Vi, ()= pr[ i (pr)=5,(p)H" (pr)]
(14.10)
dy,(r) _1 - .
L= ptr W (pr)+ S, ()W ()
Leva strana je tedy
ép(Sl(p)—l)z—pzfl(p) . (14.11)
V integrandu integralu na pravé strané polozime y, , (0)= pr j,(pr), takze méme
f,(p):—ijV(r)(jl(pr))zrzdr : (14.12)
0

Srovnanim se vztahem vidime nekonsistenci této aproximace. Ta se “ztrati” v pfiblizeni malych
fazovych posuvi, kdy

J(p)
p

£(p)= = §(p)=—2mp[V()(Ji(pr)) P dr (14.13)

14.2 Kbvasiklasicka aproximace

Rovnice pro volnou ¢astici a castici v potencidlovém poli zapiSeme trochu odlisné, kdyz

zaménime znadeni, j. ¥, , (r)—>w,(r)a r j,(pr)— x,(r) apiSeme misto /(/+1) obecn&ji A*=4"(/)
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d /1/12(7”)+|:p2_122:|ll(,,):0 (14.14)
dr 7
d 1//12(7”)+{p2_{2_2mV(r)}//l(r):0 _ (14.15)
dr r

Asymptoticky tvar sférické Besselovy funkce vede k asymptotice feSeni [14.14

7(r) > sin(pr—l%) . (14.16)

z—o0

Ve stacionarnim jednorozmérném piipad¢ je kvasiklasickym feSenim rovnice {14.15

) 172
2\/76xp{ j|P|dr} : |P|=[2mV(r)+%—p2} (14.17)

v intervalu 0<r<a, kde p’—2mV (r)-A’/r’<0 a

r r 2 12
l//,(r)z%exp{ij-Pdr}+%exp{—ij-Pdr} , P:{p2—2mV(r)—%} (14.18)

v intervalu a<r<eo, kde p>—2mV (r)=A7/r*>0.
V okoli bodu obratu je
2
p2—2mV(r)—/1—2z0(2(r—a) : (14.19)
r

V tomto okoli (ale stale dostatecn¢ daleko od bodii obratu) miizeme psat

_ A 20 _ 32 ) =
WO ] o)

Wexp{%i(r—ayﬂ} + \/E(fz—a)“ exp{ 2305,-(r—a)3/2}

Pti analytickém prodlouzeni odmocnin do komplexni roviny pouzijeme zapisu takového zapisu, aby v horni
poloroviné prevazoval (exponencieln€) jeden clen, v dolni poloroving ¢len druhy. V nasem ptipadé je
vhodny zépis

(14.20)

a—-r=pexpli(p-7)} . (14.21)

Obchodem bodii obratu v horni (spodni) poloroving, tj. pro g€ (0,7) (@< (7,2 7)) dostavame podminky

spojitosti

A T A T
B =—expii—; , B =—exps—-i—; , 14.22
2= p{ 4} 1= p{ 4} ( )

takze mame v klasicky dostupné oblasti kvasiklasické feSeni rovnice (14.15
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r 2 V2
w,(r) = cos{jp(r)drl} , P(r)z{pz—ZmV(r)—f—z} . (14.23)

_ ¢
[P(r):'l/z

Budeme-li tedy rovnici [ 14.14)|feSit standardnim postupem kvasiklasické aproximace, dostaneme vyraz

Z,(r):#sm@p(r)dwﬂ , P(r)=(p2—l(l]:1)jl/2 . P(a)=0 .(1424)

Integral miizeme spocitat analyticky, takze argument sinu je
. Y2
IP(r)dr+£:pr 1- A +A arcsini—Z TELAEN
’ 4 pr pr 2 4 roe

1\7
(21 1%
pr ( 2)2

Srovnanim |(14.25)]a [14.16)|dochazime k tomu, Ze v kvasiklasické aproximaci musime jako velikost

(14.25)

momentu impulzu vzit veli¢inu A=/+1/2. Fazovy posuv uz spoteme snadno kdyz od skute¢né faze

odecteme fazi odpovidajici volné ¢astici

oo

1/2

5,(p)= {pz—ZmV(r)—W} _p dr+(l+%}% . (14.26)

Pro velké hodnoty / je také velka hodnota a, takze miizeme interak¢ni potencial povazovat za poruchu. Ze

(14.26)|dostaneme

6,(p)=—m 40 mdr aO:M . (14.27)
{ : (z+1/2)2] p
A RO

14.3 Rozptyl pri vysokych energiich
Pro sféricky symetricky potenciadl mizeme [13.10)|upravit na

f(piiep)=—ip|[[exp{2i8(p)}-1]J, (psind p) pdp
° (14.28)

oo

sing=(n>+n)" , 5(p)=—[V(p.z)dz

Porovnejme to s vyrazem [12.22
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. [ .
f(pnep):EZ(2l+l)[exp{2z§,(p)}—l]P,(cosQ) . (14.29)
1=0
Pro malé thly plati
P, (cosf) = J, ((H%)sinﬁj , (14.30)

takze

f(pﬁ<—13)z#i(”%}[exp{%@(p)}—IJJo((”%jSineJ : (1431)

LD =0

coz po nahrazeni (/+1/2)— p p a Al=(1+1+1/2)—(I+1/2) = pd p vede skuteéné k [14.28)]

14.4 Rozptyl p¥i nizkych energiich

Pti nizkych energiich budeme pfi feseni rovnice [14.15)|rozliSovat tfi oblasti. Oznac¢ime jako a

polomér oblasti, kde je interakce vyrazna. V prvni oblasti mlizeme zanedbat kinetickou energii ¢astice, t;j.

de’(r)_{1(1+1)+2mV(r)}//l(r)z0 , 0<sr<a . (14.32)

dr’ P’

V dalsi oblasti mtizeme zanedbat 1 potencialni energii

d’ r) I(/+1 1
fz/;z( ) (rz Ju (1) =0 . asrs— (14.33)

Konec¢né ve vné€jsi oblasti uz poklesne efektivni potencial natolik, Ze musime uvazovat i kinetickou energii

%+[p2—l(lr—jl)}/fl(r)z0 , %Srgoo . (14.34)
Resenim rovnice je
v, (r)=qr™ +ce,r . (14.35)
Resenim rovnice je
w,(r)=drj(pr)+d,rn(pr) . (14.36)
Asymptoticky tvar [14.36)|pro velké hodnoty argumentu je podle
/2
y/,(r)z@sm(pr—zgw,(p)j : tana,(p):—% , (14.37)
I

zatimco pro malé hodnoty argumentu podle
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!
S (0=
l//l(l")zdlml"l l—dle" ! . (1438)

Porovnanim [14.38)|a[14.35)|ziskdme vyjadteni koeficientli d pomoci koeficientt ¢, a dosazeni do (14.37

dava vyraz pro fazovy posuv

S,(p)=tand, (p)= o r 14.39
(p)=tand(p) ¢, ((21-1)1)" (21+1) (14.39)

Pro amplitudu rozptylu dostdvame

_exp{2i6,(p)}-1_6(p) e
2ip p

£i(p)

(14.40)

Je proto vétSinou mozné povazovat rozptyl pii malych energiich za s-rozptyl.

15 Nepruzny rozptyl
15.1 Parcialni viny

Budeme se snazit o co nejvétsi podobnost s popisem pii pruzném rozptylu. Tak vinovou funkci

napiSeme ve stejném tvaru, tj. jako
W= i 2(214—1)3(0089)[(_1)1 exp{-ipr}-S, exp{ipr}} , (15.1)
2pris

ale nebude jiz platit |S ! | =1. Amplituda rozptylu bude mit také stejny tvar

f(e):ﬁg(zlﬂ)(& “1)P(cos8) . (15.2)

Rozdil musime brat v tivahu pfi vypoctu u€innych prifezi. Mame

c,=>0" , o"=0c"+c" . (15.3)
=0

(Indexy total, elastic a reaction). Pro pruzny rozptyl

o' =Z (21+1)1-5[ (15.4)
p
pro nepruzny rozptyl
o) :%(21+1)(1—|S,|2) (15.5)

a pro celkovy u¢inny priiez
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0 =27 141y (1-RS,) (15.6)
P
Vyznamnymi hodnotami jsou §,=1 - Zadny rozptyl, S,=-1 - maximalni pruzny rozptyl a S, =0 - uplna
absorpce. Celkovy tc¢inny priiez je tedy
YA
O-t =—

P =0
Dosazeni =0 do imaginarni ¢asti a porovnani s dava zobecnéni optického teorému

(20+1)(1-RS,) . (15.7)

Sf(O):%o; . (15.8)
Pro parcidlni amplitudy
» o
SH(p)=5 -7 (15.9)

Pti zdaméné rozbihavé viny za sbihavou nebudeme moci vyuzit komplexniho sdruzeni, ale zdamény p ——p

a S, —>1/S, . Je pak

-
S, -1 S
fl(p): l. > fl(_p): l. > (1510)
2ip —2ip
odkud po vylouceni S, dostaneme vztah mezi f,(p)a f,(—p), ktery lze upravit na tvar
;+ip—[ ! —ip]—O = ! +ip—g(p2) (15.11)
f,(p) f,(=p) /(p) ’ ’
takze
1
L(p)=——F— - (15.12)
g(p*)-ip

15.2 Komplexni index lomu prostiedi

M¢jme prostiedi, skladajici z mnoho rozptylovych center. Bude-li velikost amplitudy rozptylu mala
ve srovnani se stiedni vzdalenosti ¢astic d =(V/N )1/ * miizeme vyslednou amplitudu rozptylu v prostredi

povazovat za prosty soucet jednotlivych amplitud. Dale si zavedeme efektivni potencial, ktery bude takovy,
ze vyjadieni amplitudy v Bornové aproximaci budeme déavat spravnou hodnotu amplitudy rozptylu doptedu

(tzn efektivni potencial bude komplexni). Podle (budeme ted’ psat i Planckovu konstantu)
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2
Ueﬁ :_EZﬂ'h
V m

f(0,E) . (15.13)

Rovinnou vinu prochézejici prostiedim zapiSeme s komplexnim vinovym vektorem

_ 1 2
w=explikz} | k:E[zm(E—Ueﬁ)} . (15.14)
Index lomu je pak
U 1/2 N27Z'h2 1/2
=1-—L| =|1+— 0,E . 15.15
" { E} { 7 mE )} (15.15)

Neni-li index lomu pfili§ odli$ny od jedni¢ky, mizeme psat

N2rx

_No

= 15.16
V 2k ( )

16 Priklady
16.1 Rozptyl nukleonii

Pti malych energiich mizeme psat pro amplitudu rozptylu protonu na neutronu (uvazujeme pouze s-

rozptyl, tj. /=0)

1 1
f= = (16.1)
g(k*) =ik o o ik
2
Amplituda mé singularitu (v komplexni rovin¢ impulsii k) pro
k=ix K‘=K‘0+%I’OK'2 : (16.2)
Uginny prafez je pak
4r
oc=4rx|f| = 1 _ (16.3)
(K‘O —EI’O kzj + k2
Malou upravou dostaneme
2
o= 4 = AT k) (16.4)

(«* +K‘2)[1—r0 K+ir02 (+* +K‘2)} m(E +le]

kde m=m,m, / (m » +mn) a —¢& je energie vazaného stavu castic (deuteronu).
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16.2 Rozptyl rychlych neutronii na jadre

Efektivni polomér jadra ozna¢me a. Predpokladame splnéni podminky kvasiklasické aproximace
ka=2ma/A>1. Dale predpokladame, Zze vSechny neutrony s momentem impulsu /</,=ka, tj.
s impaktnim parametrem p=hl/mv=I[/k<a jsou absorbovany. Jako model miZeme pak vzit

Fraunhoferovu difrakci na nepropustném ter¢iku poloméru a. Pro diferencidlni u¢inny priifez dostavame

hned

J(kaO
dag:zzazL‘j)dQ . (16.5)
e
Z obecného vztahu pro rozptyl je
0 I<I 1
S=2—7"L = 0)=——> (21+1)F(cosb) . 16.6
S 0= B e o) 166

V sumé¢ budou nejdiilezitéjsi ulohu hrat velké hodnoty 1, takZe ve zndmé aproximaci

ka
i - J(kab
f(9)=;I§Jo(9§)d§=la—l( ) (16.7)
0
Celkovy uc¢inny priifez pruzného rozptylu je
, (I (k a 49) 5
o,=7na | ——52n0d0=nwa" . (16.8)
e
0
16.3 Rozptyl rychlych elektronii na atomu
Oznac¢me hustotu rozlozeni naboje v atomu
p(F)=en(r)-Zed(F) , (16.9)

kde e je naboj elektronu a n(r) hustota pravdépodobnosti vyskytu elektronu. Poissonovu rovnici

1

AD(F)=—p(F) (16.10)
80
feSime pomoci Fourierovy transformace, tj.
- 1 ~ i 1 3= ~ - e = 3=
g(’”)=(2ﬂ_)3jG(q)exp{lq-r}aﬁq , G(q):jg(r)exp{—zq-r}d3r . (16.11)

Z rovnic [16.10)|a[(16.9)|mame
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dD(q)zgeqz(F(q)—Z) . F(q)=[n(r)exp{-ig-F}dF . (16.12)

Integrace vzhledem k tthlovym proménnym déava
F(q):4—7[ n(r)sin(gr)rdr . (16.13)
q 9

Do vztahu @ dosadime V (g)=e®(q), takze mame

2
me

=——  (Z-F 16.14
a konec¢n¢ pro ucinny priiez
met Y 2
do=4 — | (Zz-F dQ . 16.15
oo e z-ria) 16.15)
Mame
¢ =2 (pii- pY :2(£j2 (1-cos) :(2£singjz (16.16)
n’ h hoo2) '

Je vidét, ze pro velmi malé uhly rozptylu lze povazovat g za malé (oznacime-li a polomér koule, kde je

n(r) vyznamng rizné od nuly, znamena “malé ¢” podminku g a <27 ) a mame pfiblizné

[n(r)grar=0 . jn(r)(q-f)2d37:%jn(r)r%ff , (16.17)
Z—F(q)ﬁéq2 n(r)r2d3l7

Dosazenim do|(16.15)|dostavame pro rozptyl pod malymi thly

2
me* 7
da:[ gohz.([n(r)r“dr) dQ . (16.18)

Uginny priifez je pro velmi malé rozptylové uhly konstantni. Naopak pro g a>2 7 mizeme F (¢) oproti Z

zanedbat a dostavame

2 2
da:[ ze j aQ (16.19)

tedy klasicky Rutherfordiv vztah.
Dosadime-li do [16.13)|Thomasovu — Fermiho hustotu pravdépodobnosti
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Z? it
==-p|Z"~—]| , 16.20
n(r)== p( bj (16.20)
dostaneme
A Z® ( r . qgb
F(q)= pre Jp(Zl/szjsm(qr)rdr:Zq}(Wj ) (16.21)
0

Derivovanim [16.16)|dostdvame vyjadieni elementu prostorového thlu jako

2
dgz(ﬁ] qgdqde . (16.22)
p

Diferencialni G&inny prafez [(16.15)[bude po dosazeni ze [(16.21)[a [16.22)]
2z Y b\ d
o= 12 1-¢ % —aqd(p:
2re hp A q
2
20 SE T o L0 Ja[ L0 g
e hp z" )\ z"

Integraci |(16.23)|dostdvame velmi obecny vyraz pro ucinny prirez rozptylu rychlého elektronu na atomu

(16.23)

Z4/3
E

O'~

(16.24)

17 Rozptyl identickych ¢astic

Zvolime té¢zistovy soufadny systém. Vymeéna ¢astic znamend zménu orientace vektoru spojujiciho
Castice. Ve sférickych soufadnicich to znamend zaménu azimutalniho thlu @ -7z —6. Mame tedy pro

vlnovou funkci
y/:exp{ikz}irexp{—ikz}+w[f(9)if(ﬂ—9)] : (17.1)
Je-li celkovy spin ¢astic sudy, je ucinny prifez
do, =|f(8)+ f(z-6) d (17.2)
zatimco pro celkovy spin lichy je
do,=|f(6)- f(z-6) d2 . (17.3)
V experimentech se jen malo vyuziva polarizovanych svazki. Je tedy vhodné mit stiedni hodnoty.

Z celkového podtu (2s+ 1)2 stavil je pro &astice s polo&iselnym spinem s(2s+1) stavii se sudym spinem a
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(s+1)(2s+1)stavi s lichym spinem. Mame tedy pro Eastice s polo¢iselnym spinem

do= o, + s+ do,=
2s+1 2s+1

[\fw)r t|f(r-of -

2s5+1

(17.4)

(1)1 (-0)+10) 1 (x-0)) a0

Pro ¢astice s celo¢iselnym spinem je naopak s(2s+1) stavil s lichym spinem a (s+1)(2s+1)stavii

se sudym spinem. Mame tedy

do = s+l do. + 5

S 25+l ¢ 2541 ¢

Df(a)f +|f(z-6) + !

(17.5)

2s+1(f(9)f* (”_9)+f(9)*f(”—9))}dg

18 Excitace atomu pri srazce s ¢astici

Ptredpokladejme, ze miizeme vyuzit Fermiho pravidla. Po¢ate¢ni stav obsahuje atom hmotnosti M a

nabojem jadra —Z e v zékladnim stavu a volnou ¢astici hmotnosti 7 a nabojem ze s hybnosti p ; kone¢ny
stav obsahuje atom v n-tém excitovaném stavu (n je multiindex) a opét volnou &astici s hybnosti p’.
Interak¢ni potencidl je V' . Zakon zachovani energie v soustave, ve které se atom v pocatecnim stavu jako

celek nepohybuje, zapiSeme jako

/2 2 =/ _ =\’
r__P +(p ?) +E —E, =0 . (18.1)
2m 2m 2M

Velké zjednoduseni pfinese predpoklad, Ze bude mozné pohyb atomu v kone¢ném stavu zanedbat. Mame

pak pro pravdépodobnost prechodu za jednotku ¢asu

/2 2 3 =/
_2z 0,ﬁ>\25(p——p—+15 —EO](d—p . (18.2)

dw, = 2 <n,]3/‘l}

n

2m  2m

Integraci vzhledem k p’ (piseme d’ p’' = p'* d p’ dQ) odstranime delta funkci

_m\/pz—Zm(En—EO) NN
dw = o VO,p>‘ iQ . (18.3)

.5

Piejdeme ted” k soutadnicové representaci. Normovani vinové funkce Castice v kone¢ném stavu musi

odpovidat nami vybrané hustoté koncovych stavil v tj.
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(p|p)=6 (pzl I;J = l//ﬁ,(F)zexp{%p.F} . (18.4)

Zvolime-li normovani dopadajici viny na jednotkovy tok

12 )
wp(f){ﬂj em{%ﬁ-f} : (18.5)

spocteme pak pfimo G¢inny prufez. Interakéni potencial je

yo2€ [—§+z#1ﬁ] . (18.6)

dre,\ r Tr-r

a

Dostavame tak po dosazeni do vztahu vyraz pro diferencidlni G¢inny priifez pii excitaci atomu

dO'n:
2
2¢m ) p’-2m(E,-E,) 7 1 (18.7)
(47[5 hZJ\/ 47’ p = ((n] _7+ — eXp{ ig-Fid’ 7o) dQ
0

kde jsme oznacili g= ( p - [7) / h . Fouriertiv obraz potencialu vyjadiime pomoci vztahu

—ig -7
desa_exp{_iq,;a}JMd%:é‘_fexp{_iqffa} . (188
r q

Dalsi tprava spociva ve vyjadieni elementu prostorového uhlu za vztahu

2

q hlz(p +p —pr/cosé?) =

, (18.9)
gdg=LL sin0do = ppde
n 2wh
Vyraz pro diferencialni i¢inny prifez [18.7)|pFepiseme tedy na
do,=
w7+ Sewtiaay o] 4 o
| ——— | (n|| —Z+ ) expy—ig-F — .
4z, hv L SPUH
Pro pruzny rozptyl (7=0) mame tedy znamy vztah
2 2 d
ze 2dg
do,=8n|—— | |Z-F — . 18.11
‘ (47580hvj[ (9)] 7 (18.11)
Zde jsme vyuzili definice rozptylového faktoru
F(q)=[n(r)exp{-ig-7}d'F = [ (0| L 8(77,)|0)exp{-ig-7}d"F =
“ (18.12)

0)

<0|§exp{—'” 7,
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Pro nepruzny rozptyl mame s uvazenim ortogonality stavi (tj. <n # 0| 0> =0)

=>do, =

n#0

v (18.13)
z
sa 2] Sl eofiav o) 42
Obecné plati
Sl =Ztofor =X (1), = 1),y =
" ' (18.14)
Y| = fM o =7 57),, = oo
n#0
Aplikujeme-li ted” obecny vysledek na matici v mame s vyuzitim
2
> [(n[2exp{~ig -7, }{0) =
n#0 a
2
(O Sl o) fo[Zexpl-19-2 0 (1515
a b a
Z-F*(q)+(0]> exp{ig-(7,—7)}0) .
a#b
Dosazeni do
do =
(18.16)

Are hv Py

s;{ 2 Hz_Fz )4 (0 explig (7~ }|0>}



