
16. �VOD DO �PECI�LNEJ TE�RIE RELATIVITY

V predch dzaj£cich troch kapitol ch sa n m podarilo zrekon¨truova� v podstate
cel£ ¨trukt£ru euklidovskej geometrie, zov¨eobecnenej do �ubovo�nej kone�nej dimen-
zie, z jedinej kladne de�nitnej symetrickej biline rnej formy na re lnom vektorovom
priestore. V tejto kapitole najprv stru�ne presk£mame geometriu kone�norozmern�ch
re lnych vektorov�ch priestorov vybaven�ch inde�nitnou regul rnou symetrickou bi-
line rnou formou. Potom si predvedieme, ako mo�no z jedinej takejto formy sig-
nat£ry (1; n; 0) odvodi� matematick� apar t ¨peci lnej te¢rie relativity. Postupova�
v¨ak budeme v opa�nom smere, ako je zvykom vo fyzike. Nebudeme budova� mate-
matick� model anal�zou fyzik lnej situ cie, ale naopak, matematick� model, tzv. Min-
kowsk�ho �asopriestor, n jdeme u� hotov�. Fyzika sa n m za�ne vyn ra� pri jeho ma-
tematickom ¨t£diu takpovediac samovo�ne, ke� pre niektor� javy a objekty, s ktor�mi
sa v ¤om stretneme, za�neme pou�¡va� fyzik lnu terminol¢giu. Pri tom, samozrejme,
budeme dba� na to, aby tak�to pomen£vanie bolo v zhode s na¨ou fyzik lnou intu¡-
ciou. To nebude z�aleka tak� �ahk�, ako by sa vari dalo �aka� { �itate�ovi s£ iste aspo¤
zbe�ne zn me niektor� "popul rne\ d�sledky ¨peci lnej te¢rie relativity, ktor� na¨ej
ka�dodennej fyzik lnej sk£senosti zdanlivo protire�ia. Aj nimi sa tu budeme pomerne
podrobne zaobera�.

Z kladom ¨peci lnej te¢rie relativity je d�sledne uplatnen� Galileov princ¡p relati-
vity pohybu, postuluj£ci ekvivalenciu popisu pohybu a mechanick�ch dejov z poh�adu
ktor�hoko�vek z navz jom rovnomerne priamo�iaro sa pohybuj£cich pozorovate�ov.
Einstein tento princ¡p roz¨¡ril do postul tu ekvivalencie popisu pr¡rody z h�adiska
ktor�hoko�vek z tak�chto pozorovate�ov. Presnej¨ia formul cia Einsteinovho princ¡pu
relativity hovor¡, �e v¨etky pr¡rodn� z kony maj£ rovnak£ matematick£ podobu nez -
visle od inerci lnej s£stavy, vzh�adom na ktor£ ich formulujeme. Druh� zo z kladn�ch
relativistick�ch princ¡pov { princ¡p st losti r�chlosti svetla { mo�no u� tak trochu po-
va�ova� za d�sledok prv�ho. Ak toti� medzi pr¡rodn� z kony zahrnieme aj r�chlos�,
akou sa ¨¡ri sveteln� sign l vo v kuu, stane sa z tejto hodnoty fundament lna kon¨-
tanta, rovnak  pre v¨etky inerci lne s£stavy. Matematick  podoba form£l te¢rie rela-
tivity si potom vynucuje uznanie princ¡pu medznej hodnoty r�chlosti svetla: relat¡vna
r�chlos� pohybu hmotn�ch objektov je v�dy men¨ia ne� r�chlos� svetla.

Rozpisova� sa o epoch lnom v�zname Einsteinovho objavu ¨peci lnej a potom
v¨eobecnej te¢rie relativity by dnes u� bolo nosen¡m dreva do lesa. Patr¡ sa v¨ak po-
znamena�, �e z klady ¨peci lnej relativity mo�no do istej miery n js� u� u Lorentza a
jej zna�n£ �as� rozvinul prakticky s£�asne s Einsteinom a nez visle na ¤om Poincar�.
V�lu�n�m Einsteinov�m objavom je a� v¨eobecn  te¢ria relativity { no jej formul cia
u� nevysta�¡ s matematick�m apar tom line rnej algebry. Vznik v¨eobecnej relativity
v¨ak bol do zna�nej miery umo�nen� Minkowsk�ho formul ciou ¨peci lnej relativity,
ktor  predstavuje jeden z prv�ch a rozhoduj£cich momentov mimoriadne plodn�ho
a dodnes �iv�ho programu tzv. geometriz cie fyziky. Pr ve v�klad ¨peci lnej te¢rie
relativity v Minkowsk�ho geometrickom po¤at¡ bude n pl¤ou tejto kapitoly.
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16.1. Pseudoeuklidovsk� priestory

Pseudoeuklidovsk�m priestorom naz�vame �ubovo�n� kone�norozmern� vektorov�
priestor V nad po�om R, vybaven� regul rnou inde�nitnou symetrickou biline rnou
formou. T£to formu naz�vame pseudoskal rny s£�in a jej hodnotu na vektoroch
x;y 2 V zna�¡me hx;yi, t. j. rovnako, ako sme zna�ili skal rny s£�in. Signat£rou
pseudoeuklidovsk�ho priestoru V rozumieme signat£ru pr¡slu¨nej formy. T to m  tvar
(p; q; 0), kde p; q � 1 a p + q = dimV , �o n m umo�¤uje vynecha� z nej posledn�
�len 0 a hovori� o nej len ako o signat£re (p; q); v takom pr¡pade hovor¡me tie�
o (p; q)-rozmernom pseudoeuklidovskom priestore. Od tejto chv¡le a� do konca tohto
paragrafu V ozna�uje nejak� pevne zvolen� pseudoeuklidovsk� priestor a n = dimV .

Pseudoskal rny s£�in vo V takisto sp�¤a prv� tri podmienky z de�n¡cie skal rneho
s£�inu zo za�iatku paragrafu 13.1, ako aj ich o k£sok �alej uveden� dva d�sledky.
Podmienku kladnej de�nitnosti (z ktorej u� vypl�va regularita) v¨ak treba nahradi�
nasleduj£cimi dvoma podmienkami

(9x;y)�hx;xi < 0 < hy;yi� (inde�nitnos�),

(8y)�hx;yi = 0
� ) x = 0 (regularita),

pri�om ekvivalencia poslednej implik cie a regularity vypl�va z d�sledku 11.1.8.
V��¨inu pojmov, s ktor�mi sme sa zozn mili v euklidovsk�ch priestoroch, mo�no,

niekedy s ist�mi nevyhnutn�mi £pravami, zavies� aj pre pseudoeuklidovsk� priestory.
Taktie� cel� rad v�sledkov o euklidovsk�ch priestoroch si, op�� s ist�mi modi�k cia-
mi, zachov va platnos� aj pre pseudoeuklidovsk� priestory. Ke��e podrobn� ¨t£dium
t�chto priestorov nie je na¨im cie�om, nevyd me sa cestou systematickej rev¡zie v�sled-
kov troch predch dzaj£cich kapitol. Obmedz¡me sa len na nieko�ko m lo pr¡kladov,
ktor� n m bud£ u�ito�n� v �al¨¡ch paragrafoch. To si v¨ak vy�iada zavies� aj nieko�ko
pojmov a dok za� zop r v�sledkov, ktor� nemaj£ priame anal¢gie v euklidovsk�ch
priestoroch.

Dvojmiestny vz�ah ortogonality a ortokomplement mno�iny zav dzame rovnako
ako v euklidovskom priestore

x ? y , hx;yi = 0;

X? = fy 2 V ; (8x 2 X)(x ? y)g;
pre x;y 2 V , X � V .

Gramovou maticou (usporiadanej k-tice) vektorov � = (u1; : : : ;uk) 2 V n naz�-
vame maticu

G(�) = G(u1; : : : ;uk) =
�hui;uji

�
k�k

;

jej determinant jG(�)j naz�vame Gramov�m determinantom vektorov u1; : : : ;uk.
Hovor¡me, �e b za � = (u1; : : : ;uk) line rneho podpriestoru S � V je ortonorm lna,
ak pre v¨etky i; j � k plat¡ hui;uji = 0, ak i 6= j, a hui;uii = �1, t. j. pr ve vtedy,
ke� jej Gramova matica G(�) je diagon lna, len s prvkami �1 na diagon le.

�tandardn� pseudoskal rny s£�in signat£ry (p; q) na (st�pcovom) vektorovom prie-
store Rp+q je dan� predpisom

hx;yi =
pX

i=1

xiyi �
p+qX

i=p+1

xiyi = xT � diag(Ip;�Iq) � y:
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Ako vypl�va z v�sledkov kapitol 11, 12, ka�d� pseudoskal rny s£�in tejto signat£ry
mo�no vo�bou vhodnej ortonorm lnej b zy, pri spr vnom porad¡ jej �lenov, upravi�
na uveden� tvar. Pseudoeuklidovsk� priestor Rn so ¨tandardn�m pseudoskal rnym
s£�inom signat£ry (p; q) budeme zna�i� R(p;q).

Line rny podpriestor S � V sa naz�va kladne de�nitn�, z porne de�nitn�, in-
de�nitn�, regul rny, resp. singul rny, ak biline rna forma h ; i z£�en  na S m  pr¡-
slu¨n£ vlastnos�. Zrejme kladne alebo z porne de�nitn� podpriestor je regul rny.

Podobne, nenulov� vektor u 2 V sa naz�va kladne resp. z porne de�nitn�, ak
hu;ui > 0, resp. hu;ui < 0, t. j. pr ve vtedy, ke� n¡m generovan� line rny podpriestor
m  pr¡slu¨n£ vlastnos�. (Rozmyslite si, pre�o nem  zmysel hovori� o inde�nitn�ch
vektoroch.)

Vektor u 2 V sa naz�va izotropn�, ak hu;ui = 0, t. j. ak u ? u. V opa�nom
pr¡pade hovor¡me, �e u je anizotropn� vektor. Na rozdiel od euklidovsk�ch priestorov,
v pseudoeuklidovsk�ch priestoroch existuj£ nenulov� izotropn� vektory (presved�te sa
o tom), ako aj netrivi lne singul rne podpriestory (napr. ka�d� podpriestor generova-
n� nenulov�m izotropn�m vektorom je tak�). Na druhej strane, ka�d  ortonorm lna
b za line rneho podpriestoru vo V nutne pozost va len z anizotropn�ch vektorov.

16.1.1. Tvrdenie. (a) Line rny podpriestor S � V je regul rny pr ve vtedy, ke�
m  ortonorm lnu b zu.

(b) �ubovo�n£ ortonorm lnu b zu line rneho podpriestoru S � V mo�no doplni�
do ortonorm lnej b zy cel�ho priestoru V .

D�kaz. (a) Nech S je regul rny a � = (u1; : : : ;uk) je jeho �ubovo�n  b za. Potom aj
Gramova matica G(�), ako matica biline rnej formy h ; i z£�enej na S vzh�adom na
b zu �, je regul rna. Pod�a vety 12.1.2 existuje regul rna matica P 2 Rk�k tak , �e
P T �G(�) � P je diagon lna matica len s prvkami �1 na diagon le. Potom � � P je
ortonorm lna b za podpriestoru S. Obr ten  implik cia je trivi lna.

(b) Nech (v1; : : : ;vk) je nejak  ortonorm lna b za (regul rneho) podpriestoru S.
Dopl¤me ju (hocak�m sp�sobom) do b zy � = (v1; : : : ;vk;vk+1; : : : ;vn) priestoru
V . Potom aj Gramova matica G(�) je regul rna a jej �av� horn� roh rozmeru k � k
je diagon lny len s �1 na diagon le, �i�e t£to jej �as� u� upravova� nemus¡me. Preto
dvojicami ERO a ESO mo�no cel£ maticu upravi� na diagon lnu maticu QT �G(�)�Q
s �1 na diagon le tak, �e ani jeden z prv�ch k riadkov resp. st�pcov p�vodnej matice
G(�) nezmen¡ polohu, nebude vyn soben� skal rom 6= 0, ani k nemu nepripo�¡tame
n sobok in�ho riadku �i st�pca. To znamen , �e regul rna matica Q 2 Rn�n zod-

povedaj£ca pr¡slu¨n�m ESO m  blokov� tvar Q =
�
Ik Q1

0 Q2

�
. Preto b zy � a � �Q

maj£ prv�ch k vektorov rovnak�ch, teda � �Q je h�adan  ortonorm lna b za priestoru
V .

16.1.2. Tvrdenie. Nech S � V je regul rny line rny podpriestor. Potom aj S? je
regul rny line rny podpriestor a plat¡

V = S � S?; S?? = S:

D�kaz. Pod�a tvrdenia 16.1.1 m  S nejak£ ortonorm lnu b zu (u1; : : : ;uk), ktor£
mo�no doplni� do ortonorm lnej b zy (u1; : : : ;uk;uk+1; : : : ;un) cel�ho priestoru V .
�ahko nahliadneme, �e S? = [uk+1; : : : ;un]. Z toho u� priamo vypl�va regularita
podpriestoru S? ako aj rovnosti S \ S? = f0g, S + S? = V a S?? = S.
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16.1.3. Tvrdenie. Ak S � V je maxim lny kladne de�nitn� podpriestor, tak S? je
maxim lny z porne de�nitn� podpriestor.

Samozrejme tie� naopak, ak S � V je maxim lny z porne de�nitn� podpriestor,
tak S? je maxim lny kladne de�nitn� podpriestor.

D�kaz. Maximalita kladne de�nitn�ho podpriestoru S znamen , �e line rny pod-
priestor S+ [x] nie je kladne de�nitn� pre �iadny vektor x 2 V rS. Ke��e S je regu-
l rny, pod�a predch dzaj£ceho tvrdenia je regul rny aj S?. Nech � = (u1; : : : ;uk),
�0 = (uk+1; : : : ;un) s£ �ubovo�n� ortonorm lne b zy podpriestorov S resp. S?.
Potom (u1; : : : ;un) je zrejme ortonorm lna b za cel�ho V . Z kladnej de�nitnosti
S vypl�va, �e G(�) = Ik; z jeho maximality a Sylvestrovho z kona zotrva�nosti
(veta 12.1.1) zas G(�0) = �In�k. Preto S? je z porne de�nitn� podpriestor, ktor�
je v d�sledku vety 12.1.1 zrejme maxim lny s touto vlastnos�ou.

Pod�a ostatn�ch dvoch tvrden¡ je ka�d� pseudoeuklidovsk� priestor priamym s£�-
tom V = S � T maxim lneho kladne de�nitn�ho podpriestoru S a maxim lneho z -
porne de�nitn�ho podpriestoru T ; tento rozklad v¨ak nie je z�aleka jednozna�n�. Pseu-
doskal rny s£�in na podpriestore S je priamo skal rnym s£�inom, tak�e S je vlastne
euklidovsk� priestor. Takisto T mo�no pova�ova� za euklidovsk� priestor { sta�¡ for-
m lne zmeni� znamienko pseudoskal rneho s£�inu a priraden¡m (x;y) 7! �hx;yi je
u� de�novan� skal rny s£�in na T . �trukt£ra pseudoeuklidovsk�ho priestoru vznik 
takpovediac prepojen¡m dvoch euklidovsk�ch ¨trukt£r opa�n�ch znamienok. V d�-
sledku toho sa m��e Cauchyho-Schwartzova nerovnos� niekedy zmeni� na opa�n£.

16.1.4. Tvrdenie. Nech u;v 2 V s£ anizotropn� vektory. Potom plat¡
(a) hu;vi2 = hu;uihv;vi

pr ve vtedy, ke� u, v s£ line rne z visl� alebo [u;v] je dvojrozmern� singul rny
podpriestor;

(b) hu;vi2 < hu;uihv;vi
pr ve vtedy, ke� u, v s£ line rne nez visl� a podpriestor [u;v] je kladne alebo
z porne de�nitn�;

(c) hu;vi2 > hu;uihv;vi
pr ve vtedy, ke� [x;y] je inde�nitn� podpriestor.

Dodajme, �e v pr¡pade, ke� niektor� z vektorov u, v je izotropn�, trivi lne plat¡
hu;vi2 � 0 = hu;uihv;vi, pri�om rovnos� nastane pr ve vtedy, ke� hu;vi = 0.

D�kaz. Ke��e jG(u;v)j = hu;uihv;vi � hu;vi2, uveden  rovnos� z (a), resp. nerov-
nosti z (b), (c) s£ postupne ekvivalentn� s podmienkami jG(u;v)j = 0, jG(u;v)j > 0,
resp. jG(u;v)j < 0.

Ak u, v s£ line rne z visl�, tak rovnos� jG(u;v)j = 0 mo�no jednoducho overi�
priamym v�po�tom. Ak s£ nez visl�, tak G(u;v) je maticou pseudoskal rneho s£�inu
na podpriestore [u;v] v b ze (u;v). Z toho vypl�va:

(a) Podpriestor [u;v] je singul rny pr ve vtedy, ke� matica G(u;v) je singul rna,
t. j. pr ve vtedy, ke� jG(u;v)j = 0.

(b) Pod�a Sylvestrovho krit�ria (veta 12.2.4) je podpriestor [u;v] kladne de�nitn�
pr ve vtedy, ke� hu;ui > 0 a jG(u;v)j > 0, a z porne de�nitn� pr ve vtedy, ke�
hu;ui < 0 a jG(u;v)j > 0. Ke��e pre anizotropn� vektor u in  mo�nos� nenastane,
jG(u;v)j > 0 pr ve vtedy, ke� [u;v] je kladne alebo z porne de�nitn�.

(c) Ako vidno z (b), [u;v] je inde�nitn� pr ve vtedy, ke� jG(u;v)j < 0.
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16.2. Minkowsk�ho �asopriestor

Vo fyzike, presnej¨ie v ¨peci lnej te¢rii relativity, sa pod Minkowsk�ho �asopriestorom
zvy�ajne rozumie pseudoeuklidovsk� priestor R4 so ¨tandardn�m pseudoskal rnym
s£�inom signat£ry (1; 3), t. j.

hx;yi = x0y0 � x1y1 � x2y2 � x3y3 = xT � diag(1;�I3) � y:

pre x = (x0; x1; x2; x3)T , y = (y0; y1; y2; y3)T . V niektor�ch u�ebniciach sa miesto
toho mo�no stretn£� so signat£rou (3; 1). Pritom s£radnica x0 sa interpretuje ako �as a
x1, x2, x3 ako s£radnice polohy v euklidovskompriestore. My tento pojem roz¨¡rime na
vy¨¨ie aj na ni�¨ie dimenzie a na abstraktn� pseudoeuklidovsk� priestory.Minkowsk�ho
�asopriestorom budeme teda naz�va� �ubovo�n� pseudoeuklidovsk� priestor V sig-
nat£ry (1; n), kde n � 1. R(1;n) ozna�uje Minkowsk�ho �asopriestorRn+1 so ¨tandard-
n�m pseudoskal rnym s£�inom signat£ry (1; n). V na¨om v�klade bud£ hra� d�le�it£
£lohu pr ve �asopriestory "malej\ signat£ry (1; 1) a (1; 2), ktor� e¨te prip£¨�aj£ n -
zorn� gra�ck� zn zornenie.

Na Minkowsk�ho �asopriestor V budeme v preva�nej miere pozera� a�nne, t. j.
jeho prvky budeme �astej¨ie pova�ova� za body ne� za vektory { tentokr t ich v¨ak
budeme naz�va� udalos�ami alebo tie� svetobodmi. Svetobody predstavuj£ idealizo-
van� okam�it� bodov� udalosti (ako napr. vy�iarenie fot¢nu at¢mom, �i zr �ku dvoch
element rnych �ast¡c), pri ktor�ch abstrahujeme od toho, "�o sa stalo\, a zaznamen -
vame len ich �as a polohu.

Ak x;y 2 V s£ dva svetobody, tak skal rny s£�in hx�y;x�yi naz�vame ¨tvorcom
ich �asopriestorovej od�ahlos�i. Pod�a toho, �i hx � y;x � yi je v��¨ie, rovn� alebo
men¨ie ako 0 (t. j. vektor x�y je kladne de�nitn�, izotropn� alebo z porne de�nitn�),
hovor¡me, �e udalosti x, y s£ �asovo, svetelne, resp. priestorovo od�ahl�. Miesto kladne
de�nitn�, z porne de�nitn�, resp. izotropn� vektor hovor¡me tie� �asov�, priestorov�,
resp. sveteln� vektor.1 Mno�inu

LC(p) = fx 2 V ; hx� p;x� pi = 0g

v¨etk�ch udalost¡, ktor� s£ od dan�ho svetobodu p 2 V svetelne od�ahl�, naz�vame
sveteln� ku�e� (anglicky light cone) s po�iatkom v p. Tento n zov je motivovan�
tvarom sveteln�ho ku�e�a v Minkowsk�ho �asopriestore R(1;2), ktor� je zn zornen�
na obr zku vpravo; v�avo vid¡me sveteln� ku�e� v Minkowsk�ho �asopriestore R(1;1),
tvoren� dvoma priamkami x0 = �x1.

V pozad¡ pr ve zaveden�ho n zvoslovia stoj¡ fyzik lna interpret cia Minkowsk�ho
�asopriestoru, ktor  bude v priebehu n ¨ho v�kladu vych dza� najavo �oraz zrete�-
nej¨ie. Zatia� si len v¨imnime, �e vyslaniu sveteln�ho sign lu v istom okamihu z ist�ho
miesta mo�no priradi� ist£ udalos� v Minkowsk�ho �asopriestore R(1;3), ktor£ si bez
ujmy na v¨eobecnosti mo�no zvoli� za po�iatok odpo�tu �asu i s£radnej s£stavy
v priestore. Tento sign l sa ¨¡ri rovnakou r�chlos�ou c v¨etk�mi smermi, tak�e v �ase
t > 0 bude vytv ra� sf�rick£ vlnoplochu s polomerom ct a rovnicou

x21 + x22 + x23 = c2t2:

1Pou�¡vaj£ sa aj mo�no v�sti�nej¨ie, no �a�kop dnej¨ie n zvy �asupodobn�, priestorupodobn� a
svetlupodobn� vektor.



6 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

Po vo�be r�chlosti svetla za jednotku r�chlosti (c = 1) a substit£cii x0 = ct = t
vid¡me, �e v¨etky svetobody, do ktor�ch dospeje sveteln� sign l vyslan� v okamihu 0
z po�iatku priestorovej s£radnej s£stavy, vytv raj£ "horn£ polovicu\ sveteln�ho ku-
�e�a, niekedy naz�van£ tie� sveteln� ku�e� bud£cnosti,

LC+(0) = fx 2 R(1;3); x0 � 0 & hx;xi = 0g:

Jeho "doln  polovica\, naz�van  aj sveteln� ku�e� minulosti,

LC�(0) = fx 2 R(1;3); x0 � 0 & hx;xi = 0g:

je tvoren  svetobodmi, z ktor�ch sveteln� sign l dospel do po�iatku priestorovej s£rad-
nej s£stavy v okamihu 0. Hviezdy, ktor� vid¡me na jasnej no�nej oblohe, s£ r�zne
vzdialen�, preto svetlo z nich k n m let¡ r�zne dlho { v¨etky tak�to l£�e v¨ak le�ia na
svetelnom ku�eli minulosti LC�(0). Svetobody, z ktor�ch bol sveteln� sign l vyslan�
v �ase t < 0 op�� vytv raj£ sf�rick£ vlnoplochu s polomerom�ct a rovnakou rovnicou
ako v predo¨lom pr¡pade. Pr¡kladom takejto vlnoplochy je belas  nebesk  sf�ra, ktorej
�as� vid¡me za jasn�ho d¤a nad hlavou.

Pri potla�en¡ jednej priestorovej s£radnice x3 mo�no situ ciu n zorne ilustrova�
v Minkowsk�ho �asopriestore R(1;2) (predch dzaj£ci obr zok vpravo). Miesto troj-
rozmern�ho priestoru si predstavme dvojrozmern£ vodn£ hladinu a miesto vyslania
sveteln�ho sign lu ho�me kame¤ do vody. Vznikne vlnenie, ktor�ho �elo sa ¨¡ri po
hladine v tvare kru�nice a za �as t > 0 dospeje do vzdialenosti ct, kde c je r�chlos�
jeho ¨¡renia. "Horn£ polovicu\ sveteln�ho ku�e�a si predstavme ako kruhov� �elo vlny

"un ¨an� plyn£cim �asom\ { jeho stav v nejakom okamihu t je dan� rezom ku�e�a
rovinou x0 = ct.

Tento pr¡klad navodzuje predstavu Minkovsk�ho �asopriestoru signat£ry (1; n) ako
n-rozmern�ho euklidovsk�ho priestoru "un ¨an�ho �asom\ pozd�� �asovej osi. I ke�
t to predstava b�va �asto u�ito�n , uvid¡me, �e v Minkowsk�ho �asopriestore ne-
existuje privilegovan  �asov  os ani kanonick�, jednozna�n� rozklad na �asov£ a
priestorov£ zlo�ku, ako by sa n m mohlo zda� pri zbe�nom poh�ade na Minkowsk�ho
�asopriestor R(1;n). Skuto�nos�, �e "�asom un ¨an� fyzik lny priestor\ je euklidovsk�,
�i�e "ploch�\, poukazuje na to, �e ¨peci lna relativita sk£ma vlastne pr zdny �aso-
priestor, presnej¨ie, abstrahuje od gravita�n�ho p�sosobenia v ¤om rozlo�enej hmoty.
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Tieto ot zky tematizuje a� v¨eobecn  te¢ria relativity, ktor  gravita�n� p�sobenie
zachyt va op�� geometricky { ako spojite sa meniace zakrivenie �asopriestoru.

Pre �asov� vektor u 2 V mo�no de�nova� normu alebo d��ku kuk =
p
hu;ui

rovnako ako v euklidovskom pr¡pade. Pre priestorov� vektor v 2 V v¨ak kladieme
kvk =

p
�hv;vi.

V euklidovskom priestore R2 vytv raj£ vektory rovnakej d��ky r > 0 (presnej¨ie ich
konce) kru�nicu s rovnicou x21+x22 = r2; v R3 je to sf�ra s rovnicou x21+x22+x23 = r2.
Na rozdiel od toho v Minkowsk�ho �asopriestoreR(1;1) vytv raj£ �asov� vektory d��ky
r > 0 rovnoos£ hyperbolu s rovnicou x20 � x21 = r2; priestorov� vektory d��ky r
zasa vytv raj£ rovnoos£ hyperbolu s rovnicou x20 � x21 = �r2 (�al¨¡ obr zok v�avo).
V Minkowsk�ho �asopriestoreR(1;2) vytvoria tak�to �asov� vektory dvojdielny rota�n�
hyperboloid s rovnicou x20 � x21 � x22 = r2, ktor� le�¡ "vovn£tri\ sveteln�ho ku�e�a;
zodpovedaj£ce priestorov� vektory tvoria jednodielny rota�n� hyperboloid s rovnicou
x20 � x21 � x22 = �r2, ktor� oba�uje sveteln� ku�e� "zvonka\ (obr zok vpravo). Do
vy¨¨¡ch dimenz¡¡, vr tane "n ¨ho\ �asopriestoruR

(1;3), bohu�ia�, u� na¨a predstavivos�
nesiaha.

Varujeme v¨ak �itate�a, aby podobn�m obr zkom neprikladal v��¨iu v hu, ne� im
n le�¡ { Minkowsk�ho �asopriestoryR(1;1) a R(1;2) s£ na nich toti� zobrazen� skreslene
prostredn¡ctvom euklidovskej geometrie. To vidno napr. u� z toho, �e �asov� vektory
rovnakej d��ky s£ zobrazen� ako vektory nerovnakej euklidovskej d��ky. Len na okraj
poznamenajme, �e napr. na jednom diele hyperboloidu x20 � x21 � x22 = r2 v R(1;2) sa
realizuje dvojrozmern  Bolyaiho-Loba�evsk�ho geometria, zo zrejm�ch d�vodov naz�-
van  tie� hyperbolickou, ktor  je historicky prv�m zn mym pr¡kladom neeuklidovskej
geometrie. �t£dium podobn�ch, nesporne zauj¡mav�ch ot zok v¨ak u� nie je predme-
tom tohto kurzu.

16.3. Inerci lny pozorovate� a jeho vz�a�n  s£stava

Inerci lneho pozorovate�a v Minkovsk�ho �asopriestore V si predstavujeme ako rovno-
merne priamo�iaro sa pohybuj£ceho, �ertovsky mal�ho (presnej¨ie bodov�ho) trpas-
l¡ka, vybaven�ho hodinkami a metrom. Matematicky v¨ak nebudeme zav dza� ni-
jak�ch inerci lnych trpasl¡kov { £plne vysta�¡me s dr hami, ktor� opisuj£ vo V .
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Na za�iatok si uvedomme, ak£ dr hu opisuje v R(1;n) nehybn� bod. Ke��e �as
neust le plynie, i nehybn� bod sa v R(1;n)

"pohybuje\ { a to po "zvislej\ priamke
s rovnicami x1 = p1, : : : , xn = pn, kde (p1; : : : ; pn)T s£ jeho priestorov� s£radnice
v niektorom okamihu p0. Jej smerov� vektor je e0 = (1; 0; : : : ; 0)T . A ak£ dr hu
v R(1;n) opisuje bod pohybuj£ci sa rovnomerne priamo�iaro r�chlos�ou v so zlo�kami
v1; : : : ; vn v smere jednotliv�ch os¡ x1; : : : ; xn? Zrejme je to priamka s parametric-
k�mi rovnicami x0 = t, x1 = p1 + v1t, : : : , xn = pn + vnt, kde (p1; : : : ; pn)T s£ jeho
priestorov� s£radnice v okamihu t = 0. Jej smerov� vektor m  tvar (1; v1; : : : ; vn)T .
To si najlep¨ie zn zorn¡me v R(1;2), ke� si zvol¡me os x1 v smere vektora r�chlosti v,
teda v = (v1; 0)T . Situ cia pre p1 = p2 = 0 je zn zornen  na obr zku. Ked�e r�chlos�
pohybu hmotn�ho bodu je men¨ia ne� r�chlos� svetla, t. j. jv1j < 1, na¨a priamka le�¡

"vovn£tri\ sveteln�ho ku�e�a. Vo v¨eobecnom pr¡pade m me v21 + : : : + v2n < 1, �i�e
(1; v1; : : : ; vn)T je �asov� vektor.

Teraz si uvedomme, �e na¨e ot zky boli chybne polo�en�. Hovori� o nehybnom
alebo pohybuj£com sa pozorovate�ovi ako takom ned va rozumn� fyzik lny zmysel.
Neexistuje absol£tny k�ud ani absol£tny pohyb, ale k�ud i pohyb s£ relat¡vne. Ne-
jak� fyzik lny objekt m��e by� v k�ude alebo v pohybe len vzh�adom na nejak�
in� objekt. Aspo¤ tak n s to u�¡ klasick  mechanika od �ias Galileov�ch. Aj tak
v¨ak z na¨ich chybne polo�en�ch ot zok mo�no vy�a�i� netrivi lny poznatok: iner-
ci lni pozorovatelia sa v Minkowsk�ho �asopriestore pohybuj£ po priamkach s �asov�mi
smerov�mi vektormi.

Sveto�iarou inerci lneho pozorovate�a, alebo len inerci lnou sveto�iarou naz�vame
�ubovo�n£ orientovan£ priamku (t. j. jednorozmern� a�nn� podpriestor) vo V tvaru
p + [a], kde p 2 V je svetobod a a 2 V je �asov� vektor, �i�e ha;ai > 0, spolu
s orient ciou zadanou vektorom a. T£to sveto�iaru budeme zna�i� WL(p;a) (z an-
glick�ho world line). Jej orientovanos� znamen , �e opa�ne orientovan£ sveto�iaru
WL(p;�a) pova�ujeme za r�znu od WL(p;a), hoci ako mno�iny bodov predstavuj£
t£ ist£ priamku.

Tu treba upozorni� na �al¨ie skreslenie, id£ce na vrub zobrazenia v euklidovskej
geometrii. Sveto�iara WL(0;e0) v R(1;2) je zobrazen  ako os sveteln�ho ku�e�a LC(0),
k�m sveto�iara WL(0;a) s in�m �asov�m vektorom a vedie akoby bli�¨ie popri jeho
okraji. Z postul tu st losti r�chlosti svetla v¨ak vypl�va, �e sveto�iary v¨etk�ch iner-
ci lnych pozorovate�ov "maj£ rovnako �aleko k okraju sveteln�ho ku�e�a\.

Sveto�iara WL(p;a) inerci lneho pozorovate�a predstavuje jeho "vlastn� tok �asu\
(a nie jeho pohyb { ten je mo�n� len vzh�adom na in�ho inerci lneho pozorovate�a).
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Orient cia sveto�iary zodpoved  orient cii �asu z minulosti do bud£cnosti { prostried-
kami ¨peci lnej te¢rie relativity ju v¨ak nemo�no odl¡¨i� od orient cie z bud£cnosti do
minulosti, presnej¨ie, rozhodn£�, ktor  z nich je "t  prav \. Mo�no v¨ak rozhodn£�, �i
s£ dve inerci lne sveto�iary orientovan� s£hlasne alebo nes£hlasne, t. j. �i ich vlastn�
�asy plyn£ t�m ist�m alebo opa�n�m smerom.

�asov� vektory a, b sa naz�vaj£ s£hlasne orientovan�, ak ha; bi > 0; ak ha; bi < 0,
hovor¡me, �e a, b s£ nes£hlasne orientovan�. (Samostatne si dok �te, �e pr¡pad
ha; bi = 0 nem��e nasta�.) Inerci lne sveto�iary WL(p;a), WL(q; b) s£ potom s£hlas-
ne resp. nes£hlasne orientovan� pr ve vtedy, ke� s£ s£hlasne resp. nes£hlasne orien-
tovan� ich �asov� vektory. Ke��e ha;ai > 0 a vektory x, pre ktor� ha;xi = 0, tvoria
nadrovinu [a]? odde�uj£cu obe "polovice\ sveteln�ho ku�e�a LC(0), s£hlasn  orient -
cia �asov�ch vektorov a, b znamen , �e le�ia "vovn£tri tej istej polovice\ sveteln�ho
ku�e�a LC(0); nes£hlasne orientovan� �asov� vektory potom le�ia "vovn£tri opa�n�chpolov¡c\ LC(0).

Form lne mo�no sveto�iary WL(p;a) zavies� rovnako pre �ubovo�n� vektory a 6= 0
vo V . Obmedzenie sa na �asov� smerov� vektory je d�sledkom postul tu, pod�a
ktor�ho sa v¨etky hmotn� objekty pohybuj£ r�chlos�ou men¨ou ne� r�chlos� svetla.
Sveto�iary tvaru WL(p;a), kde a je sveteln� vektor, t. j. ha;ai = 0, predstavuj£
pohyb svetelnou r�chlos�ou { takto sa v¨ak m��u pohybova� len nehmotn� �as-
tice (presnej¨ie, �astice s nulovou k�udovou hmotnos�ou), napr. fot¢ny. Sveto�iary
tvaru WL(p;a), kde a je priestorov� vektor, t. j. ha;ai < 0, by zodpovedali pohybu
nadsvetelnou r�chlos�ou, teda { aspo¤ v r mci ¨peci lnej te¢rie relativity { nemaj£
fyzik lny v�znam. Hoci o �asticiach pohybuj£cich sa nadsveteln�mi r�chlos�ami, tzv.
tachy¢noch, sa v teoretickej fyzike st le ¨pekuluje, v¨etky doteraj¨ie pokusy objavi�
ich skon�ili ne£spe¨ne.

Pohyb m  pod�a na¨ich fyzik lnych predst v v�dy relat¡vny charakter. V abstrakt-
nom Minkowsk�ho �asopriestore, kde nem me privilegovan£ �asov£ os, s£ v¨etky iner-
ci lne sveto�iary rovnocenn�. Pokia� teda budeme hovori� o pohybe inerci lneho po-
zorovate�a, v�dy p�jde o jeho pohyb vzh�adom na in�ho inerci lneho pozorovate�a. Na
druhej strane, niektor� vlastnosti pohybu s£ absol£tne. V Minkowsk�ho �asopriestore
V je to napr. vlastnos� "pohybova� sa rovnomerne priamo�iaro\ (t. j. opisova� iner-
ci lnu sveto�iaru vo V ), a v d�sledku toho tie� vlastnos� "pohybova� sa premennou
r�chlos�ou\. Sveto�iara hmotn�ho bodu v Minkowsk�ho �asopriestore V pohybuj£ceho
sa premennou r�chlos�ou toti� nie je inerci lna. Zmena r�chlosti sa prejav¡ zakriven¡m
pr¡slu¨nej sveto�iary. Nako�ko v¨ak okam�it  r�chlos� pohybu hmotn�ho bodu je v�dy
men¨ia ne� r�chlos� svetla, dotykov� vektor k takejto sveto�iare v ka�dom jej sveto-
bode p je �asov�, t. j. le�¡ "vovn£tri\ sveteln�ho ku�e�a LC(p).

Okam�it�m fyzik lnym priestorom inerci lneho pozorovate�a nach dzaj£ceho sa
v svetobode q svojej sveto�iary WL(p;a) naz�vame a�nn� podpriestor q+[a]? Min-
kowsk�ho �asopriestoru V ; ka�d� z t�chto a�nn�ch podpriestorov potom naz�vame
okam�it�m fyzik lnym priestorom sveto�iary WL(p;a).

Ke��e [a] je zrejme maxim lny kladne de�nitn� line rny podpriestor vo V , jeho
ortokomplement [a]? je pod�a tvrdenia 16.1.3 z porne de�nitn� a pod�a 16.1.2 plat¡
V = [a] � [a]?. Na [a]? sa budeme d¡va� ako na euklidovsk� priestor vybaven�
skal rnym s£�inom �hx;yi a normou kxk =

p�hx;xi. Uvedomme, �e okam�it�
fyzik lne priestory p + [a]? n ¨ho inerci lneho pozorovate�a s£ vlastne tvoren� t�m
ist�m euklidovsk�m priestorom [a]? "un ¨an�m tokom jeho �asu\ pozd�� jeho sve-
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to�iary a dohromady vytv raj£ cel� Minkowsk�ho �asopriestor V = p + [a] + [a]?.
V¨etky udalosti v okam�itom fyzik lnom priestore p+ [a]? sa z h�adiska pr¡slu¨n�ho
inerci lneho pozorovate�a odohr vaj£ s£�asne. On s m v¨ak nem  ako odl¡¨i� svoj
stav od k�udu, teda pre¤ho je jeho okam�it� fyzik lny priestor st le ten ist� a spl�va
so zameran¡m [a]? jeho okam�it�ho fyzik lneho priestoru. Preto [a]? predstavuje
subjekt¡vny fyzik lny priestor inerci lneho pozorovate�a so sveto�iarou WL(p;a). Pre
inerci lneho pozorovate�a s in�m �asov�m vektorom b =2 [a] v¨ak plat¡ [a]? 6= [b]?,
�i�e udalosti s£�asn� pre jedn�ho z nich sa tak nemusia javi� druh�mu.

Pre a 6= 0 v R(1;1) je [a]? priamka s£merne zdru�en  s priamkou [a] pod�a osi
x0 = x1 (alebo, �o je to ist�, pod�a osi x0 = �x1). Teda okrem pr¡padu, ke� a le�¡
v smere niektorej z os¡ x0, x1, priamky [a], [a]? nie s£ na seba euklidovsky kolm�.
(Nakreslite si obr zok!) �alej si rozmyslite, ako je rovina [a]? "s£merne zdru�en \
s priamkou [a] pod�a sveteln�ho ku�e�a v R(1;2).

K danej sveto�iare WL(p;a) inerci lneho pozorovate�a v Minkowsk�ho �asoprie-
store V existuje jednozna�ne ur�en� vektor a0 = ha;ai�1=2a tak�, �e WL(p;a) =
WL(p;a0) a ha0;a0i = 1, ktor� naz�vame jej �asov�m ¨¡pom alebo ¨¡pom �asu (vo
fyzike sa v Minkovsk�ho �asopriestore R(1;3) pou�¡va tie� n zov ¨tvorr�chlos�). To
znamen , �e parameter t vo vyjadren¡ svetobodov x = p+ ta0 sveto�iary WL(p;a0)
mo�no skuto�ne interpretova� ako vlastn� �as pr¡slu¨n�ho inerci lneho pozorovate�a,
po�¡tan� od udalosti p. Nech �alej (a1; : : : ;an) je nejak  ortonorm lna b za pod-
priestoru [a0]?. Potom � = (a0;a1; : : : ;an) je zrejme ortonorm lna b za pseu-
doeuklidovsk�ho priestoru V s Gramovou maticou G(�) = diag(1;�In), naz�vanou
tie� Minkowsk�ho symbol alebo Minkowsk�ho metrick� tenzor. Tak£to b zu naz�-
vame inerci lnou b zou sveto�iary WL(p;a) a k nej prisl£chaj£cu s£stavu s£rad-
n¡c naz�vame inerci lnou s£radnou s£stavou. Pre vektory x;y 2 V so s£radnicami
(x)� = (x0; x1; : : : ; xn)T , (y)� = (y0; y1; : : : ; yn)T potom plat¡

hx;yi = x0y0 � x1y1 � : : : � xnyn;

�i�e pseudoskal rny s£�in vo V nadob£da tvar ¨tandardn�ho pseudoskal rneho s£�inu
v R(1;n). E¨te si v¨imnite, �e { na rozdiel od �asov�ho ¨¡pu a0 { priestorov� vektory
a1; : : : ;an uvedenej b zy nie s£ ur�en� jednozna�ne, teda vo v¨eobecnosti existuje
mnoho r�znych inerci lnych b z spojen�ch s dan�m inerci lnym pozorovate�om.

Fyzik lne si pod ¨¡pom �asu a0 inerci lnej b zy (a0;a1; : : : ;an) treba predstavo-
va� hodinky, ktor�mi n ¨ trpasl¡k meria �as, a pod priestorov�mi vektormi a1; : : : ;an
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s£stavu n navz jom kolm�ch kovov�ch ty�¡ jednotkovej d��ky pevne zvaren�ch v jed-
nom spolo�nom koncovom bode, ktor� sl£�ia na �xovanie jednotliv�ch s£radn�ch os¡
a meranie vzdialenost¡ v ich smeroch (v "na¨om\ �asopriestore, samozrejme, n = 3).

Nasleduj£ce zrejm� tvrdenie dodato�ne opr v¤uje sp�sob, ak�m sme de�novali
okam�it� fyzik lne priestory a subjekt¡vny priestor inerci lneho pozorovate�a.

16.3.1. Tvrdenie. Nech WL(p;a) je sveto�iara inerci lneho pozorovate�a s �asov�m
¨¡pom a0 a � = (a0;a1; : : : ;an) je jej �ubovo�n  inerci lna b za. Pre �ubovo�n�
udalosti x;y 2 V so s£radnicami (x)� = (x0; x1; : : : ; xn)T , (y)� = (y1; y2; : : : ; yn)T

nasleduj£ce podmienky s£ ekvivalentn�:
(i) x0 = y0, t. j. x, y s£ s£�asn� udalosti vzh�adom na na vz�a�n£ s£stavu �;
(ii) x, y patria do toho ist�ho okam�it�ho fyzik lneho priestoru sveto�iaryWL(p;a);
(iii) x� y 2 [a]?, �i�e ha;x� yi = 0.

16.4. Paradox dvoj�iat

N ¨ v�klad za�neme mal�m doplnkom k obr tenej Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti
z tvrdenia 16.1.4.

16.4.1. Tvrdenie. Nech V je Minkovsk�ho �asopriestor a aspo¤ jeden z vektorov
u;v 2 V je �asov�. Potom

hu;vi2 � hu;uihv;vi;
pri�om rovnos� nastane pr ve vtedy, ke� vektory u, v s£ line rne z visl�.

D�kaz. Nech napr. u 6= 0 je �asov� vektor. Potom [u] je maxim lny kladne de�nitn�
line rny podpriestor vo V , teda [u]? je z porne de�nitn� podpriestor pod�a tvrde-
nia 16.1.3 a V = [u]� [u]? pod�a tvrdenia 16.1.2. Preto v = au+ z pre jednozna�ne
ur�en� skal r a a vektor z 2 [u]?. Z £vah o ortogonaliz cii, pr¡padne priamym v�po�-
tom dostaneme

jG(u;v)j = jG(u;z)j = hu;uihz;zi:
Z toho vypl�va, �e podpriestor [u;v] = [u;z] je singul rny pr ve vtedy, ke� z = 0,
t. j. pr ve vtedy, ke� u, v s£ line rne z visl�. Preto ak u, v s£ line rne nez visl�, tak
podpriestor [u;v] je inde�nitn�, a po�adovan� z ver vypl�va z tvrdenia 16.1.4 (c).

D�sledkom pr ve dok zan�ho tvrdenia je nasleduj£ca "obr ten  trojuholn¡kov 
nerovnos�\.

16.4.2. D�sledok. Nech u, v s£ s£hlasne orientovan� �asov� vektory v Minkovsk�ho
�asopriestore V . Potom aj u+ v je �asov� vektor a plat¡

ku+ vk � kuk+ kvk;

pri�om rovnos� nastane pr ve vtedy, ke� u, v s£ line rne z visl�.

D�kaz. Ke��e hu;vi � 0, priamym v�po�tom dost vame

hu+ v;u+ vi = hu;ui + 2hu;vi + hv;vi
� kuk2 + 2 kuk kvk+ kvk2 = �kuk+ kvk�2;

pri�om rovnos� zrejme nastane pr ve vtedy, ke� hu;vi2 = hu;uihv;vi.
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Predstavme si teraz dvoch pozorovate�ov-dvoj�at . Nazvime ich treb rs K�blik a
Spachto¨. Jeden z nich, dajme tomu Spachto¨, je inerci lny a cel� �as n ¨ho rozpr -
vania presp¡ doma. Druh� z nich, K�blik, sa vyberie na vesm¡rny v�let raketou. Ne-
jak� �as sa vz�a�uje rovnomerne zr�chlen�m pohybom, po dosiahnut¡ istej dos� ve�kej
r�chlosti sa dlho pohybuje rovnomerne priamo�iaro, potom za�ne brzdi� a po dosiah-
nut¡ nulovej r�chlosti obr ti svoju vesm¡rnu lo� a za�ne sa vraca� domov na Zem {
najprv rovnomerne zr�chlen�m pohybom naberie ist£ ve�k£ r�chlos�, ktorou potom
dlho let¡ rovnomerne priamo�iaro, a ke� sa pribl¡�i k Zemi, za�ne brzdi�, a� napokon
pristane doma na priedom¡, kde ho u� �ak  Spachto¨, ktor� sa pr ve zobudil a vy¨iel
von nad�cha� sa �erstv�ho vzduchu. Uk �eme si, �e K�blik je po n vrate mlad¨¡ ne�
Spachto¨, �i�e z jeho h�adiska uplynul krat¨¡ �as ne� z h�adiska jeho spiaceho brata.

Pr¡slu¨n� £seky sveto�iar oboch bratov s£ zn zornen� na obr zku v�avo. K�m
Spachto¨ov £sek je �as�ou inerci lnej sveto�iary, K�blikov £sek je neinerci lny {
parabolicky zakriven� £seky zodpovedaj£ zr�ch�ovaniu resp. brzdeniu rakety, priame
letu st lou r�chlos�ou. Ak zr�ch�ovanie a brzdenie trv  v porovnan¡ s rovnomern�m
priamo�iarym letom zanedbate�ne kr tko, pr¡slu¨n� £sek K�blikovej sveto�iary mo�no
pre na¨e £�ely dostato�ne presne aproximova� (fyzik lne neuskuto�nite�nou) lomenou
sveto�iarou na obr zku vpravo. Jej £seky zodpovedaj£ vektorom u, v. Spachto¨ov
£sek potom zodpoved  vektoru u+v. Zo Spachto¨ovho poh�adu uplynie �as ku+vk,
k�m z K�blikovho kuk + kvk. Ke��e, ako (u)vid¡me, u, v s£ s£hlasne orientovan�
�asov� vektory, pod�a pr ve dok zan�ho d�sledku plat¡ ku+ vk � kuk+ kvk.

Cel£ situ ciu mo�no pop¡sa� v R(1;1). Ak si ozna�¡me v ve�kos� r�chlosti K�blikovej
rakety v rovnomern�ch priamo�iarych £sekoch, a t �as Spachto¨ovho sp nku, m me
u = (t=2; vt=2), v = (t=2;�vt=2), u+ v = (t; 0) a hu;vi = t2(1 + v2)=4 > 0, �i�e u,
v s£ s£hlasne orientovan�. Jednoduch�m v�po�tom mo�no dosta� presnej¨¡ odhad

kuk+ kvk = t
p
1� v2 < t = ku+ vk:

Pomer vlastn�ch �asov oboch bratov teda z vis¡ na r�chlosti v.
N zvom paradox dvoj�iat sa zvykne ozna�ova� zdanliv� rozpor, ktor� vznik , ak

sa na uveden£ situ ciu pok£¨ame neuv �ene aplikova� relativistick� princ¡p ekviva-
lencie �ubovo�n�ch inerci lnych s£stav. Ak toti� zabudneme, �e K�blikova sveto�iara
je neinerci lna, a za�neme cel£ situ ciu posudzova� z jeho h�adiska, vyjde n m, �e
by nakoniec mal by� mlad¨¡ vzh�adom na K�blika sa pohybovav¨¡ Spachto¨. K tejto
ot zke sa e¨te vr time v paragrafe 16.6, venovanom dilat cii �asu.
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16.5. Relat¡vna r�chlos� dvoch inerci lnych pozorovate�ov

Uva�ujme dvoch inerci lnych pozorovate�ov so sveto�iarami WL(p;a), WL(q; b)
v Minkowsk�ho �asopriestore V a kv�li jednoduchosti predpokladajme, �e vektory a,
b s£ ich ¨¡py �asu, t. j. ha;ai = hb; bi = 1.

Sveto�iara WL(q; b) druh�ho inerci lneho pozorovate�a pret¡na okam�it� fyzik lny
priestor p + ta + [a]? prv�ho pozorovate�a vo svetobode q + t0b, kde t0 n jdeme
z podmienky (q + t0b) � (p + ta) 2 [a]?, �i�e

0 = ha;q + t0b� p� tai = ha; bit0 + ha;q � pi � ha;ait = ha; bit0 + ha;q � pi � t:

Z toho vypl�va

t0 =
t� ha;q � pi

ha; bi :

Z poh�adu prv�ho inerci lneho pozorovate�a, t. j. v jeho subjekt¡vnom fyzik lnom
priestore [a]?, tomuto okamihu zodpoved  poloha

(q + t0b)� (p+ ta) = (q � p) � ha;q � pi
ha; bi b+

t

ha; bib� ta

druh�ho inerci lneho pozorovate�a.
Nejak�mu �asov�mu intervalu �t = t2 � t1 prv�ho inerci lneho pozorovate�a tak

zodpoved  �asov� interval

�t0 = t02 � t01 =
t2 � t1
ha; bi =

�t

ha; bi
druh�ho z nich. Za ten �as sa poloha druh�ho pozorovate�a v subjekt¡vnom fyzik lnom
priestore [a]? prv�ho zmen¡ o priestorov� vektor�t

�ha; bi�1b�a� 2 [a]?. Priestorov�
vektor

v = ha; bi�1b� a 2 [a]?

potom samozrejme predstavuje r�chlos�, akou sa druh� inerci lny pozorovate� po-
hybuje v subjekt¡vnom fyzik lnom priestore prv�ho. Ke��e v nez vis¡ od �asu t,
pohyb druh�ho inerci lneho pozorovate�a sa prv�mu skuto�ne jav¡ ako rovnomern�
priamo�iary. Pre ve�kos� tejto r�chlosti plat¡

v = kvk =
p
�hv;vi =

p
�ha; bi�2hb; bi + 2� ha;ai =

p
1� ha; bi�2:

Teda ve�kos� v r�chlosti, ktorou sa z poh�adu prv�ho inerci lneho pozorovate�a po-
hybuje druh� z nich mo�no vyjadri� pomocou pseudoskal rneho s£�inu ha; bi ich
�asov�ch ¨¡pov a, b. Taktie� naopak, pseudoskal rny s£�in ha; bi mo�no a� na zna-
mienko vyjadri� pomocou ve�kosti relat¡vnej r�chlosti v:

jha; bij = 1p
1� v2

;

v �om �itate� asi spozn  zn my Lorentzov koe�cient, hoci vo fyzike ho �astej¨ie za-
pisujeme v tvare 1p

1�(v=c)2
, kde c je r�chlos� svetla. Zrejme princ¡p medznej hodnoty
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r�chlosti svetla je ekvivalentn� s po�iadavkou re lnosti a kone�nosti tohto v�razu. Ak
navy¨e prijmeme prirodzen� predpoklad, �e a, b s£ s£hlasne orientovan�, dostaneme

ha; bi = 1p
1� v2

:

E¨te podotknime, �e ak by sme si na za�iatku nezjednodu¨ili �ivot podmienkou
ha;ai = hb; bi = 1, �i�e za a, b by sme si vzali �ubovo�n� s£hlasne orientovan� �asov�
vektory, posledn£ rovnos� by sme dostali v tvare

ha; bi
kakkbk =

1p
1� v2

;

�o na z klade anal¢gie s euklidovsk�mi priestormi navodzuje my¨lienku, �e Lorentzov
koe�cient predstavuje "kos¡nus\ ak�hosi "pseudouhla\ vektorov a, b. Ke��e je v¨ak
uveden� v�raz v�dy � 1, o oby�ajn� kos¡nus uhla ¡s� nem��e. Zvy¨ok paragrafu je
venovan� upresneniu t�chto £vah.

Z Eulerov�ch vz�ahov

ei� = cos� + i sin�; e�i� = cos�� i sin�;

ktor� tu nebudeme odvodzova�, vypl�vaj£ nasleduj£ce vyjadrenia goniometrick�ch
funkci¡ pomocou exponenci ly imagin rneho argumentu

cos� =
ei�+e�i�

2
; sin� =

ei�� e�i�

2i
pre �ubovo�n� � 2 R. Funkcie hyperbolick� kos¡nus a hyperbolick� s¡nus s£ de�novan�
re lnou anal¢giou uveden�ch rovnost¡

cosh � =
e�+e��

2
; sinh � =

e� � e��

2
pre �ubovo�n� � 2 R.

V¨etko, �o potrebujeme v tejto chv¡li vedie�, je jednotkov� vz�ah

cosh2 � � sinh2 � = 1

(overte si samostatne jednoduch�m v�po�tom), z ktor�ho vypl�va, �e v¨etky dvojice
(cosh �; sinh �) le�ia na jednej vetve rovnoosej hyperboly x2 � y2 = 1, (x � 1), a �e
ka�d� bod (x; y) tejto vetvy m  uveden� tvar. Naozaj, sta�¡ polo�i� � = ln(x + y).
Druh  vetva (x � �1) tejto hyperboly je tvoren  dvojicami (� cosh �; sinh �), pre
� 2 R.

Pre s£hlasne orientovan� �asov� vektory a, b potom existuje jednozna�ne ur�en�
re lne �¡slo �, naz�van� tie� hyperbolick� uhol vektorov a, b, tak�, �e

cosh � =
ha; bi
kak kbk =

1p
1� v2

; sinh � =
p
�jG(a; b)j
kak kbk =

vp
1� v2

:

Explicitn� vyjadrenie pre � je

� = ln
ha; bi+p�jG(a; b)j

kak kbk = ln
r

1 + v

1� v
:
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16.6. Relativistick  dilat cia �asu

Ako sme odvodili v predo¨lom paragrafe, pre �asov� £sek�t0 druh�ho inerci lneho po-
zorovate�a, ktor� zodpoved  �asov�mu £seku �t s n¡m s£hlasne orientovan�ho prv�ho
pozorovate�a, plat¡

�t0 =
�t

ha; bi = �t
p
1� v2;

teda �t0 � �t, pri�om rovnos� nastane pr ve vtedy, ke� v = 0, �o je ekvivalentn�
s rovnos�ou ha; bi = 1, a na z klade tvrdenia 16.4.1 s line rnou z vislos�ou �asov�ch
¨¡pov a, b, �o v tomto pr¡pade znamen  a = b. Z h�adiska prv�ho pozorovate�a,
ktor� s m seba pova�uje za nehybn�ho, tak medzi dvoma okamihmi t1 a t2 uplynie
dlh¨¡ �as, ne� z h�adiska druh�ho pozorovate�a medzi okamihmi t01, t02, v ktor�ch sa
tento pozorovate� nach dza v okam�it�ch fyzik lnych priestoroch p+ t1a+[a]?, resp.
p+ t2a+ [a]? prv�ho. Tento efekt sa naz�va relativistick� spomalenie, pr¡padne rela-
tivistick  dilat cia �asu.

V uvedenej rovnosti sa v¨ak skr�va zdanliv� paradox, niekedy naz�van� paradox
�asu. Z matematick�ch d�vodov symetrie ako aj z fyzik lnych d�vodov rovnocennosti
inerci lnych s£stav by malo takisto plati�

�t =
�t0

ha; bi = �t0
p
1� v2;

teda �t � �t0. Potom nevyhnutne �t = �t0, v = 0 a ha; bi = 1, t. j. a = b pre
�ubovo�n� s£hlasne orientovan� �asov� ¨¡py a, b, �o je zrejm� nezmysel. Teda niekde
v na¨ich £vah ch je asi chyba. Odhali� ju nie je a� tak� �a�k�. �asov� okamih prv�ho
inerci lneho pozorovate�a, zodpovedaj£ci �asov�mu okamihu t0 druh�ho inerci lneho
pozorovate�a z poh�adu druh�ho pozorovate�a, nie je p�vodn� okamih t, ale okamih

t00 =
t0 � hb;p� qi

ha; bi =
t� ha;q � pi + ha; bihb;p� qi

ha; bi2 :

Teda �asov�mu intervalu �t0 = t02 � t01 druh�ho inerci lneho pozorovate�a zodpoved 
z jeho poh�adu �asov� interval

�t00 =
�t0

ha; bi =
�t

ha; bi2 ;

a nie �t, prv�ho pozorovate�a. Situ cia pre ¨peci lny pr¡pad p = q = 0, t1 = 0,
t2 = t = �t je zn zornen  na obr zku v R(1;1).
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Na obr zku n m asi udrie do o�£, �e d��ka vektora t0b je v��¨ia ako d��ka vektora
ta, aj ke� kt0bk = t0 = t

p
1� v2 < t = ktak. Neza¨kod¡ preto znova pripomen£�,

�e vzdialenosti, ktor� n m vnucuje obr zok, s£ euklidovsk�, netreba ich preto bra�
v �ne { geometria Minkowsk�ho �asopriestoru je toti� neeuklidovsk . Z h�adiska tejto
geometrie s£ rovnako dlh� napr. vektory ta a tb (ich "konce\ le�ia na tej istej hyper-
bole).

Experiment lny d�kaz dilat cie �asu poskytuj£ �-mez¢ny, zvan� tie� mi¢ny (nie�o
ako "�a�k� elektr¢ny\) { element rne �astice s ve�mi kr tkou priemernou dobou �ivota
(asi 2; 2 � 10�6s). Mi¢ny vznikaj£ vplyvom prim rneho kozmick�ho �iarenia v horn�ch
vrstv ch atmosf�ry (t. j. vo v�¨kach 10 a viac km) a prilietaj£ ve�k�mi r�chlos�ami (a�
0; 998 r�chlosti svetla) na zemsk� povrch. Za �as 2; 2 � 10�6s by v¨ak ani r�chlos�ou
svetla c � 300 000 kms�1 nemali preletie� viac ne� 660m. Z h�adiska pozemsk�ho po-
zorovate�a v¨ak �asu �t0 v s£stave letiaceho mi¢nu zodpoved  �as �t = �t0=

p
1� v2,

kde v je jeho r�chlos� v pomere k r�chlosti svetla. Nameran� hodnoty priemernej doby
�ivota mi¢nov pri r�znych r�chlostiach (�i u� v kozmick�ch l£�och alebo v pozemsk�ch
ur�ch�ova�och) sa so zna�nou presnos�ou zhoduj£ s uveden�m vz�ahom. Napr¡klad
vlastn�mu �asu 2; 2 � 10�6s v s£stave mi¢nu letiaceho r�chlos�ou 0; 998 c, zodpoved 
v s£stave pozemsk�ho pozorovate�a �as asi 34; 8 � 10�6s, za ktor� mi¢n prelet¡ dr hu
pribli�ne 10; 4 km.

V¨imnite si, �e vo formule pre dilat ciu �asu vystupuje rovnak� koe�cient
p
1� v2

ako v pribli�nom kvantitat¡vnom odhade z paradoxu dvoj�iat. Navy¨e dilat cia �asu
je { popri neinerci lnosti K�blikovej sveto�iary { naozaj spoluzodpovedn  za jeho

"pomal¨ie starnutie\. To s£ d�vody, pre ktor� sa oba tieto efekty �asto plet£. E¨te
st le sa mo�no z �asu na �as stretn£� s naivnou kritikou ¨peci lnej te¢rie relativity,
ktor  si berie na mu¨ku pr ve paradox dvoj�iat a pou�¡va pri tom u� spom¡nan�
argument, ak�m mo�no zdanlivo spochybni� dilat ciu �asu: "Ke��e pohyb je relat¡vny,
m��eme rovnako dobre z K�blikovho h�adiska pova�ova� Spachto¨a za pohybuj£ceho
sa a K�blika za nehybn�ho. Potom by mal viac zostarn£� K�blik.\ Podobn  symetria
tu v¨ak nem  miesto. Aby sa mohli K�blik a Spachto¨, opisuj£ci najprv t£ ist£ sveto-
�iaru, rozdeli� a potom op�� stretn£�, mus¡ sa (aspo¤) jeden z nich v ist�ch £sekoch
svojej sveto�iary "zneinerci lni�\, t. j. pohybova� sa so zr�chlen¡m. Rozdiel medzi iner-
ci lnou Spachto¨ovou a neinerci lnou K�blikovou sveto�iarou m  tak { v protiklade
k na¨im inerci lnym pozorovate�om z tohto paragrafu { absol£tny charakter a rozdiel
veku sa pri stretnut¡ oboch bratov prejav¡ "hmatate�ne\.

Tento efekt bol potvrden� aj experiment lne { neexperimentovalo sa v¨ak s dvoj�a-
tami ale s ve�mi presn�mi hodinami, meraj£cimi �as pomocou oscil ci¡ v elektr¢novom
obale at¢mov c�zia. �tvoro c�ziov�ch hod¡n obletelo Zem v dvoch pr£dov�ch lietadl ch
{ dvojo v smere od z padu na v�chod, dvojo v smere od v�chodu na z pad { a po
pr¡lete ich porovnali s referen�n�mi hodinami, ktor� zostali "doma\ v N mornom
observat¢riu v USA. Nameran� �asov� rozdiely sa ve�mi dobre zhodovali s hodnotami
predpovedan�mi te¢riou. Poznamenajme v¨ak, �e vzh�adom na £�inky rot cie a gra-
vita�n�ho po�a Zeme je re lna situ cia podstatne zlo�itej¨ia ne� n ¨ umel� pr¡klad
s K�blikom a Spachto¨om, a jej matematick� popis si vy�aduje i �o-to zo v¨eobecnej
te¢rie relativity. V skuto�nosti v porovnan¡ s pozemsk�mi hodinami "omladli\ len
hodiny, ktor� leteli smerom na v�chod { o (59�10) �10�9s; naopak hodiny, ktor� leteli
na z pad, v porovnan¡ s pozemsk�mi hodinami dokonca "zostarli\ o (273� 7) � 10�9s.
Teoretick  predpove� d vala hodnoty (40 � 23) � 10�9s, resp. (275� 21) � 10�9s.
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16.7. Lorentzova transform cia

Vr �me sa e¨te raz k na¨im inerci lnympozorovate�om v Minkowsk�ho �asopriestore V
so s£hlasne orientovan�mi �asov�mi ¨¡pmi a, b. Ozna�me a0 = a, b0 = b a predpokla-
dajme, �e � = (a0;a1; : : : ;an), � = (b0; b1; : : : ; bn) s£ inerci lne b zy prisl£chaj£ce
ich sveto�iaramWL(p;a) resp. WL(q; b). Lorentzova transform cia z inerci lnej b zy
� do inerci lnej b zy � je transform cia s£radn¡c vzh�adom na tieto b zy, t. j. line rne
zobrazenie ' : R(1;n)! R

(1;n) tak�, �e

(u)� = '(u)�

pre ka�d� u 2 V , alebo, �o je to ist�,

� � x = � � '(x)

pre ka�d� x 2 R(1;n). Z uveden�ch vz�ahov okam�ite vidno, �e Lorentzova transform -
cia ' je dan�mi b zami �, � jednozna�ne ur�en  a jej matica vzh�adom na kanonick£
ortonorm lnu b zu " = (e0;e1; : : : ;en) v R(1;n) je z rove¤ maticou prechodu z b zy
� do b zy �, t. j.

(')";" = P�;�:

16.7.1. Tvrdenie. Nech ' je Lorentzova transform cia z inerci lnej b zy � do
inerci lnej b zy � v Minkowsk�ho �asopriestore V . Potom pre �ubovo�n� vektory
x;y 2 R(1;n) plat¡

h'x; 'yi = hx;yi:
In�mi slovami, Lorentzova transform cia zachov va ¨tandardn� pseudoskal rny s£�in.

D�kaz. Nech x;y 2 R(1;n). Vzh�adom na v�ber b z �, � plat¡

h'x; 'yi = h� � 'x; � � 'yi = h� � x; � � yi = hx;yi;

pri�om v dvoch krajn�ch v�razoch ide o ¨tandardn� pseudoskal rny s£�in v R(1;n),
k�m v dvoch vn£torn�ch v�razoch o pseudoskal rny s£�in vo V .

Ak ' je Lorentzova transform cia z inerci lnej b zy � do inerci lnej b zy �, ktor�
prisl£chaj£ sveto�iaram WL(b;q) resp. WL(p;a), pri�om na¨i pozorovatelia si za
po�iatky odpo�tu svojich s£radn¡c zvolili udalosti q resp. p, tak vz�ah medzi s£radni-
cami �ubovo�nej udalosti z 2 V v takto zvolen�ch inerci lnych s£radn�ch syst�moch
ud va a�nn  transform cia

(z � p)� = '(z � q)�;

naz�van  tie� Poincar�ho transform ciou.
Prenikn£� do ¨trukt£ry Lorentzov�ch transform ci¡ mo�no tak, �e pop¡¨eme ¨truk-

t£ru ich mat¡c. To je vo v¨eobecnom pr¡pade pomerne n ro�n  £loha. Uk �eme si v¨ak,
�e dan� s£hlasne orientovan� �asov� ¨¡py a = a0, b = b0 mo�no v�dy vhodne doplni�
do inerci lnych b z � = (a0;a1; : : : ;an), � = (b0; b1; : : : ; bn) tak, �e vzh�adom na
ne m  matica Lorentzovej transform cie z � do � obzvl ¨� jednoduch� a preh�adn�
tvar P�;� = diag(Lv; In�1), kde Lv 2 R

2�2 je matica Lorentzovej transform cie
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Minkowsk�ho �asopriestoru R(1;1), ktorej prvky mo�no vyjadri� v�lu�ne pomocou
ve�kosti v relat¡vnej r�chlosti uva�ovan�ch inerci lnych pozorovate�ov. V takom pr¡-
pade hovor¡me o tzv. ¨peci lnej Lorentzovej transform cii.

Ak a = b, n jdeme �ubovo�n£ ortonorm lnu b zu � = � �asopriestoru V s prv�m
�lenom a0 = b0. Lorentzova transform cia z � do � je potom identick� zobrazenie
s maticou P�;� = In+1.

Ak a 6= b, tak ide o nez visl� vektory. V d�kaze tvrdenia 16.4.1 sme uk zali, �e [a; b]
je inde�nitn� podpriestor vo V . Preto existuje a1 2 [a; b] tak�, �e (a0;a1) je ortonor-
m lna b za podpriestoru [a; b]. Potom nevyhnutne a1 2 [a]? je priestorov� vektor.
Rovnako existuje b1 2 [a; b]\[b]? tak�, �e (b0; b1) je ortonorm lna b za podpriestroru
[a; b]. Ak si ozna�¡me a2 = b2, : : : , an = bn �ubovo�n£ ortonorm lnu b zu z porne
de�nitn�ho podpriestoru [a; b]?, tak � = (a0;a1; : : : ;an) a � = (b0; b1; : : : ; bn) s£
inerci lne b zy, ktor� maj£ posledn�ch n� 1 �lenov rovnak�ch. Ich matica prechodu
m  tvar P�;� = diag(Pa;b; In�1), kde Pa;b 2 R2�2 ozna�uje maticu prechodu z b zy
[b0; b1] do b zy [a0;a1], ktor£ vyjadr¡me explicitne. Na ten £�el sta�¡ pozna� vektory
a1, b1.

V paragrafe 16.5 sme odvodili tvar vektora v r�chlosti, ktorou sa v subjekt¡vnom
fyzik lnom priestore inerci lneho pozorovate�a s �asov�m ¨¡pom a pohybuje inerci lny
pozorovate� s �asov�m ¨¡pom b:

v = ha; bi�1b� a:

Ke��e v 2 [a; b] \ [a]? a dim
�
[a; b] \ [a]?

�
= 1, sta�¡ polo�i�

a1 = v�1v =
ha; bi�1b� ap
1� ha; bi�2 =

b� ha; biap
ha; bi2 � 1

:

S vyu�it¡m symetrie £lohy mo�no p¡sa�

b1 =
�ha; bi�1a+ bp

1� ha; bi�2 =
�a+ ha; bibp
ha; bi2 � 1

:

Z rovnosti pre a1 si vyjadr¡me

b0 = b = ha; bia0 +
p
ha; bi2 � 1a1;

�o po dosaden¡ do rovnosti pre b1 a mal�ch £prav ch d va

b1 =
p
ha; bi2 � 1a0 + ha; bia1:

To znamen , �e

(b0; b1) = (a0;a1) �
0
@ ha; bi

p
ha; bi2 � 1

pha; bi2 � 1 ha; bi

1
A :

Ak si e¨te spomenieme na vz�ah medzi pseudoskal rnym s£�inom ha; bi a ve�kos�ou
r�chlosti v, dostaneme dvojak� vyjadrenie matice prechodu Pa;b alias Lorentzovej
transform cie Lv:

Pa;b =

0
@ ha; bi p

ha; bi2 � 1
pha; bi2 � 1 ha; bi

1
A =

0
B@

1p
1� v2

vp
1� v2

vp
1� v2

1p
1� v2

1
CA = Lv:
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Po substit£cii � = ln
p
(1 + v)=(1� v) dost vame e¨te tretie vyjadrenie v tvare tzv.

hyperbolickej rot cie

Rh� =
�
cosh � sinh �
sinh � cosh �

�
= Pa;b = Lv:

V¨imnite si, �e pre a = b, �i�e v = 0, � = 0, dost vame Pa;a = L0 = Rh0 = I2, �o
je v zhode so sk�r prijat�m rie¨en¡m tohto ¨peci lneho pr¡padu. V¨eobecn� pr¡pad je
zn zornen� na obr zku.

Z fyzik lneho h�adiska je najd�le�itej¨ia signat£ra (1; 3), t. j. n = 3, kedy sa Lo-
rentzova transform cia s£radn¡c vzh�adom na inerci lne b zy �, � obvykle uv dza
v jednom z nasleduj£cich tvarov:

x0 = ct =
x00 + (v=c)x1p
1� (v=c)2

=
ct0 + (v=c)x01p
1� (v=c)2

;

x1 =
(v=c)x00 + x01p
1� (v=c)2

=
vt0 + x01p
1� (v=c)2

;

x2 = x02;

x3 = x03;

kde c je r�chlos� svetla, v je relat¡vna r�chlos� pohybu pozorovate�ov s inerci lnymi
b zami � a � v smere osi x1 a (x0=ct; x1; x2; x3)T , (x00=ct0; x01; x

0

2; x
0

3)T s£ �aso-
priestorov� s£radnice �ubovo�nej udalosti vzh�adom na b zy � resp. �. E¨te raz v¨ak
pripom¡name, �e tak�to pomerne jednoduch� tvar m  Lorentzova transform cia len
pri "spr vnej\ vo�be priestorov�ch vektorov oboch b z.
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16.8. Relativistick  kontrakcia d��ky

Pomocou Lorentzovej transform cie mo�no jednoducho odvodi� �al¨¡ zo zn mych re-
lativistick�ch efektov.

Nech WL(p;a), WL(q; b) s£ s£hlasne orientovan� sveto�iary inerci lnych pozoro-
vate�ov a � = (a0;a1;a2; : : : ;an), resp. � = (b0; b1; b2; : : : ; bn) s£ s nimi spojen�
inerci lne b zy zvolen� tak, ako v predch dzaj£com paragrafe, t. j. Lorentzova trans-
form cia ' z � do � m  maticu tvaru diag(Lv; In�1). Predpokladajme, �e prv� po-
zorovate� registruje nehybn£ pevn£ ty� d��ky l > 0 v smere vektora a1. Matematicky
ide o priestorov� vektor la1 prebiehaj£ci postupom �asu okam�it� fyzik lne priestory
p + ta + [a]?; jeho s£radnice v okamihu t vzh�adom na b zu � a po�iatok p s£
(t; l; 0; : : : ; 0)T . D��ka tejto ty�e sa druh�mu pozorovate�ovi jav¡ ako d��ka

l0 = kuk =
p
�hu;ui;

vektora u, ktor� le�¡ v jeho subjekt¡vnom fyzik lnom priestore [b]? (�o zna�¡, �e pri
jeho �ubovo�nom umiestnen¡ s£ oba jeho konce s£�asn� udalosti vzh�adom na b zu �)
a sp�¤a podmienku

(ta0 + la1)� = (t; l; 0; : : : ; 0) = '(u)�
pre nejak� okamih t vlastn�ho �asu s£stavy �. Ke��e u 2 [b]?, jeho s£radnice maj£
tvar (u)� = (0; x01; x02; : : : ; x0n)T a z podmienky pre ich Lorentzovu transform ciu
okam�ite vid¡me, �e x02 = : : : = x0n = 0, ako aj�

t
l

�
= Lv �

�
0
x01

�
=

x01p
1� v2

�
v
1

�
:

Potom zrejme l0 = x01 a kone�ne dost vame ohl sen� vz�ah medzi d��kami ty�e v oboch
inerci lnych s£stav ch:

l =
l0p

1� v2
� l0;

pri�om rovnos� nastane pr ve vtedy, ke� v = 0, teda d��ka ty�e sa jav¡ najv��¨ia v tej
inerci lnej s£stave, vzh�adom na ktor£ je ty� nehybn . Tento jav sa naz�va relativis-
tick� skr tenie alebo tie� relativistick  kontrakcia d��ky v smere pohybu. Nasleduj£ci
obr zok, ktor� zn zor¤uje situ ciu v R(1;1), je plne analogick� obr zku zn zor¤u-
j£cemu relativistick£ dilat ciu �asu. Op�� sa na ¤om stret me s disproporciou eukli-
dovskej a Minkowsk�ho d��ky vektorov l0b1 a la1.
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E¨te si v¨imnime, �e onen okamih t vlastn�ho �asu v s£stave � je jednozna�ne
ur�en�:

t = l0
vp

1� v2
= lv:

Uveden  formulka je v¨ak lep¨ie �itate�n  v obvyklom fyzik lnom tvare

ct = v
l

c
:

Inak povedan�, za �as t prelet¡ svetlo rovnak£ vzdialenos�, ak£ uraz¡me r�chlos�ou v
za �as, ktor� potrebuje svetlo na prekonanie vzdialenosti l. Zrejme pre ty� "be�n�chrozmerov\ je �as t enormne mal�.


