
20. JORDANOV KANONICK� TVAR

V tejto kapitole si uk �eme, �e i nediagonalizovate�n� line rne oper tory �i matice
mo�no vo�bou vhodnej b zy upravi� na tzv. Jordanov kanonick� tvar, ktor� je {
aspo¤ na poh�ad { ve�mi bl¡zky diagon lnemu.D�kaz tohto v�sledku je v¨ak podstatne
n ro�nej¨¡ ne� v¨etky d�kazy, s ktor�mi sme sa doteraz v tomto kurze stretli. Preto
najprv iba sformulujeme pr¡slu¨n� vety a predvedieme, ako sa £prava na Jordanov
kanonick� tvar v niektor�ch jednoduch�ch pr¡padoch rob¡. S tak�mito vedomos�ami
vysta�¡me vo v��¨ine pr¡padov. Jednako pre n ro�nej¨ieho �itate�a uv dzame £pln�
d�kaz, ktor� n m zaberie cel� dva paragrafy 20.4 a 20.5. Na jeho z klade potom
pop¡¨eme �al¨iu met¢du £pravy matice na Jordanov kanonick� tvar. S niektor�mi
aplik ciami v�sledkov o Jordanovom kanonickom tvare sa obozn mime a� v dvoch
nasleduj£cich kapitol ch.

20.1. Jordanov kanonick� tvar matice

Hovor¡me, �e matica A 2 Kn�n je v Jordanovom kanonickom tvare, skr tene JKT,
ak m  blokovo diagon lny tvar

A = diag
�
Jn1(�1); : : : ;Jnk (�k)

�
;

kde Jni (�i) s£ Jordanove bunky rozmerov ni�ni prisl£chaj£ce skal rom �i 2 K (pozri
pr¡klad 19.1.3). Zrejme v takom pr¡pade je n1+ : : :+nk = n a A m  charakteristick�
polyn¢m

det(A� xI) = (�1 � x)n1 : : : (�k � x)nk :

Vid¡me, �e skal r � 2 K je vlastnou hodnotou matice A pr ve vtedy, ke� sa
nach dza v zozname �1; : : : ; �k. Ke��e skal ry �1; : : : ; �k nemusia by� nevyhnutne
r�zne, algebraick  n sobnos� � vzh�adom na A je s£�et ve�kost¡ blokov s hodnotou �
na diagon le, �i�e

P
�i=�

ni. Ako vypl�va z pr¡kladu 19.1.3, ka�d�mu bloku Jni(�i),
bez oh�adu na ve�kos� ni, zodpoved  len jednorozmern� vlastn� podpriestor { preto
geometrick  n sobnos� � vzh�adon na A je rovn  po�tu tak�chto blokov, t. j. po�tu
prvkov mno�iny fi � k; �i = �g.

Jordanov�m kanonick�m tvarom matice A 2 Kn�n naz�vame �ubovo�n£ maticu
J 2 Ln�n v JKT, kde pole L je nejak� roz¨¡renie po�a K, podobn£ (nad po�om L)
s maticou A. Upravi� maticu A na Jordanov kanonick� tvar znamen  n js� s ¤ou
podobn£ maticu J 2 Ln�n v Jordanovom kanonickom tvare a regul rnu maticu
P 2 Ln�n tak£, �e J = P�1 �A�P . Potom line rny oper tor x 7! A�x na (st�pcovom)
vektorovom priestore Ln m  v b ze tvorenej st�pcami matice P maticu J v JKT.

K�£�ov� v�sledky tejto kapitoly mo�no zhrn£� do nasleduj£cich dvoch viet.

20.1.1. Veta. Nech ' : V ! V je line rny oper tor na vektorovom priestore V
kone�nej dimenzie n nad po�om K. Ak ' m  nad K spektrum algebraickej v hy n, tak
existuje tak  b za � priestoru V , vzh�adom na ktor£ m  'maticu (')� v Jordanovom
kanonickom tvare. Pritom Jordanov kanonick� tvar matice zobrazenia ' je ur�en�
jednozna�ne a� na poradie Jordanov�ch blokov.

1



2 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

20.1.2. Veta. Nech matica A 2 Kn�n m  nad po�om K spektrum algebraickej
v hy n. Potom A je podobn  s maticou J 2 Kn�n v Jordanovom kanonickom tvare.
Pritom matica J je ur�en  jednozna�ne a� na poradie Jordanov�ch blokov.

20.1.3. D�sledok. Nech matice A; B 2 Kn�n maj£ v poli K spektrum algebraickej
v hy n. Potom A � B pr ve vtedy, ke� A a B maj£ rovnak� Jordanov kanonick�
tvar.

V¨imnite si, �e predpoklad o plnej algebraickej v he spektra je splnen� pr ve vtedy,
ke� K obsahuje rozkladov� pole charakteristick�ho polyn¢mu line rneho oper tora ',
pr¡padne matice A. T to podmienka je automaticky splnen  nad algebraicky uza-
vret�m po�om K, ¨peci lne nad po�om komplexn�ch �¡sel C . Aj v pr¡pade, �e tento
predpoklad nie je splnen�, mo�no pole K vnori� do jeho kone�n�ho roz¨¡renia L, nad
ktor�m u� splnen� bude. Podrobnosti, ako to mo�no urobi�, sme si aspo¤ v pr¡pade
roz¨¡renia R� C objasnili v paragrafe 19.4 venovanom komplexi�k cii.

Obe uveden� vety s£ zrejme ekvivalentn�, preto sta�¡ dok za� len jednu z nich, pr¡-
padne dokazova� obe naraz a striedavo pou�¡va� maticov£ �i oper torovu formul ciu,
pod�a toho, ktor  n m pr ve v��¨mi vyhovuje. D�kazu, ktor� je pomerne n ro�n�,
venujeme paragrafy 20.4 a 20.5. Pova�ujeme v¨ak za potrebn� predosla� mu nieko�ko
pr¡kladov, na ktor�ch budeme ilustrova� met¢du £pravy matice na JKT.

Cel  met¢da je zalo�en  na pozorovan¡, �o rob¡ matica Jn = Jn(�) � �In s ka-
nonickou b zou "(n) = (e1; : : : ;en) v Kn. Odpove� na t£to ot zku mo�no stru�ne a
preh�adne vyjadri� sch�mou

Jn : en 7! en�1 7! : : : 7! e2 7! e1 7! 0;

t. j. Jn � e1 = 0 (inak povedan�, e1 je vlastn� vektor matice Jn(�)), a Jn � ei = ei�1
pre 1 < i � n.

Ak m  teda line rny oper tor ' : V ! V ma� v nejakej b ze � maticu v JKT

(')� = J = diag
�
Jn1(�1); : : : ;Jnk (�k)

�
;

mus¡ sa t to b za da� rozlo�i� na k re�azcov

�1 = (v11; : : : ;v1n1);
�2 = (v21; : : : ;v2n2);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�k = (vk1; : : : ;vknk);

zodpovedaj£cich jednotliv�m Jordanov�m bunk m Jn1(�1), Jn2(�2), : : : , Jnk(�k).
Na ka�dom re�azci �i p�sob¡ line rny oper tor ' � �i idV = ' � �i rovnako ako
matica Jni na kanonickej b ze "(ni) = (e1; : : : ;eni), t. j. pod�a sch�my

'� �i : vini 7! vi ni�1 7! : : : 7! vi2 7! vi1 7! 0:

Potom prv� vektor vi1 ka�d�ho re�azca �i (v na¨ej sch�me prv� nenulov� vektor
sprava) je vlastn�m vektorom oper tora ' prisl£chaj£cim k vlastnej hodnote �i. Cel�
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re�azec je zasa tvoren� postupn�mi obrazmi posledn�ho vektora vini (v na¨ej sch�me
prv�ho vektora z�ava) v zobrazen¡ '� �i, t. j.

�i =
�
vini ; ('� �i)(vini ); : : : ; ('� �i)ni�1(vini )

�
:

B zu zlo�en£ z tak�chto re�azcov naz�vame Jordanovou b zou pr¡slu¨n�ho line rneho
oper tora alebo matice.

�prava matice (line rneho oper tora) na JKT teda spo�¡va hlavne v n jden¡ Jor-
danovej b zy, t. j. b zy zlo�enej z re�azcov vektorov prisl£chaj£cich jednotliv�m vlast-
n�m �¡slam a vlastn�m vektorom tejto matice. Tak� nie�o v¨ak predpoklad  znalos�
spektra, preto jeho ur�enie (pr¡padne doplnenie do plnej algebraickej v hy vo vhodnom
roz¨¡ren¡ z kladn�ho po�a) mus¡ kon¨trukcii takejto b zy nevyhnutne predch dza�.

Vopred v¨ak poznamen vame, �e priamo�iara met¢da budovania b zick�ch re�az-
cov od vlastn�ch vektorov "sprava do�ava\, dobre funguje len pre matice mal�ch
rozmerov (maxim lne tak 5�5), pr¡padne pre matice, v ktor�ch JKT sa vyskytuj£ len
mal� Jordanove bloky (maxim lne do rozmeru 3�3). Pre matice v��¨¡ch rozmerov, kde
sa kombinatorika mo�n�ch rozmerov blokov st va pestrej¨ou, je u� ne£nosne zlo�it .
Nesk�r, na z klade d�kazu viet 20.1.1 a 20.1.2, sa zozn mime aj s met¢dou postupu-
j£cou pri vytv ran¡ b zick�ch re�azcov "z�ava doprava\. V nasleduj£cej kapitole si
e¨te stru�ne pribl¡�ime elegantn£ met¢du zalo�en£ na £prave charakteristickej matice
A � xI pomocou ERO a ESO, vyu�¡vaj£cu niektor� hlb¨ie poznatky o maticiach,
ktor�ch prvky s£ polyn¢my nad dan�m po�om.

Samostatn£ pozn mku si vy�aduje ot zka ur�enia spektra analyzovanej matice
alebo oper tora. Na¨e pr¡klady bud£ vopred umelo pripraven� tak, aby sme pr¡slu¨-
n£ charakteristick£ rovnicu vedeli �ahko vyrie¨i� (v��¨inou bud£ dokonca v¨etky jej
korene mal� cel� �¡sla). V "re lnom �ivote\ to v¨ak tak by� nemus¡. Vo v¨eobecnosti
neexistuj£ vzorce, ktor� by vyjadrovali korene polyn¢mu f(x) 2 C [x] stup¤a � 5
ako funkcie jeho koe�cientov zostaven� pomocou oper ci¡ s�¡tania, od�¡tania, n sobe-
nia, delenia a mocn¡n s racion lnym exponentom.1 Ani pre polyn¢my stup¤a 3 a
4, pre ktor� tak�to vzorce existuj£, v¨ak nie s£ pre svoju �a�kop dnos� prakticky
upotrebite�n�. Tak�e pou�ite�n� explicitn� vzorce m me k dispoz¡cii len na rie¨enie
rovn¡c stup¤a 1 a 2.

T�m vzrast  v�znam pribli�n�ch numerick�ch met¢d v�po�tu vlastn�ch �¡sel a
vektorov a JKT. Tieto ot zky v¨ak u� nie s£ predmetom n ¨ho kurzu. Moment lne
nie je na¨im cie�om v�po�tovo zvl dnu� uveden£ problematiku v celej v¨eobecnosti,
ale porozumie� jej z kladn�m s£vislostiam. Ke��e pr ve v�sledky a met¢dy line rnej
algebry hraj£ v modernej numerickej matematike v�znamn£ £lohu, je tak�to prvotn�
porozumenie jedn�m z nevyhnutn�ch predpokladov zvl dnutia pokro�ilej¨¡ch nume-
rick�ch met¢d.

Jeden numerick� aspekt v�po�tu JKT v¨ak nemo�no v tejto s£vislosti nespomen£�.
Numerick� met¢dy v��¨inou d vaj£ len pribli�n� v�sledky s istou vopred zadanou
presnos�ou. Navy¨e �asto pracuj£ so vstupn�mi £dajmi z¡skan�mi meran¡m, teda u�
od za�iatku za�a�en�mi ur�it�mi chybami. Na druhej strane, "takmer v¨etky\ ¨tvor-
cov� matice nad C s£ podobn� s diagon lnymi.2 Pri hocako malej n hodnej zmene

1D�kaz nerie¨ite�nosti rovn¡c piateho a vy¨¨ieho stup¤a pomocou radik lov je s£�as�ou tzv.
Galoisovej te¢rie a patr¡ k vrcholn�m v�konom algebry 19. storo�ia.

2Presnej¨ie, topologick  dimenzia mno�iny v¨etk�ch mat¡cA 2 Cn�n , ktor� nie s£ podobn� s dia-
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prvkov sa tak to matica s pravdepodobnos�ou hrani�iacou s istotou stane podobnou
diagon lnej. Teda matice s nediagon lnym JKT s£ vlastne atypick�mi v�nimkami
s nekone�ne m lo pravdepodobn�mv�skytom. To jednak �in¡ numerick� v�po�et JKT
zna�ne ch£lostivou z le�itos�ou, jednak navodzuje ot zku, ak� m  v�bec v�znam za-
obera� sa nediagonalizovate�n�mi maticami a line rnymi oper tormi. Dodajme teda,
�e na druhej strane typick  matica A 2 C n�n s aspo¤ jednou viacn sobnou vlastnou
hodnotou je nediagonalizovate�n  (pok£ste sa samostatne upresni� v�znam tohto tvr-
denia). �o je v¨ak e¨te d�le�itej¨ie, s prirodzen�mi pr¡kladmi tak�chto oper torov sa
mo�no stretn£� v matematickej anal�ze.

20.1.4. Pr¡klad. Line rny oper tor deriv cie D : R(n)[x] ! R(n)[x], kde D(f) =
f 0(x) = df(x)

dx
pre f(x) 2 R(n)[x], na priestore v¨etk�ch re lnych polyn¢mov stup¤a

� n m  v b ze �(n) = (1; x; x2 : : : ; xn) maticu

(D)�(n) =

0
BBBB@

0 1 0 : : : 0
0 0 2 : : : 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 : : : 0 n
0 0 : : : 0 0

1
CCCCA
:

Z toho u� mo�no pomerne �ahko nahliadnu� (pr¡padne dopo�¡ta�), �e maticou oper -
tora D v b ze

�
1; x; x

2

2 ; : : : ;
xn

n!

�
je Jordanova bunka Jn+1 = Jn+1(0).

20.2. Pr¡klady £pravy mat¡c na Jordanov kanonick� tvar

20.2.1. Pr¡klad. Uva�ujme maticu

A =

0
B@
1 0 2 �2
1 3 1 �1
1 0 0 �1
3 4 3 �4

1
CA 2 R4�4:

Jej charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = x4 � 2x2 + 1 = (x � 1)2(x + 1)2

m  dva korene x1;2 = 1 a x3;4 = �1, oba dvojn sobn�. N jdeme k nim pr¡slu¨n�
vlastn� vektory. Podpriestor rie¨en¡ homog�nnej s£stavy s maticou

A� I =

0
B@
0 0 2 �2
1 2 1 �1
1 0 �1 �1
3 4 3 �5

1
CA �

0
B@
1 0 0 �2
0 1 0 1
0 0 1 �1
0 0 0 0

1
CA

gon lnymi, je men¨ia ne� topologick  dimenzia priestoru v¨etk�ch mat¡c Cn�n . Podobne, topologick 
dimenziamno�iny v¨etk�ch mat¡cA 2 Rn�n, ktor� nie s£ podobn� s diagon lnymi maticami z Cn�n ,
je men¨ia ne� topologick  dimenzia priestoru v¨etk�ch mat¡c Rn�n. Pojem topologickej dimenzie je
(z�aleka nie priamo�iarym) zov¨eobecnen¡m dimenzie line rnych a a�nn�ch podpriestorov nad R.
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je jednorozmern�, generovan� vlastn�m vektorom v1 = (2;�1; 1; 1)T . Teda algebra-
icky dvojn sobn� vlastn� �¡slo 1 m  geometrick£ n sobnos� 1. �al¨¡ vektor re�azca
n jdeme ako nejak� rie¨enie x = v2 s£stavy (A � I) � x = v1 £pravou jej roz¨¡renej
matice 0

B@
0 0 2 �2
1 2 1 �1
1 0 �1 �1
3 4 3 �5

�������

�������

2
�1
1
1

1
CA �

0
B@
1 0 0 �2
0 1 0 1
0 0 1 �1
0 0 0 0

�������

�������

2
�2
1
0

1
CA ;

teda napr. v2 = (2;�2; 1; 0)T .
Podpriestor rie¨en¡ homog�nnej s£stavy s maticou

A + I =

0
B@
2 0 2 �2
1 4 1 �1
1 0 1 �1
3 4 3 �3

1
CA �

0
B@
1 0 1 �1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA

m  dimenziu 2 (a tak  je tie� geometrick  n sobnos� algebraicky dvojn sobn�ho vlast-
n�ho �¡sla �1); jeho b zu tvoria vlastn� vektory v3 = (1; 0;�1; 0)T , v4 = (1; 0; 0; 1)T .

Teda A je podobn  matici v JKT

J = diag
�
J2(1);�1;�1

�
=

0
B@
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

1
CA

a pr¡slu¨n  Jordanova b za (v1;v2;v3;v4) je tvoren  st�pcami matice prechodu

P =

0
B@

2 2 1 1
�1 �2 0 0
1 1 �1 0
1 0 0 1

1
CA :

Videli sme, �e re�azce vektorov prisl£chaj£ce r�znym vlastn�m �¡slam mo�no bez
�a�kost¡ oddeli�. Preto odteraz sa s£stred¡me len na h�adanie a odde�ovanie re�az-
cov prisl£chaj£cich tomu ist�mu vlastn�mu �¡slu a budeme sa zaobera� iba maticami
s jednoprvkov�m spektrom.

20.2.2. Pr¡klad. Matica

A =

0
@
�2 1 0
�3 1 1
�1 0 1

1
A 2 R3�3

m  charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = �x3

a jedin�, algebraicky trojn sobn� vlastn� �¡slo x1;2;3 = 0. Vlastn� vektory n jdeme
rie¨en¡m homog�nnej s£stavy s maticou

A � 0I = A �

0
@
1 0 �1
0 1 �2
0 0 0

1
A :
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Podpriestor rie¨en¡ je jednorozmern�, generovan� vektorom u = (1; 2; 1)T , teda geo-
metrick  n sobnos� vlastn�ho �¡sla 0 je 1. H�adan  b za tak bude pozost va� z jedin�ho
re�azca prisl£chaj£ceho vlastn�mu vektoru u1 = u. Vektor u2 n jdeme ako nejak�
rie¨enie x = u2 s£stavy A � x = u1 £pravou jej roz¨¡renej matice

(A ju1) =

0
@
�2 1 0
�3 1 1
�1 0 1

������

������
1
2
1

1
A �

0
@
1 0 �1
0 1 �2
0 0 0

������

������
�1
�1
0

1
A ;

tak�e m��eme polo�i� napr.u2 = (�1;�1; 0)T . Podobne, tret¡ vektor u3 n ¨ho re�azca
n jdeme ako nejak� rie¨enie x = u3 s£stavy A �x = u2 £pravou jej roz¨¡renej matice

(A ju2) =

0
@
�2 1 0
�3 1 1
�1 0 1

������

������
�1
�1
0

1
A �

0
@
1 0 �1
0 1 �2
0 0 0

������

������
0
�1
0

1
A ;

teda napr. u3 = (0;�1; 0)T .
To znamen , �e A je podobn  priamo s Jordanovou bunkou

J3 = J3(0) =

0
@
0 1 0
0 0 1
0 0 0

1
A

prostredn¡ctvom matice prechodu

P =

0
@
1 �1 0
2 �1 �1
1 0 0

1
A ;

tvorenej vektormi Jordanovej b zy (u1;u2;u3) ako st�pcami.

20.2.3. Pr¡klad. Matica

A =

0
@

8 10 �5
�2 �1 2
1 2 2

1
A 2 R3�3

m  charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = 27� 27x+ 9x2 � x3 = (3� x)3

a algebraicky trojn sobn� vlastn� �¡slo x1;2;3 = 3. K nemu pr¡slu¨n� vlastn� vektory
n jdeme rie¨en¡m homog�nnej s£stavy s maticou

A� 3I =

0
@

5 10 �5
�2 �4 2
1 2 �1

1
A �

0
@
1 2 �1
0 0 0
0 0 0

1
A :

Podpriestor rie¨en¡ je dvojrozmern�, generovan� (napr¡klad) vektormi u = (2;�1; 0)T ,
v = (1; 0; 1)T . Teda geometrick  n sobnos� vlastn�ho �¡sla 3 je 2, tak�e k nemu bud£
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prisl£cha� dva re�azce d��ok 1 a 2. Ke��e vopred nevieme, ku ktor�mu vlastn�mu
vektoru v1 2 [u;v] existuje vektor v2 tak�, �e v1 = (A � 3I) � v2, mus¡me uva�ova�
�ubovo�n£ line rnu kombin ciu v1 = au + bv = (2a + b;�a; b)T , pri�om parametre
a; b 2 R budeme voli� tak, aby s£stava (A� 3I) �x = v1 mala nejak� rie¨enie x = v2.
�pravou jej roz¨¡renej matice dostaneme

0
@

5 10 �5
�2 �4 2
1 2 �1

������

������
2a + b
�a
b

1
A �

0
@
1 2 �1
0 0 0
0 0 0

������

������
b

a� 2b
0

1
A :

S£stava m  rie¨enie pr ve vtedy, ke� a = 2b; vol¡me napr. b = 1, a = 2. Tomu
zodpoved  v1 = (5;�2; 1)T , v2 = (1; 0; 0)T . Za v3 mo�no zvoli� ak�ko�vek vektor,
ktor� spolu s v1 tvor¡ b zu vlastn�ho podpriestoru R(A � 3I) = [u;v]; vid¡me,
�e vyhovuj£ obe vo�by v3 = u, resp. v3 = v. Vyberme si napr. druh£ mo�nos�
v3 = (1; 0; 1)T .

Teda JKT matice A je

J = diag
�
J2(3); 3

�
=

0
@
3 1 0
0 3 0
0 0 3

1
A

a pr¡slu¨n  matica prechodu tvoren  st�pcami Jordanovej b zy (v1;v2;v3) vyzer 
(napr.) takto

P =

0
@

5 1 1
�2 0 0
1 0 1

1
A :

20.2.4. Pr¡klad. Matica

A =

0
B@
�4 �6 �19 �1
2 4 3 1
1 1 6 0
5 5 20 2

1
CA 2 R4�4

m  charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = x4 � 8x3 + 24x2 � 32x+ 16 = (x � 2)4

s jedin�m ¨tvorn sobn�m kore¤om x1{4 = 2. Vlastn� vektory n jdeme rie¨en¡m homo-
g�nnej s£stavy s maticou

A � 2I =

0
B@
�6 �6 �19 �1
2 2 3 1
1 1 4 0
5 5 20 0

1
CA �

0
B@
1 1 0 4=5
0 0 1 �1=5
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA :

Podpriestor rie¨en¡ je dvojrozmern�, generovan� vektormi u = (1;�1; 0; 0)T , v =
(4; 0;�1;�5)T ; v¨eobecn� rie¨enie m  tvar au + bv = (a + 4b;�a;�b;�5b)T , kde
a; b 2 R. Vid¡me, �e h�adan  b za bude pozost va� z dvoch re�azcov, nepozn me v¨ak
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ich d��ky { s£ toti� dve mo�nosti zodpovedaj£ce rozkladom 4 = 1+3, resp. 4 = 2+2.
�al¨ie vektory re�azcov z¡skame rie¨en¡m s£stavy (A� 2I) �x = au+ bv s roz¨¡renou
maticou

0
B@
�6 �6 �19 �1
2 2 3 1
1 1 4 0
5 5 20 0

�������

�������

a+ 4b
�a
�b
�5b

1
CA �

0
B@
1 1 0 4=5
0 0 1 �1=5
0 0 0 0
0 0 0 0

�������

�������

�4a=5 + 3b=5
a=5� 2b=5

0
0

1
CA :

Ako vidno, s£stava m  rie¨enie pre �ubovo�n� a, b; m��eme teda voli� a = 1, b = 0,
�omu zodpoved  prv� re�azec u1 = u = (1;�1; 0; 0)T , u2 = (�4=5; 0; 1=5; 0)T ,
resp. a = 0, b = 1, �omu zodpoved  druh� re�azec v1 = v = (4; 0;�1;�5)T ,
v2 = (3=5; 0;�2=5; 0)T .

JKT matice A teda je

J = diag
�
J2(2);J2(2)

�
=

0
B@
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

1
CA ;

a pr¡slu¨n  Jordanova b za (u1;u2;v1;v2) je tvoren  st�pcami matice prechodu

P =

0
B@

1 �4=5 4 3=5
�1 0 0 0
0 1=5 �1 �2=5
0 0 �5 0

1
CA :

20.2.5. Pr¡klad. Uva�ujme maticu

A =

0
B@

0 1 0 0
1 0 1 1
1 1 1 1
�1 �2 �1 �1

1
CA 2 R4�4:

Jej charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = x4

m  jeden ¨tvorn sobn� kore¤ x1{4 = 0. Vlastn� vektory dostaneme ako rie¨enia ho-
mog�nnej s£stavy s maticou

A � 0I = A �

0
B@
1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA :

Podpriestor rie¨en¡ je dvojrozmern�, generovan� vektormi u = (1; 0;�1; 0)T , v =
(1; 0; 0;�1)T ; v¨eobecn� rie¨enie m  tvar au + bv = (a + b; 0;�a;�b)T , kde a; b 2 R.
Tak�e h�adan  b za bude op�� pozost va� z dvoch re�azcov d��ok 1 + 3 alebo 2 + 2.



20. JORDANOV KANONICK� TVAR 9

�al¨ie vektory re�azcov z¡skame rie¨en¡m s£stavyA�x = au+bv £pravou jej roz¨¡renej
matice 0

B@
0 1 0 0
1 0 1 1
1 1 1 1
�1 �2 �1 �1

�������

�������

a + b
0
�a
�b

1
CA �

0
B@
1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

�������

�������

�2a� b
a+ b
2a + b

0

1
CA :

S£stava m  rie¨enie pr ve vtedy, ke� 2a+ b = 0. Z toho je jasn�, �e d��ky h�adan�ch
re�azcov bud£ 1 a 3. Zvol¡me napr. a = �1, b = 2. Dostaneme tak prv� vektor
troj�lenn�ho re�azca v1 = �u + 2v = (1; 0; 1;�2)T . Druh� vektor zatia� ponech me
v tvare v¨eobecn�ho rie¨enia v2 = x = (c + d; 1;�c;�d)T s£stavy A � x = v1 a
parametre c; d 2 R budeme voli� tak, aby existovalo nejak� rie¨enie x = v3 s£stavy
A � x = v2. �pravou jej roz¨¡renej matice dostaneme

0
B@

0 1 0 0
1 0 1 1
1 1 1 1
�1 �2 �1 �1

�������

�������

c+ d
1
�c
�d

1
CA �

0
B@
1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

�������

�������

�2c� d
c+ d

1 + 2c+ d
0

1
CA :

S£stava m  rie¨enie pr ve vtedy, ke� 1+2c+d = 0; zvo�me napr. c = 0, d = �1. Tomu
zodpoved  v2 = (�1; 1; 0; 1)T a (napr.) v3 = (1;�1; 0; 0)T . Jedin� vektor druh�ho
re�azca zvol¡me tak, aby spolu s vektorom v1 tvorili b zu vlastn�ho podpriestoru
[u;v]; vyhovuje ka�d� z vektorov u, v. Zvo�me napr. v4 = u = (1; 0;�1; 0)T .

JKT matice A teda je

J = diag
�
J3(0); 0

�
=

0
B@
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA

a pr¡slu¨n matica prechodu, tvoren  st�pcami Jordanovej b zy (v1;v2;v3;v4), vyzer 
takto:

P =

0
B@

1 �1 1 1
0 1 �1 0
1 0 0 �1
�2 1 0 0

1
CA :

20.3. Pr¡pad viacn sobn�ho komplexn�ho vlastn�ho �¡sla

V predch dzaj£com paragrafe sme sa £myselne vyhli tak komplexn�m maticiam, ako
aj re lnym maticiam s komplexn�mi vlastn�mi �¡slami. Viedla n s k tomu sk�r po-
hodlnos�, ne� nejak� z sadn� d�vody. Jednoducho sme sa sna�ili s£stredi� len na
samotn£ £pravu matice na JKT a nechceli si zbyto�ne komplikova� �ivot z tohto
h�adiska nepodstatn�mi detailmi komplexnej aritmetiky. �prava komplexn�ch mat¡c
(v ktor�ch s£ u� zahrnut� i re lne matice s komplexn�mi vlastn�mi hodnotami) na
JKT sa od re lneho pr¡padu nijako z sadne nel¡¨i. Len v�sledn  Jordanova matica
m��e ma� na diagon le komplexn� vlastn� hodnoty a taktie� v pr¡slu¨nej Jordanovej
b ze sa m��u objavi� komplexn� vektory.
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Z h�adiska aplik ci¡ JKT najm� na rie¨enie diferenci lnych rovn¡c je v¨ak d�le�it�
vedie� nahradi� komplexn� JKT nejakej re lnej matice vhodn�m re lnym kanonick�m
tvarom, podobn�m s p�vodnou maticou prostredn¡ctvom re lnej matice prechodu. To
mo�no dosiahnu� rozvinut¡m u� zn mych met¢d z paragrafu 19.5. Z toho d�vodu si
dovol¡me cel� postup len stru�ne op¡sa� a overenie detailov prenecha� �itate�ovi.

Ak � = a + ib je komplexn� vlastn� �¡slo matice A 2 Rn�n, tak aj � = a � ib je
jej vlastn� �¡slo, pri�om � a � maj£ rovnak£ algebraick£ i geometrick£ n sobnos�. Ak
navy¨e  = (w1; : : : ;wm) je �as� Jordanovej b zy prisl£chaj£ca k �, zlo�en  s re�azcov
d��okm1+ : : :+ml = m, tak  = (w1; : : : ;wm) je �as� Jordanovej b zy prisl£chaj£ca
k �, zlo�en  v zodpovedaj£com porad¡ z komplexne zdru�en�ch re�azcov rovnak�ch
d��ok.

Z toho mimochodom vypl�va, �e aj keby sme sa neusilovali o elimin ciu kom-
plexn�ch �¡sel z JKT, mo�no vz�ah medzi � a � a k nim prislu¨n�mi b zami v�hodne
vyu�i�: sta�¡ n js� pr¡slu¨n£ �as� Jordanovej b zy len pre jednu z vlastn�ch hodn�t
�, � { zodpovedaj£cu �as� b zy pre druh£ vlastn£ hodnotu u� mo�no dosta� �iste
mechanicky "opruhovan¡m\. Pod�iarkujeme v¨ak, �e tak� nie�o funguje len pre re lne

a nie v¨eobecne pre komplexn� matice.
Vr �me sa v¨ak k p�vodnej ot zke. Pre m � 1 a a; b 2 R ozna�me

Jm

�
a �b

b a

�
=

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

a �b 1 0 0 0 : : : : : : 0 0
b a 0 1 0 0 : : : : : : 0 0
0 0 a �b 1 0 : : : : : : 0 0
0 0 b a 0 1 : : : : : : 0 0
...

...
...

...
. . . . . .

...
...

...
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 0 : : : : : : a �b 1 0
0 0 0 0 : : : : : : b a 0 1
0 0 0 0 : : : : : : 0 0 a �b
0 0 0 0 : : : : : : 0 0 b a

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

re lnu maticu rozmeru 2m � 2m, vytvoren£ z m diagon lne umiestnen�ch blokov�
a �b

b a

�
a m � 1 blokov I2 =

�
1 0

0 1

�
ved�a nich. Matice tvaru Jm

�
a �b

b a

�
naz�vame

zov¨eobecnen�mi Jordanov�mi bunkami.
Pr ve zov¨eobecnen  Jordanova bunka Jm

�
a �b

b a

�
je tou re lnou maticou, ktorou

mo�no v komplexnom JKT re lnej matice A nahradi� dvojicu Jordanov�ch blokov
Jm(�), Jm(�) prisl£chaj£cich komplexne zdru�en�m vlastn�m �¡slam � = a + ib,
� = a� ib s nenulov�m b. Presnej¨ie, ak  = (w1; : : : ;wm) je re�azec (komplexn�ch)
vektorov zodpovedaj£ci v pr¡slu¨nej Jordanovej b ze bloku Jm(�), tak re lne vektory

u1 = Rew1 =
1
2
(w1 +w1); v1 = � Imw1 =

1
2i
(w1 �w1);

u2 = Rew2 =
1
2
(w2 +w2); v2 = � Imw2 =

1
2i
(w2 �w2);

...
...

um = Rewm =
1
2
(wm +wm); vm = � Imwm =

1
2i
(wm �wm)
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tvoria £sek b zy (u1;v1;u2;v2; : : : ;um;vm) zodpovedaj£ci bloku Jm
�
a �b

b a

�
.

Ak teda v komplexnom JKT J ¨tvorcovej re lnej matice A nech me re lne Jor-
danove bloky a im zodpovedaj£ce re�azce Jordanovej b zy na pokoji, �alej ka�d£
dvojicu Jordanov�ch blokov Jm(�), Jm(�) prisl£chaj£cich komplexne zdru�en�m
imagin rnym vlastn�m hodnot m �, � nahrad¡me blokom Jm

�
Re� � Im�

Im� Re�

�
a k nim

zodpovedaj£ce re�azce (w1; : : : ;wm), (w1; : : : ;wm) Jordanovej b zy nahrad¡me £se-
kom (Rew1;� Imw1; : : : ;Rewm;� Imwm), z¡skame tak zov¨eobecnen£ Jordanovu
maticu J 0 2 Rn�n a re lnu maticu prechodu Q (ktorej st�pce s£ vektory novej b zy)
tak£, �e J 0 = Q�1 �A �Q.

20.3.1. Pr¡klad. Re lna matica
0
BBBBB@

5 �5 5 �4 4 �2
5 �5 7 �7 8 �4
5 �8 12 �12 13 �6
5 �9 12 �12 15 �7
5 �9 12 �15 20 �9
5 �9 12 �16 20 �8

1
CCCCCA

m  charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = x6 � 12x5 + 63x4 � 184x3 + 315x2 � 300x+ 125 = (x2 � 4x+ 5)3;

s dvoma trojn sobn�mi komplexne zdru�en�mi kore¤mi x1;2;3 = 2 + i a x3;4;5 =
x1;2;3 = 2 � i. Vlastn� vektor prisl£chaj£ci k vlastn�mu �¡slu 2 + i n jdeme ako
rie¨enie homog�nnej s£stavy s maticou A � (2 + i)I. Podpriestor rie¨en¡ je jedno-
rozmern�, generovan� vektorom w1 = (3 + i; 5; 5; 5; 5; 5)T . Vlastnej hodnote 2 + i
tak zodpoved  jedin� re�azec d��ky 3. �al¨¡ vektor re�azca n jdeme ako rie¨enie s£-
stavy (A � (2 + i)I) �w2 = w1; vyhovuje w2 = (�16=5� 12i=5;�5;�2 + i; 0; 0; 0)T .
Kone�ne tret¡ vektor dostaneme ako rie¨enie s£stavy (A � (2 + i)I) �w3 = w2; teda
napr. w3 = (�8=25 + 44i=25; 0;�16=5� 12i=5;�5;�2 + i; 0)T .

Komplexn� JKT matice A teda je

J = diag(J3(2 + i);J3(2� i)) =

0
BBBBB@

2 + i 1 0 0 0 0
0 2 + i 1 0 0 0
0 0 2 + i 0 0 0
0 0 0 2� i 1 0
0 0 0 0 2� i 1
0 0 0 0 0 2� i

1
CCCCCA

a st�pce pr¡slu¨nej (komplexnej) matice prechodu (ktor£ nevypisujeme z typogra�c-
k�ch d�vodov) tvoria vektory Jordanovej b zy (w1;w2;w3;w1;w2;w3).

Zov¨eobecnen� re lny JKT matice A u� z toho mo�no dosta� okam�ite:

J 0 = J3

�
2 �1

1 2

�
=

0
BBBBB@

2 �1 1 0 0 0
1 2 0 1 0 0
0 0 2 �1 1 0
0 0 1 2 0 1
0 0 0 0 2 �1
0 0 0 0 1 2

1
CCCCCA
;
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rovnako ako maticu prechodu

Q =

0
BBBBB@

3 �1 �16=5 12=5 �8=25 �44=25
5 0 �5 0 0 0
5 0 �2 �1 �16=5 12=5
5 0 0 0 �5 0
5 0 0 0 �2 �1
5 0 0 0 0 0

1
CCCCCA
;

tvoren£ vektormi b zy (Rew1;� Imw1;Rew2;� Imw2;Rew3;� Imw3).

V pr¡pade zlo�itej¨ej ¨trukt£ry re�azcov prisl£chaj£cich komplexn�mvlastn�m hod-
not m sa v¨ak u� situ cia st va dos� nepreh�adnou.

�20.4. Rozklad na kore¤ov� podpriestory

Nech V je vektorov� priestor nad po�om K, ' : V ! V je line rny oper tor a � 2 K
je jeho vlastn  hodnota. Hovor¡me, �e vektor v 2 V je kore¤ov� vektor line rneho
oper tora ' prisl£chaj£ci k jeho vlastnej hodnote �, ak existuje prirodzen� �¡slo k
tak�, �e ('��)k(v) = 0. Najmen¨ie k s touto vlastnos�ou naz�vame r dom kore¤ov�ho

vektora v vzh�adom na '.
Za�xujme na oba paragrafy 20.4 a 20.5 vektorov� priestor V kone�nej dimenzie n

a line rnu transform ciu ' : V ! V . Pre k 2 N, � 2 Spec' ozna�me

Kerk� = Ker('� �)k =
�
v 2 V ; ('� �)k(v) = 0

	

line rne podpriestory priestoru V . Zrejme plat¡

f0g = Ker0� � Ker1� � Ker2� � : : : � Kerk� � Kerk+1� � : : : ;

a v 2 V je kore¤ov�m vektorom ' prisl£chaj£cim k � pr ve vtedy, ke� v 2 Kerk� pre
nejak� k. Ke��e V je kone�norozmern�, uveden� inkl£zie nem��u by� v¨etky ostr�,
lebo inak by dimenzie podpriestorov Kerk� � V r stli nad v¨etky medze. Preto existuje
najmen¨ie tak� r 2 N (z visl� na �), pre ktor� plat¡

Kerr� = Kerr+1� ;

potom u� Kerr� = Kerk� pre v¨etky k � r. Prirodzen� �¡slo r = r� naz�vame r dom

vlastnej hodnoty � line rnej transform cie '. Line rny podpriestor Kerr� � V zna�¡me
Ker� a naz�vame ho kore¤ov�m podpriestorom oper tora ' prisl£chaj£cim k vlastnej
hodnote �. Teda v 2 Ker� pr ve vtedy, ke� v je kore¤ov� vektor ' vzh�adom na �.

Podobn�m sp�sobom ozna�me

Imk
� = Im('� �)k =

�
('� �)k(u); u 2 V

	

�leny postupnosti line rnych podpriestorov

V = Im0
� � Im1

� � Im2
� � : : : � Imk

� � Imk+1
� � : : :

priestoru V . Pod�a vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu pre ka�d� k plat¡

dimKerk�+dim Imk
� = n:

Z toho vypl�va, �e dimenzie podpriestorov Kerk� prestan£ r s� v tej istej chv¡li,
ke� dimenzie podpriestorov Imk

� prestan£ klesa�. Preto r = r� je taktie� najmen¨ie
prirodzen� �¡slo s vlastnos�ou Imr

� = Imr+1
� . Polo�me Im� = Imr

�.
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20.4.1. Lema. Nech � je vlastn  hodnota oper tora '. Potom pre ka�d� k 2 N s£
Kerk� aj Imk

� invariantn� podpriestory a plat¡

V = Ker�� Im�;

t. j. V je priamym s£�tom invariantn�ch podpriestorov Ker� a Im�.

D�kaz. Pre x 2 V plat¡
'(x) = ('� �)(x) + �x

Preto pre x 2 Kerk� m me ('� �)k(x) = 0, a n sledne

('� �)k('x) = ('� �)k+1(x) + �('� �)k(x) = 0;

teda '(x) 2 Kerk�. Podobne, ak x 2 Imk
�, tak x = (' � �)k(y) pre nejak� y 2 V .

Potom
'(x) = ('� �)k+1(y) + �('� �)k(y) 2 Imk

� :

To dokazuje invariantnos� uveden�ch podpriestorov, ¨peci lne invariantnos� podprie-
storov Ker� = Kerr� a Im� = Imr

�.
Ke��e (' � �)k(Im�) = Im� pre v¨etky k 2 N, hodnos� line rneho oper tora

('� �)r � Im� : Im� ! Im� sa rovn  dimenzii podpriestoru Im�. Preto pod�a d�sledku
6.2.4 je to injekt¡vny oper tor a

Ker� \ Im� = Ker
�
('� �)r � Im�

�
= f0g:

Nako�ko s£�et dimenzi¡ oboch podpriestorov je n, z toho plynie V = Ker�� Im�.

20.4.2. Lema. Nech � 6= � s£ vlastn� hodnoty line rneho oper tora '. Potom
(a) Ker� je invariantn� podpriestor oper tora '� �;
(b) line rny oper tor ('� �)�Ker� : Ker� ! Ker� je bijekt¡vny;
(c) Ker� � Im�.

D�kaz. (a) Nech u 2 Ker�, t. j. ('��)k(u) = 0 pre nejak� k. Ozna�me v = ('��)(u).
Potom

('� �)k(v) = ('� �)k('� � + � � �)(u)

= ('� �)k+1(u) + (�� �)('� �)k(u) = 0;

teda tie� v 2 Ker�.
(b) Nech u 2 Ker

�
('� �)�Ker�

�
= Ker('� �) \Ker�. Potom ('� �)(u) = 0 a

('� �)(u) = ('� �)(u) + (�� �)(u) = (�� �)(u);

teda ('� �)k(u) = (�� �)k(u) pre ka�d� k 2 N. Pre k = r� dost vame

0 = ('� �)k(u) = (�� �)(u):

Ke��e � 6= �, vypl�va z toho u = 0. Teda Ker
�
(' � �) �Ker�

�
= f0g a pod�a

d�sledku 6.2.4 je ('� �)�Ker� bijekt¡vny line rny oper tor.
(c) Ozna�me  = (' � �) �Ker�. Z (b) vypl�va, �e pre ka�d� k 2 N je line rny

oper tor  k : Ker� ! Ker� bijekt¡vny, teda pre k = r� dost vame

Ker� =  k(Ker�) �  k(V ) = Im� :
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20.4.3. Tvrdenie. Nech ' m  nad po�om K spektrum Spec' = f�1; : : : ; �kg plnej
algebraickej v hy n, pri�om �i 6= �j pre i 6= j. Potom

V = Ker�1 � : : :�Ker�k ;

t. j. V je priamym s£�tom kore¤ov�ch podpriestorov Ker�i prisl£chaj£cich jednotli-
v�m vlastn�m hodnot m. Navy¨e, dimenzia ka�d�ho kore¤ov�ho podpriestoru Ker�i
sa rovn  algebraickej n sobnosti pr¡slu¨nej vlastnej hodnoty �i.

D�kaz. D�kaz prvej �asti vykon me indukciou pod�a po�tu prvkov spektra k. Pre
k = 1 tvrdenie trivi lne plat¡. Nech teda k � 2 a predpokladajme, �e tvrdenie plat¡
pre line rne oper tory, ktor�ch spektrum m  menej ne� k prvkov. Pod�a lemy 2.4.1
mo�no V rozlo�i� na priamy s£�et invariantn�ch podpriestorov

V = Ker�k � Im�k :

Na z klade lemy 19.1.1 �ahko nahliadneme rovnos� Spec(' � Im�k) = f�1; : : : ; �k�1g.
Pod�a induk�n�ho predpokladu Im�k mo�no rozlo�i� na priamy s£�et kore¤ov�ch pod-
priestorov oper tora '� Im�k . Tento rozklad m  o�ividne tvar

Im�k = (Ker�1 \ Im�k) � : : :� (Ker�k�1 \ Im�k) = Ker�1 � : : : �Ker�k�1 ;

ke��e pod�a lemy 20.4.2 (c) pre i < k plat¡ Ker�i \ Im�k = Ker�i . Z toho u� dost vame
po�adovan� rozklad

V = Im�k �Ker�k = Ker�1 � : : : �Ker�k�1 �Ker�k :

Rovnos� algebraickej n sobnosti vlastnej hodnoty �i a dimenzie kore¤ov�ho pod-
priestoru Ker�i je d�sledkom uveden�ho rozkladu a lemy 19.1.1. Pod�a nich m  toti�
charakteristick� polyn¢m oper tora ' tvar

ch'(x) = ch'1(x) : : : ch'k (x);

kde 'i = '�Ker�i . Na druhej strane, ke��e Spec' m  pln£ algebraick£ v hu,

ch'(x) = (�1 � x)mi : : : (�k � x)mk ;

kde mi je algebraick  n sobnos� �i. Nako�ko ch'i je mocninou line rneho faktora
�i � x a hodnoty �i s£ navz jom r�zne, je ch'i (x) = (�i � x)mi a mi = dimKer�i .

�20.5. Nilpotentn� oper tory

Z£�enie '� = ('��)�Ker� line rneho oper tora '�� na kore¤ov� podpriestor Ker�
line rneho oper tora ' vyhovuje podmienke ' r

� = 0, kde r = r� je r d pr¡slu¨nej
vlastnej hodnoty � a 0 : Ker� ! Ker� je identicky nulov� line rny oper tor.

Hovor¡me, �e line rny oper tor ' : V ! V je nilpotentn�, ak pre niektor� prirodzen�
�¡slo r plat¡ 'r = 0. Najmen¨ie tak�to r, t. j. vlastne r d vlastnej hodnoty 0 oper tora
', naz�vame r dom nilpotentn�ho oper tora.
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Celkom analogicky mo�no de�nova� aj pojem nilpotentnej matice. Pr¡kladom nilpo-
tentn�ch mat¡c s£ Jordanove bunky Jn = Jn(0); plat¡ toti� Jn

n = 0. Ke��e Jn�1
n 6= 0,

n je priamo r dom nilpotentnej matice Jn.
Spektrum nilpotentn�ho oper tora ' : V ! V zrejme pozost va z jedinej vlastnej

hodnoty 0; spektrum posunut�ho oper tora '+�, dan�ho predpisom x 7! '(x)+�x,
potom pozost va z jedin�ho skal ra �. Pritom spektr  oboch oper torov maj£ pln£
algebraick£ v hu rovn£ dimV .

V predch dzaj£com paragrafe sme vlastne uk zali, �e ka�d� line rny oper tor '
na kone�norozmernom vektorovom priestore V s k-prvkov�m spektrom f�1; : : : ; �kg
plnej algebraickej v hy n = dimV mo�no rozlo�i� na priamy s£�et vhodne posunut�ch
nilpotentn�ch oper torov. Presnej¨ie, ak x = x1 + : : : + xk je (jednozna�ne ur�en�)
rozklad vektora x 2 V na zlo�ky xi 2 Ker�i , tak

'(x) = '(x1) + : : :+ '(xk) = ('�1 + �1)(x1) + : : :+ ('�k + �1)(xk)

je rozklad vektora '(x) na zlo�ky '(xi) = ('�i + �i)(xi) 2 Ker�i , pri�om jednotliv�
oper tory '�i : Ker�i ! Ker�i s£ nilpotentn�.

Na dovª¨enie d�kazu viet 20.1.1 a 20.1.2 o JKT tak v podstate sta�¡ dok za� prv£
z nich pre nilpotentn� line rne oper tory. Ak s£ toti� �1; : : : ;�k Jordanove b zy
nilpotentn�ch oper torov '�1; : : : ; '�k , t. j. oper tor '�i m  vzh�adom na b zu �i
kore¤ov�ho podpriestoru Ker�i maticu v JKT

('�i)�i = diag
�
Jni1 ; : : : ;Jniqi

�
;

tak 'm  vzh�adom na b zu � = (�1; : : : ;�k) priestoru V , ktor  vznikne ich spojen¡m,
maticu

(')� = diag
�
('�1 + �1)�1 ; : : : ; ('�k + �k)�k

�

= diag
�
Jn11(�1); : : : ;Jn1q1

(�1); : : : : : : ;Jnk1(�k); : : : ;Jnkqk (�k)
�
;

a t  je op�� v JKT.

20.5.1. Tvrdenie. Nech ' : V ! V je nilpotentn� line rny oper tor r du r. Potom
existuj£ prirodzen� �¡sla l1; : : : ; lr tak�, �e

Pr

p=1 p lp = n, a vektory upj 2 V r du p

tak�, �e v¨etk�ch n vektorov 'i(upj), kde 1 � p � r, 1 � j � lp, 0 � i � p � 1, je
line rne nez visl�ch, teda dohromady tvoria b zu priestoru V .

Najprv nieko�ko pozn mok k zneniu tvrdenia. Pre pevn� 1 � p � r, 1 � j � lp
zaka�d�m dost vame re�azec

' : upj 7! '(upj) 7! : : : 7! 'p�2(upj) 7! 'p�1(upj) 7! 0:

Ak pre 1 � i � p polo�¡me vipj = 'p�i(upj), t. j. o�¡slujeme vektory sprava do�ava,
prejde tento re�azec na tvar

' : vppj 7! v
p�1
pj 7! : : : 7! v2pj 7! v1pj 7! 0:

Spojen¡m jednotliv�ch re�azcov �pj =
�
v1pj ; : : : ;v

p
pj

�
, dohromady dostaneme Jor-

danovu b zu

� =
�
�r1; : : : ;�rlr ;�r�11; : : : ;�r�1lr�1 ; : : : : : : ;�21; : : : ;�2l2 ;�11; : : : ;�1l1

�
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oper tora '. Matica ' vzh�adom na ¤u m  tvar

(')� = diag
�
Jr ; : : : ;Jr ;Jr�1; : : : ;Jr�1; : : : : : : ;J2; : : : ;J2;J1; : : : ;J1

�

= diag
�
Jr ; : : : ;Jr ;Jr�1; : : : ;Jr�1; : : : : : : ;J2; : : : ;J2; 0; : : : ; 0

�
;

v ktorom sa Jordanov blok Jp vyskytuje pr ve lp-kr t. Pritom nevylu�ujeme ani
mo�nos� lp = 0; vtedy sa v JKT matice oper tora ' Jordanov blok Jp nevyskytuje.

Re�azcov£ ¨trukt£ru Jordanovej b zy � mo�no vo v¨eobecnosti zn zorni� sch�mou:

r r�1 2 1
� 7! � 7! : : : 7! � 7! � 7! 0
...

...
...

...
... lr

� 7! � 7! : : : 7! � 7! � 7! 0
� 7! : : : 7! � 7! � 7! 0
...

...
...

... lr�1
� 7! : : : 7! � 7! � 7! 0

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

� 7! � 7! 0
...

...
... l2

� 7! � 7! 0
� 7! 0
...

... l1
� 7! 0

kde znak � ozna�uje jednotliv� b zick� vektory a ka�d  skupina je tvoren  lp re�azcami
d��ky p, pre 1 � p � r. �¡sla r; r�1; : : : ; 2; 1 v z hlav¡ ozna�uj£ r dy vektorov v pr¡-
slu¨n�ch st�pcoch { budeme ich jednoducho naz�va� �¡slami t�chto st�pcov.

Napr¡klad zo sch�my

t5 7! t4 7! t3 7! t2 7! t1 7! 0
u5 7! u4 7! u3 7! u2 7! u1 7! 0

v3 7! v2 7! v1 7! 0
w2 7! w1 7! 0
x2 7! x1 7! 0
y2 7! y1 7! 0

z1 7! 0

mo�no vy�¡ta�, �e nilpotentn� line rny oper tor ' m  v Jordanovej b ze

� = (t1; t2; t3; t4; t5;u1;u2;u3;u4;u5;v1;v2;v3;w1;w2;x1;x2;y1;y2;z1)

maticu v JKT

(')� = diag
�
J5;J5;J3;J2;J2;J2;J1

�

= diag
�
J5;J5;J3;J2;J2;J2; 0

�
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rozmeru 20 � 20. (V¨imnite si, �e l4 = 0, teda Jordanov blok J4 sa v matici (')�
nevyskytuje.)

Pri d�kaze tvrdenia 20.5.1 budeme potrebova� nieko�ko nov�ch pojmov a pomoc-
n�ch v�sledkov.

Nech S je line rny podpriestor vektorov�ho priestoru V . Hovor¡me, �e vektory

x1; : : : ;xm 2 V s£ line rne nez visl� vzh�adom na podpriestor S, ak pre v¨etky skal ry
c1; : : : ; cm 2 K plat¡

c1x1 + : : :+ cmxm 2 S ) c1 = : : : = cm = 0:

Hovor¡me, �e vektory x1; : : : ;xm tvoria b zu priestoru V vzh�adom na podpriestor S,
ak s£ line rne nez visl� vzh�adom na S a V = S+[x1; : : : ;xm]. Zrejme x1; : : : ;xm 2 V
s£ line rne nez visl� (tvoria b zu V ) pr ve vtedy, ke� s£ line rne nez visl� (tvoria
b zu V ) vzh�adom na podpriestor f0g.

Jednoduch� d�kaz nasleduj£cej lemy prenech vame ako cvi�enie �itate�ovi (porov-
najte s d�kazmi viet 5.4.1 o dimenzii s£�tu a prieniku podpriestorov a 6.2.3 o dimenzii
jadra a obrazu).

20.5.2. Lema. Nech S � V je line rny podpriestor a x1; : : : ;xm 2 V . Potom nasle-
duj£ce podmienky s£ ekvivalentn�:
(i) vektory x1; : : : ;xm s£ linerne nez visl� vzh�adom na S;
(ii) pre �ubovo�n£ b zu v1; : : : ;vk podpriestoru S vektory v1; : : : ;vk;x1; : : : ;xm s£

line rne nez visl�;
(iii) existuje b za v1; : : : ;vk podpriestoru S tak , �e vektory v1; : : : ;vk;x1; : : : ;xm

s£ line rne nez visl�.

Na z klade lemy 20.5.2 u� �ahko odvod¡me nasleduj£ce zov¨eobecnenie vety 4.4.4.

20.5.3. Lema. Nech S � V je line rny podpriestor a vektory x1; : : : ;xm 2 V s£
line rne nez visl� vzh�adom na podpriestor S. Potom existuj£ y1; : : : ;yl 2 V tak�,
�e l = dimV � dimS �m a vektory x1; : : : ;xm;y1; : : : ;yl tvoria b zu priestoru V
vzh�adom na S.

D�kaz. Sta�¡ zvoli� �ubovo�n£ b zu v1; : : : ;vk podpriestoru S a line rne nez visl�
syst�m v1; : : : ;vk;x1; : : : ;xm doplni� vektormi y1; : : : ;yl na b zu V .

20.5.4. Lema. Nech S � T � V s£ line rne podpriestory tak�, �e '�1(S) � T . Po-
tom pre �ubovo�n� vektory x1; : : : ;xm 2 V line rne nez visl� vzh�adom na T vektory
'(x1); : : : ; '(xm) s£ line rne nez visl� nad S.

D�kaz. Nech plat¡ c1'(x1) + � � � + cm'(xm) = '(c1x1 + : : : + cmxm) 2 S. Potom
c1x1 + : : : cmxm 2 '�1(S) � T a z nez vislosti vektorov x1; : : : ;xm nad T vypl�va
c1 = : : : = cm = 0, teda '(x1); : : : ; '(xm) s£ nez visl� nad S.

D�kaz tvrdenia 20.5.1. Oper tor ' m  jedin� vlastn� �¡slo � = 0 a V je jeho jedi-
n� kore¤ov� podpriestor. Vyu�ij£c ozna�enie z predch dzaj£ceho paragrafu polo�me
Sp = Kerp0 = Ker'p pre 0 � p � r. Dostaneme tak ostro klesaj£cu postupnos�
line rnych podpriestorov

V = Sr � Sr�1 � : : : � S1 � S0 = f0g

usporiadan£ inkl£ziou.
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H�adan� vektory upj, zostroj¡me rekurziou v r krokoch, v ktor�ch postupne, z�ava
doprava, dop�¤ame spodn£ �as� jednotliv�ch nenulov�ch st�pcov uvedenej "ve�kejsch�my\.

Vektory ur1; : : : ;urlr 2 V vyberieme tak, aby tvorili b zu priestoru V = Sr
vzh�adom na podpriestor Sr�1.

Nech r > p � 1. Predpokladajme, �e sme u� zostrojili v¨etky st�pce sch�my s �¡slami
r; r�1; : : : ; p+1 a vektory ka�d�ho st�pca q, kde r � q � p+1, tvoria b zu priestoru
Sq vzh�adom na jeho podpriestor Sq�1. Ozna�me x1; : : : ;xm vektory st�pca p + 1.
Ke��e x1; : : : ;xm s£ nez visl� nad Sp = '�1(Sp�1), pod�a lemy 20.5.4 s£ vektory
'(x1); : : : ; '(xm) 2 Sp nez visl� nad Sp�1. Pod�a (d�kazu) lemy 20.5.3 ich mo�no
vhodn�mi vektormi up1; : : : ;up lp 2 Sp doplni� do b zy podpriestoru Sp vzh�adom na
podpriestor Sp�1. St�pec p je potom tvoren� vektormi '(x1); : : : ; '(xm);up1; : : : ;uplp .

Na dokon�enie d�kazu treba e¨te overi�, �e syst�m takto zostrojen�ch vektorov
vipj = 'p�i(upj), 1 � p � r, 1 � j � lp, 1 � i � p, naozaj tvor¡ b zu priestoru V .

Z kon¨trukcie vypl�va, �e vektory v st�pci 1 s£ line rne nez visl�. Nech teda
1 � p � r je najv��¨ie �¡slo tak�, �e vektory v st�pcoch 1; : : : ; p s£ line rne nez visl�.
Sta�¡ uk za� rovnos� p = r. V opa�nom pr¡pade by vektory v st�pcoch 1; : : : ; p; p+1 boli
line rne z visl�. To by v¨ak znamenalo, �e vektory v st�pci p + 1 s£ line rne z visl�
vzh�adom na podpriestor Sp (podrobne si rozmyslite pre�o). Ale to odporuje pod-
mienkam na¨ej kon¨trukcie. Teda v¨etky vektory "ve�kej sch�my\ s£ line rne nez visl�.

Kone�ne uk �eme, �e zostrojen� vektory generuj£ cel� V . Na to sta�¡ overi�, �e ich
po�et, ktor� je zrejme

Pr

p=1 p lp, sa naozaj rovn  n = dimV . Pri kon¨trukcii p-teho
st�pca sme k '-obrazom vektorov predo¨l�ho st�pca v�dy prid vali

lp = dimSp � dimSp�1 �

rX
i=p+1

li

vektorov. S�¡tan¡m uveden�ch rovnost¡ pre 1 � p � r dostaneme
rX

p=1

lp =
rX

p=1

(dimSp � dimSp�1) �
rX

p=1

rX
i=p+1

li

= dimSr � dimS0 �

rX
i=1

i�1X
p=1

li = n�

rX
i=1

(i� 1) li;

teda
Pr

p=1 p lp = n.

Dokon�enie d�kazu viet 20.1.1 a 20.1.2 si u� vy�aduje len uk za� jednozna�nos� Jor-
danovho kanonick�ho tvaru.

Predov¨etk�m spektrum f�1; : : : ; �kg line rneho oper tora ' (vr tane algebraic-
k�ch i geometrick�ch n sobnost¡ jednotliv�ch vlastn�ch hodn�t), ako aj jeho kore¤ov�
podpriestory Ker�i (a t�m aj ich dimenzie r�i ) s£ de�novan� bez ak�hoko�vek odkazu
na maticu ' v nejakej b ze. Z£�enia '�i = ('� �i)�Ker�i s£ nilpotentn� oper tory.
Tak�e sta�¡ dok za� jednozna�nos� JKTmatice nilpotentn�ho oper tora ', t. j. vlastne
po�tov lp jednotliv�ch re�azcov d��ok p, 1 � p � r. Ako sme v¨ak videli, tie s£
de�novan� rekurz¡vne pomocou dimenzi¡ podpriestorov Sp = Kerp0, ktor� op�� z visia
len na oper tore '.
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20.6. E¨te raz £prava na JKT

V tvrdeniach 20.4.3 a 20.5.1 je priamo obsiahnut� opis druhej met¢dy £pravy ma-
tice na JKT, pri ktorej budujeme re�azce Jordanovej b zy "z�ava doprava\. Ke��e
aj line rny oper tor na kone�norozmernom priestore b�va v��¨inou zadan� maticou
v nejakej b ze, mo�no n vod o�ividn�m sp�sobom aplikova� aj na tento pr¡pad. Za
predpokladu znalosti pln�ho spektra matice A 2 Kn�n postupujeme pod�a nasledu-
j£cich bodov:
(1) Pre ka�d� � 2 SpecA osobitne vypo�¡tame mocniny matice A� = A � �I a

ka�d£ z nich uprav¡me na redukovan� stup¤ovit� tvar. Dost vame tak postup-
nos� dvoj¡c mat¡c

A� � B1; A
2
� � B2; : : : ; A

r
� � Br; A

r+1
� � Br+1;

ktor£ ukon�¡me, v prvom kroku r = r� takom, �e Br = Br+1 (�o m��e nasta�
aj ke� A r

� 6= Ar+1
� ). Potom podpriestor R(A r

� ) = R(Br) rie¨en¡ homog�nnej
s£stavyA r

� �x = 0 je kore¤ov� podpriestor maticeA prisl£chaj£ci k �. �peci lne,
v pr¡pade jednobodov�ho spektra je A� nilpotentn  a r je prv� krok, pre ktor�
A r

� = 0.
(2) Na z klade ka�dej z mat¡c Bp, 1 � p � r, n jdeme b zu podpriestoru rie¨en¡

s£stavy A p

� � x = 0, ktor£ zap¡¨eme ako st�pce matice Cp.
(3) Vektory ur1; : : : ;urlr �av�ho, t. j. r-t�ho st�pca "ve�kej sch�my\ vyberieme zo

st�pcov maticeCr pod�a vety 4.4.4 tak, aby dop�¤ali b zu podpriestoruR
�
Ar�1

�

�
,

t. j. st�pce matice Cr�1, do b zy podpriestoru R(A r
� ).

(4) Ke� u� m me zostrojen� st�pce r; : : : ; p + 1, kde r > p � 1, pri�om st�pec
p+1 je tvoren� vektormi x1; : : : ;xm, tak p-ty st�pec bude pozost va� z vektorov
A� � x1; : : : ;A� � xm, up1; : : : ;up lp , pri�om vektory up1; : : : ;up lp z¡skame tak,
�e b zu Cp�1 podpriestoru R

�
A

p�1
�

�
roz¨¡ren£ o vektory A� � x1; : : : ;A� � xm

(ktor�, pod�a lemy 20.5.4 tvoria spolu line rne nez visl� syst�m) dopln¡me do
b zy podpriestoru R(A p

� ) vhodn�mi st�pcami matice Cp pod�a vety 4.4.4.
(5) Vlastnej hodnote � potom zodpoved  Jordanova b za zlo�en  z takto zostro-

jen�ch re�azcov a matica v JKT

diag
�
Jr(�); : : : ;Jr(�); : : : : : : ;J1(�); : : : ;J1(�)

�

s lp blokmi Jp(�).
(6) Nakoniec zorad¡me vektory Jordanov�ch b z pre jednotliv� vlastn� hodnoty

pekne za sebou a pr¡slu¨n� JKT blokovo diagon lne. T�m z¡skame v�sledn£
Jordanovu b zu (maticu prechodu) a JKT p�vodnej matice A.

Pozn mka. 1. S trochou sk£senosti a ¨ikovnosti mo�no obe met¢dy £pravy na JKT
v�hodne kombinova� a budova� re�azce Jordanov�ch b z z rove¤ z�ava i sprava.

2. Nad nekone�n�m po�om K (najm� v typick�ch pr¡padoch pol¡ R a C ) mo�no
nov� vektory up1; : : : ;up lp v bodoch (3), (4) voli� v podstate n hodne. Treba si len
vopred zisti� ich po�et, t. j. lr = h(Br�1) � h(Br) a lp = h(Bp�1) � h(Bp) � m
pre r > p � 1. Za predpokladu lp > 0 je toti� nekone�ne m lo pravdepodobn�,
�e pri skuto�ne n hodnej vo�be lp vektorov z podpriestoru R

�
A

p

�

�
bud£ vektory
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A� �x1; : : : ;A� �xm, up1; : : : ;up lp line rne z visl� vzh�adom na podpriestorR
�
A

p�1
�

�
.

Probl�mom v¨ak m��e by� zvoli� vektory upj "naozaj n hodne\. �asto pr ve v snahe
o to { spolu s mimovo�nou tendenciou voli� "�o najjednoduch¨ie\ �i "�o najkraj¨ie\
vektory { m��eme nakoniec dosta� vektory z visl� nad R

�
A

p�1
�

�
. Podobne, ako je

niekedy �a�k� nakresli� "naozaj v¨eobecn�\ trojuholn¡k.

20.6.1. Pr¡klad. Matica

A =

0
BBB@

�5 3 1 �1 6
�3 0 1 �5 3
�4 4 1 4 4
�1 1 0 2 1
�6 3 1 �1 7

1
CCCA 2 R5�5

m  charakteristick� polyn¢m

det(A � xI) = 1� 5x + 10x2 � 10x3 + 5x4 � x5 = (1 � x)5

a jedin� vlastn� �¡slo x1�5 = 1 s algebraickou n sobnos�ou 5.
Postupne vypo�¡tame mocniny matice A � I, ich redukovan� stup¤ovit� tvary a

b zy podpriestorov rie¨en¡ s£stav (A � I)p � x = 0:

A� I =

0
BBB@

�6 3 1 �1 6
�3 �1 1 �5 3
�4 4 0 4 4
�1 1 0 1 1
�6 3 1 �1 6

1
CCCA �

0
BBB@

1 0 0 0 �1
0 1 0 1 0
0 0 1 �4 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCA ;

fundament lny syst�m rie¨en¡ tvoria dva line rne nez visl� vlastn� vektory, ktor� za-
p¡¨eme ako st�pce matice

C1 =

0
BBB@

0 1
�1 0
4 0
1 0
0 1

1
CCCA :

Druh  mocnina je

(A � I)2 =

0
BBB@

�12 0 3 �12 12
4 0 �1 4 �4
�16 0 4 �16 16
�4 0 1 �4 4
�12 0 3 �12 12

1
CCCA �

0
BBB@

1 0 �1=4 1 �1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCA

s fundament lnym syst�mom rie¨en¡ tvoren�m st�pcami matice

C2 =

0
BBB@

0 1 �1 1
1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1
CCCA :
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Kone�ne (A� I)3 = 0 (tak�e B3 = 0, C3 = I5), a �al¨ie mocniny nemus¡me po�¡ta�.
Ke��e m me dva line rne nez visl� vlastn� vektory, Jordanova b za bude ma� dva

re�azce. Dlh¨¡ z nich bude ma� d��ku 3, teda ten krat¨¡ mus¡ ma� nutne d��ku 5�3 = 2.
Po�iato�n� vektor dlh¨ieho re�azca zvol¡me tak, aby dop�¤al st�pce matice C2 na

b zu priestoru R5 = R
�
(A � I)3

�
; vyhovuje napr. u3 = (1; 0; 0; 0; 0)T . Druh� a

tret¡ vektor re�azca potom s£ u2 = (A � I) � u3 = (�6;�3;�4;�1;�6)T , u1 =
(A � I) � u2 = (A � I)2 � u3 = (�12; 4;�16;�4;�12)T .

Po�iato�n� vektor krat¨ieho re�azca vyberieme spomedzi st�pcov matice C2 tak,
aby dop�¤al st�pce matice (C1;u2) na b zu priestoru R

�
(A � I)2

�
. Vyhovuje druh�

st�pec v2 = (1; 0; 4; 0; 0)T . Druh� vektor krat¨ieho re�azca potom je v1 = (A�I)�v2 =
(�2; 1;�4;�1;�2)T .

Line rne nez visl� vektory u1;v1 tvoria b zu vlastn�ho podpriestoru R(A � I),
tak�e �alej u� nemus¡me ni� dop�¤a�.

Jordanov tvar matice A teda je

J = diag
�
J3(1);J2(1)

�
=

0
BBB@

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

1
CCCA

a st�pce matice prechodu P tvoria vektory Jordanovej b zy � = (u1;u2;u3;v1;v2),
t. j.

P =

0
BBB@

�12 �6 1 �2 1
4 �3 0 1 0
�16 �4 0 �4 4
�4 �1 0 �1 0
�12 �6 0 �2 0

1
CCCA :


