
22. MATICOV� FUNKCIE

V tejto kapitole najprv presk£mame funkcie, ktor� mo�no z¡ska� dosaden¡m mat¡c
A 2 C n�n do poten�n�ch radov s komplexn�mi koe�cientmi, t. j. do funkci¡ v is-
tom zmysle bl¡zkych polyn¢mom. Teda na rozdiel od predch dzaj£cej kapitoly sa
obmedz¡me len na pole C v¨etk�ch komplexn�ch �¡sel, pri�om re lne matice i funkcie
budeme ch pa� ako ¨peci lny pr¡pad komplexn�ch. Najd�le�itej¨ou funkciou, ktor£
takto z¡skame, bude exponenci la eA �ubovo�nej matice A 2 C n�n .

�alej sa budeme zaobera� maticov�mi funkciami re lnej premennej, pre ktor�
odvod¡me niektor� anal¢gy z kladn�ch form£l diferenci lneho a integr lneho po�tu.
Tie sa n m bud£ hodi� pri rie¨en¡ s£stav line rnych diferenci lnych rovn¡c. Podrob-
nej¨ie sa budeme venova� s£stav m homog�nnych rovn¡c s kon¨tantn�mi koe�cientmi,
ktor� predstavuj£ v�a�n£ oblas� aplik ci¡ exponenci ly a Jordanovho kanonick�ho
tvaru mat¡c nad C .

U �itate�a predpoklad me z kladn� znalosti z matematickej anal�zy. �as� z nich
pripomenieme v pozn mkach pod �iarou pr¡padne zhrnieme do ucelen�ch tvrden¡, na
ktor� sa budeme odvol va�. Poznamenajme, �e k deriv ci m funkci¡ komplexnej pre-
mennej budeme pristupova� sk�r algebraicky ne� analyticky { v podstate vysta�¡me
s form lnymi deriv ciami polyn¢mov a poten�n�ch radov. To n m umo�n¡ vedome
prehliadnu� ist� z sadn� rozdiel medzi deriv ciami funkci¡ re lnej a komplexnej pre-
mennej.

22.1. Mocninn� rady maticovej premennej

Po polyn¢moch najjednoduch¨ie re lne �i komplexn� funkcie s£ de�novan� mocnin-

n�mi alebo tie� poten�n�mi radmi, t. j. form lnymi v�razmi tvaru

f(x) =
1X
k=0

ckx
k =

X
ckx

k;

kde (ck)1k=0 je �ubovo�n  postupnos� re lnych alebo komplexn�ch �¡sel.1 Mno�inu v¨et-
k�ch poten�n�ch radov v premennej x s koe�cientmi z po�a K budeme zna�i� K[[x]].
Zrejme K[[x]] je nekone�norozmern� vektorov� priestor nad po�om K.

Pod form lnou p-tou deriv ciou poten�n�ho radu f(x) =
P
1

k=0 2 K[[x]] rozu-
mieme poten�n� rad

f (p)(x) =
1X
k=p

k(k � 1) : : : (k � p + 1)ckxk�p =
1X
k=0

(k + p)!
k!

ck+px
k 2 K[[x]];

pre p = 1 p¡¨eme f (1)(x) = f 0(x).

1V anal�ze sa uva�uj£ poten�n� rady
P
1

k=0
ck(x � w)k so stredom v �ubovo�nom bode w 2 C .

Pre na¨e £�ely v¨ak celkom posta�¡, ak sa obmedz¡me na poten�n� rady so stredom w = 0.

1
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Ka�d� poten�n� rad f(x) =
P

ckx
k nad R alebo C de�nuje predpisom f(a) =P

1

k=0 cka
k (rovnako zna�en£) funkciu na mno�ine v¨etk�ch t�ch re lnych alebo kom-

plexn�ch �¡sel a, pre ktor� uveden� rad konverguje.2 T to mno�ina, ktor£ naz�vame
de�ni�n� obor alebo obor konvergencie radu f(x) a zna�¡me Dom(f) (z anglick�ho
domain), je (a� na hrani�n� body) charakterizovan  svojim polomerom konvergencie.

Ozna�me s = lim sup
k!1

jckj
1=k a r = s�1, ak 0 < s < 1, resp. r = 1, ak s = 0,

resp. r = 0, ak s =1.3 Potom r naz�vame polomerom konvergencie mocninn�ho raduP
ckx

k. Pre n s podstatn� poznatky matematickej anal�zy o mocninn�ch radoch s£
zhrnut� v nasleduj£cej vete.

22.1.1. Veta. Nech mocninn� rad f(x) =
P
1

k=0 ckx
k 2 C [[x]] m  polomer konver-

gencie r. Potom pre ka�d� a 2 C plat¡
(a) ak jaj < r, tak rad

P
cka

k absol£tne konverguje;
(b) ak jaj > r, tak rad

P
cka

k diverguje.
Ak navy¨e r > 0, tak funkcia f je spojit  na celom otvorenom kruhu fa 2 C ; jaj < rg

a m  tam spojit� deriv cie v¨etk�ch r dov dan� poten�n�mi radmi f (p)(x), z ktor�ch
ka�d� m  rovnak� polomer konvergencie ako p�vodn� rad a konverguje rovnomerne
na ka�dom uzavretom kruhu fa 2 C ; jaj � qg pre 0 < q < r.4 Naopak, pre koe�cienty
p�vodn�ho poten�n�ho radu plat¡

ck =
1
k!
f (k)(0):

�peci lne, ak r = 1, tak funkcia f je de�novan  v celej komplexnej rovine C a
m  tam v¨etky "pr¡jemn�\ vlastnosti uveden� v druhej �asti vety. Ak r = 0, tak f je
de�novan  v jedinom bode x = 0. Ak 0 < r <1, tak funkcia f m��e no nemus¡ by�
de�novan  aj v niektor�ch bodoch kru�nice fa 2 C ; jaj = rg. Plat¡ teda

fa 2 C ; jaj < rg � Dom(f) � fa 2 C ; jaj � rg:

Podrobnej¨¡ rozbor hrani�n�ch situ ci¡ v¨ak presahuje r mec n ¨ho kurzu.
Pr ve rovnomern  konvergencia vo vn£tri de�ni�n�ho oboru poten�n�ho radu za-

bezpe�uje nielen spojitos� jeho s£�tu a deriv ci¡, ale tie� umo�¤uje tento s£�et de-
rivova� alebo integrova� form lnym derivovan¡m resp. integrovan¡m p�vodn�ho radu

2Pre pohodlie �itate�a pripom¡name, �e s£�et radu
P
1

k=0
ak komplexn�ch �¡sel je de�novan�

ako limita jeho �iasto�n�ch s£�tov, t. j. (ak prijmeme dohodu, �e s£�et radu zna�¡me rovnako ako
pr¡slu¨n� rad)

1X

k=0

ak = lim
m!1

mX

k=0

ak:

Ak t to limita existuje (a je to komplexn� �¡slo), hovor¡me, �e pr¡slu¨n� rad konverguje, v opa�nom
pr¡pade hovor¡me, �e rad diverguje. Rad

P
ak konverguje absol£tne, ak konverguje rad

P
jakj.

3Limes superior limsupak postupnosti re lnych �¡sel (ak) je de�novan� ako supremummno�iny
v¨etk�ch hromadn�ch bodov tejto postupnosti. Pritom b 2 R[f�1;1g je hromadn� bod postupnosti

(ak), ak existuje z nej vybran  podpostupnos�
�
akn

�
, kde (kn) je rast£ca postupnos� prirodzen�ch

�¡sel, tak , �e limn!1 akn = b.
4Funkcion lny rad

P
1

k=0
gk(x) konverguje rovnomerne na mno�ine X � C k funkcii g(x), ak

(8" > 0)(9m0)(8m �m0)(8x 2 X)
���Pm

k=0
gk(x) � g(x)

�� < "
�
. Vo v¨eobecnosti s£�et konvergent-

n�ho funkcion lneho radu funkci¡ spojit�ch na mno�ine X nemus¡ by� spojit  funkcia na X. Ak v¨ak
rad konverguje k svojmu s£�tu na tejto mno�ine rovnomerne, tak aj jeho s£�et je spojit  funkcia
na X.
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�len za �lenom. Vo vn£tri kruhu konvergencie tak nemus¡me rozli¨ova� medzi radom
a funkciou de�novanou jeho s£�tom, a rovnako ani medzi p-tou form lnou deriv ciou
radu a p-tou deriv ciou tejto funkcie.

Form lne mo�no do mocninn�ho radu f(x) =
P
1

k=0 ckx
k dosadi� za premenn£ x

nielen re lne �i komplexn� �¡slo, ale aj �ubovo�n£ ¨tvorcov£ maticu A = (aij )n�n
nad R alebo C . Aby sme v¨ak mohli bli�¨ie presk£ma� maticov� funkcie, ktor� takto
dostaneme, mus¡me si najprv ujasni� niektor� z kladn� ot zky t�kaj£ce sa konvergen-
cie postupnost¡ a radov komplexn�ch mat¡c.

Konvergenciu postupnosti mat¡c de�nujeme po zlo�k ch. Teda postupnos� mat¡c
(Ak)1k=0, kde Ak = (akij ) 2 Cm�n , konverguje k matici A = (aij ) 2 Cm�n , ak pre
v¨etky i �m, j � n postupnos� (akij )1k=0 konverguje k prvku aij , �i�e lim

k!1
akij = aij .

V takom pr¡pade p¡¨eme
lim
k!1

Ak = A:

V d�sledku spojitosti s�¡tania a n sobenia v poli C mo�no pre s£�ty a s£�iny kon-
vergentn�chmaticov�ch postupnost¡ (Ak), (Bk) vhodn�ch rozmerov dok za� obdobn�
vz�ahy ako pre �¡seln� postupnosti:

lim
k!1

(Ak +Bk) = lim
k!1

Ak + lim
k!1

Bk;

lim
k!1

(Ak �Bk) = lim
k!1

Ak � lim
k!1

Bk:

Tieto pravidl  n m umo�¤uj£ po�¡ta� s limitami maticov�ch postupnost¡ do zna�nej
miery podobne ako s limitami �¡seln�ch postupnost¡.

S£�et maticov�ho radu
P
1

k=0Ak, kde (Ak)1k=0 je nejak  postupnos� komplexn�ch
mat¡c rovnak�ho rozmeru m� n, potom de�nujeme ako limitu postupnosti jeho �ias-
to�n�ch s£�tov, t. j.

1X
k=0

Ak = lim
p!1

pX
k=0

Ak;

samozrejme, ak uveden  limita (t. j. matica A 2 Cm�n pr¡slu¨n�ch vlastnost¡) exis-
tuje. V takom pr¡pade hovor¡me, �e maticov� rad

P
Ak konverguje, v opa�nom pr¡-

pade hovor¡me, �e diverguje.
Dosaden¡m konkr�tnej matice A 2 C n�n do mocninn�ho radu f(x) =

P
1

k=0 ckx
k

tak dostaneme maticov� rad
P
1

k=0 ckA
k, ktor�ho s£�et je de�novan� ako limita

f(A) =
1X
k=0

ckA
k = lim

m!1

mX
k=0

ckA
k

postupnosti hodn�t fm(A) polyn¢mov fm(x) =
Pm

k=0 ckx
k pre maticuA. De�ni�n�m

oborom takejto funkcie f je mno�ina t�ch mat¡c A 2 C n�n , pre ktor� uveden� rad,
t. j. postupnos�

�
fm(A)

�
, konverguje. T£to mno�inu (pri pevnom n) budeme zna�i�

Domn(f).
Limitn�m prechodom pre m!1 dost vame z v�sledkov 21.1.1{3 obdobn� tvrde-

nia aj pre maticov� poten�n� rady.
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22.1.2. Tvrdenie. Nech f(x) 2 C [[x]], A; P 2 C n�n , pri�om P je regul rna. Potom
A 2 Domn(f) pr ve vtedy, ke� P �A � P�1 2 Domn(f), a v tom pr¡pade plat¡

f
�
P �A � P�1

�
= P � f(A) � P�1:

22.1.3. D�sledok. Nech f(x) 2 C [[x]], A; B 2 C n�n, pri�om A � B. Potom
A 2 Domn(f) pr ve vtedy, ke� B 2 Domn(f), a v tom pr¡pade f(A) � f(B).

22.1.4. Lema. Nech f(x) 2 C [[x]], A1 2 C n1�n1 , : : : , Ap 2 C np�np . Potom
diag(A1; : : : ;Ap) 2 Dom(f) pr ve vtedy, ke� Aj 2 Domnj (f) pre ka�d� j � p, a
v tom pr¡pade plat¡

f
�
diag(A1; : : : ;Ap)

�
= diag

�
f(A1); : : : ; f(Ap)

�
:

�ubovo�n� polyn¢m, ktor� anuluje maticu A 2 C
n�n , n m umo�¤uje zjednodu¨i�

v�po�et s£�tu poten�n�ho radu f(A) =
P

ckA
k, a to t�m v��¨mi, �¡m ni�¨¡ je jeho

stupe¤ m. Pomocou neho mo�no toti� v¨etky mocniny Ak, k � m, vyjadri� ako
hodnoty polyn¢mov stup¤a < m pre maticu A (porovnajte s pr¡kladom 21.1.5). Naj-
v�hodnej¨¡ na ten £�el preto je minim lny polyn¢m matice A. Ak toti� �A(x) =
xm �

Pm
j=1 djx

m�j , tak Am =
Pm

j=1 djA
m�j . Potom

Am+k =
mX
j=1

d
(k)
j Am�j ;

kde koe�cienty d
(k)
j mo�no vypo�¡ta� z rekurentn�ho vz�ahu

d
(0)
j = dj; d

(k+1)
j = djd

(k)
1 + d

(k)
j+1;

pri�om pre j > m de�nitoricky kladieme d(k)j = 0. Ak teda ozna�¡me

�
(k)
A

(x) = d
(k)
1 xm�1 + : : :+ d

(k)
m�1x + d(k)m =

mX
j=1

d
(k)
j xm�j ;

tak v¨etky tieto polyn¢my maj£ stupe¤ < m a pre A 2 Domn(f) plat¡

f(A) =
1X
k=0

ckA
k = c0I + : : :+ cm�1A

m�1 +
1X
k=0

cm+k�
(k)
A

(A):

Doplnenie vynechan�ch detailov prenech vame �itate�ovi ako cvi�enie.
In� sp�sob v�po�tu poten�n�ho radu f(A) =

P
ckA

k, pri ktorom z rove¤ mo�no
rozhodn£� ot zku, �i A 2 Domn(f), sa zaklad  na znalosti Jordanovho kanonic-
k�ho tvaru matice A 2 C n�n. Ke��e pole C je algebraicky uzavret�, existuje matica
J = diag

�
Jn1(�1); : : : ;Jnp (�p)

�
2 C n�n v JKT a regul rna matica P 2 C n�n tak�,

�e A = P � J � P�1. V�aka tvrdeniu 22.1.2 a leme 22.1.4 potom

A 2 Domn(f) , J 2 Domn(f) , (8 i � p)
�
Jni(�i) 2 Domni(f)

�
;
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a { podobne ako pre polyn¢my { v tom pr¡pade plat¡

f(A) = P � f(J) �P�1 = P � diag
�
f
�
Jn1(�1)

�
; : : : ; f

�
Jnp(�p)

��
� P�1:

T�m sme ot zku konvergencie poten�n�ch radov pre v¨eobecn� matice A 2 C n�n

zredukovali na ot zku konvergencie tak�chto radov pre Jordanove bunky Jn(�), kde
� 2 C .

Pou�it¡m viet 22.1.1, 21.1.8 a limitn�m prechodom m ! 1 na postupnos� �ias-
to�n�ch s£�tov fm(x) =

Pm
k=0 ckx

k, umo�nen�m rovnomernou konvergenciou, dost -
vame

22.1.5. Veta. Nech f(x) =
P
1

k=0 ckx
k 2 C [[x]] je poten�n� rad s polomerom kon-

vergencie r a Jn(�) je komplexn  Jordanova bunka. Potom plat¡
(a) ak j�j < r, tak Jn(�) 2 Domn(f);
(b) ak j�j > r, tak Jn(�) =2 Domn(f).

V pr¡pade (a) navy¨e plat¡

f
�
Jn(�)

�
=

0
BBB@

f(�) 1
1!f

0(�) : : : 1
(n�1)!f

(n�1)(�)
0 f(�) : : : 1

(n�2)!f
(n�2)(�)

...
...

. . .
...

0 0 : : : f(�)

1
CCCA :

K hrani�n�mupr¡padu j�j = r poznamenajme len to�ko, �e rad f
�
Jn(�)

�
konverguje

pr ve vtedy, ke� konverguje rad f (n�1)(�). Potom konverguj£ i v¨etky ostatn� rady
f (j)(�), 0 � j � n� 1, a vy¨¨ie uveden� vzorec zost va v platnosti.

Vzorec pre f
�
Jn(�)

�
je cenn� najm� vtedy, ke� m me k dispoz¡cii kompaktn£ for-

mulu pre funkciu f , z ktorej vieme priamo vypo�¡ta� aj jej deriv cie. Taktie� ho mo�no
pou�i� na de�n¡ciu hodn�t f

�
Jn(�)

�
aj pre in� funkcie, ne� len dan� poten�n�mi

radmi. Sta�¡, aby funkcia f mala v bode � v¨etky deriv cie a� do r du n�1. V �al¨om
kroku mo�no de�n¡ciu f(A) roz¨¡ri� na v¨etky matice A 2 C n�n za predpokladu, �e
ich spektrum sp�¤a ist£ podmienku, ktor£ presnej¨ie sformulujeme v cvi�eniach.

Spektr lnym polomerom komplexnej (a t�m i re lnej) ¨tvorcovej matice A naz�-
vame maximum absol£tnych hodn�t jej vlastn�ch �¡sel, t. j. �¡slo

�(A) = maxfj�j; � 2 SpecAg:

Zrejme �(A) � 0 je re lne �¡slo a pre A 6= 0 je �(A) > 0.
Ot zku konvergencie poten�n�ch radov pre v¨eobecn� matice mo�no vyjasni� na

z klade vz�ahu medzi polomerom konvergencie radu a spektr lnym polomerom mati-
ce. Ke��e ka�d  komplexn  ¨tvorcov  matica je podobn  s maticou v JKT, z tvrden¡
22.1.2, 22.1.4 a 22.1.5 vypl�va

22.1.6. Veta. Nech f(x) =
P

ckx
k 2 C [[x]] je poten�n� rad s polomerom konver-

gencie r. Potom pre �ubovo�n£ maticu A 2 C n�n plat¡
(a) ak �(A) < r, tak A 2 Domn(f);
(b) ak �(A) > r, tak A =2 Domn(f).
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22.1.7. Pr¡klad. Funkcie (1�x)�1, (1+x)�1 mo�no pre jxj < 1 vyjadri� MacLauri-
nov�mi radmi

1
1� x

=
1X
k=0

xk;
1

1 + x
=

1X
k=0

(�1)kxk;

s rovnak�m polomerom konvergencie r = 1. Preto i maticov� rady
P
Ak,

P
(�1)kAk

konverguj£ pre ka�d� A 2 C n�n , �(A) < 1, a plat¡

1X
k=0

Ak = (I �A)�1;
1X
k=0

(�1)kAk = (I +A)�1:

Rad
P
Ak = (I �A)�1 sa tie� zvykne naz�va� von Neumannov�m radom matice A.

22.1.8. Pr¡klad. Funkcie ln(1�x), ln(1+x) mo�no pre jxj < 1 rozvin£� do MacLau-
rinov�ch radov

ln(1� x) = �

1X
k=1

1
k
xk; ln(1 + x) =

1X
k=1

(�1)k�1

k
xk;

op�� s polomerom konvergencie r = 1, ktor� sme z¡skali z radov pre (1�x)�1 form lnou
integr ciou �len po �lene a vyu�it¡m rovnosti ln 1 = 0. Uveden� rady teda m��eme
pou�i� na de�n¡ciu funkci¡

ln(I �A) = �

1X
k=1

1
k
Ak; ln(I +A) =

1X
k=1

(�1)k�1

k
Ak;

pre A 2 C n�n , �(A) < 1.
Uvedomme si, �e Spec (A� I) = f�� 1; � 2 SpecAg, a dosa�me do druh�ho radu

maticu A� I miesto matice A. Maticov� rad

lnA =
1X
k=1

(�1)k�1

k
(A � I)k;

ktor� takto dostaneme, konverguje pre v¨etky A 2 C n�n tak�, �e j� � 1j < 1 pre
ka�d� � 2 SpecA; pre tak�to matice ho teda mo�no pou�i� na de�n¡ciu funkcie lnA.

22.2. Exponenci la matice

Vari najd�le�itej¨ou funkciou v matematickej anal�ze je exponenci la ex, ktor£ mo�no
pre ka�d� x 2 C de�nova� poten�n�m radom

ex = expx =
1X
k=0

xk

k!
:

Z uveden�ho rozvoja u� mo�no odvodi� v¨etky d�le�it� vlastnosti exponenci lnej
funkcie, vr tane k�£�ov�ho vz�ahu

�
ex
�
0 = ex.
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S exponenci lnou funkciou £zko s£visia �al¨ie dve funkcie, kos¡nus a s¡nus, ktor�
je pre na¨e £�ely najv�hodnej¨ie de�nova� pre ka�d� x 2 C mocninn�mi radmi

cosx =
1X
k=0

(�1)k

(2k)!
x2k; sinx =

1X
k=0

(�1)k

(2k + 1)!
x2k+1:

Presved�te sa samostatne, �e polomer konvergencie v¨etk�ch troch uveden�ch radov
je r =1.

To n m umo�¤uje de�nova� exponenci lu, kos¡nus a s¡nus pre �ubovo�n£ maticu
A 2 C n�n :

eA = expA =
1X
k=0

1
k!
Ak;

cosA =
1X
k=0

(�1)k

(2k)!
A2k; sinA =

1X
k=0

(�1)k

(2k + 1)!
A2k+1:

Jednoduch�m v�po�tom mo�no overi� maticov� zov¨eobecnenie sl vneho Eulerovho
vz�ahu eix = cosx+ i sinx.

22.2.1. Tvrdenie. Pre �ubovo�n£ maticu A 2 C n�n plat¡

eiA = cosA + i sinA:

D�kaz. S�¡tan¡m zvl ¨� cez p rne a nep rne �leny radu dostaneme

eiA =
1X
k=0

1
k!
(iA)k =

1X
k=0

i2k

(2k)!
A2k +

1X
k=0

i2k+1

(2k + 1)!
A2k+1

=
1X
k=0

(�1)k

(2k)!
A2k + i

1X
k=0

(�1)k

(2k + 1)!
A2k+1 = cosA+ i sinA:

Zn my vz�ah ex+y = ex ey m  tie� maticov� zov¨eobecnenie.

22.2.2. Tvrdenie. Ak matice A;B 2 C n�n komutuj£, tak

eA+B = eA � eB :

D�kaz. S pou�it¡m rovnosti
�
k
j

�
= k!

j!(k�j)! a binomickej vety (lema 21.1.6) postupn�mi
£pravami vypo�¡tame

eA � eB =
1X
i=0

1
i!
Ai �

1X
j=0

1
j!
Bj =

1X
k=0

X
i+j=k

1
i! j!

AiBj

=
1X
k=0

1
k!

kX
j=0

�
k

j

�
Ak�jBj =

1X
k=0

1
k!
(A +B)k = eA+B :

Ak matice A;B 2 C n�n komutuj£, tak komutuj£ aj matice A, iB. Z tvrden¡
22.2.1, 22.2.2 tak dost vame
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22.2.3. D�sledok. Ak matice A;B 2 Rn�n komutuj£, tak

eA+iB = eA(cosB + i sinB);

pri�om eA; cosB; sinB 2 Rn�n.

Uvedomte si, �e pre nulov£ maticu 0n;n = diag(0; : : : ; 0) pod�a lemy 21.1.4 plat¡
exp0n;n = diag(e0; : : : ; e0) = In. Ke��e ka�d  ¨tvorcov  maticaA komutuje s maticou
�A, z tvrdenia 22.2.2 okam�ite vypl�va �al¨¡ d�sledok.

22.2.4. D�sledok. Exponenci la eA �ubovo�nej matice A 2 C n�n je regul rna a
plat¡ �

eA)�1 = e�A :

K�£�om k v�po�tu exponenci ly matice je op�� znalos� exponenci ly Jordanov�ch
buniek. V�aka rovnosti (ex)0 = ex pod�a vety 22.1.5 dost vame

22.2.5. Tvrdenie. Pre n � 1, � 2 C plat¡

expJn(�) =

0
BBBB@

e� e�

1! : : : e�

(n�1)!

0 e� : : : e�

(n�2)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : e�

1
CCCCA =

0
BBB@

1 1
1! : : : 1

(n�1)!

0 1 : : : 1
(n�2)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : 1

1
CCCA e� :

Na z ver e¨te zaznamen me jeden u�ito�n� a zauj¡mav� vz�ah, umo�¤uj£ci jedno-
duch� vypo�et determinantu exponenci ly matice len na z klade jej stopy.

22.2.6. Veta. (Liouvilleova formula) Pre �ubovo�n£ maticu A 2 C n�n plat¡

det eA = etrA :

D�kaz. Pre J = diag
�
Jn1(�1) : : : ;Jnp (�p)

�
pod�a lemy 22.1.4 m me

eJ = diag
�
expJn1(�1); : : : ; expJnp(�p)

�
:

Tak�e v d�sledku tvrdenia 22.2.5 plat¡

det eJ =
�
e�1
�n1

: : :
�
e�p
�np = exp(n1�1 + : : :+ np�p) = etrJ :

Nech teraz J � A je JKT matice A. Pod�a d�sledku 22.1.3 plat¡ eA � eJ . Ke��e
podobn� matice maj£ rovnak� determinant aj stopu (pozri d�sledok 18.1.4), z prvej
�asti d�kazu vypl�va

det eA = det eJ = etrJ = etrA :

Ke��e det eA = etrA 6= 0, dost vame tak in� d�kaz regularity matice eA.



22. MATICOV� FUNKCIE 9

22.3. Maticov� a vektorov� funkcie re lnej premennej

Funkciu x : S ! C
n , resp. x : S ! R

n, kde S � R, budeme naz�va� komplexnou

resp. re lnou vektorovou funkciou re lnej premennej. Tak to funkcia sa prirodzene
rozpad  na n zlo�iek, t. j. skal rnych funkci¡ xi : S ! C resp. xi : S ! R tak�ch,
�e x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))T pre ka�d� t 2 S. Podobne funkciu X : S ! Cm�n

resp. X : S ! R
m�n naz�vame komplexnou resp. re lnou maticovou funkciou re lnej

premennej na mno�ine S � R. I tak£to funkciu mo�no rozlo�i� na mn skal rnych
zlo�iek xij : S ! C , resp. xij : S ! R tak�ch, �e pre ka�d� t 2 S plat¡ X(t) =�
xij(t)

�
m�n

. Zrejme vektorov� funkcie mo�no ch pa� ako ¨peci lny pr¡padmaticov�ch
a re lne ako ¨peci lny pr¡pad komplexn�ch.5

Maticov  funkcia X = (xij ) je spojit  v bode t0 svojho de�ni�n�ho oboru S,
pr¡padne na mno�ine N � S, ak ka�d  z jej zlo�iek xij m  uveden£ vlastnos�.

Predpokladajme, �e maticov  funkciaX je de�novan  v nejakom okol¡ N bodu t0,
t. j. v¨etky jej zlo�ky xij s£ de�novan� na N . Hovor¡me, �eX m  deriv ciu v bode t0,
ak v¨etky zlo�ky xij maj£ v bode t0 (kone�n£) deriv ciu. Deriv ciu funkcieX v bode
t0 zna�¡me

dX(t0)
dt

=
�
dxij (t0)

dt

�
m�n

; pr¡padne X 0(t0) =
�
x0ij(t0)

�
m�n

:

Niekedy, najm� pri typickej interpret cii premennej t ako �asu, sa tie� pou�¡va od
Newtona poch dzaj£ce ozna�enie _X(t0) =

�
_xij(t0)

�
m�n

. Vy¨¨ie deriv cie (ak exis-
tuj£) zna�¡me dkX=dtk, pr¡padne X(k).

Nasleduj£ce maticov� zov¨eobecnenia pravidiel pre deriv ciu line rnej kombin cie
a s£�inu maticov�ch funkci¡, resp. pre kompoz¡ciu skal rnej a maticovej funkcie mo�no
overi� priamym v�po�tom.

22.3.1 Tvrdenie. Nech maticov� funkcie X;Y : S ! Cm�n , Z : S ! C n�p maj£
deriv cie v bode t0 2 S a a; b 2 C . Potom aj funkcie aX + bY = (axij + byij )m�n,
X �Z =

�P
j xijzjk

�
m�p

maj£ deriv cie v bode t0 a plat¡

(aX + bY )0(t0) = aX 0(t0) + bY 0(t0)

(X �Z)0(t0) =X 0(t0) �Z(t0) +X(t0) �Z0(t0):

Nech navy¨e re lna skal rna funkcia g je de�novan  v okol¡ bodu s0 a m  v ¤om
(kone�n£) deriv ciu, pri�om g(s0) = t0. Potom aj funkcia X � g = (xij � g)m�n m 
v bode s0 deriv ciu

(X � g)0(s0) =X 0(t0)g0(s0):

5Pripome¤me, �e komplexn£ funkciu g : S ! C re lnej premennej t 2 S � Rmo�no jednozna�ne
rozlo�i� na tvar g(t) = g1(t) + ig2(t), kde g1;= Re g, g2 = Im g s£ funkcie S ! R. Potom g je spojit 
v bode t0 2 S pr ve vtedy, ke� g1 aj g2 s£ spojit� v t0. Podobne aj deriv cia a integr l s£ de�novan�
po zlo�k ch: g0(t0) existuje pr ve vtedy, ke� existuj£ g0

1
(t0) a g02(t0), pri�om g0(t0) = g0

1
(t0)+ig0

2
(t0);

pre spojit£ g : ha; bi ! C kladieme
R
b

a
g(t) dt =

R
b

a
g1(t) dt + i

R
b

a
g2(t) dt.
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22.3.2. D�sledok. Nech maticov  funkciaX : S ! Rn�n je de�novan  v okol¡ bodu
t0 a m  tam deriv ciu. Potom pre ka�d� k 2 N aj maticov  funkcia Xk m  v bode t0
deriv ciu

dXk(t0)
dt

=
kX

j=1

Xk�j(t0) �X 0(t0) �Xj�1(t0):

Ak navy¨e matice X(t0) a X 0(t0) komutuj£, tak

dXk(t0)
dt

= kXk�1(t0) �X 0(t0) = kX 0(t0) �Xk�1(t0):

D�kaz indukciou cez k.

22.3.3. Tvrdenie. Nech poten�n� rad f(x) =
P
1

k=0 ckx
k 2 C [[x]] m  polomer kon-

vergencie r > 0. Nech �alej maticov  funkcia X : S ! C n�n je de�novan  v okol¡
bodu t0 2 S a m  v ¤om deriv ciu, pri�om matice X(t0) a X 0(t0) komutuj£. Ak
�(X(t0)) < r, tak funkcia f(X) = f �X je de�novan  v nejakom okol¡ bodu t0 a m 
v ¤om deriv ciu

f(X)0(t0) = (f �X)0(t0) = f 0
�
X(t0)

�
�X 0(t0) =X 0(t0) � f 0

�
X(t0)

�
:

V d�kaze pou�ijeme nieko�ko argumentov z matematickej anal�zy. �itate�ovi, ktor�mu
ve�a nehovoria, odpor£�ame prejs� priamo k v�po�tu.

Z existencie deriv cieX 0(t0) vypl�va spojitos� funkcie X v nejakom okol¡ N bodu
t0. Zo spojitej z vislosti koe�cientov charakteristick�ho polyn¢mu na prvkoch matice
ako aj kore¤ov polyn¢mu na koe�cientoch zasa vypl�va existencia okolia S � N
bodu t0 a �¡sla q > 0 tak�ch, �e �(X(t)) � q < r pre t 2 S. Ozna�me fm(x) =Pm

k=0 ckx
k. V�aka rovnomernej konvergencii radu f(X(t)) =

P
ckX(t)k na mno�ine

S a s pou�it¡m pravidiel z 22.3.1, 22.3.2 dost vame

f(X)0(t0) = lim
m!1

fm(X)0(t0) = lim
m!1

mX
k=0

ck
dXk(t0)

dt

= lim
m!1

mX
k=1

kckX
k�1(t0) �X 0(t0) = f 0

�
X(t0)

�
�X 0(t0):

Ke��e za uveden�ho predpokladu komutuj£ aj X 0(t0) a f 0
�
X(t0)

�
, plat¡ i druh 

rovnos�.

Z faktu, �e matica At v�dy komutuje s maticou (At)0 = A, ako aj s maticami eAt,
cosAt, sinAt, na z klade pr ve dok zanej vety okam�ite vypl�va

22.3.4. D�sledok. NechA 2 Rn�n je pevne zvolen matica. Potommaticov� funkcie
eAt, cosAt, sinAt s£ de�novan� pre ka�d� t 2 R a pre ich deriv cie plat¡

�
eAt

�
0 = A � eAt;

�
cosAt

�
0 = �A � sinAt;

�
sinAt

�
0 = A � cosAt:
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Ur�it� integr l spojitej maticovej funkcie X : S ! Cm�n na intervale6 S � R

de�nujeme pre s; t 2 S op�� po zlo�k ch:Z t

s

X(� ) d� =
�Z t

s

xij (� ) d�
�
m�n

Prenech me �itate�ovi, aby si samostatne premyslel, �e takto de�novan� ur�it� integr l
spl�va s limitou maticov�ch integr lnych s£�tov

Z t

s

X(� ) d� = lim
k!1

kX
j=1

X(s+ jdk)dk;

kde dk = (t� s)=k.
Nasleduj£ce tvrdenie o "maticovej linearite\ sprava i z�ava a mno�inovej adit¡vnosti

ur�it�ho integr lu je priamym zov¨eobecnen¡m analogick�ch pravidiel pre integr l
skal rnych funkci¡.

22.3.5. Tvrdenie. NechX;Y : S ! Cm�n s£ spojit� maticov� funkcie na intervale
S � R, s; t; u 2 S a A;B 2 C k�m , C;D 2 C n�p. Potom

Z t

s

�
A �X(� ) �C + B � Y (� ) �D

�
d� =

A �

�Z t

s

X(� ) d�
�
�C + B �

�Z t

s

Y (� ) d�
�
�D;

Z t

s

X(� ) d� +
Z u

t

X(� ) d� =
Z u

s

X(� ) d�:

�peci lne pre skal ry a; b 2 C a s; t 2 S plat¡
Z t

s

�
aX(� ) + bY (� )

�
d� = a

Z t

s

X(� ) d� + b

Z t

s

Y (� ) d�;
Z t

t

X(� ) d� = 0;
Z t

s

X(� ) d� = �

Z s

t

X(� ) d�:

Deriv cia a ur�it� integr l ako funkcia hornej medze s£ op�� zviazan� maticov�m
zov¨eobecnen¡m Newtonovej-Leibnizovej formuly, ako aj vyjadren¡m ur�it�ho integ-
r lu rozdielom primit¡vnej funkcie hornej a dolnej medze. Inak povedan�, ide o na-
vz jom inverzn� oper cie v rovnakom zmysle ako v jednorozmernom pr¡pade.

22.3.6. Tvrdenie. Nech X : S ! Cm�n je spojit  maticov  funkcia na intervale
S � R a s; t 2 S. Potom

d
dt

Z t

s

X(� ) d� =X(t):

Ak X navy¨e m  na S spojit£ deriv ciu X 0, takZ t

s

X 0(� ) d� =X(t) �X(s):

6Dohodneme sa, �e pod intervalom budeme odteraz v�dy rozumie� netrivi lny interval { �i u�
ohrani�en� alebo neohrani�en�, { t. j. �ubovo�n£ podmno�inu S � R, ktor  obsahuje aspo¤ dva body
a sp�¤a podmienku (8a; b 2 S)(8x 2 R)(a � x � b ) x 2 S).
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22.4. S£stavy line rnych diferenci lnych rovn¡c

Paragraf 22.2 sme za�ali vyzdvihnut¡m exponenci ly ex ako
"
vari najd�le�itej¨ej fun-

kcie v matematickej anal�ze\. Jeden z d�vodov tak�hoto hodnotenia sme u� nazna�ili
v pr¡klade 18.5.1 { ka�d� rie¨enie diferenci lnej rovnice

dx
dt

= ax;

kde a 2 C , m  tvar funkcie x(t) = q eat re lnej premennej t, kde q 2 C je �ubovo�n 
kon¨tanta. T£to mo�no ur�i�, ak m me navy¨e predp¡san£ i po�iato�n£ podmienku,
t. j. hodnotu x(t0) = c 2 C v nejakom bode t0 2 R, { vtedy rie¨enie nadob£da tvar

x(t) = c ea(t�t0) = q eat;

kde q = c e�at0 . Rie¨enia zlo�itej¨¡ch diferenci lnych rovn¡c sa preto �asto zostavuj£
vhodn�mi kombin ciami funkci¡ eat, pr¡padne funkci¡ cos at, sinat, pre r�zne a, ktor�
v¨ak s exponenci lnymi funkciami tesne s£visia prostredn¡ctvom Eulerovho vz�ahu.

Uveden� tvar rie¨enia mo�no priamo zov¨eobecni� aj na pr¡pad, ke� a : S ! C je
�ubovo�n  spojit  funkcia, de�novan  na nejakom intervale S � R, a nielen kon¨tanta.
Vtedy

x(t) = x(t0) exp
�Z t

t0

a(� ) d�
�
;

pre t0; t 2 S. V tomto paragrafe presk£mame viacrozmern� anal¢g podobnej situ cie.
S£stavou line rnych diferenci lnych rovn¡c, pr¡padne vektorovou line rnou diferen-

ci lnou rovicou naz�vame formulu tvaru

x0 = A � x + b;

kde A : S ! C n�n resp. b : S ! C n je spojit  maticov  resp. vektorov  funkcia na
nejakom intervale S � R. Rie¨en¡m takejto s£stavy rozumieme �ubovo�n£ funkciu
x : S ! C n , ktor  m  na S spojit£ deriv ciu a pre ka�d� t 2 S plat¡

x0(t) = A(t) � x(t) + b(t):

(V pr¡padn�ch krajn�ch bodoch intervalu sa pod deriv ciou mysl¡ deriv cia sprava
resp. z�ava.) Tak to s£stava b�va �asto doplnen  o po�iato�n£ podmienku

x(t0) = c;

ktor  predpisuje hodnotu c 2 C n funkcie x v niektorom pevnom bode t0 2 S. V takom
pr¡pade hovor¡me o po�iato�nej £lohe. V kurze oby�ajn�ch diferenci lnych rovn¡c sa
zvykne dokazova� nasleduj£ca veta o existencii a jednozna�nosti jej rie¨enia.

22.4.1. Veta. Nech S � R je interval, A : S ! C n�n resp. b : S ! C n je spojit 
maticov  resp. vektorov  funkcia na S, t0 2 S a c 2 C n . Potom existuje pr ve jedno
rie¨enie po�iato�nej £lohy

x0 = A � x + b; x(t0) = c:
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Pozn mka. (a) Ke��e C n�n je vektorov� priestor nad C a n sobenie pevnou maticou
A 2 C n�n (�i u� z�ava alebo sprava) je line rne zobrazenie C n�n ! C

n�n , do r mca
vektorov�ch line rnych diferenci lnych rovn¡c zapadaj£ aj maticov� line rne diferen-

ci lne rovnice tvaru X 0 = A �X + B, resp.X 0 =X �A + B, kde A;B : S ! C
n�n

s£ spojit� maticov� funkcie na nejakom intervale S � R, pr¡padne doplnen� po�iato�-
nou podmienkou X(t0) = C, pre t0 2 S, C 2 C n�n. �itate� si iste �ahko sformuluje
pojem rie¨enia takejto po�iato�nej £lohy. Taktie� veta 22.4.1 zost va s minim lnymi
typogra�ck�mi £pravami v platnosti aj pre tak�to rovnice.

(b) Line rnu (jednorozmern£) diferenci lnu rovnicu n-t�ho r du

x(n) � a1x
(n�1) � : : :� an�1x

0 � anx = b;

kde a1; : : : ; an; b : S ! C s£ spojit� funkcie, mo�no substit£ciou x = xn previes� na
s£stavu n line rnych diferenci lnych rovn¡c x01 = a1x1 + : : : anxn + b, x02 = x1, : : : ,
x0n = xn�1, t.j. x0 = A � x + b, kde

A(t) =

0
BB@
a1(t) : : : an�1(t) an(t)
1 : : : 0 0
...

. . .
...

...
0 : : : 1 0

1
CCA ; b(t) = b(t)e1 =

0
BB@
b(t)
0
...
0

1
CCA :

Pri uvedenej substit£cii toti� pre 1 � i � n plat¡ xi = x(n�i). V¨imnite si, �e pri
pevnom t je A(t) = MT

gt transponovan  matica k pridru�enej matici normovan�ho
polyn¢mu gt(x) = xn � a1(t)xn�1 � : : : � an�1(t)x � an(t) (pozri paragraf 21.2).

Vetu 22.4.1. mo�no tie� interpretova� nasleduj£cim sp�sobom. Podobne ako u s£-
stav line rnych (algebraick�ch) rovn¡c, aj tento raz �ahko nahliadneme, �e v¨etky
rie¨enia homog�nnej s£stavy line rnych diferenci lnych rovn¡c

x0 = A � x

tvoria line rny podpriestor vektorov�ho priestoru C(1)(S; C n) v¨etk�ch spojito diferen-
covate�n�ch funkci¡ S ! C n . Rie¨enia p�vodnej nehomog�nnej s£stavy potom tvoria
a�nn� podpriestor v C(1)(S; C n ), ktor�ho zameran¡m je podpriestor rie¨en¡ homog�n-
nej s£stavy. Veta 22.4.1 okrem in�ho hovor¡, �e dimenzia oboch priestorov rie¨en¡ je n.
V pr¡pade homog�nnej s£stavy je toti� pre pevn� t0 2 S priraden¡m x 7! x(t0) de�-
novan� line rny izomor�zmus medzi priestorom jej rie¨en¡ a C n . Na popis priestoru
v¨etk�ch rie¨en¡ homog�nnej s£stavy teda sta�¡ n js� nejak£ jeho b zu { v tomto
pr¡pade sa jej hovor¡ fundament lny syst�m rie¨en¡. Tak£to b zu tvor¡ �ubovo�n�ch n
line rne nez visl�ch rie¨en¡ x1; : : : ;xn, t. j. tak�ch, �e vektory x1(t0); : : : ;xn(t0) 2 C n

s£ line rne nez visl� pre nejak� t0 2 S; potom u� vektory x1(t); : : : ;xn(t) s£ line rne
nez visl� pre ka�d� t 2 S. Priestor v¨etk�ch rie¨en¡ nehomog�nnej s£stavy je tak
plne ur�en� (�ubovo�n�m) jej jedin�m rie¨en¡m a fundament lnym syst�mom rie¨en¡
homog�nnej s£stavy.

Maticov  funkcia F : S ! C n�n , ktorej st�pce tvoria fundament lny syst�m rie¨en¡
s£stavy x0 = A � x, sa naz�va fundament lna matica tejto s£stavy. Z pred chv¡�ou
vykonan�ch £vah vypl�va, �e spojit  maticov  funkcia F : S ! C n�n je fundament l-
nou maticou s£stavy x0 = A � x pr ve vtedy, ke� matica F (t) je regul rna pre ka�d�
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t 2 S (na �o sta�¡ overi� jej regularitu v jedinom �ubovo�nom bode t0 2 S) a vyhovuje
maticovej diferenci lnej rovnici X 0 = A �X, t. j. pre ka�d� t 2 S plat¡

F 0(t) = A(t) � F (t);

z toho u� vypl�va aj spojitos� maticovej funkcie F 0 : S ! C n�n .
Za predpokladu, �e pozn me nejak£ fundament lnu maticu s£stavy, u� nie je �a�k�

nap¡sa� explicitn� tvar rie¨enia pr¡slu¨nej po�iato�nej £lohy.

22.4.2. Veta. Nech F je fundament lna matica s£stavy x0 = A � x. Potom

(a) rie¨enie homog�nnej po�iato�nej £lohy x0 = A � x, x(t0) = c m  tvar

x(t) = F (t) � F (t0)�1 � c ;

(b) Rie¨enie nehomog�nnej po�iato�nej £lohy x0(t) = A � x + b, x(t0) = c m  tvar

x(t) = F (t) � F (t0)�1 � c +
Z t

t0

F (t) � F (s)�1 � b(s) ds:

D�kaz. Obe postulovan� rie¨enia s£ zrejme spojit� a vyhovuj£ po�iato�nej podmienke.
(a) V homog�nnom pr¡pade plat¡

x0(t) = F 0(t) � F (t0)�1 � c = A(t) � F (t) � F (t0)�1 � c = A(t) � x(t);

z �oho vypl�va aj spojitos� deriv cie x0(t).
(b) V nehomog�nnom pr¡pade sta�¡ overi�, �e druh� s�¡tanec

y(t) = F (t) �
Z t

t0

F (s)�1 � b(s) ds

v�razu pre x(t) je rie¨en¡m s£stavy. Ako u� vieme, prv� s�¡tanec je toti� rie¨en¡m ho-
mog�nnej s£stavy. S pou�it¡m pravidla pre deriv ciu s£�inu a Newtonovej-Leibnizovej
formuly z tvrden¡ 22.3.1 resp. 22.3.6 vypo�¡tame

y0(t) =
d
dt

�
F (t) �

Z t

t0

F (s)�1 � b(s) ds
�

= F 0(t) �
Z t

t0

F (s)�1 � b(s) ds + F (t) �F (t)�1 � b(t)

= A(t) � F (t) �
Z t

t0

F (s)�1 � b(s) ds + b(t) = A(t) � y(t) + b(t):

Vid¡me, �e i funkcia y0 je spojit  a y vyhovuje pr¡slu¨nej rovnici.
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Pozn mka. Vzorec pre rie¨enie nehomog�nnej s£stavy sa odvodzuje tzv. Lagrangeovou
met¢dou vari cie kon¨t nt tak, �e vo vzorci pre rie¨enie homog�nnej s£stavy na-
hrad¡me kon¨tatn� vektor c vektorovou funkciou q : S ! C

n . Dosaden¡m rie¨enia
x(t) = F (t) � q(t) do nehomog�nnej po�iato�nej £lohy nakoniec dospejeme k tvaru
q(t) = F (t0)�1 � c +

R t
t0
F (s)�1 � b(s) ds.

Vo v¨eobecnosti nevieme vyjadri� fundament lnu maticu s£stavy x0 = A�x rozum-
n�m sp�sobom pomocou maticovej funkcie A : S ! C n�n. Za ist�ch dodato�n�ch
predpokladov si v¨ak dok �eme poradi�. Pre s; t 2 S ozna�me

EA(t; s) = exp
�Z t

s

A(� ) d�
�
:

�ahko nahliadneme, �e EA(t; t) = I pre ka�d� t 2 S.
Hovor¡me, �e maticova funkcia A : S ! C n�n je komutuj£ca, ak matice A(s), A(t)

komutuj£ pre v¨etky s; t 2 S.

22.4.3. Veta. Nech A : S ! C n�n je spojit  komutuj£ca maticov  funkcia na inter-
vale S � R. Potom pre �ubovo�n� pevn� t0 2 S je

F (t) = EA(t; t0);

uva�ovan  ako funkcia premennej t 2 S, fundament lna matica s£stavy x0 = A � x.

D�kaz. Ur�it� integr l
R t
s
A(� ) d� spl�va s limitou integr lnych s£�tov

lim
k!1

kX
j=1

A(s + jdk)dk;

kde dk = (t�s)=k. Ke��e v¨etky uva�ovan� s�¡tance komutuj£ s ka�dou maticouA(u),
u 2 S, limitn�m prechodom dostaneme, �e �ubovo�n� dve z mat¡c A(t),

R t
s
A(� ) d� ,R u

t
A(� ) d� tie� komutuj£. Preto pod�a tvrdenia 22.2.2 plat¡

EA(u; t) �EA(t; s) = exp
�Z u

t

A(� ) d� +
Z t

s

A(� ) d�
�
= EA(u; s):

Z toho u� vypl�va, �e matica EA(t; s) je v�dy regul rna s inverznou maticou

EA(t; s)�1 = EA(s; t):

Pomocou tvrden¡ 22.3.3 a 22.3.6 m��eme po�¡ta�

F 0(t) =
d
dt

exp
�Z t

t0

A(� ) d�
�
=

d
dt

�Z t

t0

A(� ) d�
�
� exp

�Z t

t0

A(� ) d�
�

= A(t) �EA(t; t0) = A(t) � F (t):
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22.4.4. D�sledok. Pre spojit£ komutuj£cu maticov£ funkciu A : S ! C n�n plat¡:
(a) rie¨enie homog�nnej po�iato�nej £lohy x0 = A � x, x(t0) = c m  tvar

x(t) = EA(t; t0) � c ;

(b) rie¨enie nehomog�nnej po�iato�nej £lohy x0(t) = A � x + b, x(t0) = c m  tvar

x(t) = EA(t; t0) � c +
Z t

t0

EA(t; s) � b(s) ds:

I v takom ¨peci lnom pr¡pade sme v rie¨en¡ s£stav line rnych diferenci lnych rovn¡c
st le iba na pol ceste. Nie�o in� je toti� nap¡sa� pekn� v¨eobecn� vzorce pre ich
rie¨enie (d�sledne vzat�, zavies� pre¤ len ist� vhodn� ozna�enie) a nie�o in� n js�
rie¨enia konkr�tnych s£stav. To si vy�aduje vypo�¡tat maticov� funkcie EA(t; t0) aR t
t0
EA(t; s) � b(s) ds pre r�zne typy komutuj£cich maticov�ch funkci¡ A(t) a vek-

torov�ch funkci¡ b(t). Tak� nie�o v¨ak vieme len v ur�it�ch pr¡padoch. T�m naj-
jednoduch¨¡m, no ve�mi d�le�it�m, ke�A je kon¨tantn  funkcia, sa budeme podrobnej-
¨ie zaobera� v nasleduj£com paragrafe, �¡m n ¨ v�let do sveta diferenci lnych rovn¡c
zakon�¡me.

22.5. Auton¢mne s£stavy

Hovor¡me, �e s£stava line rnych diferenci lnych rovn¡c x0 = A �x + b je auton¢mna,
pr¡padne s£stava s kon¨tantn�mi koe�cientami, ak A 2 C n�n , t. j. A je kon¨tantn 
funkcia, a b : S ! C n je spojit  vektorov  funkcia na intervale S � R.

Ke��e kon¨tantn  maticov  funckia A je automaticky spojit  a komutuj£ca, fun-
dament lna matica homog�nnej auton¢mnej s£stavy x0 = A � x je pod�a vety 22.4.3
dan  formulou

F (t) = EA(t; t0) = exp
�Z t

t0

A� d�
�
= eA(t�t0);

pre �ubovo�n� pevn� t0 2 R a premenn� t 2 R. �peci lne je fundament lnou maticou
takejto s£stavy funkcia

F (t) = eAt :

K tomuto z veru mo�no d�js� aj priamo na z klade d�sledku 22.3.4. Z d�sledku 22.4.4
vypl�va

22.5.1. Veta. Nech A 2 C n�n , b : S ! C n je spojit  vektorov  funkcia na intervale
S � R, t0 2 S a c 2 C n . Potom
(a) rie¨enie homog�nnej po�iato�nej £lohy x0 = A � x, x(t0) = c m  tvar

x(t) = eA(t�t0) �c ;

(b) rie¨enie nehomog�nnej po�iato�nej £lohy x0(t) = A � x + b, x(t0) = c m  tvar

x(t) = eA(t�t0) �c +
Z t

t0

eA(t�s) � b(s) ds ;

(c) ak aj b je kon¨tantn  funkcia, tak rie¨en¡m nehomog�nnej po�iato�nej £lohy je

x(t) = eA(t�t0) �c +
�Z t

t0

eA(t�s) ds
�
� b :
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Na dovª¨enie rie¨enia auton¢mnej homog�nnej £lohy ako aj popisu jej fundamen-
t lnej matice sta�¡ vedie� vypo�¡ta� maticu eAt pre �ubovo�n� t 2 R.

Ak J = diag
�
Jn1(�1); : : : ;Jnk(�k)

�
je JKT matice A a P 2 C

n�n je regul rna
matica, pre ktor£ A = P � J � P�1, tak

eAt = P � diag
�
exp

�
Jn1(�1)t

�
; : : : ; exp

�
Jnk(�k)t

��
� P�1:

�loha sa teda redukuje na v�po�et mat¡c expJn(�)t. Pri pevnom t 2 R uva�ujme
mocninn� rad

ft(x) =
1X
k=0

tk

k!
xk = ext

v premennej x. Potom f
(p)
t (x) = tp ext pre ka�d� p 2 N. Dosaden¡m do vzorca z vety

22.1.5 tak dost vame nasleduj£ce zov¨eobecnenie tvrdenia 22.2.5:

22.5.2. Veta. Nech n � 1, � 2 C . Potom pre �ubovo�n� t 2 R (dokonca t 2 C ) plat¡

exp
�
Jn(�)t

�
=

0
BBBB@

e�t t e�t

1!
: : : tn�1 e�t

(n�1)!

0 e�t : : : tn�2 e�t

(n�2)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : e�t

1
CCCCA =

0
BBBB@

1 t
1!

: : : tn�1

(n�1)!

0 1 : : : tn�2

(n�2)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : 1

1
CCCCA e�t :

V pr¡pade komplexn�ch vlastn�ch �¡sel re lnej matice mo�no dvojicu Jordanov�ch
buniek Jn(�), Jn(�) nahradi� zov¨eobecnenou Jordanovou bunkou Jn

�
a �b

b a

�
, kde

a = Re�, b = Im� (pozri paragraf 20.3). Nasleduj£ca veta, ktor£ uv dzame bez
d�kazu, umo�¤uje nahradi� vo fundament lnej matici komplexn� funkcie e�t re lnymi
funkciami eat cos bt, eat sin bt.

22.5.3. Veta. Nech n � 1, a; b 2 R. Potom pre �ubovo�n� t 2 R plat¡

exp
�
a �b
b a

�
t =

�
eat cos bt � eat sin bt
eat sin bt eat cos bt

�
= eatRbt;

expJn
�
a �b
b a

�
t =

0
BBBB@

eatRbt
t
1! e

atRbt : : : tn�1

(n�1)! e
atRbt

0 eatRbt : : : tn�2

(n�2)! e
atRbt

...
...

. . .
...

0 0 : : : eatRbt

1
CCCCA =

0
BBBBBBBBBBB@

eat cos bt � eat sin bt t eat cos bt
1!

�t eat sin bt
1! : : : tn�1 eat cos bt

(n�1)!
�tn�1 eat sin bt

(n�1)!

eat sin bt eat cos bt t eat sin bt
1!

t eat cos bt
1!

: : : tn�1 eat sin bt
(n�1)!

tn�1 eat cos bt
(n�1)!

0 0 eat cos bt � eat sin bt : : : tn�2 eat cos bt
(n�2)!

�tn�2 eat sin bt
(n�2)!

0 0 eat sin bt eat cos bt : : : tn�2 eat sin bt
(n�2)!

tn�2 eat cos bt
(n�2)!

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 : : : eat cos bt � eat sin bt
0 0 0 0 : : : eat sin bt eat cos bt

1
CCCCCCCCCCCA
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Na rie¨enie nehomog�nnej auton¢mnej £lohy s kon¨tantn�m �lenom b treba e¨te
vedie� vypo�¡ta� integr l

R t
t0
eA(t�s) ds =

R t�t0
0

eAs ds. Sta�¡ sa teda obmedzi� na
integr ly tvaru

R t
0
eAs ds. A znovu star  zn ma pesni�ka: ak A = P � J �P�1, kde P

je regul rna matica a J = diag
�
Jn1(�1); : : : ;Jnk(�)

�
je JKT matice A, tak

Z t

0

eAs ds = P � diag
�R t

0
exp

�
Jn1(�1)s

�
ds; : : : ;

R t
0
exp

�
Jnk(�k)s

�
ds
�
� P�1;

tak�e op�� sta�¡ pozna� pr¡slu¨n� integr ly pre Jordanove bunky.

22.5.4. Veta. Nech n � 1, 0 6= � 2 C . Potom pre �ubovo�n� t 2 R plat¡

Z t

0

exp
�
Jn(�)s

�
ds =

0
BBBB@

e�t

�
t e�t

�1! �
e�t

�2 : : :
Pn�1

j=0
(�1)jtn�1�j e�t

�j+1(n�1�j)!

0 e�t

� : : :
Pn�2

j=0
(�1)jtn�2�j e�t

�j+1(n�2�j)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : e�t

�

1
CCCCA�

0
BBBB@

1
�

� 1
�2

: : : (�1)n�1

�n

0 1
�

: : : (�1)n�2

�n�1

...
...

. . .
...

0 0 : : : 1
�

1
CCCCA ;

pre � = 0 m me

Z t

0

exp
�
Jn(0)s

�
ds =

0
BBBB@

t t2

2! : : : tn

n!

0 t : : : tn�1

(n�1)!

...
...

. . .
...

0 0 : : : t

1
CCCCA :

N �rt d�kazu. Oba vzorce dostaneme priamo z vety 22.5.2 integrovan¡m jednotliv�ch
�lenov matice exp

�
Jn(�)s

�
. Pre � 6= 0, 0 � p � n� 1, pri v�po�te integr lu

Z t

0

sp e�s

p!
ds =

pX
j=0

(�1)j tp�j e�t

�j+1(p� j)!
�

(�1)p

�p+1

pou�ijeme p-kr t za sebou met¢du per partes.

Ak A je regul rna, m��eme sa uveden�m vzorcom vyhn£�. �ahko toti� nahliad-
neme, �e d

ds

�
eAs �A�1

�
= eAs, teda pod�a tvrdenia 22.3.6

Z t

0

eAs ds =
�
eAt�I

�
�A�1:

To znamen , �e v�po�et h�adan�ho integr lu mo�no priamo previes� na v�po�et ex-
ponenci ly eAt pod�a vety 22.5.2 a £vahy, ktor  ju predch dza. Z �asti (c) vety 22.5.1
teraz vypl�va
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22.5.5. D�sledok. Nech A 2 C n�n je regul rna matica, b; c 2 C n . Potom rie¨enie
nehomog�nnej auton¢mnej po�iato�nej £lohy x0 = A � x + b, x(t0) = c m  tvar

x(t) = eA(t�t0) �c +
�
eA(t�t0)�I

�
�A�1 � b:

V pozn mke (b) za vetou 22.4.1 sme sa stru�ne zmienili o mo�nosti previes� (jed-
norozmern£) line rnu diferenci lnu rovnicu n-t�ho r du na vektorov£ diferenci lnu
rovnicu. V ¨peci lnom pr¡pade homog�nnej rovnice s kon¨tantn�mi koe�cientami ai
dostaneme homog�nnu auton¢mnu s£stavu

x0 =MT
g � x;

kde g(x) = xn � a1x
n�1 � : : : � an�1x � an. Niekedy m��e by� naopak u�ito�n�

"zn¡�i� po�et rovn¡c a nezn mych funkci¡\, presnej¨ie, pre A 2 C n�n upravi� s£stavu
x0 = A � x na jednorozmern£ line rnu diferenci lnu rovnicu n-t�ho r du. R�zne ekvi-
valentn� podoby podmienky, za ktorej je tak� nie�o mo�n�, s£ sformulovan� v tvrden¡
21.3.1. My si vyberieme len jednu z nich.

22.5.6. Tvrdenie. Nech A 2 C n�n . Ak f(x) = xn �
Pn

j=1 cjx
n�j 2 C [x] je nor-

movan� polyn¢m tak�, �e AT �Mf , tak auton¢mnu homog�nnu s£stavu x0 = A � x
mo�no vhodnou substit£ciou upravi� na homog�nnu line rnu diferenci lnu rovnicu
n-t�ho r du

y(n) � c1y
(n�1) � : : :� cn�1y

0 � cny = 0:

D�kaz. Za uveden�ch predpokladov plat¡ A �MT
f , preto existuje regul rna matica

P 2 C n�n tak , �e A = P �MT
f � P�1. Polo�me y = P�1 � x. Potom x vyhovuje

s£stave x0 = A � x pr ve vtedy, ke� y vyhovuje s£stave y0 =MT
f � y, t. j.

y01 = c1y1 + : : :+ cnyn; y02 = y1; : : : ; y0n = yn�1:

Teda pre y = yn, 1 � j � n, plat¡ yj = y(n�j) a y(n) �
Pn

j=1 cjy
(n�j) = 0.

22.5.7. D�sledok. Nech A 2 C n�n . Ak f1(x); : : : ; fk(x) 2 C [x] s£ normovan�
polyn¢my tak�, �e fi(x) = xni �

Pni
j=1 cijx

ni�j a AT � diag
�
Mf1 ; : : : ;Mfk

�
, tak

auton¢mnu homog�nnu s£stavu x0 = A � x n line rnych diferenci lnych rovn¡c pre
n nezn mych funkci¡ x1; : : : ; xn mo�no vhodnou substit£ciou upravi� na s£stavu k
homog�nnych line rnych diferenci lnych rovn¡c

y
(n1)
1 � c11y

(n1�1)
1 � � � � � c1n1�1y

0

1 � c1n1y1 = 0;
...

y
(nk)
k � ck1y

(nk�1)
k � � � � � ck nk�1y

0

k � ck nkyk = 0;

r dov n1; : : : ; nk pre k nezn mych funkci¡ y1; : : : ; yk.

Doplnenie konkr�tneho tvaru takejto substit£cie u� prenech vame na rozmysle-
nie �itate�ovi. E¨te poznamenajme, �e pokia� chceme dosiahnu� �o najv�raznej¨ie
zn¡�enie po�tu rovn¡c a nezn mych funkci¡, najvhodnej¨¡m kandid tom na polyn¢my
f1(x); : : : ; fk(x) je s£stava invariantn�ch faktorov matice AT (pozri paragraf 21.4,
£sek medzi vetami 21.4.4, 21.4.5). Potom matica diag

�
Mf1 ; : : : ;Mfk

�
je racion lny

kanonick� tvar matice AT .
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�22.6. Komut tor

V predch dzaj£cej i celej tejto kapitole sme mohli vidie�, ak£ v�znamn£ £lohu hr 
pri ¨t£diu maticov�ch funkci¡ vz�ah komutovania. V tomto z vere�nom paragrafe
zavedieme pojem komut tora mat¡c. Pomocou neho, po s�rii aplik cii line rnej algebry
v te¢rii diferenci lnych rovn¡c, pre zmenu predvedieme jednu aplik ciu vety 22.4.1
o jednozna�nosti rie¨enia s£stavy line rnych diferenci lnych rovn¡c v line rnej algebre.

Pod�a tvrdenia 22.2.2 pre komutuj£ce matice A;B 2 C
n�n plat¡ eA+B = eA � eB.

Pre nekomutuj£ce matice to v¨ak nie je pravda. Komut torom mat¡c A;B 2 Kn�n

(nad �ubovo�n�m po�om K) naz�vame maticu

[A;B] = A �B �B �A:

Zrejme A, B komutuj£ pr ve vtedy, ke� [A;B] = 0.
Priamym v�po�tom mo�no overi�, �e komut tor je antisymetrick� biline rne zob-

razenie Kn�n � Kn�n ! Kn�n, ktor� sa pri �xovan¡ jednej premennej spr va vo�i
s£�inu mat¡c v druhej premennej podobne ako deriv cia.

22.6.1. Tvrdenie. Nech K je pole a n 2 N. Potom pre �ubovo�n� A;B;C 2 Kn�n,
a; b 2 K plat¡

[A;B] = �[B;A];
[aA+ bB;C] = a[A;C] + b[B;C];

[A �B;C] = [A;C] �B + A � [B;C]:

22.6.2. D�sledok. Nech A;B 2 Kn�n, f(x) 2 K[x]. Ak matice A, [A;B] komu-
tuj£, tak

[f(A);B] = f 0(A) � [A;B] = [A;B] � f 0(A):

V pr¡pade K = C plat¡ uveden� vz�ah nielen pre polyn¢my ale aj pre poten�n� rady
f(x) 2 C [[x]] a matice A 2 Domn f , B 2 C n�n .

D�kaz. S pou�it¡m poslednej rovnosti z tvrdenia 22.6.1 mo�no za uveden�ho pred-
pokladu indukciou cez k 2 N jednoducho dok za�

[Ak;B] = kAk�1 � [A;B]:

Potrebn� z ver pre polyn¢my vypl�va z linearity zobrazenia A 7! [A;B]; na rady sa
prenesie limitn�m prechodom.

I v pr¡pade, �e A, B nekomutuj£, za predpokladu, �e komutuj£ aspo¤ so svo-
j¡m komut torom, mo�no vzorec pre exponenci lu s£�tu modi�kova� do nasleduj£cej
podoby.

22.6.3. Veta. Nech matice A;B 2 C n�n komutuj£ so svojim komut torom, t. j.

[A; [A;B]] = [[A;B];B] = 0:

Potom
eA � eB = exp(A +B) � exp 1

2 [A;B]:
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D�kaz. Uva�ujme e¨te raz mocninn� rad ft(x) =
P tk

k!x
k = ext 2 C [[x]] pri pevnom

t 2 R. Potom f 0t(x) = t ext. Ak A a [A;B] komutuj£, tak pod�a d�sledku 22.6.2 plat¡

�
eAt;B

�
= [ft(A);B] = f 0t(A) � [A;B] = t eAt �[A;B];

t. j.

eAt �B =
�
B + [A;B]t

�
� eAt :

Uva�ujme teraz spojit� maticov� funkcie

Y (t) = eAt � eBt; Z(t) = exp(A +B)t � exp 1
2
[A;B]t2;

pre t 2 R. Zrejme Y (0) = Z(0) = In. Pozrime sa bli�¨ie na ich deriv cie. S vyu�it¡m
tvrden¡ 22.3.1, 22.3.3 a komuta�n�ho vz�ahu pre eAt a B dost vame

Y 0(t) =
�
eAt

�
0

� eBt + eAt �
�
eBt

�
0 = A � eAt � eBt + eAt �B � eBt

= A � eAt � eBt+
�
B + [A;B]t

�
� eAt � eBt =

�
A+B + [A;B]t

�
� Y (t):

Ak si uvedom¡me, �e za dan�ch predpokladov komutuj£ A + B a [A;B], teda aj
(A + B)t a 1

2
[A;B]t2, resp. (A + B)t + 1

2
[A;B]t2 a d

dt

�
(A + B)t + 1

2
[A;B]t2

�
=

A+B + [A;B]t, s pou�it¡m tvrden¡ 22.2.2, 22.3.3 n m postupne vyjde

Z(t) = exp
�
(A +B)t + 1

2 [A;B]t2
�
;

Z0(t) =
�
A+B + [A;B]t

�
�Z(t):

Vid¡me, �e Y , Z vyhovuj£ rovnakej po�iato�nej £lohe X 0 =
�
A+B + [A;B]t

�
�X,

X(0) = I. Z jednozna�nosti rie¨enia takejto £lohy (pozri pozn mku (a) za vetou
22.4.1) vypl�va, �e Y (t) = Z(t) pre ka�d� t 2 R. Vo�bou t = 1 dost vame po�adovan£
rovnos�.

Nekone�norozmern� anal¢g pr ve dok zan�ho vz�ahu hr  v�znamn£ £lohu v kvan-
tovej mechanike. Pre ist� line rne oper tory A, B, reprezentuj£ce napr. fyzik lne
veli�iny polohy a hybnosti, je toti� [A;B] = i~I, teda r�dzo imagin rny n sobok
identick�ho oper tora. Ke��e skal rne n sobky identity komutuj£ s ka�d�m oper -
torom, m me

eA � eB = exp(A +B) � exp
�
i~
2 I
�
= ei~=2 exp(A +B):

To znamen , �e line rne oper tory eA � eB a exp(A+B) sa l¡¨ia len n sobkom kom-
plexnej jednotky ei~=2 = cos(~=2) + i sin(~=2), t. j. f zov�m posunom o "uhol\ ~=2,kde ~ = h=2� � 1; 054 � 10�34 J s je (modi�kovan ) Planckova kon¨tanta.


