
24. GRUPY TRANSFORM�CI�

V tejto kapitole si trochu bli�¨ie v¨imneme niektor� typy gr£p transform ci¡. Nebu-
deme sa v¨ak systematicky venova� ich ¨t£diu. Za�neme d�kazom tzv. Cayleyho vety
o reprezent ci¡, pod�a ktorej je ka�d  grupa izomorfn  s nejakou grupou transform ci¡,
a s£stred¡me sa najm� na vyu�itie tohto faktu pri ¨t£diu abstraktn�ch gr£p. Uvid¡me,
�e pr ve reprezent cie abstraktn�ch gr£p ako gr£p transform ci¡ konkr�tnych mno�¡n,
�asto vybaven�ch dodato�nou ¨trukt£rou, s£ ve�mi £�inn�m n strojom, ktor� n m
umo�¤uje hlb¨ie prenikn£� do ¨trukt£ry p�vodn�ch gr£p a jasnej¨ie osvetli� ich stavbu.

Ani v tomto smere v¨ak nebudeme postupova� pr¡li¨ �aleko. Uspokoj¡me sa s vy-
budovan¡m nieko�k�ch z kladn�ch pojmov a techn¡k, ktor� vyu�ijeme v nasleduj£cej
kapitole venovanej maticov�m grup m, a t�mito element rnymi prostriedkami sa
pok£sime zodpoveda� niektor� prirodzen� ot zky, ktor� by pri ¨t£diu tejto a pred-
ch dzaj£cej kapitoly mohli �i { lep¨ie povedan� { mali napadn£� zvedav�ho �itate�a.

24.1. Cayleyho veta o reprezent cii

Nech X je �ubovo�n mno�ina. Ka�d£ podgrupu G � S(X) grupy v¨etk�ch permut ci¡
mno�iny X naz�vame grupou transform ci¡ mno�iny X. Hovor¡me, �e G je grupa
transform ci¡, ak G je grupou transform ci¡ nejakej mno�iny.

Zrejme v¨etky prvky �ubovo�nej grupy transform ci¡ s£ bijekt¡vne transform cie
pr¡slu¨nej mno�iny. Pod�a uvedenej de�n¡cie je mno�ina G � S(X) grupou transfor-
m ci¡ mno�iny X pr ve vtedy, ke� idX 2 G a pre v¨etky f; g 2 G plat¡ f � g 2 G a
f�1 2 G, t. j.G je uzavret  vzh�adom na kompoz¡ciu zobrazen¡ a s ka�d�m zobrazen¡m
obsahuje aj k nemu inverzn� zobrazenie.

Ukazuje sa, �e grupy transform ci¡, a� na izomor�zmus, zahª¤aj£ v�bec v¨etky
grupy. Inak povedan�, ka�d£ abstraktn£ grupu (G; �) mo�no reprezentova� konkr�t-
nym sp�sobom ako grupu transform ci¡ nejakej mno�iny X a jej grupov£ oper ciu
skladan¡m zobrazen¡.

24.1.1. Veta. (Cayley) Ka�d  grupa je izomorfn  s nejakou grupou transform ci¡.

D�kaz. Vlastne sta�¡ k danej grupe G n js� nejak£ vhodn£ mno�inu X a injekt¡vny
homomor�zmus gr£p � : G! S(X). Pod�a vety 23.5.4 o homomor�zme G je potom
izomorfn  s grupou transform ci¡ Im� � S(X).

Zvo�me X = G a pre g 2 G, x 2 X polo�me �g(x) = gx. Inak povedan�, pre g 2 G
je �g : X ! X zobrazenie dan� priraden¡m x 7! gx. Ka�d� zobrazenie �g je zrejme
bijekt¡vne, s inverzn�m zobrazen¡m ��1g = �g�1 : x 7! g�1x, tak�e � : G! S(X).

Dok �eme, �e � je homomor�zmus gr£p, t. j. �gh = �g � �h pre v¨etky g; h 2 G.
Nato sta�¡ overi�, �e uveden� dve zobrazenia d vaj£ rovnak� v�sledky pre ka�d� x 2 X:

�gh(x) = (gh)x = g(hx) = �g(�h(x)) = (�g � �h)(x):

Na d�kaz injekt¡vnosti homomor�zmu � sa sta�¡ presved�i�, �e m  triv lne jadro.
Ak g 2 Ker�, tak �g = idX , preto gx = �g(x) = idX (x) = x pre v¨etky x 2 X.
Vo�bou x = e dost vame g = ge = e, teda Ker� = feg.
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24.1.2. Pr¡klad. Nech (V;+) je adit¡vna grupa nejak�ho vektorov�ho priestoru (nad
�ubovo�n�m po�om K). Pre ka�d� u 2 V ozna�me �u : V ! V zobrazenie dan�
priraden¡m x 7! x + u pre x 2 V , t. j. posunutie (transl ciu) o vektor u. Zrejme
ka�d� posunutie �u je bijekt¡vne zobrazenie (k nemu inverzn� zobrazenie je posunutie
o vektor �u) a pre u;v 2 V plat¡ �u+v = �u ��v. Inak povedan�, zlo�en¡m posunut¡
o vektory u a v dostaneme posunutie o vektor u + v. Samozrejme, identick�m zob-
razen¡m idV : V ! V je jedine posunutie �0 o nulov� vektor 0. � : (V;+) ! (S(V ); �)
je tak injekt¡vny grupov� homomor�zmus a (V;+) je izomorfn  s grupou Im� � S(V )
v¨etk�ch posunut¡ priestoru V .

V�slovne upozor¤ujeme, �e { napriek dojmu, ktor� by sn � mohol navodi� d�kaz
vety 24.1.1 a pr¡klad 24.1.2, { z�aleka nie pre ka�d� injekt¡vny homomor�zmus gr£p
� : G! S(X) mus¡ mno�ina X spl�va� so z kladnou mno�inou grupy G.

24.2. Akcie a reprezent cie gr£p

Niektor� met¢dy, ktor� sa vyskytli v d�kaze Cayleyho vety, stoja za podrobnej¨ie
presk£manie vo v¨eobecnej polohe.

Nech (G; �; e) je grupa a X je �ubovo�n  mno�ina.
(a) Akciou grupy G na mno�ine X naz�vame bin rnu oper ciu � : G � X ! X,

ktor  sp�¤a podmienky

ex = x a g(hx) = (gh)x

pre �ubovo�n� g; h 2 G, x 2 X. Uveden� typ akcie presnej¨ie naz�vame �avou akciou
grupy G na mno�ine X. Analogicky mo�no de�nova� aj prav£ akciu � : X � G ! X
grupy G na mno�ine X; formul ciu pr¡slu¨n�ch podmienok prenech vame �itate�ovi.

(b) Reprezent ciou grupy G v mno�ine X naz�vame �ubovo�n� grupov� homomor-
�zmus � : G! S(X). Ke��e pre g 2 G je samotn� �(g) : X ! X zobrazenie, budeme
miesto �(g) d va� prednos� z pisu �g; podmienka homomorfnosti � m  potom tvar
rovnosti �gh = �g � �h pre v¨etky g; h 2 G.

Rozdiel medzi pojmami akcie a reprezent cie je �iste form lny, s£ to len dva mierne
odli¨n� sp�soby ako hovori� o tom istom. Ak je dan  akcia � : G�X ! X, tak ka�d�
g 2 G ur�uje predpisom �g(x) = gx bijekciu �g 2 S(X); k nej inverzn  bijekcia je
dan  prepisom �g�1(x) = g�1x. Zobrazenie � : G ! S(X) je potom reprezent ciou
grupy G v mmo�ineX. Z vlastnost¡ akcie toti� vypl�va podmienka homomorfnosti �:

�gh(x) = (gh)x = g(hx) = �g(�h(x)) = (�g � �h)(x);

pre v¨etky g; h 2 G, x 2 X. Naopak, ka�d  reprezent cia � : G ! S(X) ur�uje
predpisom gx = �g(x) akciu � : G � X ! X. D�vody s£ podobn�: na d�kaz pod-
mienky g(hx) = (gh)x sta�¡ prep¡sa� uveden� rovnosti v mierne pozmenenom porad¡;
podmienka ex = x vypl�va z vlastnosti reprezent cie �e = idX .

Nech grupa G m  akciu na mno�ine X. Orbitou prvku x 2 X (vzh�adom na t£to
akciu) na�vame mno�inu

Gx = fgx; g 2 Gg:

Podobne ako v paragrafe 23.4, i teraz mo�no �ahko nahliadnu�, �e pre �ubovo�n�
x; y 2 X plat¡ x = ex 2 Gx a

Gx \Gy 6= ; , Gx = Gy:
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Z toho vypl�va, �e syst�m orb¡t v¨etk�ch prvkov grupy G tvor¡ rozklad mno�iny X;
hovor¡me mu orbit lny rozklad mno�iny X a zna�¡me ho X=G. K nemu prisl£chaj£cu
ekvivalenciu mo�no vyjadri� nasleduj£cimi ¨tyrmi ekvivalentn�mi sp�sobmi:

x �G y , Gx = Gy , x 2 Gy , y 2 Gx , Gx \Gy 6= ;:

Hovor¡me, �e mno�ina T � X je transverz lna, ak # (Gx\ T ) = 1 pre ka�d� x 2 X,
t. j. T obsahuje z ka�dej orbity Gx 2 X=G pr ve jedn�ho reprezentanta.

Stabiliz torom prvku x 2 X naz�vame mno�inu

Stb(x) = fg 2 G; gx = xg:

�ahko sa mo�no presved�i�, �e stabiliz tor Stb(x) je dokonca podgrupou grupy G.
Podobne naz�vame

Fix(g) = fx 2 G; gx = xg

mno�inou pevn�ch bodov, pr¡padne mno�inou �xpunktov prvku g 2 G. Zrejme pre
g = e m me Fix(e) = X.

Nasleduj£ce dva v�sledky d vaj£ do s£visu pr ve zaveden� pojmy.

24.2.1. Veta. Nech grupa G m  akciu na mno�ine X. Potom pre ka�d� x 2 X je
predpisom g Stb(x) 7! gx korektne de�novan� bijekt¡vne zobrazenie G= Stb(x) ! Gx
medzi mno�inou prav�ch tried rozkladu grupy G pod�a stabiliz tora Stb(x) a orbitou
Gx. Ak G alebo X je kone�n , tak to znamen , �e

#Gx = [G : Stb(x)]:

Ak X je kone�n , tak navy¨e pre ka�d£ transverz lnu mno�inu T � X plat¡

#X =
X

x2T

[G : Stb(x)]:

D�kaz. Ozna�me S = Stb(x). Predpisom g 7! gx je zrejme de�novan� surjekt¡vne
zobrazenie G! Gx. Pre v¨etky g; h 2 G pritom plat¡

gx = hx , x = g�1hx , g�1h 2 S , gS = hS:

To znamen , �e predpisom gS 7! gx je naozaj korektne de�novan� bijekt¡vne zob-
razenie G=S ! Gx. To dokazuje prv£ rovnos�. Ke��e mno�ina X je zjednoten¡m po
dvoch disjunktn�ch orb¡t Gx, x 2 T , druh  rovnos� je d�sledkom prvej.

Pod�a tejto vety sa po�et prvkov orbity Gx �ubovo�n�ho prvku x 2 X sa rovn 
indexu jeho stabiliz tora Stb(x) v grupe G. Ak G je kone�n , tak z toho pod�a La-
grangeovej vety 23.4.2 vypl�va rovnos� Stb(x) = (#G)=(#Gx), v d�sledku �oho
maj£ v¨etky stabiliz tory prvkov tej istej orbity rovnak� r d. Nesk�r uvid¡me, �e
tieto stabiliz tory s£ dokonca izomorfn� (pozri cvi�enie...). E¨te poznamenajme, �e
druh  z rovnost¡ vety 24.2.1 sa ob�as zvykne naz�va� rovnos� tried.

�al¨ia veta, zn ma pod n zvom Burnsideova lema, vyjadruje po�et orb¡t akcie
ako aritmetick� priemer po�tov �xpunktov jednotliv�ch prvkov grupy. Ako vz p�t¡
uvid¡me Burnsideova lema je zov¨eobecnen¡m Lagrangeovej vety 23.4.2.
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24.2.2. Veta. Nech G je kone�n  grupa, ktor  m  akciu na kone�nej mno�ine X.
Potom

#(X=G) =
1

#G

X

g2G

#Fix(g):

D�kaz. Po�et prvkov mno�iny R = f(g; x) 2 G � X; gx = xg spo�¡tame dvoma
sp�sobmi. Zrejme plat¡

#R =
X

g2G

#Fix(g) =
X

x2X

#Stb(x):

S vyu�it¡m predch dzaj£ceho tvrdenia a faktu, �e X je zjednoten¡m po dvoch dis-
junktn�ch orb¡t ! 2 X=G, z toho dostaneme

X

g2G

#Fix(g) =
X

x2X

#Stb(x) =
X

x2X

#G

#Gx
=

X

!2X=G

X

x2!

#G

#!
= #(X=G) �#G:

S pr¡kladom reprezent cie sme sa u� stretli v predch dzaj£com paragrafe, v d�kaze
vety 23.1.1. Tam zostrojen� zobrazenie � : G! S(X) bolo injekt¡vnou reprezent ciou
grupy G v mno�ine X = G. To je tie� d�vod, pre�o uveden� v�sledok naz�vame
Cayleyho veta o reprezent cii. Trochu v¨eobecnej¨iu situ ciu si teraz preberieme v re�i
akci¡.

24.2.3. Pr¡klad. Nech G je grupa a H je jej podgrupa. Potom grupa H m  na
mno�ineG �av£ akciu transl ciou H�G! G dan£ priraden¡m (h; x) 7! hx pre h 2 H,
x 2 G, ako aj prav£ akciu transl ciou G�H ! G dan£ priraden¡m (x; h) 7! xh.

Orbitou prvku x 2 G v �avej akcii transl ciou je pr ve �av  trieda rozkladu Hx
prvku x pod�a podgrupy H; jeho orbitou v pravej akcii transl ciou je zasa prav 
trieda rozkladu xH pod�a podgrupy H. Ozna�enie G=H mno�iny v¨etk�ch orb¡t (�avej
resp. pravej) akcie podgrupy H transl ciou si tak zachov va svoj predo¨l� v�znam
z paragrafu 23.4 mno�iny (�av�ch resp. prav�ch) rozkladov�ch tried grupy G pod�a
podgrupy H.

�alej sa s£stre�me len na �av£ akciu podgrupy H na grupe G. Zrejme ka�d� x 2 G
m  trivi lny stabiliz tor Stb(x) = feg, a taktie� mno�ina pevn�ch bodov ka�d�ho
h 2 Hrfeg je pr zdna, �i�e Fix(h) = ;; pre h = e samozrejme Fix(e) = G. Prv  �as�
vety 24.2.1 v tomto kontexte hovor¡, �e podgrupu H �= H=feg mo�no prirodzen�m
sp�sobom vz jomne jednozna�ne zobrazi� na ka�d£ orbitu (�av£ triedu rozkladu) Hx.
Podobne, Burnsideova lema spl�va v tomto pr¡pade s Lagrangeovou vetou, pod�a
ktorej #(G=H) = (#G)=(#H).

Pozn mka o zna�en¡. V literat£re sa mo�no stretn£� so zna�ne r�znorod�m ozna�en¡m
akci¡, orb¡t, stabiliz torov a pod. Napr. v�sledok akcie prvku g 2 G na prvok x 2 X
sa �asto zna�¡ ako "mocnina\ xg a orbita prvku x ako xG = fxg; g 2 Gg. Tento
z pis je vhodn� najm� pre prav£ akciu grupy (G; �; 1) na mno�ine X, kedy de�nuj£ce
podmienky akcie nadob£daj£ tvar x1 = x a (xg)h = xgh. Be�n� ozna�enie stabiliz tora
prvku x 2 X v akcii grupy G je Gx. Orbita prvku x sa ob�as zna�¡ Orb(x).
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24.3. Grupy automor�zmov a konjug cia

Niektor� reprezent cie � grupy G v mno�ine X m��u ma� ist� vlastnosti navy¨e {
jednotliv� zobrazenia �g nemusia by� len bijekcie X ! X, ale m��u to by� zobrazenia
zachov vaj£ce nejak£ ¨trukt£ru na mno�ineX. Potom reprezent ciu � mo�no ch pa�
ako homomor�zmus � : G ! A, kde A je nejak  podgrupa grupy S(X). Jedn�m
tak�m pr¡padom sa budeme zaobera� v tomto paragrafe: mno�inaX bude op�� spl�va�
s grupou G a spom¡nan  podgrupa A � S(G) bude pozost va� z izomor�zmovG! G.

Homomor�zmus ' : G! G grupy G do seba sa naz�va endormor�zmus grupy G.
Mno�inu v¨etk�ch endomor�zmov grupy G zna�¡me EndG. Zrejme idG 2 EndG a pre
';  2 EndG plat¡ ' � 2 EndG, �i�e mno�ina EndG obsahuje identick� zobrazenie
a je uzavret  vzh�adom na skladanie zobrazen¡. Taktie� obsahuje �al¨¡ v�zna�n� prvok
{ je n¡m trivi lny (kon¨tantn�) endomor�zmus x 7! e.

Automor�zmom grupy G naz�vame ka�d� jej bijekt¡vny endomor�zmus. Mno�inu
v¨etk�ch automor�zmov grupy G zna�¡me AutG.

24.3.1. Veta. Nech (G; �) je grupa. Potom mno�ina jej automor�zmov AutG je
podgrupou grupy S(G), teda je to grupa transform ci¡ mno�iny G.

D�kaz. Zrejme AutG � S(G), idG 2 AutG a pre �ubovo�n� ';  2 AutG plat¡
' �  2 AutG a '�1 2 AutG.

D�le�it�m pr¡kladom automor�zmov s£ tzv. konjug cie. Ak g je prvok grupy G,
tak zobrazenie �g : G ! G dan� predpisom �g(x) = gxg�1 pre x 2 G naz�vame
konjug ciou prvkom g 2 G.

24.3.2. Tvrdenie. Nech G je grupa. Potom
(a) pre ka�d� g 2 G plat¡ �g 2 AutG, t. j. zobrazenie �g je automor�zmus grupy G;
(b) samotn� zobrazenie � : G! AutG je reprezent cia grupy G v mno�ine G.

D�kaz. (a) Zrejme ka�d� zobrazenie �g je bijekt¡vne { k nemu inverzn�m zobrazen¡m
je ��1g = �g�1 . Uk �eme, �e je to tie� homomor�zmus. Pre �ubovo�n� x; y 2 G plat¡

�g(xy) = g(xy)g�1 =
�
gxg�1

��
gyg�1

�
= �g(x)�g(y):

(b) Treba overi� rovnos� �gh = �g � �h pre v¨etky g; h 2 G. Zvo�me x 2 G a
po�¡tajme

�gh(x) = (gh)x(gh)�1 = g
�
hxh�1

�
g�1 = �g(�h(x)) = (�g � �h)(x):

Automor�zmy grupy G, ktor� maj£ tvar �g pre nejak� g 2 G, naz�vame jej vn£-
torn�mi automor�zmami. Podgrupu Im� � AutG zna�¡me InG a naz�vame grupou
vn£torn�ch (intern�ch) automor�zmov grupy G.

Akciu grupy G na mno�ine G konjug ciou budeme zna�i� (g; x) 7! gxg�1; v pred-
ch dzaj£com paragrafe zaveden� ozna�enie (g; x) 7! gx by v tomto pr¡pade zrejme
viedlo k nedorozumeniam.

Orbitou prvku x 2 G v tejto akcii je mno�ina fgxg�1; g 2 Gg; prvky x; y 2 G
sa naz�vaj£ konjugovan�, ozna�enie x �G y, ak existuje g 2 G tak�, �e y = gxg�1,
t. j. ak le�ia v tej istej orbite. Zrejme rel cia konjugovanosti �G je ekvivalencia na
mno�ine G. Orbit lny rozklad tvor¡ faktorov  mno�ina G=�G, pr¡slu¨n� orbity sa
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naz�vaj£ triedy konjug cie. V�slovne upozor¤ujeme, �e (s v�nimkou komutat¡vnych
gr£p) ekvivalencia konjugovanosti �G nie je kongruencia na grupe G.

Stabiliz torom prvku x 2 G v akcii konjug ciou je podgrupa

CG(x) = C(x) = fg 2 G; gxg�1 = xg = fg 2 G; gx = xgg

grupy G, naz�van  centraliz tor prvku x; zrejme pre g 2 G plat¡ g 2 C(x) pr ve
vtedy, ke� gx = xg, t. j. g komutuje s x. Podobne, mno�inou pevn�ch bodov prvku
g 2 G je op�� centraliz tor

CG(g) = C(g) = fx 2 G; gxg�1 = xg = fx 2 G; gx = xgg:

Jadrom reprezent cie � : G! AutG je mno�ina

C(G) = fg 2 G; �g = idGg = fg 2 G; (8x 2 G)(gx = xg)g

naz�van  centrum grupy G, pozost vaj£ca zo v¨etk�ch prvkov grupy G, ktor� komu-
tuj£ s ka�d�m jej prvkom. Zrejme C(G) je abelovsk  grupa a G je abelovsk  pr ve
vtedy, ke� C(G) = G. Z vety 23.5.3 a vety 23.5.4 o homomor�zme okam�ite vypl�va

24.3.3. Veta. Centrum C(G) grupy G je jej norm lna podgrupa a faktorov  grupa
G=C(G) je izomorfn  s grupou InG vn£torn�ch automor�mov grupy G; symbolicky
C(G) C G a G=C(G) �= InG.

Centrum hodne vypoved  o ¨trukt£re p�vodnej grupy. Ako jednoduch£ uk �ku
uv dzame nasleduj£ci z�aleka nie o�ividn� v�sledok.

24.3.4. Veta. Nech G je �ubovo�n  grupa. Ak faktorov  grupa G=C(G) je cyklick ,
tak G je komutat¡vna.

D�kaz. Ozna�me C = C(G) a predpokladajme, �e G=C je cyklick  r du r, s gener -
torom Ca, kde a 2 G. Potom mno�ina C [ fag generuje cel£ grupu G. Pre �ubovo�n�
prvok x 2 G toti� existuje 0 � k < r tak�, �e Cx = (Ca)k = Cak. Preto x 2 Cak,
teda x = cak 2 hC [ fagi pre nejak� c 2 C. Uk �eme, �e i samotn  grupa G je
komutat¡vna. �ubovo�n� x; y 2 G mo�no nap¡sa� v tvare x = cak, y = dal pre vhodn�
c; d 2 C, 0 � k; l < r. V d�sledku toho plat¡ xy = cak � dal = dal � cak = yx.

Prvok x 2 C(G) je konjugovan� len s m so sebou, t. j. jeho orbitou je jednoprvkov 
mno�ina fxg, preto pre ka�d£ transverz lnu mno�inu T plat¡C(G) � T . Ak x =2 C(G),
tak jeho orbita obsahuje aspo¤ dva prvky. Centraliz tor prvku x 2 C(G) je cel  grupa,
t. j. C(x) = G; pre x =2 C(G) je C(x) vlastn  podgrupa grupy G.

�peci�k ciou viet 24.2.1 a 24.2.2 na akciu konjug ciou dost vame nasleduj£ce dve
vety { rovnos� v prvej z nich sa op�� naz�va rovnos� tried, druh  je zvl ¨tnym pr¡-
padom Burnsideovej lemy.

24.3.5. Veta. Nech G je kone�n  grupa. Potom po�et prvkov grupy G konjugova-
n�ch s prvkom x 2 G sa rovn  indexu [G : C(x)] jeho centraliz tora. Ak T � G je
transverz lna mno�ina vzh�adom na akciu konjug ciou, tak C(G) � T a plat¡

#G =
X

x2T

[G : C(x)] = #C(G) +
X

x2TrC(G)

[G : C(x)]:
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24.3.6. Veta. Nech G je kone�n  grupa. Potom po�et tried konjug cie v grupe G je

#(G=�G) =
1

#G

X

g2G

#C(g) = #C(G) +
1

#G

X

g2GrC(G)

#C(g)

a po�et netrivi lnych (t. j. aspo¤ dvojprvkov�ch) tried konjug cie v G je

#(G=�G)�#C(G) =
1

#G

X

g2GrC(G)

#C(g):

Rovnos� tried ma cel� rad zauj¡mav�ch d�sledkov. Jedn�m z nich je Cauchyho veta,
ktor  je obr ten¡m Lagrangeovej vety pre prvo�¡seln� delitele r du kone�nej grupy.

24.3.7. Veta. Nech G je kone�n  grupa a p je prvo�¡slo, ktor� del¡ jej r d. Potom G
m  podgrupu r du p.

D�kaz. Najprv budeme predpoklada�, �e G = fx1; : : : ; xng je komutat¡vna r du n,
pri�om prvok xi m  r d ri. V�aka komutat¡vnostiG �ahko nahliadneme, �e priraden¡m
(k1; : : : ; kn) 7! xk11 : : :xknn je de�novan� surjekt¡vny homomor�zmus gr£p

' : Zr1 � : : :�Zrn ! G:

Pod�a vety o homomor�zme je G �= (Zr1 � : : :�Zrn)=Ker' a z Lagrangeovej vety
vypl�va, �e r d n grupy G del¡ r d r1 : : : rn grupyZr1� : : :�Zrn. Potom aj prvo�¡slo
p del¡ r1 : : : rn, preto mus¡ deli� niektor� z �inite�ov ri. Ozna�me k = ri=p. Prvok
y = xki 2 hxii � G m  zrejme r d p, teda hyi � G je cyklick  podgrupa r du p.

Predpokladajme teraz, �e G je kone�n  grupa s najmen¨¡m mo�n�m r dom, ktor�
je delite�n� �¡slom p, ale G nem  podgrupu r du p. Potom G nie je komutat¡vna,
tak�e centrum C = C(G) je jej vlastn  komutat¡vna podgrupa a z prvej �asti d�kazu
vypl�va, �e p nem��e deli� ani r d centra C. Pod�a rovnosti tried z vety 24.3.5 plat¡

#G = #C +
X

x2TrC

[G : C(x)];

kde T � G je nejak  transverz lna mno�ina vzh�adom na akciu konjug ciou grupy G
na sebe samej. Keby p nedelilo r d �iadneho z centraliz torov C(x), x 2 T rC, delilo
by v¨etky ich indexy [G : C(x)]; potom by v¨ak muselo deli� aj r d #C, �o je spor.
Preto p del¡ r d C(x) pre nejak� x =2 C, �o je vlastn  podgrupa grupy G. Z minimality
r du G vypl�va, �e C(x), a t�m aj G, obsahuje pogrupu r du p, �o je op�� spor.

Pre kone�n� abelovsk� grupy je mo�n� £pln� obr tenie Lagrangeovej vety.

24.3.8. Veta. Nech G je kone�n  abelovsk  grupa a d je prirodzen� �¡slo, ktor� del¡
jej r d. Potom G m  podgrupu r du d.

D�kaz. Ak d je prvo�¡slo, tak potrebn� z ver vypl�va z predch dzaj£cej vety. Pred-
pokladajme, �e d je najmen¨ie prirodzen� �¡slo, pre ktor� existuje kone�n  abelovsk 
grupa s r dom delite�n�m �¡slom d, no bez podgrupy r du d. Potom d = pm pre nejak�
prvo�¡slo p a prirodzen� �¡slo m > 1. Nech G je spom¡nan  grupa. Ke��e m < d tie�
del¡ r d grupy G, t to m  podgrupu S r du m. Faktorov  grupa G=S m  r d delite�n�
�¡slom p, teda aj podgrupu H r du p. Potom v¨ak ��1S (H) je podgrupa grupy G r du
pm = d, �o je spor. (Pripom¡name, �e �S : G! G=S ozna�uje prirodzen£ projekciu.)

Aj nasleduj£ci v�sledok je jednoduch�m d�sledkom rovnosti tried. Ide o slab¨iu
verziu v�sledku dok zan�ho Burnsidom.
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24.3.9. Veta. Nech r d grupy G je kladnou mocninou prvo�¡sla p. Potom G m 
netrivi lne centrum.

D�kaz. Nech T � G je transverz lna mno�ina vzh�adom na akciu konjug ciou. Pre
ka�d� x 2 T r C(G) je centraliz tor C(x) vlastnou podgrupou grupy G, teda jeho
index [G : C(x)] je delite�n� �¡slom p. Potom v¨ak aj r d centra

#C(G) = #G�
X

x2TrC(G)

[G : C(x)]

je delite�n� �¡slom p.

24.3.10. D�sledok. Nech G je grupa r du p2, kde p prvo�¡slo. Potom G je komu-
tat¡vna.

D�kaz. Pod�a predo¨lej vety G m  netrivi lne centrum; toto m��e ma� len p alebo
p2 prvkov. Prv� pr¡pad v¨ak nem��e nasta�, lebo potom by faktorov  grupa G=C(G)
bola r du p, teda cyklick . Pod�a vety 24.3.4 by G bola komutat¡vna, �i�e C(G) = G.

24.4. Polopriamy s£�in gr£p

Reprezent cie jednej grupy automor�zmami inej grupy umo�¤uj£ zauj¡mav� zov¨e-
obecnenie kon¨trukcie priameho s£�inu gr£p. Zatia� �o priamy s£�in abelovsk�ch gr£p
je abelovsk  grupa, pomocou tzv. polopriameho s£�inu mo�no i z abelovsk�ch gr£p
vytvori� grupy neabelovsk�. Naopak, rozkladom nejakej grupy na polopriamy s£�in
v istom zmysle jednoduch¨¡ch gr£p mo�no z¡ska� hlb¨¡ vh�ad do jej ¨trukt£ry.

Nech G a X s£ grupy a � : G ! AutX je homomor�zmus gr£p, teda vlastne
reprezent cia grupy G v mno�ineX automor�zmami grupy X. Polopriamym s£�inom
gr£p G a X vzh�adom na reprezent ciu � naz�vame mno�inu G � X s bin rnou
oper ciou de�novanou predpisom

(g; x) � (h; y) = (gh; x�g(y))

pre g; h 2 G, x; y 2 X. Polopriamy s£�in gr£p G, X budeme zna�i� Gn�X, pr¡padne
len GnX, ak reprezent cia � bude zrejm  z kontextu.

24.4.1. Veta. Nech (G; �; e) a (X; �; ") s£ grupy � : G ! AutX je reprezent cia
grupy G. Potom polopriamy s£�in Gn� X gr£p G a X je grupa.

D�kaz. Na z klade de�n¡cie oper cie na polopriamom s£�ine G n� X a vlastnost¡
homomor�zmov pre �ubovo�n� (g; x); (h; y); (f; z) 2 G�X plat¡

(g; x) �
�
(h; y) � (f; z)

�
= (g; x) � (hf; y �h(z)) =

�
g(hf); x �g(y �h(z))

�

=
�
(gh)f; x�g(y)�gh(z)

�
= (gh; x�g(y)) � (f; z)

=
�
(g; x) � (h; y)

�
� (f; z);

(e; ") � (g; x) = (eg; " �e(x)) = (g; x)

= (ge; x�g(")) = (g; x) � (e; ");

(g; x) �
�
g�1; �g�1

�
x�1

��
=
�
gg�1; x �gg�1

�
x�1

��
=
�
e; xx�1

�
= (e; ")

=
�
g�1g; �g�1(x)�1�g�1 (x)

�
=
�
g�1; �g�1(x)�1

�
� (g; x):
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To znamen , �e pr¡slu¨n  bin rna oper cia je asociat¡vna, jej neutr lnym prvkom je
(e; ") a inverzn�m prvok k prvku (g; x) je

(g; x)�1 =
�
g�1; �g�1

�
x�1

��
=
�
g�1; �g�1(x)�1

�
;

teda Gn� X je grupa.

Ak � : G! AutX je trivi lny automor�zmus, �i�e �g = idX pre v¨etky g 2 G, tak
uveden  de�n¡cia oper cie na mno�ine G�X nadob£da tvar (g; x) � (h; y) = (gh; xy),
teda polopriamy s£�in Gn� X spl�va s priamym s£�inom G�X gr£p G, X.

In� d�le�it� ¨peci lny pr¡pad polopriameho s£�inu dostaneme tak, �e za grupu G
vezmeme priamo grupu AutX v¨etk�ch automor�zmov grupy X a za homomor�z-
mus � identick� zobrazenie idG : G ! AutX. Pr¡slu¨n� polopriamy s£�in zna�¡me
AutX n X = Hol(X) a naz�vame holomorf grupy X. Bli�¨¡ poh�ad na holomorf
n jde �itate� v cvi�eniach. Trochu v¨eobecnej¨ie mo�no za G vzia� ak£ko�vek pod-
grupu grupy automor�zmov AutX. N sobenie v takomto polopriamom s£�ine GnX
je dan� formulou

(g; x) � (h; y) = (g � h; xg(y)):

Kone�ne tret¡ ¨peci lny pr¡pad mo�no dosta� ako polopriamy s£�in grupy G samej
so sebou vzh�adom na reprezent ciu konjug ciou � : G ! AutG. I t to kon¨trukcia
funguje za trochu v¨eobecnej¨¡ch podmienok. Ak H a N s£ podgrupy grupy G, pri�om
N C G (dokonca sta�¡, aby platilo hxh�1 2 N pre v¨etky h 2 H, x 2 N ), tak H m 
reprezent ciu � : H ! AutN konjug ciou na grupe N . N sobenie na polopriamom
s£�ine H nN = H n� N je dan� predpisom

(g; x) � (h; y) =
�
gh; xgyg�1

�
;

pre g; h 2 H, x; y 2 N . Pre tento polopriamy s£�in nezav dzame osobitn� n zov pr ve
preto, �e { ako hne� uvid¡me { ide svojim sp�sobom o pr¡pad typick�.

Podobne ako v pr¡pade priameho s£�inu, aj v s£vislosti s polopriamym s£�inom
prirodzene vznik  ot zka rozlo�ite�nosti danej grupy na polopriamys£�in netriv lnych,
v istom zmysle jednoduch¨¡ch faktorov. Tieto, ak existuj£, mo�no op�� n js� medzi
jej vhodn�mi podgrupami.

�ahko mo�no overi�, �e s ka�d�m polopriamym s£�inom G n� X gr£p (G; �; e),
(X; �; ") s£ zviazan� tri grupov� homomor�zmy

X Gn� X G,
� �



dan� predpismi

�(x) = (e; x); �(g; x) = g; (g) = (g; ");

pre g 2 G, x 2 X. Pritom � je injekt¡vny, � je surjekt¡vny a plat¡ Im � = Ker �, teda

X
�
� GnX

�
� G je kr tka exaktn  postupnos�. Taktie�  : G! GnX je injekt¡vny

a sp�¤a podmienku �� = idG. Podot�kame, �e ani jedno z pon£kaj£cich sa zobrazen¡
(g; x) 7! x resp. (g; x) 7! �g(x) vo v¨eobecnosti nie je homomor�zmom Gn�X ! X.



10 PAVOL ZLATO�: LINE�RNA ALGEBRA A GEOMETRIA

V polopriamom s£�ine Gn� X sme tak identi�kovali dve podgrupy

H = Im = f(g; "); g 2 Gg �= G;

N = Im � = Ker � = f(e; x); x 2 Xg �= X

tak�, �e N C Gn�X a H \N = f(e; ")g. Navy¨e ka�d� prvok (g; x) 2 GnX mo�no
p¡sa� v tvare (g; x) = (e; x) � (g; ") 2 NH, ako aj (g; x) = (g; ") � (e; �g�1(x)) 2 HN ,
teda G = NH = HN . Ukazuje sa, �e pr¡tomnos� tak�chto podgr£p v danej grupe u�
zabezpe�uje jej rozklad na ich polopriamy s£�in.

24.4.2. Veta. Nech (G; �; e) je grupa a H, N s£ jej podgrupy tak�, �e N C G,
H \ N = feg a G = NH. Potom G je izomorfn  s polopriamym s£�inom H n� N
gr£p H, N vzh�adom na reprezent ciu konjug ciou � : H ! AutN .

D�kaz. Uk �eme, �e zobrazenie '(g; x) = xg je homomor�zmus gr£p ' : HnN ! G.
Pre g; h 2 H, x; y 2 N jednoduch�m v�po�tom dost vame

'
�
(g; x) � (h; y)

�
= '(gh; xgyg�1) = (xgyg�1)(gh) = (xg)(yh) = '(g; x)'(h; y):

Ke��e H \ N = feg, z tvrdenia 23.6.2(b) vypl�va, �e ' je injekcia. Surjekt¡vnos� '
je d�sledkom rovnost¡ Im' = NH = G. Teda G �= H n N .

24.4.3. Pr¡klad. Nech m, n s£ prirodzen� �¡sla. Ke��e Zn �=


x j xn

�
, ka�d� endo-

mor�zmus ' :Zn!Zn je jednozna�ne ur�en� jedin�m prvkom k 2Zn, toti� obrazom
k = '(1) gener tora 1 2Zn. Pre b 2Zn potom plat¡ '(b) = kb. Samostatne si rozmys-
lite, �e ' 2 AutZn pr ve vtedy, ke� k = '(1) je nes£delite�n� s n. Podobne, z d�vodu
Zm

�=


x j xm

�
je ka�d� homomor�zmus � :Zm ! AutZn jednozna�ne ur�en� jedi-

n�m automor�zmom ' grupy Zn, toti� obrazom ' = �1 gener tora 1 2 Zm, ktor�
v¨ak mus¡ vyhovova� podmienke 'm = idZn (pozri vetu 23.7.3). V kone�nom d�sledku
je tak ka�d� homomor�zmus � : Zm ! AutZn jednozna�ne ur�en� jedin�m prvkom
k = �1(1) 2 Zn, ktor� je nes£delite�n� s n a vyhovuje podmienke km �n 1. Potom
pre a 2Zm, b 2Zn plat¡ �a(b) = kab.

Nech teda � :Zm ! AutZn je reprezent cia grupy Zm automor�zmami grupy Zn
a k = �1(1). Polopriamy s£�inZmn�Zn budeme zna�i�ZmnkZn. Oper cia v grupe
ZmnkZn je dan  formulou

(a; b) � (c; d) = (a + c; b+ kad);

pre a; c 2 Zm, b; d 2 Zn. Pri porovnan¡ s pr¡kladom 23.7.4 vid¡me, �e priraden¡m
(a; b) 7! ybxa je de�novan� homomor�zmus gr£pZmnkZn! F k

mn. �itate� by si mal
samostatne premyslie�, �e ide dokonca o izomor�zmus. Teda

ZmnkZn
�= F k

mn =


x; y j xm = yn = e; xyx�1 = yk

�
;

�¡m sme metacyklick� grupy predstavili v tvare polopriamych s£�inov cyklick�ch gr£p.
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24.5. �trukt£ra gr£p jednoduch�ch r dov

Ako nazna�uje na¨e doteraj¨ie kr tke zozn menie so svetom gr£p, ¨trukt£ra kone�-
nej grupy do zna�nej miery z vis¡ od jej r du, presnej¨ie od ¨trukt£ry delite�ov tohto
�¡sla. Jednako r d grupy (okrem ist�ch singul rnych pr¡padov) ani z�aleka neur�uje jej
¨trukt£ru jednozna�ne. �trukt£rou delite�ov r du grupy je v¨ak dan� ak�si predbe�n�
rozvrh mo�nost¡, ktor� u gr£p dan�ho r du v�bec prich dzaj£ do £vahy. Naopak, ak je
¨trukt£ra delite�ov niektor�ho prirodzen�ho �¡sla dostato�ne jednoduch , umo�¤uje to
pop¡sa� ¨trukt£ru v¨etk�ch gr£p dan�ho r du.

Pomocou doteraz dok zan�ch v�sledkov sme schopn¡ jednozna�ne a� na izomor�z-
mus pop¡sa� v¨etky grupy r dov p, p2 a pq, kde p, q s£ r�zne prvo�¡sla. Sk£sme si
najprv zosumarizova� to m lo, �o u� vieme:

1. Ka�d  grupa G r du p je cyklick , teda izomorfn  s adit¡vnou grupou Zp.
2. Ka�d  grupa G r du p2 je pod�a d�sledku 24.3.10 komutat¡vna. Ak obsahuje

prvok r du p2, tak je cyklick , teda izomorfn  s grupouZp2. V opa�nom pr¡pade
mus¡ obsahova� aspo¤ dva prvky a, b r du p tak�, �e b =2 hai. �ahko mo�no
overi�, �e potom hai \ hbi = feg a haihbi = G (sk£ste sami). Z tvrdenia 23.6.2
tak vypl�va izomor�zmus gr£p G �= hai � hbi �=Zp�Zp.

�trukt£ru v¨etk�ch gr£p r du pq popisuje nasleduj£ca veta.

24.5.1. Veta. Nech p < q s£ dve prvo�¡sla. Potom
(a) ka�d  komutat¡vna grupa r du pq je cyklick , teda izomorfn  s grupou Zpq;
(b) nekomutat¡vna grupa r du pq existuje pr ve vtedy, ke� p del¡ q � 1, a v tom

pr¡pade je izomorfn  s metacyklickou grupou F k
pq , kde k 2Z

?
q je prvok r du p.

D�kaz. Nech G je grupa r du pq. Pod�a Cauchyho vety G obsahuje podgrupu A r du
p aj podgrupu B r du q. Obe s£ zrejme cyklick�, teda A = hai, B = hbi pre nejak�
prvky a; b 2 G r dov p resp. q. Ke��e r d podgrupy A\B mus¡ deli� r d ka�dej z gr£p
A, B, nevyhnutne A \ B = feg. Pod�a tvrdenia 23.6.2(b) je predpisom (x; y) 7! yx
de�novan� injekt¡vne zobrazenie A � B ! G. Ke��e obe mno�iny A � B aj G maj£
zhodne pq prvkov, je to dokonca bijekcia, teda G = BA.

Podobn�m sp�sobom uk �eme, �e B je norm lna podgrupa v G. Keby pre niektor�
g 2 G platilo gBg�1 6= B, podgrupa B \ gBg�1 by bola trivi lna, teda predpisom
(x; y) 7! xy by bolo de�novan� prost� zobrazenie B � gBg�1 ! G. Ale mno�ina
B � gBg�1 m  q2 k�m mno�ina G len pq prvkov, �o je spor, teda B C G.

Pod�a vety 24.4.2 grupa G je izomorfn  s polopriamym s£�inom An B vzh�adom
na reprezent ciu konjug ciou � : A! AutB grupy A automor�zmami grupy B. Nech
�a(b) = aba�1 = bk, kde k 2 Z?q. Z £vah vykonan�ch v pr¡kladoch 23.7.4{5 a 24.4.3
je jasn�, �e G je izomorfn  s metacyklickou grupou F k

pq.
Ak k = 1, tak gener tory a, b komutuj£, teda i G je komutat¡vna a pod�a tvrdenia

23.6.2 izomorfn  s priamym s£�inom svojich cyklick�ch podgr£p A �= Zp, B �= Zq.
Z tvrdenia 23.6.4 potom vypl�va, �e G �=Zpq je cyklick  grupa.

Ak k 6= 1, tak k je prvok r du p multiplikat¡vnej grupy Z?q po�a Zq. Ke��e Z?q
m  r d q � 1, tak�to k existuje vtedy a len vtedy, ke� p del¡ q � 1. Navy¨e, ako sme
dok zali v pr¡klade 23.7.5, metacyklick  grupa F k

pq
�= G je nez visle na k 6= 1 ur�en 

jednozna�ne a� na izomor�zmus.


