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Zakladni pojmy

Jadrova funkce

Necht v, k jsou celd nezaporna Cisla takovad, ze plati 0 <v <k —2, v
a k maji stejnou paritu. Funkci K € Lip|—1,1], nosi¢(K) = [—1, 1],
spliujici podminky

()  K(-1)=K(1)=0

1 (0, 0< i<k jtv
(47) [T K(z)de =< (=1)*v!, j=v
B L B A0, G=F,
nazyvame jadrem Fadu (v, k) a tfidu vSech takovych jader znadime S, .

& %
g ks
. 8 o
28.2.2008, Brno 2 &

-1



Zakladni pojmy
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Tabulka jader

Jadro (na [—1,1])

|
K072(£U) = %(1 — 332)

K()72 xr) = %_6(1 — 5132)2
K()72 ) — %(1 — 332)3
5 ( )
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Zakladni pojmy
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Jadra tiidy Sox, k = 2,4,6,8,10,12.
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Zakladni pojmy

Epanecnikovo jadro
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Jadra t¥idy Sy»

Kvarticke jadro
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Jadrové odhady 3-1

Jadrové odhady hustoty a distribucni funkce
Necht X1,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni s prislusnou hustotou

f, resp. distribuéni funkci F'. Pfedpoklddejme f € C? pro K € Sps.

e Jadrovy odhad hustoty
fh K ( Z K (

e Jadrovy odhad distribuc¢ni funkce

Fh e (z Zw(x_ ) W(x)iK(t)dt

kde K € So 2, K( ) >0 na [—1,1] a parametr h > 0 je tzv. sitka

(h h( ) lim h — 07 lim nh — OO) gERUMIV,qr
n— 00 n— 00 S5 RST 4
5%, O
%, 8 df
&) Vs
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Jadrové odhady

Optimalni Sirka okna pro F} g
e kritérium kvality odhadu je MISE (Mean Integrated Square Error)

MISE(E} x) — E / (Fy e (2) — F(x))2da

e hlavni ¢len MISE (Bowman, A., Hall, P., Prvan, T. [2])

~ 1
MISE(F), ) = — /F(a:)(l _F@))dr — @B+ ght
n N—~
N S v 5~
W(ﬁh,K) bias™ (Fh k)
1
2

0= [ W@ W) >0, =" [(FO@) .

—1
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Hranic¢ni efekty

Hranicni efekty
Predpoklady:

e hustota f ma nosi¢ [0,00), tj. X; >0, i =1,.

. £(0)#0

)
e distribu¢ni funkce F' ma také nosi¢ [0, o)

Hranicni efekty vznikaji pfi odhadech v bodech ,,blizko” levé hranice,
tj. pro x € [0, h.

V dalsim budeme psat
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Hrani¢ni efekty 4.2

X ~ Ezp(1) — odhad hustoty f (n =100, hl , o, = 0.786)
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Hranic¢ni efekty 4-3

X ~ Ezp(1) — odhad hustoty f (n =100, hl , o, = 0.786)
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Hranic¢ni efekty

4-4
X ~ Exp(1) - odhad distrib. funkce F' (n =100, h[, o, = 0.8479)
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Hranic¢ni efekty 4-5

X ~ Exp(1) - odhad distrib. funkce F' (n =100, h[, o, = 0.8479)
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Hranic¢ni efekty 4-6

X ~ Rs(0,2) — odhad hustoty f (n =100, A, , , = 0.8304)
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Hranic¢ni efekty 4-7

X ~ Rs(0,2) — odhad hustoty f (n =100, A, , , = 0.8304)
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Hranic¢ni efekty 4-8

X ~ Rs(0,2) - odhad distrib. funkce F (n = 100, AL, ,, = 0.9163)
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Hranic¢ni efekty 4-9

X ~ Rs(0,2) - odhad distrib. funkce F (n = 100, AL, ,, = 0.9163)
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Hrani¢ni efekty e

Vychyleni odhadu Fj, i (z) v bodé x = ch,

e ,blizko" hranice (0 < ¢ < 1):

B(F k(@) = F() = hf(0) [ W(oy
L h2p () §+6/W(t)dt— /tW(t)dt

e ,uvnitf* (¢ > 1):

B(Fhxc(2)) = Fla) = 5 fO(0) [ W (2)dt + o1

Q )
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) P
28.2.2008, Brno k Q




4-11

Hranic¢ni efekty

A4

Reseni problemu
e hranicni jadra
e pseudo-data
e transformace dat
e zrcadleni

53

1=1

Fhx(z) =

e kombinace vyse uvedenych
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Navrhovany odhad 5-1

Navrhovany odhad

,Zobecnéna” metoda zrcadleni (pro hustoty — viz [5])

() w ()

1=1

g1 = g2 = ﬁh,K(O) =0
Polozme g := g1 = ¢g»
Predpoklady pro funkci g:

e g je spojitd, nezdpornd rostouci funkce na [0, o)

o ¢! existuje

e 9(0)=0
e g(0)=1
o ¢l i =2 3 existuji a jsou spojité na [0, 00). T,
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Navrhovany odhad 5-2

Vychyleni odhadu ﬁh,K(aﬁ) vbodé x =ch,|0<c<1

B(Fh,x(2)) ~ F(2) = 12 { fD(0)[c*/2 + 2¢Iy — ]

—f(()) [(32 + 2¢ly — 12]}
+oeh® [ FP0)8 — o (0)[FD(0) ~ £(0)g)(0))%
X (36 + %) = F(0)97(0)(B + 2/3) }
+O(h*),

kde I} = ] W(t)dt, I, = [ tW(t)dt
—1 —c
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Navrhovany odhad

Vychyleni odhadu ﬁh,K(aﬁ) v bodé x = ch,

E(F(e)) — F(@) = 51 {10008 = 1017 0
+ 1ch3 { F2(0)8; — ¢2(0)

28.2.2008, Brno
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Navrhovany odhad

5-4
Z predchoziho volime
( 2 L 9el—1
5 Ci1—12
g(z)(O) . dq c22+2cf1—f2 , pro0<c<l1 A
— - C
d162+52 proc>1
( 2 2
d2 2362 L d2 3c (C +4611—212) pro O < c < 1
13 174(c242¢l1—13)2 =
g(3) (O) _ c?+3082 (C2 cli—17) (: Bc)
ds 216326 2 3c” B2
\ ¢ 2

1W, prOC>1
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Navrhovany odhad

Konstrukce funkce ¢(y)

Odhad dl, d2
O 1y _ s+ Inf(h1) —Inf(0)
dy = f(O) — (lnf(x))azzo ~dp = hy y hy

dy = (In f (), + i,
dy podobné, viz Karunamuni R.J., Alberts T. [5].

Odtud Cil, CZQ — zzl\c, B\C
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Navrhovany odhad 5-6

Odhady di, ds pro X ~ Exzp(1) (1000 simulaci, n = 100)
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Simulace

Priklady

e Pro vysledny jddrovy odhad pouzivdme Epanecnikovo jadro

3
Kop(z) = (1~ 2*) 11y,

kde I4 je indikdtor mnoziny A.

e Pro odhad optimalni $itky okna pouZivdme iteraéni metodu
popsanou v Horova |., Zelinka J. [4]
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Simulace

X ~ Exp(1) - odhad distrib. funkce F' (n =100, h[, o, = 0.8479)
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Simulace 6-3

X ~ Ezp(1) — odhad distrib. funkce F' (1000 simulaci, n = 100)
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Simulace 6-4

X ~ FExp(1l) — boxplot pro ASE (1000 simulaci, n = 100)
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Simulace
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Simulace
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Simulace

6-7
F(z)=(z— 1)+ 1; boxplot pro ASE (1000 simulaci, n = 100)
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Aplikace 7-1

ROC kfivky

e Uvazujeme 2 skupiny objektd Gy (negativni) a G; (pozitivni).

e ROC kfivka (Receiver Operating Characteristic) popisuje kvalitu
diagnostického testu, ktery rozdé€luje dané subjekty do skupin Gy a
G1 na zakladé hodnot spojité n.v. X (prediktoru), tj. subjekt je
klasifikovan jako prvek G; jestlize X > d, jinak jako prvek Gy pro
danou hodnotu d € R.

e ROC krivka je definovana jako pravdépodobnost nespravné
klasifikovanych objektd z Go (FFR) proti pravdépodobnosti
spravné klasifikovanych objekti z G; ( TFPR) pro véechny mozné
hodnoty d € R, tj. ROC je ddna [FPR, TPR].
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Aplikace 7-2

ROC
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Aplikace

7-

e Necht F{ a Fy jsou distribucni funkce rozdéleni X v Gy resp. G.
Pak

ROC(d) =1 — Fy(d), 1 — F1(d)], deR
e Jiny zapis ROC

R(p)=1-F(F;'(1—-p)), 0<p<Ll.
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Aplikace
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Aplikace 7-5

ROC simulace
Xo ~ Exzp(2), X1 ~ Gamma(3,2), ng = ny = 50
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Aplikace 7-6
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Aplikace -7
boxplot pro I.SE (1000 simulaci)
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Aplikace 7-8

Realna data

Pouziti (blize nespecifikované) scoringové funkce pro ohodnoceni

zakaznika.
Zajima nas, kteri zdkaznici budou schopni splacet svoji phjcku.

Testovaci mnozina: 327 zdkaznik( — 309 splatilo Gvér (skupina Gy),
18 neplatilo (skupina Gy).

Pouzijeme ROC krivku, abychom zhodnotili rozdéleni mezi zakazniky
s dobrou a se Spatnou schopnosti splacet.

Zajima nas, jestli nase scoringova funkce je dobry , prediktor”.
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Aplikace

7-9
Odhad hustot fo(z) (A1, ., =0.0032) a fi(z) (R!} ., =0.0153)
0 opt,0,2 — Y- 1 opt,0,2 — ¥
s hrani¢nimi efekty.
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Aplikace 7-10

Odhad hustot fo(z) (A} o0 = 0.0032) a fi(z) (), 0, = 0.0153)
BEZ hrani¢nich efektd.
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Aplikace

Odhad distribu¢nich funkei Fy(z) (ALY o, = 0.0068) a F}(z)
(hlp; 0.0 = 0.0286) s hrani¢nimi efekty.
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Aplikace

Odhad distribu¢nich funkei Fy(z) (ALY o, = 0.0068) a F}(z)
(hip 0.0 = 0.0286) BEZ hrani¢nich efekt.
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Aplikace

28.2.2008, Brno

7-13
Odhad ROC krivky
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Aplikace 7-14

Realna data |l

Pouziti mnozstvi isoenzymu CK-BB (creative kinase — BB)
naméfeného b&hem 24 hodin od poranéni hlavy pro predpovéd
nasledki tohoto poranéni.

Zajima nas, ktefi pacienti budou mit trvalé nasledky (resp. smrt) po
zranéni hlavy.

60 pacient(: 19 — dobré nebo plné uzdraveni, 41 — trvalé nasledky

nebo smrt.

Pouzijeme ROC krivku, abychom popsali kvalitu testu rozdéleni mezi
pacienty s trvalymi nasledky a bez nich.

Zajima nas, jestli CK-BB isoenzym je dobry ,,prediktor”.
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Aplikace

Odhad hustot fo(z) (A!Y, ., = 145.7135) a f1(x)

opt,0,
(hg;w,z = 253.6472) s hrani¢nimi efekty.
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Aplikace

Odhad hustot fo(z) (A}, o, = 145.7135) a fi(x)

(ﬁg;t7072 = 253.6472) BEZ hrani¢nich efekti.
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Aplikace

Odhad distribu¢nich funkei Fo(z) (ALY, o, = 158.6975) a Fi(x)

(ﬁfp1t7072 = 276.5697) s hrani¢nimi efekty.
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Aplikace 7-18

Odhad distribu¢nich funkei Fo(z) (ALY, o, = 158.6975) a Fi(x)
(hip 0.0 = 276.5697) BEZ hrani¢nich efekt.
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Aplikace
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7-19

Odhad ROC kiivky

0.3 -

0.2

0.1

LV

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

— pro hrani¢ni efekty, - - pro F -- pro F

RERUM A, >,

BST 4

- FAO
4%,

o
A0

X

N
WL

&S
<,
<
0

154 @%lvgg-

Mas ARy



LITERATURA 8-1

Literatura

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

28.2.2008, Brno

Azzalini, A.: A note on the estimation of a distribution function
and quantiles by a kernel method. Biometrika, 68, No 1, pp.
326328, 1981.

Bowman, A., Hall, P., Prvan, T.: Bandwidth selection for the
smoothing of distribution functions. Biometrika, 85, No 4, pp.
799-808, 1998.

Hardle, W.: Applied nonparametirc regression. Cambridge
University Press, 1991.

Horova, |., Zelinka, J.: Different approaches to ROC curve fitting
for a continuous diagnostic test. CSDA, submitted, 2007.

Karunamuni, R.J., Alberts T.: On boundary correction in kernel
density estimation. Statistical Methodology 2, pp. 191-212, 209%@
RO

C,
\\

<@
@)

4

4

E
IS » W

[§7 .
.
%N &
MASAR\(\(\Pﬂh

yIv)

A

NN -

X

/S|

LY

é&)




LITERATURA 8-2

[6] Lloyd, C.J., Zhou Yong: Kernel estimators of the ROC curve are
better than empirical. Statistics and Prob. Letters 44, pp.
221-228, 1999.

[7] Silverman, B.W.: Density estimation for statistics and Data
Analysis. Chapman and Hall, New York, 1986.

[8] Terrell, G. R.: The maximal smoothing principle in density
estimation. Journal of the American Statistical Association. Vol.
85, No. 410, pp. 440-447, 1990.

[9] Wand, I.P. and Jones, |.C.: Kernel smoothing. Chapman & Hall,
London, 1995.

28.2.2008, Brno



