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Multinomicke rozdéleni 1

Méjme urnu a v ni kulicky k rGznych barev. Necht pravdépodobnost vytazeni

kulicky i-té barvy jerovna p; i=1, 2, ..., k, pficCemz
(1) O<p<k p+..+p=1.

Za téchto podminek n-krat nezavisle na sobé vybereme (s vracenim) po
jedné kuli¢ce. Oznaéme X, pocet kulicek i-té barvy, které takto byly
vybrany. Je zrejme, ze sdruzene rozdéleni pravdepodobnosti nahodnych

veli€in X, ..., X, je dano vzorcem

n' X, X,
Py - Dy

(2) P(X,=x,,...,X,=x,)= ' '
xl.x,!

pro x,=0,1,...,n (i=12,..,k), x+..+x,=n

Rozdéleni dané vzorcem (2) se nazyva multinomické s parametry ., P, ---, D;
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Multinomické rozdeleni 2

* Pro multinomické rozdeéleni plati, ze vSechna jeho marginalni podminena
rozdeleni jsou opet multinomicka.

* VSechna jednorozmérna marginalni rozdéleni jsou binomicka. (X, ma
binomické rozdéleni s parametry na p, )

e EX,=np, varX,=np,(l-p,), 1<i<k,
COV(Xi,Xj)=—npl.pj, I<i#j<k

o Jestlize X=(X,,..., X,)"ma multinomické rozdéléni (2), pak nahodna
veliCina

k 2

X.—np.

(3) X2=Z < i pl)

i=1 npl

ma pii n— o asymptoticky rozdéleni X;_,
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Multinomicke rozdéleni 3

* Vzorec (3) Ize snadno upravit na tvar

k X2
X2: i
; np;

—n

ktery je vhodnéjsi pro vypocCet, avSak v praxi se dava prednost vzorci (3),
protoze je z ngj lepe videt jakou merou prispiva kazdy sCitanec k celkovemu
soudtu X

Brno, 20. biezna 2008



Test dobre shody pri znamych
parametrech 1

Predpokladejme, ze vysledky pozorovani byly usporadany do k trid
s Cetnostmi X, ..., X, (empirické Cetnosti)

Dale predpokladejme, ze teoretické modelove rozdéleni Cetnosti je
reprezentovano Cetnostmi np, (oCekavané Cetnosti)

Potom shodu mezi empirickym a teoretickym rozdelenim posuzujeme
pomoci testovaciho kriteria

2 : (Xi_npi>2
5 eyt

i=1

l

Tzv. Pearsonuv Chi-kvadrat test

Pro to aby se tato veliCina fidila asymproticky chi-kvadrat rozdelenim o k-1
stupni volnosti je zadouci aby n > &0.
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Test dobre shody pri znamych
parametrech 2

Dale je nutne, aby pro teoreticke Cetnosti platilo np.=5

Nevyhovuiji-li nekteré Cetnosti teto podmince, |ze dosahnout jejiho splneni
slouc¢enim nékolika sousednich tfid. Tim se snizi poCet stupriu volnosti,
nebot k je rovno poctu trid po slouceni.

Pokud pro hodnotu testovaci statistiky plati X2<Xi(k—1)

pak testovanou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti alpha.
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Chi-kvadrat test dobre shody — priklad
se zmrzlinou

* Retézec cukraren, ktery nabizi 4 druhy zmrzliny otevfel provozovnu v nové
lokalité. Ve stavajicich provozovnach retezce byla dosud struktura prodeje
podle druht zmrzliny nasledujici: vanilkova 62%, ¢okoladova 18%, jahodova
12%, pistaciova 8%. Po otevreni provozovny v novée lokalité mame zaznam
0 nasledujicim prodeji: vanilkova 120, cokoladova 40 jahodova 18,
pistaciova 22.

* \lyjadrete se pomoci statistickeho testu ke shodé Ci odliSnosti struktury
prodeje v noveé lokalité oproti dosavadnim prodejum retézce.
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Priklad se zmrzlinou - reseni

Pro ziskani oCekavanych Cetnosti u prodeje zmrzliny (pfi platnosti stavajici
struktury prodeje pro novou lokalitu) aplikujeme dosavadni strukturu prodeje
na celkové prodané mnozstvi v nové lokalite (kde je prodano celkem 200

kust zmrzliny):

Napr. u vanilkoveé: oCekavana Cetnost pri 200 prodanych kusech = 62% *
200 = 134 kusu

Tyto oCekavané Cetnosti konfrontujeme se skuteéné pozorovanymi (chi-
kvadrat test dobré shody), vypocCet testoveho kritéria:

2

=...=4,32

2:Zk: (Xi_npi)
i=1 np;

X

Brno, 20. biezna 2008



Priklad se zmrzlinou — reseni

Vypocet je naznacen v nasleduijici tabulce:

vanikova Cokoladova jahodova pistaciova 2
struktura prodeje 2% 18%  12% 8% 100%
NOVA Provozovna 120 40 18 2 A
0C.rl stejne strukture 12 30 2 6 200
chi-square: 013 044 150 205 432
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Priklad se zmrzlinou - reseni

* Spoctenou hodnotu testoveho kritéria porovname s prisluSnym kvantilem rozdéleni
w2 s (k-1), tedy se 3 stupni volnosti. Pro 5% hladinu vyznamnosti ptijde o kvantil
Xz(l-a)a tedy o kvantil X20,95 = 7,82

* Spoctena hodnota testoveho kritéria (4,32) nepiekracuje mez vymezujici kriticky
obor (7,82), nachdzi se v oboru pfijeti a na zvolene 5%ni hladiné vyznamnosti
hypotézu o shod¢ struktury prodeje nezamitame.
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Testy dobre shody pri neznamych
parametrech

* V praxi se Casto stava, ze pravdepodobnosti P, ---, Pr uvazovaného
multinomickeho rozdeleni zaviseji na nejakych neznamych parametrech

a,,...,a,.Vznika pak problem jak pozmenit testovaci kriterium, aby se hodilo
| na tento priklad.

* Nabizi se moznost tyto parametry odhadnout, odtud ziskat i odhady pro
pravdépodobnosti p;, -, pra do vzorce (3) pak dosadit tyto odhady.

 |Lze oCekavat, Ze pak rozdéleni chi-kvadtrat bude mit o tolik stupriu volnosti
méné, kolik parametrt jsme museli odhadovat.
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Testy dobre shody pri neznamych
parametrech

e Oznaéme a=(a,,...,a,)’ . Pfedpokladejme, Ze p,=pi(a),.... p,=p;(a) jsou
dostateCné hladké funkce proménné a . Protoze plati pro kazdé a

(4) p,(a)+..+P,(a)=1,
derivovanim dostaneme

ap1<a)+m_|_ apk(“)
Gaj ﬁaj

=0 j=1,2,...,m.

(5)

* Nyni vznika problém, jakym zpusobem pofidit odhady parametru a. Jedna
moznost spocCiva v tom, ze se za odhad vezme ta hodnota a, ktera pri
danych veli€inach X, ..., X, minimalizuje X" ve vzorci (3)

e Jedna se o jakousi analogii metody nejmensich &tvercll. Rikame, Ze jde o
odhad parametru a pofizeny metodou minimalniho X’
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Testy dobre shody pri neznamych
parametrech

* Po derivaci vzorce (3) dostaneme tuto soustavu rovnic

1@X2_Zk: Xi_npi<a)+[Xi_npi<a>]2 o p;(a)

— = =0, j=1,2,..,m.
20a; S| pila) 2np; (@) | Oa,

b

(6)

 Ukazuje se, ze vliv druhého Clenu v (6) pri velkém n neni prilis podstatny,
takze reseni soustavy rovnic

Zk: Xl.—l’lpl.(tl) ap,'(a)

=0, j=1,2,...,m,
i=1 pi(“) 651]

(7)

se priliS neliSi od feseni soustavy (6). Vzhledem k (5) Ize soustavu (7) upravit
na tvar

X, api(“)
(8) ;pi(a) Oa,

=0, j=12,..,m
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Testy dobre shody pri neznamych
parametrech

e Re3enim soustavy (8) je tzv. odhad parametru a modifikovanou metodou
minimalniho x’

e Véta: BudiZ dano k funkci p,(a),..., p,(a), kde a=(a,..,a,)’".
Predpokladejme, ze m<k—1. Necht pro vSechny body a nedegenerovaného
konecneho uzavreného intervalu A z R, plati:

1. p,(a)+..+p.(a)=1
2. Existuje takové ¢ > 0, 2e p;(a)>c pro i=12,.. k
3. Kazda funkce p;(a) ma spojité derivace

op.a)loa, a 82pi(a,)/8aj6as (7,s=1,2,...,m)
4. Matice (0 p,(a)l0a,) " ., m& hodnost m.

Necht a’ je vnitinim bodem A. Oznaéme p,=p.(a).
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Testy dobre shody pri neznamych
parametrech

Necht X=(X,,...,X,)" ma multinomické rozdéleni s parametry n, p} ..., p,.
Pak soustava rovnic (8) mé préavé jeden kofen a takovy, Ze a konverguje k a’

podle pravdépodobnosti pri n— %, Dosadime-Ili tento koren do vyrazu

X2=Zk: [Xi_npi<a)]2 ’
i=1 npi(a)
mé velidina X’ ptin— o asymptoticky rozdéleni chi-kvadrat s k — m - 1 stupni

volnosti.

Dukaz: napfiklad v Andélovi (Matematicka statistika)

 Tato véeta se pouziva hlavné k oveérovani typu rozdeléni a pri hodnoceni
kontigencnich tabulek.
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Oveérovani exponencialniho
rozdeleni

 Chceme overit, zda dany vybér pochazi z exponencialniho rozdeéleni s
hustotou

(9) f<x>=§e-x“ pro x>0,

kde A > 0 je neznamy parametr. Polozme b.=ih,i=0,1,...,k—1kdeh>0 je
vhodneé zvolena delka tridy. Necht 5, =«. Mame tridy

(10) <O,b1), <b1,b2>: e <bk—2’bk—l))<bk—1’oo>

jejichz ¢etnosti necht jsou X, ..., X; opét polozime X | +...+ X, =n.
* Pravdepodobnost, ze jednotka padne do /-te tridy, je rovna
(11) p=e""=e* i=1,2,.. k
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Oveérovani exponencialniho
rozdeleni
e Polozime-Ili e =0, mame

d p, - -
dilzé(bi—le bi_l/A_bie bi/A)) l=1929’k

* Rovnice (8) ma pak tvar

k ~b,_,/A —b,/A
e """=pH

1 b,_, i€
2 Z X, —b,_,JA _—bJA =0.
A" i=1 e —c

Odtud
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Oveérovani exponencialniho
rozdeleni

Dosazenim za b, dostaneme

i WX+ 20X+ (k=1) X,
WX +2hX,+ ... +khX , — hXk

Oznaéme
(12)  X=(hX,+2hX,+...+khX ,)/n.

Pak mame
oA nX —nh
nX—-hXx,’
Takze
nX—nh
1 A=—h/l = :
(13) hi nnX—th
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Oveérovani exponencialniho
rozdeleni

* Hodnotu Az (13) dosadime do (11) a vypocCteme

(14) x° Z '_"p’)

e V pfipadé X’=X;_,(«) zamitneme hypotézu o exponencialnim rozdéleni na
hladine, ktera je asymptoticky rovna «
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