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Osnova

• Testy dobré shody

• Test pomoćı výběrové šikmosti

• Test pomoćı výběrové špičatosti

• Posouzeńı normality graficky

• Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test

• Shapir̊uv-Wilk̊uv test
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Testy dobré shody

Necht’ X1, ..., Xn je náhodný výběr.

Testujeme hypotézu H0, že se jedná o výběr z N(µ, σ2)

• Vytvoř́ıme k ≥ 4 tř́ıd́ıćıch interval̊u (−∞, b1), [b1, b2), . . . , [bk−1,∞), které

označ́ıme Ji, i = 1, . . . , k. Pravděpodobnost pi, že daná veličina padne do

Ji je rovna:

pi =
∫
Ji
f (x)dx kde f (x) = 1√

2πσ
exp
[
−(x−µ)2

2σ2

]
• Parametry µ a σ odhadneme metodou minimálńıho χ2.

Po úpravě dostaneme soustavu:

µ =
1

n

k∑
i=1

Xi

pi

∫
Ji

xf (x)dx σ2 =
1

n

k∑
i=1

xi
pi

∫
Ji

(x− µ)2f (x)dx

Řešeńı označme µ̂ a σ̂
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Testy dobré shody

• Testovaćı statistika má tvar:

χ2 =

k∑
i=1

[Xi − npi(µ̂, σ̂)]2

npi(µ̂, σ̂)
(1)

• Pokud χ2 > χ2
k−3(α), zamı́tneme na hladině významnosti α hypotézu H0.

• Hodnota testovaćı statistiky je silně závislá na volbě tř́ıd́ıćıch interval̊u.

Nav́ıc při nesplněńı podmı́nky npi ≥ 5 je třeba některé intervaly slučovat,

což ovšem vede ke ztrátě informace.

• Test je silný pouze v př́ıpadě velkého počtu dat n ≥ 50.
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Výběrová šikmost a špičatost

Výběrová šikmost

a3 =
n
∑n

i=1(Xi −X)3

[
∑n

i=1(Xi −X)2]3
(2)

Výběrová špičatost

a4 =
n
∑n

i=1(Xi −X)4

[
∑n

i=1(Xi −X)2]2
(3)

Za předpokladu, že výběr pocháźı z normálńıho rozděleńı, má šikmost i špičatost

asymptoticky normálńı rozděleńı s parametry:

E(a3) = 0 D(a3) =
6(n− 2)

(n + 1)(n + 3)

E(a4) = 3− 6

(n + 1)
D(a4) =

24n(n− 2)(n− 3)

(n + 1)2(n + 3)(n + 5)
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Testováńı pomoćı výběrové šikmosti

• Testujeme nulovou hypotézu o normalitě výběru oproti alternativě, že výběr

pocháźı z nějakého nesymetrického rozděleńı.

• Protože šikmost normálńıho rozděleńı je rovna nule, měla by být veličina

a3 bĺızká této hodnotě.

• Testovaćı statistika má tvar:

K3 =
a3√
D(a3)

(4)

• Jestliže n ≥ 200, lze využ́ıt asymptotické normality. Pokud |K3| ≥ u(α2 ),

zamı́táme nulovou hypotézu.

• Tento test však vyjde nepr̊ukazně, pokud se data lǐśı od normality v něčem

jiném, než je šikmost.
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Testováńı pomoćı výběrové šikmosti

Vylepšený postup (D’Agostino)

b =
3(n2 + 27n− 70)(n + 1)(n + 3)

(n− 2)(n + 5)(n + 7)(n + 9)
W 2 =

√
2(b− 1)− 1

δ =
1√

lnW
a =

√
2

W 2 − 1

Z3 = δ ln
[K3

a
+

√(K3

a
+ 1
)]

Veličina Z3 má přibližně rozděleńı N(0, 1).

Pokud bude |Z3| ≥ u(α2 ), zamı́tneme nulovou hypotézu.

Tato aproximace může být použita už pro n > 8
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Testováńı pomoćı výběrové špičatosti

• Protože špičatost normálńıho rozděleńı je rovna 3, měla by být veličina a4

bĺızká této hodnotě.

• Testovaćı statistika má tvar:

K4 =
a4 − E(a4)√

D(a4)
(5)

• Jestliže n ≥ 500, lze využ́ıt asymptotické normality. Pokud |K4| ≥ u(α2 ),

zamı́táme nulovou hypotézu.

• Tento test však vyjde nepr̊ukazně, pokud se data lǐśı od normality v něčem

jiném, než je špičatost.
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Testováńı pomoćı výběrové špičatosti

Vylepšený postup (D’Agostino)

B =
6(n2 − 5n + 2)

(n + 7)(n + 9)

√
6(n + 3)(n + 5)

n(n− 2)(n− 3)
A = 6 +

8

B

( 2

B
+

√
1 +

4

B2

)

Z4 =

1− 2
9A − 3

√
1− 2

A

1+K4

√
2

A−4√
2

9A

Veličina Z4 má přibližně rozděleńı N(0, 1).

Pokud bude |Z4| ≥ u(α2 ), zamı́tneme nulovou hypotézu.

Tato aproximace může být použita už pro n ≥ 20
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Test kombinace šikmosti a špičatosti

• Tento test je založen na veličině K2
3 + K2

4 .

Hypotézu o normalitě zamı́táme, pokud K2
3 + K2

4 ≥ χ2
2(α).

Tento postup se ovšem doporučuje pouze pro výběry o rozsahu n > 200.

• Pro n ≥ 20 můžeme použ́ıt test založený na Z2
3 + Z2

4 .

Hypotézu o normalitě zamı́táme, pokud Z2
3 + Z2

4 ≥ χ2
2(α).
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Normal probability plot (N-P plot)

• N-P plot se konstruuje tak, že na vodorovnou osu nanáš́ıme uspořádané

hodnoty x(1) ≤ . . . ≤ x(n) a na svislou osu kvantili uαj
, kde

αj =
3j − 1

3n + 1

• Pokud jsou některé hodnoty stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pořad́ı od-

pov́ıdaj́ıćı dané skupině.

• Pocházej́ı-li data z normálńıho rozděleńı, pak budou všechny dvojice (xj, uαj
)

ležet na př́ımce.
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Quantile-Quantile plot (Q-Q plot)

• Pomoćı Q-Q plotu můžeme graficky posoudit, zda data pocházej́ı z nějakého

známého rozděleńı.

• Q-Q plot se konstruuje tak, že na svislou osu nanáš́ıme uspořádané hodnoty

x(1) ≤ . . . ≤ x(n) a na vodorovnou osu kvantili uαj
, kde

αj =
j − radj
n + nadj

nadj a radj jsou koriguj́ıćı faktory. Implicitně se klade nadj = 0, 25 a radj =

0, 375.

• Pokud jsou některé hodnoty stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pořad́ı od-

pov́ıdaj́ıćı dané skupině.

• Body (uαj
, xj) metodou nejmenš́ıch čtverc̊u prolož́ıme př́ımku. Č́ım méně

se body odchyluj́ı od této př́ımky, t́ım je lepš́ı soulad mezi empirickým a

normálńım rozděleńım.
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Probability-Probability plot (P-P plot)

• Spočteme standardizované hodnoty

z(j) =
x(j) −m

s
j = 1, 2, . . . , n.

kde m je aritmetický pr̊uměr hodnot x1, . . . , xn a s je jejich směrodatná

odchylka.

• Na vodorovnou osu vyneseme hodnoty teoretické distribučńı funkce Φ(z(j))

a na svislou osu hodnoty empirické distribučńı funkce F (z(j)) = 1
n.

• Pokud se body (Φ(z(j)), F (z(j))) řad́ı kolem hlavńı diagonály čtverce 〈0, 1〉×
〈0, 1〉, lze usuzovat na dobrou shodu empirického a teoretického rozložeńı.

• Pokud jsou některé hodnoty stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pořad́ı od-

pov́ıdaj́ıćı dané skupině.
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Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test (K-S test)

• K-S test testuje nulovou hypotézu H0 ř́ıkaj́ıćı, že výběr X1, . . . , Xn pocháźı

z rozděleńı s distribučńı funkćı Φ(x).

• Necht’ Fn(x) je výběrová distribučńı funkci.

• Testovaćı statistika: Dn = sup−∞<x<∞ |Fn(x)− Φ(x)|

• V př́ıpadě, že Dn ≥ Dn(α), zamı́tneme nulovou hypotézu na hladině

významnosti α, kde Dn(α) je tabelovaná kritická hodnota.

• Pro n ≥ 30 lze Dn(α) aproximovat výrazem

Dn(α) ≈
√

1

2n
ln

2

α

• Nulová hypotéza ovšem muśı specifikovat distribučńı funkci zcela přesně,

včetně všech jej́ıch př́ıpadných parametr̊u.
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Shapir̊uv-Wilk̊uv test normality (S-W test)

• S-W test testuje hypotézu, že náhodný výběrX1, . . . , Xn pocháźı z normálńıho

rozděleńı s parametry (µ, σ2).

• Test je založen na základě zjǐstěńı, zda body Q-Q grafu se významně odlǐsuj́ı

od regresńı př́ımky proložené těmito body.

• Použ́ıvá se předevš́ım pro n < 50.

• Testovaćı statistika má tvar:

W =
[
∑n

i=1 aix(i)]
2∑n

i=1(xi − x)

kde koeficienty ai byly speciálně odvozeny pro tento test a jsou tabelovány

(např. v ČSN 010225)
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