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Soustava n nelinearnich rovnic o n
neznamych
Jsou dany funkce f :R" - R/i=1......n

Hleddme X = ()(1 ,xn)T takové, Ze:

Vektorové muze psat F (X* ) =0



Iteracni metody

e Soustavu rovnic budeme fesit iteraCnimi metodami.
e Témito metodami vytvarime posloupnost iteraci {xk}
“ Kk *
takovou, Ze X — X ,K - o

 Budeme se zabyvat iteracnhimi metodami tvaru
Xt =G x k=0].......
kde Gk Rn — Rn

« U kazde iteracni metody nas bude zajimat kdy bude
konvergovat a jakou rychlosti bude konvergovat.



Rychlost konvergence |

. Oznaéme odchylku od fedeni v k — té iteraci jako h“ tj.

h*=x“-x
« Rekneme, Ze konvergence metody je p — Fadu, jestlize
hk+1
h -0 @ > - a,a>0
|

o Z praktického hlediska jsou dulezité v podstaté jen pripady
pro p = 1 (linearni konvergence), p = 2 (kvadraticka
konvergence, p = 3 (kubicka konvergence)



Rychlost konvergence Il

* Pro kazdou linearné konvergentni metodu existuje

konstanta @ >0 tak, ze

k 1”

‘th <@ neboli h**= OQ‘th)

* Obdobné pro metodu s kvadratickou konvergenci plati

|

L_l<a neboli h<= O(H““HZJ

I

e A podobné pro metodu s kubickou konvergenci



Rychlost konvergence Il

« Rada iteragnich metod, které nejsou kvadraticky
konvergentni konverguiji rychleji nez jak to zarucuje
linearni konvergence:

g

\
|

« O takovych metodach fikame, ze maji superlinearni
konvergenci

k+1

.0 neboli h*¥?= oQ‘th)




Paralelni metoda tétiv |

e Necht F:R"- R a méme danu pocatecni iteraci X’
Hledame iterace X, X,,.....- takové, Ze posloupnost téchto
iteraci konverguje k feSeni x

. PMT definujeme predpisem X' = x* — A_lF(Xk)
kde A je regularni matice.

* Nyni nas bude zajimat jak vhodné vybrat matici A

e Matice A musi byt regularni a metoda musi byt lokalné
konvergentni. Tzn. ze pokud pocatecni iterace je
dostatecné blizko k feSeni soustavy pak by mélo platit, ze

Xk —>X*,k—>00



Paralelni metoda tétiv Il

* Dostatecnou podminkou pro lokalni konvergenci PMT je
splnéni \
P o=pll - A*F(x))<1

Za predpokladu, ze F'(x*)existuje.

* Nejlepsim vybérem bude tedy matice, ktera se méni v
kazdé iteraci a pro posloupnost téchto matic A plati:

A = FY(x Jk - oo

» Pokud polozime A, =F'(x*) dostdvdme Newtonovu metodu



Newtonova metoda

* Posloupnost iteraci je vytvarena predpisem
XK= x* - F'(xk )_1F(xk)
* \ypocet iterace vyzaduje:
- Ohodnotime F (x*)
- FeSime systém rovnic F'(Xk)pk = —F(Xk)
- Polozime X =x*+ p"
* Pokud zvolime pod. iteraci dostatecné blizko k reSeni a
F'(x*) je regularni a lipschitzovsky spoijita, pak NM
konverguje kvadraticky.



Newtonova metoda I

* Vyhodou NM je rychla konvergence

* Nevyhodou je nutnost prehodnocovat jacobian v kazde

iteraci. DalSi nevyhodou je nutnost v kazdé iteraci resit
systém lin. rovnic.

 Na zakladé téchto nevyhod byly vyvinuty modifikace
NM, které zmirnuji nékterou z nevyhod, ale za cenu
pomalejSi konvergence.



Priklad

Budeme resit nasledujici soustavu

17
X, + X5 + X5 = "
2X,X, + 3%, X, + X, X, =4
113
2 4 yA 4 xh =
Xl 2 3 16

S pogateéni iteraci x° =(- 1,3,0517)
Jako kritérium pro ukonéeni zvolime HF(XkM <107



Newtonova metoda

x1 X2 x3 f(x1) f(x2) f(x3) x1-x* X2-X* X3-x*
-1,30 | 0,500000 | 1,700000 | 0.580000000 | 2.10537 3.042100000 -0,3000000 | -0,5000000 | 0,2000000
-1,13 0,83374 | 1,558772 0,15913592 | 0,580017 0,60872785 | -0,1332434 | -0,1662600 | 0,0587725
-1,044816 | 0,939000 | 1,515714 0,020753 | 0,113850 0,084576 | -0,0448162 | -0,0609995 | 0,0157144
-1,007394 | 0,989840 | 1,503169 0,004142 | 0,017495 0,017732 | -0,0073944 | -0,0101603 | 0,0031688
-1,000251 | 0,999641 | 1,500124 0,000156 | 0,000603 0,000745 | -0,0002509 | -0,0003595 | 0,0001244
-1,000000 | 1,000000 | 1,500000 0,000000 | 0,000001 0,000000 | -0,0000003 | -0,0000004 | 0,0000002




Modifikace NM

1. tzv. zjednoduSena Newtonova metoda, kde se
jacobian vyhodnocuje pouze v prvni iteraci, tedy

-1
WHL = gk F'(XO) F(Xk)
2. Diskretizovana newtonova metoda, kde se parcialni

derivace v jacobianu vyjadruji pomoci diferencnich podilu,
tedy prvek jacobianu 9 f,(x) vyjadfime jako

0 fi(X):Aij(X,h): fi(xl”"’xi +T]J'.’“"Xn)_ fi(x)

]
kde h. #0 jsou vhodné zvolené parametry. Plati, Ze

A (x,h) - 9, f,(x),h - 0




Modifikace NM

Matice A(x,h) s prvky 4 (x,h) je aproximaci jacobianu.

Tedy posloupnost iteraci diskretizovane NM je vyjadiena
predpisem

X" = K = A(x, h) ™ F (x¥)

3. Jacobian je prepoditavan po k krocich, pro k =2
dostaneme predpis

X< = X — F'(x" )ﬂF (x<)+F (Xk -F (xR (X ))‘



Zjednodusena NM

x1 X2 X3 f(x1) f(x2) f(x3) x1-x* X2-X* X3-X*
-1,300000 | 0,500000 [ 1,700000 | 0.580000000 2.10537 3.042100000 -0,300000 | -0,500000 | 0,200000
-1,133243 | 0,833740 | 1,558772 0,159136 | 0,580017 0,608728 | -0,133243 | -0,166260 | 0,058772
-1,093923 | 0,867375 | 1,532143 0,046472 | 0,283199 0,210770 | -0,093923 | -0,132625 | 0,032143
-1,066751 | 0,920380 | 1,523665 0,056610 | 0,216483 0,182648 | -0,066751 | -0,079620 | 0,023665
-1,052463 | 0,926632 | 1,516102 0,014890 | 0,124296 0,065854 | -0,052463 | -0,073368 | 0,016102
-1,039471 | 0,953385 | 1,513789 0,031000 | 0,114957 0,095412 | -0,039471 | -0,046615 | 0,013789
-1,032248 | 0,954522 | 1,509861 0,006326 | 0,067222 0,030098 | -0,032248 | -0,045478 | 0,009861

Celkem 48 iteraci k dosazeni pozadované presnosti




Modifikovana NM(3) pro k=2

x1 X2 x3 f(x1) f(x2) f(x3) x1-x* X2-X* X3-xX*
-1,300000 0,500000 1,700000 | 0.580000000 2.10537 3.042100000 -0,300000 -0,500000 0,200000
-1,093923 0,867375 1,532143 0,046472 0,283199 0,210770 -0,093923 -0,132625 0,032143
-1,011455 0,984468 1,504659 0,006217 0,027172 0,025534 -0,011455 -0,015532 0,004659
-1,000058 0,999916 1,500029 0,000037 0,000141 0,000177 -0,000058 -0,000084 0,000029
-1,000000 1,000000 1,500000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000




Broydenova metoda

DalSi moznosti jak vhodne zvolit matici A v predpisu:

kL = yk A(—lF(Xk)
je polozit A =I.H, " kde T =(a"%....d")H, =(p%,.... p*")
qi — F(Xi+1)_ F(Xi ), pi = yi*

Nyni odvodime postup jak z matice A, ziskat matici A,
Zevztaho A ., =l H. aA ., =T.Hg ziskame

Ap =q9,j=k-1...,k-n
A.p =9, j=k,...k—-n+1



Broydenova metoda ||

Tak, ze plati (Am—ﬁk)pj =0,)=k-1...,k—n+1
Ale také plati (A, - A )p* =g* — A p* = g* + F(x*)= F(x<*)
Z toho plyne, ze
A=A =u W
kde U,V OR"
odtud A, = A +u (v
Broyden navrhl polozit Ve = pk Tedy dostavame:




Broydenova metoda Il

Po dosazeni dostaneme

o=+ O AS L)
(0] p*

Tedy Broydenova metoda je dana predpisem

Xk+1 — Xk _ A(—lF(Xk)
a vyse uvedenym vztahem.
Za A vétdinou volime F'(x,)



Broydenova metoda IV

Pro k od 0 do n délame

- Urgime F(Xk)

- Resime systém rovnic A, pk =-F (Xk)
- Polozime X"'=x“+ pk

- Urgime F(x?)

- Polozime g —F( k+1) (
Kk

)
A )

- Vypoéteme A, = Ak+( _(

Superlinearni konvergence



Broydenova metoda

x1 X2 x3 f(x1) f(x2) f(x3) x1-x* X2-X* X3-X*
-1,300000 | 0,500000 | 1,700000 | 0.580000000 | 2.10537 3.042100000 -0,300000 | -0,500000 0,200000
-1,133200 | 0,833700 | 1,558800 0,159100 | 0,580000 0,608700 | -0,133200 | -0,166300 0,058800
-1,087800 | 0,872600 | 1,528000 0,029400 | 0,240900 0,151500 | -0,087800 | -0,127400 0,028000
-0,567500 | 1,875800 | 1,361600 1,444500 | 1,674100 9,076400 0,432500 0,875800 | -0,138400
-1,194100 | 0,643100 | 1,675400 0,396200 | 1,102300 2,412800 | -0,194100 | -0,356900 0,175400
-1,194400 | 0,602400 | 1,576300 0,023900 | 0,617000 0,668800 | -0,194400 | -0,397600 0,076300
-1,192900 | 0,606500 | 1,575700 0,023600 | 0,610600 0,659900 | -0,192900 | -0,393500 0,075700

Celkem 31 iteraci k dosazeni pozadované presnosti
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