Dobré aproximace

Pomoci teorie dobrych aproximaci popsané v textu se pomérné snadno odvodi
nasledujici véta o algoritmu hledani dobrych aproximaci realného cisla:

Véta. Necht 0 € R. Generujme rekurentné cela cisla p,, q,, a,; nejprve
polozme

bo = ]-a qo = 07
p1 = [0], =1
Pak pro libovolné prirozené n pokracujme takto: jestlize q,0 = p,, generovani
konci, jinak polozime
[|Qn—19 — Pn—-1 |]
y = | ————————

|Qn9 _pnl

a dale
Pntl = ApPn + Pn-1,
Qnt1 = GnpQn+ Qn-1-

Pak vsechny dobré aproximace cisla 6 jsou praveé cisla ’;—” pron > 1, je-li

ay; > 1, resp. pron > 2, je-li a; = 1. Navic plati !

(_1)n(Qn9_pn) S 07
An+1Pn — dnPn+1 = (_1)n

Pomoci konstrukce dobryjch aproximaci nyni dokdzeme nepatrné slabsi
variantu uzivaného pt¥ipadu Lehmannovy véty pro r = [V N].

Véta. Necht N je liché, N = pq, kde p < q jsou prvocisla. Pak existuji
cela cisla x, y, k tak, ze

(1) 2*—y?=4kN, 1<k<[VN];
(2) 2k = x=1 (mod?2); 21k = x=k+ N (mod4);

(3) 0<a?—4kN <.



Dukaz. Je-li p = ¢, véta plati pro x = 2p, y = 0, k = 1, nebot

N =p®> =1 (mod4),

atedy k+ N = 2 = 2p (mod4). Necht déle p < ¢. Sestrojme posloupnost
dobrych aproximaci p—: ¢isla 0 = % a zvolme n tak, aby p,g. < VN <
Pni1qns1- To lze, protoze algoritmus vypoc¢tu dobrych aproximaci se zastavi
azZ pro p, = q, ¢, = p, kdy je presné dosazeno 6. Protoze 6 > 1, jsou cisla p,,
Pni1, On, Gnr1 Kladné. Polozme

k=puGn,  &=ppn+aqd, Y =DPPn— Q-
Ziejmé x* — y* = 4pphqq, = 4kN, odkud plyne (1). Jestlize 2|k, pak je prave
jedno z ¢isel p, a ¢, sudé (vzdyt jsou nesoudélnd), a protoze p a ¢ jsou licha,

je x liché. Je-li naopak k liché, jsou p, a g, licha, odkud

GPT = GuP’Pn + 445D = Gupn +qp =k + N (mod 4)
a ze sudosti = plyne ¢,pr = x (mod4), celkem tedy (2). Z teorie dobrych

aproximaci

n 1
T
dn D QnQn+1
odkud
_ | g p
[yl = |ppn — q@nl = |=— — =|'Pqn < .
dn p gn+1
Dale
Prn+1 . g 1
Qi1 Pl Ghyy
odkud
Pn+1 . qn+1 _ Prn+1 . g’.qnﬂ < 1
q P i1 Pl q qGn+1
jinymi slovy
Pny1 < An+1 < Pn+1 4 .
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Vynasobenim levé nerovnosti ¢islem qn]’% dostaneme

iy Pat1Gni 1 _ Pnt1@n1 — 1
p? Pq Pq N
OvSem pyi1qni1 > VN > [VN], tedy pni1¢ns1 — 1 > [V'N]. Dohromady
2 N N
22— 4kN =% < Z; < <=
qn+1 Prn+1qn+1 — 1 [\/ N]

a platii (3).



Poznamka. Odhadneme-li x 4+ 2vkN > 4vVkN pomoci (3) ve vyrazu

x? — 4kN N 1 1 N
SR i AW/ ey \/;

dostavame nepatrné slabsi odhad, nez je odhad uvedeny v Lehmannové vété

v textu:
1 N
TS ATy Ve

avSak i nami ziskany odhad postaci k odvozeni udané casové naroc¢nosti
Lehmannova algoritmu.




