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Cetné zajimavé aplikace. Ale véTfim, Ze Ctenar ziska predstavu, co
jsou robustni metody, a zapoji je do své prace.

Praha, leden 2001, Jana Jureckova

Predmluva

Tento ucebni text je urcéen pro posluchace magisterského studia
Matematicko-fyzikdlni fakulty UK, ktefi se zaméfuji na matema-
tickou statistiku a ekonometrii, ale také pro doktorandy oboru
pravdépodobnost a matematickd statistika a pro dal§i zajemce.
Materidl nejen pokryva robustni statistické metody, které jsou
¢asti prednasky Robustni a neparametrické metody, ale je i $irsi,
aby poskytl zdjemci uceleny obraz o soucasném stavu problema-
tiky. Cetba predpokldda zakladni znalosti pravdépodobnosti a ma-
tematické statistiky. Pokud néktera tvrzeni nejsou doplnéna dukazy,
nebot ty by pozadovaly hlubsi matematicky vyklad, jsou doplnéna
odkazy na literaturu, aby se zdjemce mohl s nimi sezndmit. Bibli-
ografie je doplnéna dal$imi tituly, zejména kniZznimi, z oblasti ro-
bustnich statistickych metod, kterd se bouflivé rozvijela zejména
od Sedeséatych let 20. stoleti.

Uc¢ebni text samoziejmé nepokryva celou rozsahlou oblast ro-
bustnich statistickych metod, ke které je pouze tivodem. Zamérili
jsme se pouze na robustni statistické odhady, zalozené na neza-
vislych pozorovanich, kterd lze popsat linearnim modelem nebo
modelem s parametrem posunuti. Nedotkli jsme se robustnich sta-
tistickych testu ani robustnich metod v ¢asovych fadéch, kde nasly
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Uvod

Jestlize zpracovavame data klasickymi statistickymi postupy, za-
loZenymi na parametrickych modelech, obvykle predpoklddame li-
nearitu regrese, nezavislost pozorovani, homoskedasticitu, a nor-
malni rozdéleni chyb. Jak se snadno muzeme piesvédcit dnes, kdy
pomoci pocitac¢i muzeme snadno simulovat data z kteréhokoli roz-
déleni pravdépodobnosti a modelu, tyto predpoklady ¢asto nejsou
splnény. Pak nds samoziejmé zajimaji hlavné dvé otazky:

a) Do jaké miry jsou klasické statistické postupy pouzitelné, a za
jakych podminek zachovéavaji svou optimalitu?

b) Existuji jiné statistické postupy, které nejsou tak vazany na
splnéni uréitych podminek?

Klasické statistické postupy maji typicky parametricky cha-
rakter: model je plné urfen az na hodnoty nékolika parametri,
které nabyvaji redlnych nebo vektorovych hodnot. Casto jsou to
parametry rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych chyb méfeni.
Jakmile se ndm podaii tyto parametry odhadnout nebo otestovat
jejich obor, muzZeme udinit viceméné jednoznacny zavér, plynouci
z nasich dat, ovSem za platnosti modelu.

Casto se setkame s neparametrickymi statistickijmi postupy,
které jsou protipélem parametrickych: jsou to takové postupy,
které jsou nezdvislé nebo malo zévislé na tvaru zakladniho roz-
déleni pravdépodobnosti a zachovavaji si nékteré dobré vlastnosti
pro co nejsirsi tfidu distribu¢nich funkci, vét§inou téch, které maji
hustotu, pripadné symetrickou. Diskrétni rozdéleni pravdépodob-
nosti nds v tomto sméru ani tolik netrapi; tvar takového rozdéleni
vétsSinou pozname uz z povahy experimentu. Typickym predstavi-
telem neparametrickych statistickych postupu jsou porfadové testy
statistickych hypotéz, u kterych je rozdéleni pravdépodobnosti tes-
tové statistiky za hypotézy (nulové rozdéleni, tj. za Hy) shodné
za vSech spojitych distribu¢nich funkci pozorovani. U neparame-
trickych postupii chdpeme celou hustotu, pripadné celou regresni
funkci jako nezndmy parametr (nekone¢né dimenze); tento para-
metr je bud rusivy, tj. nase zavéry se ho p¥imo netykaji a pokud
mozno se vyhybame jeho odhadovéani, nebo naopak je stFfedem
naseho zajmu a hleddme postupy, jak tuto funkci odhadnout (od-
hady hustoty, odhady regresni funkce), nebo otestovat, do jaké
t¥idy patif (testy dobré shody o tvaru rozdéleni).

Naproti tomu robustni statistické postupy jsou takové, které si
zachovavaji urcitou optimalitu v okoli néjakého zakladniho rozdé-
leni pravdépodobnosti, napt. normalniho. K robustnim postuptm
vedlo zjisténi, Ze i malé odchylky od normélniho rozdéleni maji
znatny vliv na kvalitu klasického odhadu metodou nejmensich
¢tvercu, klasického F-testu a dalsich klasickych postupt. Robustni
postupy lze pak chapat jako urcitd vylepseni, modifikace klasic-
kych postupu, které neselzou pfi malych odchylkich od zékladnich
predpokladii. Robustni postupy jsou optimélni v okoli daného roz-
déleni, vzhledem k urcité vzdalenosti a k urc¢itému kriteriu optima-
lity. Jako takové jsou vydatnéjsi nez neparametrické postupy, které



svou funkénost pro Siroky model plati urcitou ztratou vydatnosti.
Mluvime-li o robustnich statistickych postupech, vétSsinou mame
na mysli robustni statistické odhady; pokud pouzivame robustni
testy, jsou to testy Waldova typu, zalozené na robustnich odha-
dech, a tyto testy doporucujeme pouzit v situaci, kdy nemame
vhodny poradovy test pro danou hypotézu.

Béhem poslednich dvaceti let se zna¢né rozvinuly i semipara-
metricke statistické postupy, které chapou hustotu rozdéleni prav-
dépodobnosti, influen¢ni funkci statistického odhadu nebo dalsi
funkci jako rusivy parametr, ktery obvykle nejprve odhaduji, a
pak hledaji postup, vhodny pro tuto funkci.

V tomto vyctu nelze opominout adaptivni statistické postupy,
které konverguji (skoro jisté nebo v pravdépodobnosti) k optimal-
nimu parametrickému odhadu nebo testu tak, Ze se s rostoucim
poctem pozorovani adaptuji na prislusny parametricky model; jak-
koli by tato situace byla idedlni, konvergence je natolik pomala, Ze
optimality bychom dosédhli p#i nerealisticky velkém poc¢tu pozoro-
vani. Existuji také cdstecné adaptivni postupy, které se postupné
blizi k rozhodnuti, nejleps§imu z pfedepsané kone¢né mnoziny moz-
nosti.

Protoze se adaptivni, neparametrické, robustni a semiparamet-
rické metody rozvijely postupné, hlavné od ¢tyFicatych let 20. sto-
leti, neni mezi nimi ostrd hranice, a jednotlivé pojmy, hlediska a
cile se vzajemné prolinaji. I v této ucebnici, zaméfené hlavné na ro-
bustni statistické postupy, se ¢asto dotkneme i ostatnich postup.
Nasim hlavnim cilem je ukazat, jaké mozné alternativy klasickych
statistickych postupti muzeme pouzit, pokud si nejsme jisti nasim
modelem. Matematicky chapeme robustni postupy jako statistické
funkciondly, definované na prostoru distribu¢nich funkei. Zajimé
nas jejich chovani v okoli urcitého rozdéleni pravdépodobnosti,

pfipadné modelu, a toto okoli je definoviano vzhledem k néjaké
vzdélenosti. Proto musime nejprve uvazovat mozné vzdilenosti
na prostoru distribu¢nich funkei a piislu$né zékladni vlastnosti a
charakteristiky statistickych funkcionala, jako je jejich spojitost
a derivace. To je teoretickym zékladem robustnich statistickych
postupt.



Kapitola 1

Matematické nastroje
robustnosti

1.1 Statisticky model

Predpokladejme, Ze pokus vede k pozorovanim Xi,..., X,. Kla-
sicky statisticky model predpokladd, ze vektor pozorovani
(X1,...,X,) muZe nabyvat hodnot z vybérového prostoru X se
o-algebrou podmnozin B, a pravdépodobnostni chovani studova-
nych jevu popisuje rozdéleni pravdépodobnosti P, definované na
B. Rozdéleni P pat¥i do t¥idy P = {Py,0 € ©}, indexované para-
metrem 0§ € ® C R?, kde p je piirozené ¢islo.

Trojice {X, B, Py : 0 € O} je (parametricky) statisticky model.
Ve vétsiné pripadu je X podmnozinou RP*™ | tedy ndhodny pokus
vede k n nezdvislym p-rozmérnym pozorovanim.

V nékterych pripadech je charakter parametrického statistic-
kého modelu plné urcéen povahou experimentu: napt. snadno po-
zname binomické, multinomické, Poissonovo ¢i hypergeometrické
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rozdéleni. Podobné, pravdépodobnostni chovéni doby ¢ekani (na
obsluhu apod.) obvykle charakterizujeme gama rozdélenim.

Vétsina statistickych postupu vSak byla odvozena za predpo-
kladu, ze pozorovani pochézeji z normélniho rozdéleni. Tyto po-
stupy jsou vétsinou algebraicky jednoduché, proto se automaticky
pouzivaji ve vSech situacich, kdy nosi¢em hustoty pozorovani je
celd pfimka, a na predpoklad normality se jaksi ”zapomina”. Napt.
odhad metodou nejmengich ¢étvercu, jakkoli se zda univerzalni, je
uzce spjat s normalnim rozdélenim chyb a selhdva, pokud i jen
¢ast pozorovani pochézi z jiného rozdéleni, jehoz hustota ma tézsi
chvosty neZz normdlni, nebo vyskytuji-li se mezi daty odlehld po-
zorovani, kterd data kontaminuji. O tom se muZeme presvédcit
nejen numericky, ale byly téz dokdzany piesvédcivé teoretické ar-
gumenty, zaloZené na charakterizaci normélniho rozdéleni: napf.
Kagan, Linnik a Rao [49] dokézali, ze odhad metodou nejmen-
gich ¢tverct v linedrnim regresnim modelu je pfipustny vzhledem
ke kvadratické ztratové funkci (tj. neexistuje jiny odhad se stej-
nomérné mensim kvadratickym rizikem) tehdy a jen tehdy, je-li
rozdéleni chyb normalni.

Studentuv #-test a Snedecoruv F-test, podobné jako F-test
linedrni hypotézy, byly odvozeny za piedpokladu normality; za-
timco t-test je pomérné robustni k odchylkdm od normélniho roz-
déleni, F-test je k nim velice citlivy; nejsme-li si jisti normalnim
rozdélenim, pouzijeme pfislusnych poradovych testu.

Jestlize si nejsme jisti parametrickou formou modelu, mame
dvé moznosti:

a) Vzdame se parametrizace Py redlnym nebo vektorovym pa-
rametrem # a nahradime rodinu {Py : § € @} rozsihlejsi
rodinou rozdéleni pravdépodobnosti; tj. pfijmeme nepara-
metricky pristup.
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b) Na prostoru {X, B} zavedeme vhodnou topologii, kterd nam
umozni studovat stabilitu klasickych postupt, optimélnich
za Py, pfi malych odchylkich od Py, tj. pfijmeme robustni
pristup.

1.2 Tlustrace na statistickém odhadu

Necht X7, ..., X, jsou nezivisld pozorovani se stejnym rozdélenim
pravdépodobnosti Py, kde 6 je nepozorovatelny parametr, § € ® C
RP; necht F'(z,0) je distribuéni funkce, pfislusna Py.

Chceme-li odhadnout parametr §, mame Fadu moZnosti, napf.

(1) Metoda maximalni vérohodnosti.
(2) Metoda momenti.

(3) Metoda x*minima nebo metoda minimalizujici jiny typ
vzdalenosti.

(4) Metoda zalozend na postacujicich statistikdch (Rao-Black-
wellova véta) a na tplnych postacujicich statistikiach (Leh-
mann-Scheffého véta). Pfipomenme si, ze vektor usporada-
nych pozorovani (vektor poradkovych statistik) X, < Xp0 <
... < Xy je Gplnou postacujici statistikou pro systém roz-
délen{ s hustotami [, f(z;), kde f je libovolnd spojit
jednorozmérna hustota; v pripadé, Ze parametr 0 je realny,
to prirozené vede ke t¥idé L-odhadu typu

n

T, = Z anh(an)

i=1

zalozenych na poradkovych statistikach.
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(5) Minimalizace urcité (kriterialni) funkce pozorovani a 6 : napt.
minimalizace

n
Zp(X,-,B) :=min, 6¢€ 0,

i=1

kde p(-,-) je vhodné nekonstantni funkce, napf.

p(z,0) = —log f(z,0) vedouci k maximéilné vérohodnému
odhadu. Tim se dostavame ke t¥idé M-odhadi, tj. odhadu
maximalné vérohodného typu.

(6) Inverzi pofadovych testi o posunuti v poloze, o vyznam-
nosti regrese aj. dostavame tfidu R-odhadi, zalozenych na
poradich pozorovani nebo jejich residui.

V dalsich kapitolach této knizky se sezndmime s M-, L- a R- od-
hady a s nékterymi dalS$imi metodami.

1.3 Statisticky funkcional

Necht X je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim pravdépodobnosti Py,
kde Py € P = {Py : 6 € ® C R}. Pak v mnoha pfipadech lze
0 chapat jako funkcional # = T'(P) definovany na P; muzeme té%
psat § = T(F), kde F je distribucni funkce pfislusna P. Pfiroze-
nym odhadem 6, zaloZenym na pozorovanich Xi,..., X, pak je
T(P,), kde P, je empirické rozdéleni pravdépodobnosti vektoru
(X1,..., Xn), tj.

Py(A) = %anz[xi €A, AeB, (1.1)
i=1
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tedy P, je rovnomérné rozdéleni na mnoziné {Xj,..., X,}, nebot
P,({X;}) = 2, i = 1,...,n. Distribuéni funkce piislusna P, je
empirickd distribucni funkce

Fp(z) = Po((—00,2]) = 1 Y I[X; <a], z € R (1.2)

“n
i=1

Priklad 1.1 (1) Stiedni hodnota:
T(P) = [,zdP = EX,
T(P) = fpzdP, =X, =13 X,
(2) Rozptyl:
T(P) = varX:/zzdP—(EX)z
R
n
T(Pn) = %ZX? —Xﬁ
i=1

(3) Jestlize T(P) = [ h(z)dP, kde h je libovolna P-integrabilni
funkce, pak empirickym protéjskem T'(P) je

> h(X5).
i=1

T(Pn) =

Sl
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(4) Obréaceng, k danému statistickému odhadu muzeme nalézt
prislusny statisticky funkciondl: nap¥. geometricky primér pozo-
rovani X1i,...,X, je definovin jako

(7 - 6o~ (1) "
i=1

n
logG, = %Zlog X; = / log zd Py,
i=1 R

a tedy prislusny statisticky funkcional ma tvar

T(P) = exp{/RlogzdP}.

Podobné harmonicky primér T(P,) = H,, pozorovani Xi,..., X,
je definovan vztahem

11 z": 1
Hn n n < Xi
i=1
a jemu prislusny statisticky funkciondl ma tvar

T(P)=H = (/Rédp)fl.

Statistické funkciondly poprvé uvazoval von Mises [57].

Je zadouci, aby T'(P,) konvergovalo k T'(P) pfi n — oo vzhle-
dem k néjaké konvergenci na prostoru pravdépodobnostnich mér:
vét§inou uvazujeme konvergenci v pravdépodobnosti, v distribuci,
skoro jisté, ale ¢asto také limitu vychyleni odhadu T'(P,) od T'(P),
tj. limp o0 [IE[T(Py) — T(P)]|. Abychom mohli studovat chovani
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odhadu T'(P,) v okoli P, uvazujeme rozvoj funkcionélu (T'(P,) —
T(P)) Taylorova typu; k tomu potiebujeme nékteré dalsi pojmy
z funkciondlni analyzy, jako ruzné vzdalenosti mezi P, a P, vzi-
jemné vztahy téchto vzdalenosti, a spojitost a diferencovatelnost
funkcionalu T vzhledem k p¥islusné vzdalenosti.

1.4 Fisherovska konsistence odhadu

Prirozenym pozadavkem, ktery by mél splitovat statisticky odhad,
je fisherovskd konsistence, zavedend v r. 1921 R. A. Fisherem: Od-
had én zalozeny na pozorovanich X ..., X, s rozdélenim prav-
dépodobnosti P je fisherovsky konsistentnim odhadem parametru
0, jestlize, pieme-li jej jako funkcional 6, = T(P,) empirického
rozdéleni pravdépodobnosti vektoru (Xi,...,X,), n=1,..., pak
plati T(P) = 0. Tato podminka neni vzdy automaticky splnéna,
jak je vidét na nasledujicim prikladé:

Piiklad 1.2 Nechf 6 = var X = T(P) = [, 2*dP — ([, 2dP)” je
rozptyl P. Pak vibérovy rozptyl 6, = T(P,) = 1 0 (X; — X,,)?
je fisherovsky konsistentnim, ale vychylenym odhadem 6. Naproti
tomu nevychyleny (nestranny) odhad rozptylu S2 = ﬁ S (Xi—

X,)? neni fisherovsky konsistentnim odhadem 6, nebot

n

52 =

T(P,) a %T(P)#T(P).

n—1

Fisherovska konsistence je pfirozena vlastnost odhadu a z hlediska
proto u kazdého statistického funkciondlu nejprve ovéfujeme jeho
fisherovskou konsistenci.
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1.5 Neékteré vzdalenosti pravdépodobnost-
nich mér

Necht X je metricky prostor, tplny a separabilni s metrikou d,
a necht B je o-algebra borelovskych podmnozin X. Necht P je
systém v8ech pravdépodobnostnich mér na (X, B); pak P je kon-
vexni mnozina, na které muzeme zavést ruzné typy vzdéilenosti
dvou prvku P, @ € P. PopiSeme strucné nékteré z téchto vzdale-
nosti, které se v matematické statistice nejéastéji uzivaji; ctenate,
ktery se chce podrobnéji sezndmit s dal§imi vzdalenostmi a vibec
s touto problematikou, odkazujeme na literaturu z funkciondlni
analyzy a teorie pravdépodobnosti, napf. [9].

(1) Prochorovova vzddlenost:
dp(P,Q) = inf{e >0: P(A) <Q(A%) +¢
VA € B, A # 0},
kde A* = {z € X : infyeasd(z,y) < e} je uzaviené e-okoli
neprazdné mnoziny A.

(2) Lévyho vzddlenost: Nechf X = R je redlnd pfimka a necht
F, G jsou distribu¢ni funkce pravdépodobnostnich mér P, ().
Pak

dp(F,G) = inf{e>0: F(z —¢)—¢
< G(z) < F(x+¢e)+eVz € R}

(3) Uplnd variace:

dv (P, Q) = sup [P(A) — Q(A)I.

Jak snadno ovéfime, plati dy (P, Q) = [ |dP — dQ)|.
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(4) Kolmogorovova vzddlenost: Necht X = R je realnd primka a
necht F, G jsou distribuéni funkce pravdépodobnostnich mér
P,Q. Pak

d(F, G) = sup|F(z) — G(x)].
z€R

(5) Hellingerova vzddlenost:
1/2
H(P,Q) = {/X (vap - \/dQ)z} _

Jestlize f = (dTP ag = % jsou hustoty P, () vzhledem k

néjaké mite p, pak 1ze Hellingerovu vzdalenost psat ve tvaru
2
H(P,Q) = /X (\/f— \/57) dp =2 (1 - /X \/fgd/t) :

(6) Lipschitzovskd vzddlenost: Predpokladejme, Ze
d(z,y) <1Vz,y € X (jinak vezméme metriku
dri(P,Q) = sup

d' = 4). Pak
| var = [ v

d
1+d
kde L={V: X = R: |[¢(z) —¥(y)| < d(z,y)} je mnozina
lipschitzovskych funkci.

)

Vztahy mezi jednotlivymi vzdilenostmi

Mnozina P vSech pravdépodobnostnich mér na (X, B) je metric-
kym prostorem vzhledem ke kazdé z vyse popsanych vzdalenosti,
na kterém pak muzeme studovat spojitost a dalsi vlastnosti statis-
tického funkciondlu T'(P). Protoze nas zajimé chovani funkcionalu
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v okoli néjakého rozdéleni P, zajima nas také, kterd vzdalenost
jemnéji reaguje na malé odchylky od P.

Niésledujici nerovnosti mezi jednotlivymi vzdalenostmi prav-
dépodobnostnich mér ukazuji nejen piipadnou dominanci jedné
vzdélenosti nad druhou, ale i jejich vzajemné vztahy. Ovéfeni
téchto nerovnosti ponechavame jako cviceni:

HQ(PvQ) SZdV(PvQ) S2H(P,Q)1
dp(P.Q) <d},(P.Q) <2dp(P,Q) VP,QEP;
jestlize X = R, pak dale plati:
dL(P7Q) < dP(P7Q) < dV(Pv Q)7
di(P,Q) <dk(P,Q) <dv(P,Q) VP,QEP.
Priklad 1.3 Necht P je exponencidlni rozdéleni s hustotou
e ... x>0
f(z)_{o co 2 <0

a @ je rovnomérné rozdéleni R(0, 1) s hustotou

(z) = 1 ... 0<z<1
I =0 ... jinak.
Pak
1 00
2dV(P,Q):/U (lfe’z)dw+/l e fdr=1+1-1+1=2

a tedy dy(exp, R(0,1) = 0.3679. Déle plati

dxe(P,Q) = sup|l—e® —gI[0 <z <1]—I[z > 1]
x>0
= ¢ 1x0.1839
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a  H?(exp,R(0,1)) =2 (1 - /01 \/e*_I(h’) =2 <% - 1) ,

tedy H(exp, R(0,1)) = 0.6528.

1.6 Diferencovatelné statistické funkcionaly

Necht P je mnozina v8ech rozdéleni pravdépodobnosti na prostoru
s mirou (X,B,u), kde X je tplny separabilni metricky prostor
s metrikou d a B je systém borelovskych podmnozin X. Zvolme
pevné vzdalenost d na P. Necht T'(-) je statisticky funkciondl na P.
Abychom mohli uvazovat rozvoj statistického funkciondlu 7'(-) ko-
lem rozdéleni P, podobny Taylorovu rozvoji, musime zavést pojem
derivace funkcionalu. Zavedeme hned t¥i riizné verze derivace sta-
tistického funkciondlu: Gateauxovu, Fréchetovu a Hadamardovu a
porovname jejich vyhodné i nevyhodné vlastnosti ze statistického
hlediska.

Definice 1.1 Necht P,Q € P a necht t € [0,1]. Rozdéleni prav-
dépodobnosti
P(Q)=(1-t)P+1Q (1.3)

nazgjvdme kontaminaci P rozdélenim @ v poméru t.

Poznamka 1.1 Protoze P je konvexni, je Pi(Q) skutecné rozdé-
lenim pravdépodobnosti; Py(Q) = P znamend nepritomnost kon-
taminace a P1(Q) = Q tdplnou kontaminaci.

Gateauxova derivace

Zvolme pevné P,Q € P a oznatme ¢(t) =T((1 —t)P +tQ), 0 <
t < 1. Predpokladejme, ze funkce ¢(t) méa konecnou n-tou derivaci
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<p(") azeprok =1,...,n—1 jsou derivace Lp(k) spojité v intervalu
(0,1) a derivace zprava <p(f) jsou zprava spojité v bodé t = 0. Pak
pro 0 < u < t < 1 muzeme uvazovat Tayloruv rozvoj

nol )y ™ (
o(t) = w(t%% ? k|( )(tfu)k+<p n,( )(tfu)", v € [u,t]. (1.4)

Nas vSak nejvice zajima rozvoj v pravostranném okoli bodu v = 0,
ktery odpovidd malé kontaminaci rozdéleni P. V tom pripadé na-
hradime derivace ©(*)(0) pravostrannymi derivacemi <,a(+)(0). De-
rivace ¢/, (0) se nazyva Gateauzovou derivaci funkcionalu T podle
P ve sméru Q.

Definice 1.2 Rekneme, Ze funkciondl T je diferencovatelng v G-
teauzové smyslu podle P ve sméru Q, jestliZe existuje limita

(1.5)

Th(P) = ti TEFUQ=P) = T(P),

t—04 t ’
Té(P) se nazyvd Gateauzovou derivacti T podle P ve smeéru Q.

Poznamka 1.2

a) Giteauzova derivace Té(P) funkciondlu T je rovna obyéejné
derivaci zprava funkce @ v bodé 0, tj.

TH(P) = ¢'(05).
b) Podobné je definovina Gateauzova derivace fidu k :

dk )
TY(P) = | T(P+4Q - p)| =™ (04).
dt t=04



1.6. DIFERENCOVATELNE FUNKCIONALY 17

c) Ve specidlnim pfipadé Q@ = 0 (Diracova pravdépodobnost v
bodé x, rozdéleni degenerované v bodé z) budeme pouZivat
jednodussiho znaceni Ty (P) = Ty (P).

Tayloruv rozvoj (1.4) ve specidlnim pfipadé ¢t = 1, u = 0 dava

TP +1Q—p) (1.6)

TPy [d”
t=t*

T@Q-T(P) =Y ——+— |

n!
kde 0 < ¢* < 1.

Priklad 1.4 (a) Stredni hodnota

T(P) = /deP = EpX

o(t) =/ wd((1 = )P +1Q) = (1 — ) EpX + tEoX
X

- (p’(t) = EQX — EpX

Té(P) = (p’([)+) = EQX - EPX.

ProQ =10, je Th =z — EpX.
(b) Rozptyl

T(P) = varpX = Ep(X?) — (EpX)*

(- 0P+1Q) = [ S~ )P +1Q)

- [/X 2d((1 —t)P+tQ)r
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= p(t) = (1 - ) EpX? +tEqX? — (1 — t)*(EpX)?
—t2(EgX)? - 2t(1 —t)EpX - EgX
o(t)= —EpX*+ EqgX®
+2(1 — t) (EpX)? — 2t (EgX)*
—2(1 - 2t)EpX - EgX.
Odtud plyne

lim ¢'(¢) = Tg(P)

t—04
=EqX? - EpX? - 2EpX - EqX + 2(EpX)®
a pro Q = d, nakonec dostavame
T!(P) = 2° — EpX? — 2zEpX + 2 (EpX)*
=(z — EpX)® — varpX.

Fréchetova derivace

Definice 1.3 Rekneme, Ze funkciondl T je diferencovatelny podle
P ve Fréchetové smyslu, jestliZe existuje linedrni funkciondl Lp(Q—
P) tak, Ze stejnomérné pro Q € P, §(P,Q) < C pro libovolné
pevné C € (0, 00)

lim L& +HQ —P)) ~T(P)
tl—% t

=Lp(Q-P). (D)

Linedrni funkciondl Lp(Q — P) nazjvime Fréchetovou derivaci
funkciondlu T podle P ve sméru Q.
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Poznamka 1.3

a) ProtoZe Lp je linedrni funkciondl, existuje funkce g : X — R
takovd, Ze

Lr(Q - P) = /X 0d(Q — P). (18)

b) Jestlize je T diferencovatelné ve Fréchetové smyslu, je diferen-
covatelné i v Gateauzové smyslu, tj. ezistuje Té(P) vQ € P,

a plati
Té(P) =Lp(Q—P) VQ€eP. (1.9)

Specidlné,
TUP) = Lp(0s - P)=g() ~ [ gaP  (110)
X
a odtud ddle plyne

Ep(T.(P)) = /XT;(P)dP =0. (1.11)

¢) Necht P, je empirické rozdéleni pravdépodobnosti vektoru
(X1....Xp). Pak P, — P =130 (5x,— P), a tedy, pro-
toze Lp je linedrni funkciondl,

Lp(Py—P)=L3"Lp(6x,— P)
i=1

=35> Tk(P)=Tph(P). (1.12)
i=1
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Dikaz (1.9):
Skute¢né, podle (1.7), protoze Lp(-) je linedrni funkcional,

T(P+tQ—P)) —T(P)

Té(P) - Ll—i»I& t
— lim T(P+f(Q_P)) _T(P) —LP((Q—P))

t—04 t

+Lp(Q@ - P)=0+Lp(Q—P)=Lp(Q—P). B

Hadamardova (kompaktni) derivace

Jestlize existuje linedrni funkciondl L(Q — P) takovy, ze konver-
gence (1.7) je stejnomérna nikoli nutné pro ohranic¢ené mnoziny
metrického prostoru (P,d), pokryvajici P, tj. pro vSechna @) ta-
kova, ze §(P, Q) < C, 0 < C < 00, ale pouze pro @ pat¥ici do libo-
volné pevné kompaktni mnoziny K C P pokryvajici P, pak fikame,
7e funkciondl T je diferencovatelny v Hadamardové smyslu a funk-
cional L(Q— P) nazyvame Hadamardovou (kompakini) derivaciT.
Funkciondl, diferencovatelny ve Fréchetové smyslu, je zfejmé dife-
rencovatelny i v Hadamardové smyslu, a z diferencovatelnosti v
Hadamardové smyslu déle plyne diferencovatelnost v Gateauxové
smyslu podobnym zpiisobem jako v Poznamce 1.3. Ctenéii, kte-
rého zajimaji vlastnosti diferencovatelnosti ruznych statistickych
funkcionalii, doporucujeme knizku [23].

Fréchetova diferencovatelnost klade dost omezujici podminky
na funkciondl a ne kazdy robustni funkcional je splituje. Na druhé
strané, je-li funkciondal fréchetovsky diferencovatelny, pak snadno
odvodime asymptotické (normalni) rozdéleni pravdépodobnosti jeho
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empirického protéjsku, pro pocet pozorovani rostouci n nade vsech-
ny meze. Asymptotickou normalitu ¢asto odvodime i pomoci Ha-
damardovy derivace, neni-li funkcional dostateéné ”hladky”. Po-
kud chceme pouze dokizat, ze T(P,) je konsistentnim odhadem
T(P), vystac¢ime jen se spojitosti funkciondlu. Gateauxova deri-
vace Ti(P), zvand influenéni funkci funkciondlu T, je jednou z

funkci se budeme zabyvat ve 2. kapitole.

1.7 Asymptotické rozdéleni
empirického funkcionalu

Uvazujme opét metricky prostor (P, d) vSech rozdéleni pravdépo-
dobnosti na (X, B) s metrikou ¢ takovou, ze

Vnd(Pp, P) = Oy(1)  pii n — oo, (1.13)

kde P, je empirické rozdéleni pravdépodobnosti, pfislu§né nahod-
nému vybéru (X1,...,X,), n =1,2,.... Poznamenejme, ze (1.13)
je splnéno napi. pro Kolmogorovovu vzdalenost empirické distri-
buéni funkce od skuteéné, coz ma pro statistické aplikace nejvétsi
vyznam, ale plati to i pro dalsi vzdalenosti

Ukézeme, ze fréchetovskd diferencovatelnost spolu s klasickou
formou centralni limitni véty davaji asymptotické rozdéleni prav-
dépodobnosti empirického funkciondlu T'(F,).

Véta 1.1 Necht T je statisticky funkciondl, fréchetovsky diferen-
covatelny podle P a predpoklddejme, Ze empirické rozdéleni P, nd-
hodného vijbéru (X1,...,X,) spliuje podminku (1.13) pFin — oco.
Jestlize Gateauzova derivace Tj\vl(P) ma kladny rozptyl,
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varpTy (P) > 0, pak posloupnost \/n(T(P,)—T(P)) md asympto-
ticky normdlni rozdéleni pii n — oo, neboli

£(1(P) = 1(P)) — N (0,varp T, (P)). (1.14)
Diikaz. Podle (1.12) je Th, (P) = L Y0 T% (P). Déle podle (1.6)
a podminky (1.13) dostivame

1 n
VA(T(P) = T(P) = = 3" T4 (P) + R,
:%ZLP(PH—P)WEO(MPMP» (1.15)
i=1

- % ST (P) + 0p(1).
i=1

Jestlize spoleény rozptyl varpTli{‘,(P) =varpTy (P), i=1,...,n,
je kone¢ny, pak (1.14) plyne z (1.15) a z klasické centralni limitni
véty. ]

Piiklad 1.5 Necht 7(P) = varpX = o2. Pak
n —
T(P) =82 =13 (X — X,)?
i=1
a podle piikladu 1.4 b)
T/(P) = (z — EpX)? —varpX,

tedy

varpT%(P) = Ep(X — EpX)* — EL(X — EpX)? = pg — 2
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a podle Véty 1.1 dostdvame asymptotické rozdéleni vybérového
rozptylu

[,(\/E(SZ - 02)) — N(O,,u4 - /L%).



Kapitola 2

Zakladni charakteristiky
robustnosti

2.1 Influenéni funkce

Vratme se k rozvoji (1.15) rozdilu T'(P,) — T'(P), podle kterého

n
T(P)-T(P) = L3 T4 (P)+n R,y (21)
i=1
kde n~1/2R, = op(n_l/z). Pak % >y Tzl\', (P) muzeme chapat
jako chybu odhadu T'(P) pomoci T'(F,) a T’y (P) mizeme chépat
jako prispévek X; k této chybé, neboli jako vliv X; na tuto chybu.
To nés intuitivné vede k vykladu Gateauxovy derivace T(P), x €

X jako influenéni funkce funkciondlu T'(P).

Definice 2.1 Influencni funkci funkciondlu T v rozdéleni pravdeé-
podobnosti P nazveme Gateauzovu derivaci T podle P ve sméru

25
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0z, T € X, tj.

T(hi(%)) —T(P)

IF($;T7P):T;(P):MTTLL4,0+ 1

(2.2)

kde Py(0z) = (1 —t)P + t0y.
Vlastnosti IF:
a) Ep(IF(z;T,P)) = fXT;(P)dP =0,

tedy priamérny vliv na chybu odhadovani pies vSechny body
z je roven nule.

b) Jestlize T je fréchetovsky diferencovatelny, je splnéna pod-
minka (1.13) a

varp(IF(z;T, P)) = Ep(IF(z;T, P))? > 0,

pak (\/E(T(Pn) - T(P)) — N(O,varp(IF(w;T, P))).

Piiklad 2.1 (a) Stiedni hodnota: T(P)= Ep(X)=mp. Pak
T(Pn) = Xu,
IF(z;T,P) = T5(P) = x — my,
Ep(IF(z;T,P)) =0,
varp(IF(z;T, P)) = varpX = o5,

Eg(IF(z:;T,P)) =mg—mp pro Q#P,

(VX —my)) — N(0,3)
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pokud P je skutecné rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vy-
béru (Xi,...,X,).
(b) Rozptyl: T(P)=varpX = 0. Pak

IF(z; T, P) = (x —mp)? — 03,

Ep(IF(z:T,P)) =0,

varp(IF(;T, P)) = pua — p3 = pa — op
EQ(IF(z;T, P)) = Eg(X —my)? — o}

=04 + (mq —mp)* +2Eq(X —mq)(mq —mp)

—0% = o%, — o} + (mg —mp)?.

2.1.1 Diskretizovana forma influenéni funkce

Oznatme T, = T(P,) = T,,(X1,...,Xy) empiricky funkcional od-
povidajici vektoru pozorovani (X1,...,Xy). Pfidejme k pozorova-
nim Xi,..., X, dalsi pozorovani Y. Pak vliv Y na T,, charakteri-
zujeme rozdilem

Tt (Xis e X, V) = Tp(X1, o Xy) = 1(T, Y). (2.3)

Protoze

n
— 1 §

Pn = n 61\’,'7
i=1

1 n
Puy = S ox, + oy
n+1 nrl (il X; + ))

n 1
= " P4 b=
n+1 "+n+1)
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1 1
1—— | P, + ——dy
( n+ 1) I
muzeme fici, ze P,4; vzniklo z P, kontaminaci degenerovanym

o« . « 1 .
rozdélenim dy v poméru a1 @ tedy

1 1
I(T,,Y)=T [(1 - m) P, + n—HéY} = T'(Py).

Protoze

lim (n + 1)I(T;,,Y) (2.4)

n—00

T[(1- ) Pu+ 5oy ]| - T(P)

= lim
n—00

=I1F(Y;T,P),

muzeme chapat (n + 1)I(T5,,Y) jako diskretizovanou verzi influ-
enéni funkce. Supremum |I(T5,,Y)| pfes Y predstavuje miru citli-
vosti empirického funkcionélu T),, pii pevnych X,..., X, ke pfi-
déni dalsitho pozorovani.

Definice 2.2 Citlivosti funkciondlu Ty, (X1, . .., Xy) k pFiddni dal-
stho pozorovani pri danych Xy, ..., X, nazgvame cislo

S(Tn) :Sl){P\I(Tn(Xh..-an)VY)L (2.5)

Priklad 2.2 (a) Stiedni hodnota:

T(P) =FEpX, T,= Xm Tn+1 = Xn+1
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1 _
= Thy1 = n (”Xn + Y)

+1

1T y) = ("= 1) %+ ——y
" S \n+1 "n41
1 _

—— (Y - Xn)

=n+1

= (n+ )I(T,,Y)=Y - X, =Y - EpX

— S(X) = sl - K| = o,
tedy vybérovy prumér mé nekonec¢nou citlivost k p¥idani dalsiho
pozorovani.

(b) Medidn:

Necht n = 2m + 1 a necht X(;) < ... < X, jsou pozorovini
usporadand podle velikosti. Pak T}, = T, (X1, ..., Xy)

= X(mt1) 2 Tnt1 = T (X1 ..+, Xy, Y) nabyvé nésledujicich hod-
not v zavislosti na poloze Y vzhledem k ostatnim pozorovanim:

Xm)+X(m41)
- 2z s Y S Xy
T — Xim4+1) X (m+2) Y > X
e T )
Y+X@nt1)
— v Xm) Y < X(nqo
a odtud odvodime miru vlivu pfidani Y k pozorovanim X,..., X, :
Xim)=X(m+1)
— Y < X(m)
Xms2)=X(m
I(Tn,Y) = C +2)2 (m+1) Y > X(m+2)

Y—X(m
— Xim) £V < Xmy)-
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Protoze \%(Y — X(m+1))| je nejmensi ze t¥{ moznych hodnot
|I(T,,Y)|, dostavame hodnotu citlivosti medidnu ke pridani dal-
§tho pozorovani

S(Tn) = max {3(Xma1) = Xom))s 3(Xns2) = Xmr1)) }

tato hodnota je kone¢na pfi libovolnych pevnych hodnotach
X1, X,

2.2 Kvalitativni robustnost

Na piikladu 2.1 jsme vidéli, ze influen¢ni funkce pruméru a roz-
ptylu jsou neohranic¢ené a mohou nabyt libovolné velkych hodnot.
Rovnéz piiklad 2.2 ukazuje, ze pridéni dalstho pozorovani muze
zpusobit selhdni vybérového pruméru. Podobné chovani pozoru-
jeme na odhadu metodou nejmensich ¢tvercu (a vlastné prumér je
specidlnim piipadem odhadu metodou nejmensich étverci); pii-
pomeiime si vétu Kagana, Linnika a Rao, citovanou v paragrafu
1.1, podle které je odhad metodou nejmensich ¢tvercu velice cit-
livy k odchylkdm od normalniho rozdéleni chyb. Odtud intuitivné
usuzujeme, %e odhad metodou nejmensich étvercii (a prumér) je
velmi nerobustni. Jak vSak matematicky definovat robustnost? De-
finice robustnosti neni zcela jednozna¢nd, protoze historicky se
tento pojem vyvijel po mnoho let a problémy citlivosti statistic-
kych postupti k odchylkdm od danych podminek uvazovalo mnoho
statistikit v priabéhu dlouhého obdobi a z riznych hledisek.

Je zajimavé, ze prvné si uvédomili citlivost pruméru a rozptylu
k odlehlym pozorovanim astronomové a fyzikové, ktefi se snazili
ur¢it hodnoty ruznych fyzikilnich, geofyzikalnich a astronomic-
kych konstant jakozto pruméru nékolika méreni. Tato ¢ast histo-
rie je velmi zajimava a poucnd a je poutavé popsana ve Stiglerové
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knize [70]. R. J. Boskovi¢ [12] jiz v roce 1757 navrhl alternativni
metodu k nejmensim ¢tvercum pii vyhodnocovani svych pokusu
spéjicich k charakterizovani tvaru zemékoule. E. S. Pearson [58] jiz
v 1. 1931 pozoroval citlivost klasickych metod analyzy rozptylu k
odchylkdm od normélniho rozdéleni. J. W. Tukey a jeho princeton-
ska skupina zacali se systematickym studiem ruznych alternativ k
metodé nejmensich ¢tverct od 40. let 20. stoleti. Oznaceni "ro-
bustni” poprvé pouzil Box [13] v r. 1953. Box a Anderson [14] v r.
1955 argumentovali tim, Ze dobry statisticky postup ma byt mélo
citlivy ke zméndm parametru, které jsou pro néj rusivé nebo se
ho netykaji, ale ma byt vydatny, tj. citlivy ke zméndm parametru,
které jsou stiedem jeho zdjmu.

Ve vétsiné pripadu uvazujeme robustnost statistického postupu
vzhledem k odchylkdm od predpokladaného rozdéleni chyb. Jsou
vSak i jiné dulezité typy robustnosti, nap¥. k odchylkdm od pied-
pokladu nezavislosti pozorovani. Hampel [29], [30] uvazoval pojem
robustnosti statistického funkcionalu, zaloZeny na jeho spojitosti
v okoli daného rozdéleni pravdépodobnosti Py € P vzhledem k
Prochorovové metrice na prostoru P.

Necht ndhodné veli¢ina [vektor] X nabyva hodnot ve vybéro-
vém prostoru (X,B) a (X1,...,X,) je vektor nezdvislych reali-
zaci X nabyvajici hodnot v sou¢inovém prostoru (X, B)®". Necht
T, = T,,(X1,...,X,) je posloupnost statistik (empirickych funk-
ciondl), T, : (X,B)®" + (T, An). Necht P je systém viech
rozdéleni pravdépodobnosti na B s Prochorovovou metrikou dp.

Definice 2.3 Rekneme, Ze posloupnost statistik {Ty,} je (kvalita-
tivné) robustni pro rozdéleni pravdépodobnosti P, jestlize k libovol-
nému € > 0 existuje 6 > 0 a pFirozené ¢islo ng tak, pro vSechna
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QEP an>n,
dp(P,Q) <6 = dp (Lp(Tn),Lo(Tyn)) <, (2.6)

kde Lp(T,) je rozdéleni T,, za P a Lo(T,) je rozdéleni T, za Q.

Takto chdpanou robustnost nazyvame kvalitativni , protoze
pouze fika, jestli funkcional je nebo neni robustni, a tuto cha-
rakteristiku nijak neméii. Je to také robustnost infinitesimadlni,
protoze uvazuje chovani funkciondlu v okoli FPy. Samoziejmé po-
dobné muzeme uvazovat spojitost i vzhledem k jiné metrice na P,
napf. k Lévyho metrice.

ProtoZze chceme srovnavat funkciondly mezi sebou z hlediska
robustnosti, snazime se robustnost néjakym zpusobem kvantifiko-
vat, tj. charakterizovat ji néjakym ¢islem. Jak ukdzeme, takovych

nim ¢islem je v8ak vétsinou jednostrannd a zjednodusujici.

2.3 Kvantitativni charakteristiky
robustnosti

2.3.1 Charakteristiky zaloZzené na influenéni
funkci

tického funkciondlu/odhadu. Hodnota IF(z; T, P) méii vliv kon-
taminace funkciondlu 7" hodnotou z, a tedy méa-li byt T robustni,
mél by mit ohranicenou influenéni funkei. Ohranicenost influené¢ni
funkce vSak neplyne ze spojitosti funkciondlu, tj. z jeho kvalita-
tivni robustnosti ; napt. odhad parametru polohy nebo posunuti,
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vznikly inverzi van der Waerdenova poradového testu, ma neohra-

nic¢enou influenéni funkci, zatimco je globalné robustni.
Nejuzivanéjs$imi ¢iselnymi charakteristikami funkciondlu T, za-

loZenymi na influen¢ni funkeci, jsou jeho globdlni a lokalni citlivost:

a) Globdlni citlivosti funkciondlu T' pro rozdéleni pravdépodob-
nosti P nazyvame maximélni hodnotu influenéni funkce, pii-
sluSnou argumentu P, tj.

~v* = sup [IF(z; T, P)|. (2.7
zeX

b) Lokdlni citlivosti funkciondlu T' pro rozdéleni pravdépodob-
nosti P nazyvame hodnotu

IF(y;T,P) — IF(z;T, P)

z,y; TAy y—T

A=

; (2.8)

kterd zobrazuje vliv nahrazeni hodnoty z hodnotou y na
funkcional T

Rozdil mezi globalni a lokalni citlivosti je dobfe vidét na nasledu-
jicim prikladé.
Piiklad 2.3 (a) Prameér

T(P)=FEp(X), IF(z;T,P)=z—EpX — 7" =00, X'=
1; tedy prumér neni robustni, ale neni citlivy k lokdlnimu nahra-
zovani hodnot.

(b) Rozptyl
T(P) = varpX = o,

IF(z;T,P) = (z fEP(X))2 70123, ¥ = oo,
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3o oy | = B — 4~ Bo(x)?
y# r=y
B 127y272(zfy)EpX‘
= sup
y#T r—y

=suplz+y—2EpX| = oo,
y#T
a tedy rozptyl neni robustni ani k velkym, ani k lokdlnim odchyl-
kam.

2.3.2 Bod selhani

Velmi casto pouzivanou charakteristikou robustnosti odhadu je
jeho bod selhani, navrzeny Donoho a Huberem [20] v r. 1983. Uva-
zujme nadhodny vybér x° = (z1,.. ., z,) a jemu piislusnou hodnotu
T, (x%) odhadu funkciondlu 7. V tomto ”pocateénim” vybéru na-
hradime m jakychkoli slozek libovolnymi hodnotami; predstavme
si co nejnepiiznivéjsi nahrazeni co nejnepiiznivéjsimi hodnotami,
pifpadné nekoneénymi. Oznagme x(™ novy vybér vznikly po ta-
kovém nahrazeni a T}, (x"™) pfislunou hodnotu odhadu.
Pak bodem selhdni odhadu T, ve vijbéru x(0 nazyvame ¢islo
m* (x()

6 (T x®) = T,

kde m*(x(9) je nejmenii celé ¢islo m, pro které
sup |7, (x(™) = T, (x))[| = oo,
x(m)

tj. nejmensi podil pozorovani, ktery po nahrazeni libovolnymi hod-
notami muze privést T, k nekoneénym hodnotam. Bod selhdni né-
kterych odhadu je univerzalni v tom smyslu, Ze m* nezavisi na
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pocateénim vybéru x(©). V takovém pripadé muzeme stanovit li-

mitu €* = lim,,_, €),, kterd se také nékdy nazyva bodem selhani.
Modifikaci bodu selhdni dostaneme, jestlize misto nahrazeni m

slozek priddme k puvodnimu vybéru m nepiiznivych hodnot.

Priklad 2.4 (a) Primer X, =157 X;:

5 (X, x(0) = % pro libovolny pocateéni vyber x(© a tedy

lim,,, E:L(X",X(O)) = 0 pro libovolny pocateéni vyber x(©).

(b) Medidn X, = X(m) (pro jednoduchost uvazujeme liché n):
2
€5 (X, x(V) = BEL pro libovoluy pocétecni vybér x(), a tedy

lim,,, &% (X, x() = & pro libovolny pocétecni vyber x(©).

2.3.3 Mira chvostu statistického odhadu

Tato mira se uplatiiuje zejména pii posuzovani odhadi parametri
posunuti a regrese, kde je v prekvapivé shodé s intuici; zde ji bu-
deme ilustrovat na parametru posunuti a pozdéji se vratime k
regresi. Uvazujme model, ve kterém (X7, ..., X,) je ndhodny vy-
bér z rozdéleni pravdépodobnosti se spojitou distribu¢ni funkeci
F(z —0), 8 € R, a chceme odhadnout parametr 6. V takovém
modelu je prirozené omezit se na odhady T, ekvivariantni vzhle-
dem k posunuti, tj. splijici

Tu(Xi+e,. Xy t0) =To(Xy,..., Xp) +c
VeeRa VX;...,X,.

Chovani odhadu T,, parametru § muzeme charakterizovat po-
moci prubéhu pravdépodobnosti Py(|Ty, — 60| > a), bud pfi pevném
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a >0 an — oo, nebo pfi pevném n a a — oco. Skutecné, jestlize
{T,} je konsistentnim odhadem 6, pak pro libovolné pevné a > 0
plati limy, o Pp(|T, — 0| > a) = 0. Néktefi autori, napi. Bahadur
[4], Fu [25] a Sievers [67] uvazovali jako miru vydatnosti odhadu
T, limitu

1
lim {77 log Py(|Tn — 0] > a)} pii pevném a > 0
n—00 n

(pokud tato limita existuje), a porovnavali odhady z hlediska této
vydatnosti.
Od dobrého odhadu T,, = T;,(X1, ..., X,,) také olekdvame, Ze

lim Py(|T,, — 6] > a) =0
a—00

pri pevném n, a ze tato konvergence je co nejrychlejsi vzhledem k
a — oo. Pravdépodobnosti Py(T;, — 6 > a) nebo Py(T,, — 6 < —a)
pfi velkych @ > 0 nazyvame pravym, resp. levym chvostem roz-
déleni pravdépodobnosti T,. V piipadé symetrického rozdéleni
charakterizujeme chvosty pravdépodobnosti Py(|T, — 0] > a) =
Py(|T,| > a). Lze tedy ¥ici, 7e zajimavé jsou odhady s co nej-
rychlej$imi chvosty; existuje vSak horni hranice rychlosti chvosta
ekvivariantniho odhadu 7}, a ta je ddna hodnotami 1 — F(a) a
F(—a), pii velkych a > 0.

Pro jednoduchost uvazujme symetrickou distribu¢ni
funkei, tj. pfedpokladejme, ze F(—z) =1—F(z) Vz € R. Jured-
kové, [43] navrhla nasledujici miru chovani chvostu ekvivariantniho
odhadu T, (viz [43]):
. —log Py(|Tn — 6] > a)
BTia) = =1 (1 Fla))

_ —log Py(|T| > a)
“log (1 F(@) °

a>0. (2.9)
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Hodnota B(Ty,;a) udava, kolikrat rychleji konverguje pravdépo-
dobnost

Py(|T,| > a) k 0 pfi @ — oo nez 1 — F(a), a tedy zajimavy je
odhad T}, s co nejvétsimi hodnotami B(T),;a) pfi a > 0. Snadno
ovéfime nasledujici lemma:

Lemma 2.1 Necht X1,...,X, je ndhodny vijbér z populace s dis-
tribucni funkci F(z—0), 0 < F(z) < 1, F(—z) =1-F(z), z,0¢€
R. Necht T,, je ekvivariantni odhad 6 takovy, Ze pro libovolné
pevné n plati

min X; >0 = Tp(X1,...,Xn) >0

1<i<
(2.10)
X; Tn(X1,..., X .
11%11_;" i <0 = n( 1y s n)<0
Pak, pro libovolné pevné n,
1 <lim, oo B(Ty;a) < limy,00B(Th; a) < n. (2.11)

Dikaz. Skutecné, pro ekvivariantni odhad T}, plati
Py(|Tn (X1, ... Xn)| > a)
= Py(T0(X1,...,X,) > a)
+Po(Tn (X1, ..., Xp) < —a)
=P (Tn(X1—a,..., X, —a) >0)

+Py(Tn(X1 + a,..., Xn +a) <0)

> P ( min X; >a) + P (ma.x X; < —a)
1<i<n 1<i<n

<i
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=2 R(X ] > o),

a tedy
—log Po(|T(Xa, ..., Xn)| > a)
< —log2 —nlog(l — F(a))
J— —log Py(|T,,| > a)
——= < n.
= limy_, o Zlog(1— Fla) = n
Podobné,
Py(|Tn(X1,...,Xn)| >a) <P (121_i<11 X, < fa>
Sisn
+P (fgngz 2 a) =2{1 -1 = 3R (X1 > a)]"}
=2{1- (F(a))"}
=2(1-F(a)) [1+ F(a) + ...+ (F(a))" "]
< 2n(1 — F(a)),
a tedy

—log Py (|Tn(X1,- .., Xp)| > a)
> —log2 —logn —log(1 — F(a))

—log By (1T, > a)

Zlog(1— F@) "

= lim,_,
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Pokud odhad T, dosahuje horni hranice ve (2.11), pak je zfejmé
nejlepsi pro distribuéni funkci F', protoze jeho chvosty konverguji
k nule n-nasobné rychleji nez (1 — F'(a)), a rychleji nelze. Vznikaji
ovsem otazky,

e zda je tato horni hranice dosazitelna a pro ktera 7, a F,

e zda né&jaky odhad T,, dosahuje vysokych hodnot
B(T),;a) robustné pro velkou t¥idu distribu¢nich funkci.

Ukazuje se, ze dolni i horni hranice ve (2.11) jsou dosazitelné vy-
bérovym primérem X,,, a to horni hranice pro normalni rozdéleni
a pro rozdéleni s exponencidlnimi chvosty a dolni hranice pro Cau-
chyho rozdéleni a pro rozdéleni s tézkymi chvosty. To znamena, ze
X, je opét velmi nerobustni. Naproti tomu, chovani vybérového
mediinu X,, je robustni i z hlediska chvosti: X,, viak nedosahuje
horni hranice ve (2.11), naopak, limaqooB(Xn;a) se drzi upro-
stfed mezi 1 a n pro Sirokou t¥idu distribu¢nich funkei F.

Protoze tyto zévéry dobie charakterizuji pojem robustnosti,
upfesnime je v nasledujici vété:

Véta 2.1 Necht Xy, ..., X, je nahodny vybér z populace s distri-
bucni funkei F(z —0), 0 < F(z) <1, F(—z) =1-F(z), =z,0€
R.

(i) Necht X, = %Z?Zl X; znaéi vybérovy prumér. Md-li distri-
bucni funkce F exponencidlni chvosty, tj.

lim = log(1 — F(a)

a—00 ba"

=1 pronéjaka b>0, r>1,
(2.12)
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pak

lim B(Xp;a) =n. (2.13)

a—ro0

(i) Md-li distribuéni funkce F tézké chvosty, tj.

—log(1—F
fim 180 = F@) o siaké m >0, (2.14)
a—00 mloga
pak
lim B(X,;a) = 1. (2.15)
a—00

(iii) Necht X,, je vgbérovy medidn. Jestlize F spliiuje bud (2.12)
nebo (2.14), pak

L <limgeoB(Xnja) <LZ+1  prosudé n, (2.16)

—_

lim B(X,,a) = nt

a—o0 2

pro liché n. (2.17)

Poznamka 2.1 Distribucni funkci s exponencidlnimi chvosty, spl-
nugici (2.12), oznacime krdtce jako typ I: mezi tato rozdéleni patii
napt. normdlni (r = 2), logistické a Laplaceovo (r = 1) rozdé-
leni. Distribuéni funkci s tézkymi chvosty, spliujici (2.14), ozna-
¢ime krdtce jako typ II: mezi tato rozdéleni patit napr. Cauchyho
(m = 1) nebo t-rozdéleni o m stupnich volnosti m > 1.

Dikaz véty 2.1. (i) Stac¢i dokazat, ze v pfipadé F' s exponenci-
alnimi chvosty existuje stfedni hodnota

E. = Eq [exp {n(1 — £)b|X,|"}] < o0, (2.18)
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pro libovolné € € (0, 1). Skute¢né, pak plyne z Markovovy nerov-
nosti

Po(1%al > @) < B, -expl-n(1 - )ba"}
—log Py(| X > a)
ba"

— T __
> lim n(l —¢e)ba" — log E.

~ a—oo ba”

= lim, ..,

=n(l-e¢),

a tedy tvrzeni (2.13).
Konet¢nost stfedni hodnoty (2.18) dokdzeme pomoci Holderovy
nerovnosti:
Ey [exp {n(1 —€)b| X,|"}]

n

< Folexp{(1 b X" }] (2.19)

i=1
< (Eo [exp {(1 — £)b| X, ["}])"

n

—on (/000 fexp {(1 — £)ba"}] dF(z))

Z podminky (2.12) vyplyvé, ze ke kazdé volbé e existuje A. > 0
tak, Ze pro a > A. plati

1-F(a) <exp{—(1—5)ba"}.

Posledni integral v (2.19) muZeme postupné upravit nasledujicim
zpusobem:

/0OO exp {(1 —e)bz"} dF (z)
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Ae
- /0 exp {(1 - )ba’ } dF (x)

- /oc exp {(1 = )ba’} d(1 — F(z))
A,

e

Ae

=/0 exp {(1 = £)ba"} dF (z)

+(1 - F(A:)) - exp{(1 —e)bA}

+ /‘00(1 — F(z))(1 —e)bra™ ! - exp {(1 — €)bz"} dz
A e .

< /0 exp {(1 — e)bz"} dF (z) + exp {7§bA€}

oo
_ r—1 75 T
+/E (1—¢e)brz exp{ 2bz }dz < o0

a odtud plyne tvrzeni (i).

(ii) Necht F m4 t8zké chvosty. Pak

a tedy

P0(|Xn‘ > (l) = P()(Xn > (l) +P0(Xn < —a)
> PO<X1 > —a,..., Xp1 > —a,Xp > (2n — 1)‘1)
+Py (X1 <a,...,Xp1<a,X,<—(2n— I)a)

=2(F(a))" [l = F((2n — Da)],

_ , — logll- F(2n -1
Tty o0 B(X, @) < Ty oo 0811 = F(2n = 1)a]

mloga
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~ lim —log[l — F(2n — 1)q]

=1
a—oo  mlog((2n — 1)a)

(iii) Nechf X, je vybérovy medidn a n je liché. Pak X, je pro-
stfedni porddkovd statistika, X, = X(;,), m = "T“ a F(X,) =

U(m) mé beta-rozdéleni pravdépodobnosti, a plati

P0(|Xn‘ > a) = PU(X" > a) +P0(X" < —a)

_ 1
=2 ( n-l > / w1 —u)™ du
m—1 F(a)

<o 073 )0 Fa@r

a podobné
Py(|Xp| > a) > 2n( :@:11 ) (F(a))™ (1 — F(a))™,

coz po zlogaritmovani davéa (2.17). Dukaz pro sudé n je analogicky.
|

2.3.4 Rozptyl asymptoticky normalniho rozdéleni
Jestlize odhad T}, funkcionélu T'(-) mé asymptoticky normélni roz-
déleni pii n — oo,

‘CP (\/E(Tn 7T(P))) - N(Ov VQ(Pv T))v

pak vhodnou mirou robustnosti T, je supremum rozptylu V2(P, T)
pres okoli Py C P piredpokladaného modelu,

oX(T) = sup V¥(P,T).
PePy
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Odhad, ktery minimalizuje sup pcp, V2(P,T) pies uréitou t¥idu
T odhadu parametru 0, se nazyva minimazimalné robustni ve t¥idé
T . Pozdéji ukdzeme, ze t¥idy M-odhadu, L-odhadu i R-odhadu ob-
sahuji minimélné robustni odhad parametru posunuti i regrese v
mnoziné kontaminovanych normalnich rozdéleni.
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Robustni odhady
realného parametru

Méjme ndhodny vybér Xi,..., X, z populace s rozdélenim prav-
dépodobnosti P; rozdéleni je obecné neznamé, pouze predpokla-
dame, ze jeho distribuéni funkce F' patii do néjaké t¥idy F distri-
bucénich funkci. Hleddme vhodny odhad parametru 6, ktery lze vy-
jadiit jako funkcional T'(P) rozdéleni P. TentyZz parametr § muze
byt vyjadfen i vice funkciondly: nap¥. stfed symetrie muze byt
zaroven stfedni hodnotou, medidnem, modem rozdéleni, a miuzZe
byt vyjddien i jinymi zptsoby. Funkciondl T'(P) muze byt vyjad-
fen i implicitné jako feSeni rovnice (soustavy rovnic) nebo mini-
maliza¢ni (maximaliza¢n{) ilohy: pfipomefime si maximalné véro-
hodny odhad, odhad momentovou metodu aj. Odhad parametru
6 ziskdme tak, Ze nahradime P v pfisluiném funkciondlu 7'(-) em-
pirickym rozdélenim piislusnym vektoru pozorovani Xy, ..., X,,.
Budeme se zabyvat hlavné tfemi nejrozsifenéjsimi tfidami ro-
bustnich odhadu realného parametru: M-odhady, L-odhady a R-
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odhady, které pozdéji rozsifime na jiné modely, zejména na line-
arni regresni model.

3.1 M-odhady

Trfidu M-odhadu zavedl P. J. Huber v préci [37] a vlastnosti M-
odhadu jsou podrobné studovany v jeho knize [39]; viz také [3],
[15], [19], [32], [46], [52], aj.

M-odhad T;, je definovan jako feSeni minimaliza¢ni ilohy

n
Zﬂ(Xh f) :=min  vzhledem k 0 € ©,
i=1

neboli (3.1)
Ep, [ﬂ(Xve)] =min, 0€O,

kde p(-,+) je vhodné& zvolena funkce. V parametrickém modelu,
kde rozdéleni Py ma hustotu f(z,0), je specidlnim p¥ipadem M-
odhadu i mazimdlné vérohodny odhad, ktery je feSenim minimali-

zace
n

> (~log f(X;,0)) =min, 0¢€O.

i=1
Jestlize p je diferencovatelna vzhledem k 6 se spojitou derivaci
¥(,0) = Zp(-,0), pak T, je fefenim (piipadné jednim z FeSeni)
rovnice

Y Y(Xi0)=0, bcO, (3.2)
i=1
a tedy
CY WX T) = B, X T =0, T,e0.  (33)
i=1
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Z (3.1) a (3.3) vyplyva, ze statisticky funkcional, prislusny Tj,,
neboli M-funkciondl, je definovén jako FeSeni minimalizace

[ pla, T(P)) dP(x) = Ep [p(X,T(P))] := min,

x)
T(P)e® (3.4)
nebo jako feSeni rovnice

[y (., T(P)) dP(z) = Ep [$(X,T(P))] =0,
T(P) € ©. (3.5)
Aby funkcional T'(P) byl fisherovsky konsistentni, je tfeba pred-
pokladat, ze tilohy (3.4) a (3.5) maji jediné FeSeni.

3.1.1 Influené¢ni funkce M-odhadu

Piedpokladejme, ze p(-,0) je diferencovatelnd, derivace
(-, 0) je absolutné spojita vzhledem k 6 a rovnice (3.5) m4 jediné
feseni T'(P). Nechf P, = (1 — t)P + tdy; pak T'(P;) je feSenim

/X By, T(P))A((1 — )P+ t6,) = 0,
tedy
(1-1) /X Py T(P) dP(y) + th(z. T(P) = 0. (3.6)

Derivujme (3.6) vzhledem k ¢ :

- /X Py, T(P))dP(y) + $(z, T(P))

O A ] R
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+t =0.

dI'(P) [ 0
dt [%WL 0)] 0=T(P))

Dosadime-li ¢ = 0, dostaneme influen¢ni funkci

IC(z;T, P) = _ Y@ TP) (3.7)
o — [ (y, T(P)dP(y) '

kde 4 (y, T'(P) = [%w(yﬂe)b:T(P)'

M-odhad parametru posunuti

Dilezity specidlni piipad je model s parametrem posunuti 6, ve
kterém Xy, ..., X, jsou nezavisla pozorovani se stejnou distribu¢ni
funkei

F(z —0), 6 € R; distribu¢ni funkce F' je obecné nezndma. M-
odhad T, je definovan jako feSeni minimalizace

Zp(Xi —0) := min, (3.8)

a pokud p(-) je diferencovatelnd s absolutné spojitou derivaci (),
je Ty, feSenim rovnice

S (X —6) =0. (3.9)
i=1

Aby byl pfislusny M-funkciondl T'(F') fisherovsky konsistentni, je
tfeba predpokldat, ze tloha [, p(z — 0)dP(z) := min m4 jediné
feseni 6 = 0. Influenéni funkce T'(F) pak je

IC(z;T, P) = Wz = T(P)) (3.10)

[y (y)dP(y)”
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Z (3.8) a (3.9) okamzité vyplyvd, ze T, je ekvivariantni vzhledem
k posunuti, tj. Ze spliuje

Tn(Xi+e....Xn+¢) =Th(X1,...,Xn)+cVeceR  (3.11)

Na druhé strané, T, obecné neni ekvivariantni vzhledem k mérvitku,
tj. obecné neplati

To(eX1,...,cXp) =cTh(X1 ..., Xy) proe>0.

V symetrickém modelu volime p symetrickou kolem 0 (¢ je pak
licha funkce) Jestlize je p(z) ryze konvexni (a tedy 9 (z) rostouci),
je 1Y, p(X; — 0) ryze konvexni v 6 a M-odhad je urcen jedno-
znacéné. Jesthze je p(+) v nékterém tseku hnearnl, je ¥(-) v tomto
tseku konstantni: pak rovnice Y7, 1(X; — 6) = 0 miiZze mit vice
korfent a obvykle volime jeden z téchto korenu podle pravidla

T, = (T, +T’)

T, = sup{t : Zw X; —t) >0}, (3.12)

T =inf{t : Zw i — 1) <0}

Stejnym zpusobem ur¢ime M-odhad v situaci, Ze 1 je neklesajici
nespojita funkce se skoky. Pokud je 1(-) neklesajici, af uz spojita
nebo se skoky, pak zfejmeé plati pro libovolné a € R :

Py (D w(Xi—a) > 0) < By(T > a) < Py(Ty > )
i=1
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n
<P (D w(Xi—a)>0) (3.13)
=1
7P9(Zd; i —a >0)+P9(Z¢ 70)

pokud Pg( T (X —a) = 0) = 0, prechézeji nerovnosti v
(3.13) v rovnosti. Odtud déle dostavame

{ Z«p(x——)«]}

< Py(VilTy = 0) < ) < Py(V/nlTy — ) < )

enfe 1o )]

Protoze n~3% S Xi— % je normovany soucet nezavislych
stejné rozdélenych nadhodnych veli¢in, muzeme nalézt asympto-
tické rozdéleni pravdépodobnosti v/n(T,, — 6) pfi n — oo, pro
neklesajici, podle centralni limitni véty.

Bod selhdni M-odhadu parametru posunuti ur¢ime podle
paragrafu 2.3.2: Jestlize je funkce 1(-) neohranicena, je e*

= lim,,_, €;, = 0. Naopak, je-li f stfedem symetrie rozdéleni prav-
dépodobnosti a funkce 1 je ohranicend a licha, je e* = lim,,, €;, =
%. Ttida M-odhadu tedy obsahuje robustni i nerobustni elementy.

Priklad 3.1 (a) Stfedni hodnota:
Stfedni hodnotu § = EpX lze chapat jako M-funkciondl s kri-
teridlni funkei p(z) = 2%, ¥(z) = 2z, ¥'(z) = 2, a podle (3.10)
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dostaneme
2(e — Bp(X))
IC(x;T,P) = =" = g — Ep(X),
fR 2dP

coz je ve shodé s predchazejicimi vysledky.

Prislusnym M-odhadem stiedni hodnoty je aritmeticky prumér
X, s bodem selhdni £* = lim, ,00 € = 0 a s globalni citlivosti
7" = +oo.
(b) Medidn:
Medidn X = F’l(%) lze chipat jako M-funkcional s kriteridlni
funkei p(z) = |z| a vybérovy medidn T, = X, je pak FeSenim
minimalizace

n
> 1Xi—0]:=min, 6ER
i=1

Predpokladejme, Ze rozdéleni pravdépodobnosti P mé spojitou
distribuéni funkci F, ryze rostouci v intervalu (a, b),
— o0 < a < b < oo a diferencovatelnou v okoli X. Nechf F; je
distribuéni funkce kontaminovaného rozdéleni P, = (1 —¢) P + td,.
Medién T'(P;) je fesenfm rovnice £y (u) = 1, tj.

(1—t)F(T(P)) + tI[z < T(P) < 00] = 1.

Resenim této rovnice dostaneme

” F! (ﬁ) . z>T(P)
T t) =
Pl (%) ... z<T(P).

Funkce T'(P;) je spojitd v bodé ¢ = 0, nebot T'(P;) — X = T(P)
pri t — 0; s pouZitim rozvoje
1 1 1-2t 1

t
20— 1) =5ty tO0) a 20—t =55 +00)
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pfi t — 0 dostaneme

dF~1(u)
im L iy = L i1
tim HT(P) = P (5] = 4 sen e P [
-2
a odtud dostaneme influen¢ni funkci medianu
0@ %, 7) = S8 —X)
2f(X)

Median je robustni, nebot jeho influenéni funkce je ohranicena,
na rozdil od stfedni hodnoty. Bod selhdni medianu je e* = % a
globalni citlivost v* = pro standardni normélni rozdéleni
N(0,1) je v* = 1.253). :

Podle (3.14) je (IF(z; X, P))? =

(3.14)

_1_ (
2f(X)’

& A 4f+(X") = konst a lze dokézat,
pii n — 0o mé /n(X,, — X) asymptoticky normélni rozd&leni,

1

LIVa(Rn = D)} 5 N (o, W) .

Specidlng, je-li F' distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni N'(p, 02),

je P00 = £ = (35)

oV 2w
LIVa(X, — X)} 5 N (o, %Uz) .

(c) Mazimadlné vérohodny odhad parametru @ rozdéleni pravdépo-
dobnosti s hustotou f(z,8) :

pl, T(P)) = —log f(z,T(P)),

9 \og 1(2.0)

W, T(P) =~

0=T(P)’
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IF(z;T,P) = Z;(T(P)) (@, T(P

. 0
kde f(z,T(P)) = %f(zﬂ)‘a:np);

TR AT R

0=T(P

je Fisherova informace rozdéleni f v bodé § = T'(P).

3.1.2 Volba funkce ¥ u M-odhadu parametru posu-
nuti

M-odhad je urcen volbou kriteridlni funkce p nebo jeji derivace
1. Jestlize parametr polohy je zaroven stfedem symetrie rozdé-
leni pravdépodobnosti, volime p symetrickou podle nuly a tudiz v
lichou.

Podle (3.10) je influen¢éni funkce M-odhadu tmérnd (z —
T(P)); tedy, ma-li byt odhad robustni, musi byt ) ohrani¢ena.
Uvedme piiklady nej¢astéjsi volby funkce 1 (a tedy i p), které se
vyskytuji v literatufe.

Stiedni hodnota je M-funkcionél s linearni, a tedy neohranice-
nou funkei ¢. Pfisluiny M-odhad, X,,, je maximalné vérohodnym
odhadem parametru polohy normélniho rozdéleni. Tento funkcio-
nal je vSak tizce vazan na normélni rozdéleni a je velmi nerobustni.
Hleddme-li M-odhad parametru polohy rozdéleni pravdépodob-
nosti, vhodny pro okoli normélniho rozdéleni, pouzijeme funkci 1,
kterou navrhl a zdavodnil P. J. Huber [37]. Tato funkce je linearni
v ohrani¢eném intervalu [—k, k], a konstantni vné tohoto inter-
valu. Kdybychom hledali rozdéleni pravdépodobnosti s takovou
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vérohodnostni funkei, zjistili bychom, Ze jeho hustota je normalni
v intervalu [—k, k] a exponencidlni vné:

Yu(z) = { (3.15)

k sign oz >k,

kde k£ > 0 je pevné zvolend konstanta. Ptislusny M-odhad, ktery
se Casto vyskytuje v literatuie jako Huberuv odhad, ma ohrani-
¢enou influen¢ni funkci, bod selhdni £* = %, globalni citlivost
v = # a miru chvosti

limg 00 B(a, Ty, F) = % pro rozdéleni jak s exponencidlnimi, tak
s tézkymi chvosty. Je to tedy robustni odhad stfedu symetrie, ne-
citlivy k extrémnim a odlehlym pozorovanim. Jak dokizal Huber
[37], odhad generovany funkci (3.15) je minimaximalné robustni
pro kontaminované normalni rozdéleni , pficemz hodnota k zavisi
na podilu kontaminace.

Nékteri autofi doporucuji jesté vice omezit vliv odlehlych po-
zorovani volbou funkce 1 (z), ktera konverguje k 0 pii z — oo,
pripadné kterd je rovna 0 vné ohrani¢eného intervalu pokryvaji-
ciho 0. Takovou je napt. vérohodnostni funkce Cauchyho rozdélent,

f'(z) 2z

Yo(z) = “Fo) 1x a2 (3.16)

kde f(z) = m je hustota Cauchyho rozdéleni; dale Tukeyho
biweight funkce,

s1-@)°7] o ek
Yr(r) = (3.17)
0 ezl >k
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nebo Andrewsova sinusovd funkce,
sin ooz <kw
Palz) = (3.18)
0 oo 2| > k.

Hampel [31] navrhl spojitou, po ¢istech linearni funkei +, nulovou
vné ohranic¢eného intervalu:

|z| sign z ozl <a
a sign ooa<]z|<b
hua(z) = e (3.19)
3 asignw Lo bz <e
0 ozl >

V literatufe se také vyskytuje skipped mean, generovany funkci

P*(z) = (3.20)
0 |zl >k
nebo skipped median, generovany funkci
-1 e —k<z <0
P(x) = 0 lz| > & (3.21)
1 . 0<z<k.

Je v8ak tfeba si uvédomit, Ze tyto funkce nejsou monotonni a
jim piislusné primitivni funkce p nejsou konvexni. Vedle globalniho
minima miize mit funkce Y 7, p(X;—0) lokdln{ extrémy, které jsou
dalsimi kofeny rovnice
S 9(Xi — 6) = 0. Posledni dvé funkce  navic nejsou spojité,
tedy rovnice Y-, 1(X; — 0) = 0 obecné nem4 Feseni a M-odhad
musi byt hledan jako globalni minimum funkece Y7, p(X; — ).
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3.1.3 Studentizované M-odhady

M-odhad parametru posunuti je ekvivariantni vzhledem k po-
sunuti, ale obecné neni ekvivariantni vzhledem k méfitku (viz
(3.11)). K piekonéni tohoto nedostatku muzeme pouzit jedné =z
nésledujicich metod:

e Zaroven s parametrem posunuti odhadujeme i méritko: napr.
Huber [39] navrhuje zdrovei s # odhadnout parametr méiitka
o FeSenim nasledujici soustavy rovnic:

ZZ}/}H (XU_ 9) =0 (3.22)

XH:X (XT*Q) =0 (3.23)

i=1

kde x(z) = 9% (z)— [ ¥% (y)d®(y), u je Huberova funkce
(3.15) a @ je distribu¢ni funkce standardniho normélniho
rozdéleni.

Odhad, ekvivariantni vzhledem k posunuti i méfitku zis-
kame studentizaci M-odhadu vhodnou Skilovou (méFitko-
vou) statistikou S, = S,(X1,...,X,), spliujici nasledujici
podminky:
(a) Sp(x) >0 s.v.prox €R
(b) Sp(z1+¢ ...,z +¢) = Sy(z1,...,2,), cER, x€R"
(invariance vzhledem k posunutf)

(€) Snlczi,...,can) = cSp(z1,...,2n), ¢ > 0, x € R"
(ekvivariance vzhledem k mévitku)
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Déle predpokladame,
n* (S, — S(F)) = 0,(1) piin— oo (3.24)
kde S(F') je statisticky funkciondl, piislusny S,. Studentizovany

M-odhad je FeSenim minimalizace

n

S (X’S_ 9) :=min, #ER (3.25)

i=1

Takto definovany odhad je skute¢né ekvivariantni vzhledem k po-
sunuti i k méfitku. Prisludny statisticky funkciondl je definovan
implicitné jako Feseni minimalizace

/Xp (;(—;f;) dF(z) = min, tER (3.26)

a funkciondl je fisherovsky konsistentni, pokud méa minimalizace
(3.26) jediné Feseni. Pokud p mé spojitou derivaci 1, je odhad téz

feSenim rovnice .
X. —
v ( - ‘9) —0. (3.27)
; Sn

Pokud je p konvexni a tedy v je neklesajici, ale nespojita v nékte-
rych bodech nebo konstantni na nékterych intervalech, uvazujeme
studentizovany odhad ve tvaru analogickém (3.12), tedy

To = 3(T;f +T;),

T, =sup{t: 2”31/) (X’S t) > 0} (3.28)
i=1 "

T, =inf{t: Y ¢ (X;ft) <0}
i=1

3
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Pozastavme se u volby skalové statistiky S,. Na rozdil od
stfedu symetrie rozdéleni pravdépodobnosti, ktery je zaroven pru-
mérem, medidnem, modem atd., neexistuje univerzalni méfitko,
presnéji funkcional méritka, a volba urc¢itého funkcionalu zavisi na
nas. Uvedme nékteré piiklady:

o Vybérova smeérodatnd odchylka:
L - i
S = (2200 - %077,
i=1
S(F) = (varp (X))?

Protoze tento funkciondl je nerobustni, pouziva se ke stu-
dentizaci jen ve specialnich pfipadech.

Mezikvartilovd odchylka:
Sy = Xn:[%n] - Xn [

1
: 2"17
kde X[y, 0 < p <1 je empiricky p-kvantil stanoveny z
usporadaného vybéru X,,; < ... < X,,.,. PrisluSny funkcio-
nal ma tvar
S(F)=F Y} - F ()
o Medidnovd absolutni odchylka (MAD):
S" = medlgign‘Xi - Xn‘
Pifslusny statisticky funkcional S(F') je FeSenim rovnice
F(S(F) +F7H(3)) — F (-S(F) + F(3)) = 3

a pokud distribu¢ni funkce F je symetricka podle 0, a tedy
FH(L) =0, je S(F) = F'(3).
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Lze ukéazat, ze v symetrickém modelu odpovidajicim

F(=z) = 1= F(z), p(-z) = p(z) a p(—=z) = —p(z), =z € R,
s absolutné spojitou v, méa influencni funkce, studentizovaného
M-funkciondlu tvar

) _S(F) z—T(F)

kde y(F) = [z ¢’ (g(%) dF(y). To znamena, 7e v symetrickém
modelu influenéni funkce, T'(F') sice zavisi na hodnoté S(F'), ale
nezavisi na influen¢ni funkci funkciondlu S(F).

3.2 L-odhady

L-odhady jsou odhady, zalozené na uspoifadanych pozorovanich
(poradkovych statistikdch) X, < ... < X, pFislusné k nadhod-

nému vybéru Xi,..., X,. Obecny L-odhad piSeme ve tvaru
n k
T, = Z cnih(Xpn:) + Z a]'h* (Xn:[an]Jrl)v (3:29)
i=1 j=1
kde cp1y- .-y Cpp A @1, - .., ar jsou dané koeficienty, 0 < p; < ... <

pr < 1 ah(-)ah*(-) dané funkce. Koeficienty c,;, 1 <14 < n jsou
urceny ohranifenou vahovou funkei J : [0,1] — R nésledujicim
zpusobem:

i

Cni = /: J(s)ds, i=1,....n, (3.30)

nebo pribliznym zpusobem

i =2 (), i=1n (3.31)
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Prvni slozka L-odhadu (3.29) obecné zahrnuje vSechny porad-
kové statistiky, zatimco druhd slozka je linedrni kombinaci koneéné
mnoha vybérovych kvantila. Rada L-odhada mé tvar pouze jedné
ze slozek ve (3.29) (L-odhad typu I a II).
Jednoduchymi piiklady L-odhadu jsou vybérovy mediin a
stied rozpéti
T, = %(anl + Xn:n)7

které odhaduji parametr polohy, a dale napy. vybérové rozpéti
Ry = Xpo — X

a Giniho priumérna diference

n

1 < 2
Gp=——— Xi—Xj|=—F—— 2i —n—1) X,y
" n(n—1) lgz:l‘ i Xl n(n—1) ;( i == D)X

coz jsou Skéalové statistiky.

Uvazujme L-odhad typu I s vdhovou funkci J takovou, ze
fol J(u)du = 1. Abychom nalezli p¥fslusny statisticky funkciondl,
zavedeme empirickou kvantilovou funkci Q,(t) = F; 1(t), 0 <t <
1 jako Q(t) = inf{z : F,(z) > t}, 0 < t < 1. Tato funkce je
empirickym protéjskem kvantilové funkce Q(t) = F~1(t) = inf{z :
F(z) > t}, 0<t<1a jerovna

D G ﬂ<t
Qn(t) = "
" Xpm ... lct

IN

Lodi=1...,n-1
) (3.32)

IN

n

Pomoci ni mizeme L-odhad vyjadFit alternativnim zpusobem

T, = /0 1 J(3)h (Qnl(s)) ds (3.33)
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a jemu prislusny funkciondl ma tvar

1
T(F) = /0 T()h (Q(s)) ds. (3.34)

Influenéni funkce T'(F) :
Predpokladejme, Ze F je rostouci a absolutné spojita a funkce h
je absolutné spojitd. Oznac¢me

Fi(y) = (1 - OF(y) + 16, = { S - 2%; L
Pak
F (%) u< (1-1)F(z)
Flu)y={ = (1-t)F(z)<u<(1—t)F(z)+t
F-1 (“—j) u>(1—t)F(z)+t,
a tedy
u< (1—t)F(z)

1
(
dt % . ﬂ u>(1—t)F(z)+t.

Odtud vyplyva

1
dTCEtFt) :/U T (B () - =
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+/1 u—1 a (F71<%)) J(w)du

Ay =12 f(F*l(Q‘—j»

a influenéni funkei funkciondlu (3.34) dostaneme pii
t— 04

F(z)
I1F(z,T,F) :/ s -
0

~
!
L
<
=

L HEw)
*/F@)(“ D F ) T

= [T rwrwawea - [ 1Ew)ay

a tedy
%IF(LT,F) = h'(z)J(F(z)).

Ve specidlnim p¥ipadé h(z) =z, F(—z) =1 - F(z), t € R a
J(u) = J(1 —u), 0 <wu <1, se influenéni funkce zjednodussi:

11, F) = [~ F@IEG)w - [ IE)
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-/ " Pw)I(Pw))dy
0
+ / (1 - F(~9))J(1 - F(—y))dy

- [T - /0 ) (y)dy

00

+f (= Py) I (P(y)dy - |y

= [T aEenas- [T rra
0 x
a tedy
IF(z,T,F) = [ J(F(y))dF(y) ... x>0 (3.36)
IF(~2,T,F) = —IF(z,T,F) ... z€R

Poznamka 3.1 Necht M,, je M-odhad stfedu symetrie, vytvoreny
absolutné spojitou funkcip a necht Ly, je L-odhad s vihovou funkci
J(u) = c ' (F~Y(u)). Pak M, a Ly, maji stejnou influenéni funkci.
Bod selhani L-odhadu: Jestlize J(u) = 0 pro 0 < v < « a
l—a<u<lace; =" jebod selhani L-odhadu (3.29), pak

n

H *
lim,, o €, = .

Priklad 3.2 (a) a-useknuty primeér (0 < o < %)
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[na]

{ —— ... [na]+1<i<n—[nal
Cni = 0

jinak

Jw) = 2-Ila<u<1-aq]
1—a

T, =T(F,) = / F, H(u)du
«

1-a
T(F) = 5= /a F~Yu)du.

Influencéni funkci useknutého pruméru vyjadiime pomoci (3.35):

00

IF(x,T, F) = /R F(y)T(F(y))dy — / J(F(y))dy

1 {/Ffl(lfa)p(y)dy - /;O Tla<F(y)<1- a}dy}

- 1-2a F*l(a)
a tedy
IF(z,T,F) + po =
- [aF (1—a)-(1—a) P~} (o)) I[e<F ()]
= ﬁ[zfal"’l(a)fal”’l(lfa)}I[F’l(a)ga:gll"l(]—a)]
a[—aF -1 (a)+(1—a) F~1 (1—a)] I[z>F~1(1-a)]
kde
1 1-a L 1 F7l(1—a)
by = ———— Ffuduz—/ ydF(y).
po= g [, P g [ )
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Specialné, pro F' symetrickou spliwjici F(z) + F(—z) = 1 Vz a
Flu)=-F1'1-u), 0<u<l,jepn=0a

S g < —F(1-a)
1F(z,T,F) = 9 coo —Fl(l—a)<z<F~1(1-a)
% oo z>FTH1 - a).

Globélni citlivost useknutého priméru je

*_Fﬁl(lia)
1-2a

Poznamka 3.2 Necht M, je Huberuv odhad stiedu symetrie 0
rozdéleni F(z —0), vytvoreny Huberovou funkci vy s k = Fl(1-
a) (viz (3.15). Pak My a Xno maji stejnou influenéni funkci.

Poznamka 3.3 (i) Bod selhdni a-useknutého primery X, je
lim,, o0 €5, = .

(ii) Necht o = [k/n], n > 3 a necht B(X,a;a) je mira chvosti
Xnas definovand v (2.9). Pak

n—2k < lim,_, . B(Xnaja) < limg_00B(Xnasa) <n—k (3.37)

pokud F md ezponencidlni chvosty (2.12), zatimco pro F s tézkymi
chvosty (2.14) plati

lim B(Xpasa) =k+1 (3.38)

a—00

-1
pokud k < 5=,
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Priklad 3.3 a-winsorizovany primér:

1 n—[na)
Wha = T(Fn) = ;{[na}Xn:[na]+1 + X
i=[nal+1

+["a]Xn:n7[na]} (339)

l1-a

:aFn’l(a)+/ F N (w)du + aF; (1 - «)

n
[na] +1 [na] +1
= chan:i + 7Xn:[na]+1 + 7Xn:n7[na]
i=1 n "
kde N )
+ ... 1+ nal<i<n-—[nal
Cni = .
0 ... jinak.
To znamend, 7e extrémni kvantily nejsou useknuty, ale jsou nahra-
zeny kvantilem X,,.p,q)41 n€bo Xy [nq). Pro jednoduchost uva-
zujme model se symetrickou distribu¢ni funkei F. Statisticky funk-
ciondl T(F) m4 tvar
l1-a

T(F)=Ti(F)+Ty(F) = / F~Yu)du + aF ' (a)

«
+aF~ (1 - a).

Influenéni funkce T (F) plyne z (3.35), zatimco influenéni funkce
T5(F) je modifikaci influenéni funkce medidnu (3.14), ktery je
kvantilem s o = }; tedy priiméru z (3.36):

IF(z, Wpa, F) =
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FYa) - m Iz < FYa)]
={ zIFYa) <z <F'(1-a)

Fl1-a)+ =ty e > F1(1—a).

Globalni citlivost winsorizovaného prumeéru je
* —1 @
fET (1= a))

a bod selhdni ¢* = «. Zatimco influenéni funkce a-useknutého
pruméru je spojitd, influenéni funkce winsorizovaného pruméru
mé body nespojitosti F~1(a) a F~1(1 — a).

Jako dal3i priklady uvedme

Sentv vaZeny prumér (Sen [64]):

n kg n—i+1
Tn,k= < 2k+1> Z <k >< k >X7L:i+17

i=k+1

kde 0 < k < 5. VSimnéme si, Ze T 0 = X, a T = X, pro

k=[n+1)/2];
Harrell-Davistuv odhad p-kvantilu [33]:

n

T, = chan:iy
i=1
T(n+1) e —k
R 1—g)"
= D) -k + 1) /(,-,1)/" W () du,

i1=1,...,n,kde k =[np], 0 <p < 1.

68 KAPITOLA 3. ODHADY REALNEHO PARAMETRU

BLUE (asymptotically best linear unbiased estimator) odhad pa-
rametru polohy ([41], [42], [10]). Necht X, Xs,... jsou nezavisla
pozorovani s distribuéni funkci F(z — ), kde F' ma absolutné spo-
jitou hustotu f

s derivaci f'. Pak BLUE je L-odhad s vahovou funkci

n
_E: _1 ; o
T, = CniXnsis Cni = EJ ("z?)7 i=1,...,n
i=1

f'(z)
J(F(z)) = ¢ (z), ¢p(z) = -+, z€R
(F(z)) = ¢ (x), () @)
3.3 R-odhady
Uvazujme ndhodny vybér Xi,..., X, z populace se spojitou dis-
tribu¢ni funkci. Necht R; je poradi X; mezi
Xi,...,Xp, i =1,...,n. Formalné lze poradi vyjadiit ve tvaru
n
Ri=) IX; <X, i=1,..,n, (3.40)
j=1

atedy R; = nFn(X;), i =1,...,n, kde F, je empiricka distribu¢ni
funkce X, ..., X,. Poradi jsou invariantni ke t¥idé ryze monoton-
nich transformaci pozorovani a poradové testy maji mnoho vy-
hodnych vlastnosti, z nichZ nejdulezitéjsi je, Ze rozdéleni testového
kriteria za platnosti hypotézy nezavisi na distribu¢ni pozorovani.
Hodges a Lehmann [36] navrhli tfidu odhadu, tzv. R-odhadi,
které jsou inverzi poradovych testii.
Omezme se na situaci, kdy
X1,..., X, maji spojitou distribuéni funkei F(z — @) se stfedem
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symetrie 6. Hypotézu
HO 0= 90

o stfedu symetrie testujeme znaménkovym pofadovym testem (ji-
nak jednovybérovym pofadovym testem), zalozenym na statistice

Sn(Bo) = sign (X; — Oo)an(R;;(60)) (3.41)
kde R;(69) je potadi |X; — 69| mezi | X1 — |,...,| X, — 6| a
a,(1) < ... < ay(n) jsou dané skdry, obvykle generované nekle-

sajici skérovou funkei ¢t : [0,1) = R, ¢ (0) = 0 jako a,(i) =
o* (7). w0 =
1,...,n, dostavame Wilcozoniv jednovijbérovy test. Jestlize plati
0 =6, F(z)+ F(—z) =1, z € R, jsou sign (X; — 6) a R, (60)
stochasticky nezavislé a Sy, (t) je neklesajici a schodovitd funkce .
Odtud plyne, ze Eg,5,(00) = 0 a rozdéleni Sy,(6p) je za platnosti
H; symetrické kolem 0. Jako odhad 6y navrhujeme hodnotu ¢,
ktera je feSenim rovnice S, (t) = 0. Takova rovnice oviem nemusi
mit feSeni, protoZe S,(t) je nespojitd; podobné jako u M-odhadu
tedy definujeme R-odhad ve tvaru

i = 1,...,n. Jestlize nap¥. volime a, (i) =

T = 5(T; +T,), (3.42)

T,7 = sup{t: Sy(t) > 0}, T.F = inf{t: S,(t) < 0}.
Jestlize a,, (1) =1, i =1,...,n, je T;, rovno vybérovému medidnu.
Odhad, odpovidajici jednovybérovému Wilcoxonovu testu se skory
an(i) = a41e ¢ = 1,...,n, se nazyva Hodges-Lehmanniv odhad.

D4 se ukdzat, ze Hodges-Lehmanntuv odhad 1ze vyjadfit explicitné;
je roven

X; + X;
TnH:med{%: 1gi§jgn}. (3.43)
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Ostatni R-odhady, s vyjimkou medidnu a Hodges-Lehmannova od-

hadu, se nedaji vyjadfit explicitné a musi byt pocitany iteracné.
Na rozdil of M-odhadu jsou R-odhady ekvivariantni nejen

vzhledem k posunuti v poloze, ale také ke zméné méfitka, tj. plati

To(X1+e¢ ..., Xn+¢) =Th(X1,....Xn)+¢, c€R
(3.44)
Th(eXy,...,cXy) =T (X, ..., X,), ¢> 0.

Distribuéni funkce statistiky S, (0) neni spojitd, i kdyz
X1, ..., X, maji spojitou distribu¢ni funkci F'(z —0). Jestlize vSak
0 je skutecny stied symetrie, pak distribu¢ni funkce statistiky
Sy (6) nezévisi na F. Oznadime-li

pn = Pp (Sn(0) =0) = P (Sn(0) = 0),
pak 0 <p, <1lalim, ,nop,=0a
3(1=pn) < Py(T, < 0) < Pp(T,, <0) < 5(1+p,).  (3:45)

To znamend, ze v pripadé symetrické F' je T, medidnové nestran-
nym odhadem 0, tj. @ = medy Tj,.

Jestlize vyjadiime potadi R} ve (3.41) podle (3.40), vidime, Ze
Hodges-Lehmanntiv odhad T}, 1ze alternativné vyjadrit jako reseni
rovnice

| B - men g =0 @)

a obecné, R-odhad vytvoreny skérovou funkei ¢ lze vyjadiit jako
feSeni rovnice

/ " o (Fuly) = Fu(2T, — ) dFay) =0, (3.47)

—00
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kde ¢(u) = sign(u— %)w*@ufl), 0 < u < 1. Prislusny statisticky
funkcional je tedy reSenim rovnice

| o) - rerw) ) arw) (3.48)

1
= [ otu=rerE - P ) du=o.

Influenéni funkci T'(F) odvodime z (3.48) analogickym zpusobem,
jako jsme odvodili influen¢ni funkci L-odhadu, a pro F' symetric-
kou s absolutné spojitou hustotou f dostaneme

I )
I T F) = ) (— )y (3.49)

Poznamka 3.4 Jestlize y(z) = cp(F(z)), = € R, pak M-odhad
vytvoteny funkct v a R-odhad vytvoieny funkci ¢ maji stejné in-
fluencni funkce.

Na zavér porovname nékteré numerické charakteristiky vy-
bérového priméru X,,, vybérového mediinu Xm 5%-useknutého
praméru X g5, 10%-useknutého praméru X 19, 5%-winsorizovaného
pruméru W s a Hodges-Lehmannova odhadu HL:
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[Odhad [ " [ N [ & [vary [ vare |

X, %] 1 0 1 00
X, 7| o | % T 174

Xos 1.83 | 1.11 | 0.05 | 1.03 | 1.30
X10 1.60 | 1.25 | 0.10 | 1.26 | 1.26
Wos | 213| oo |005] 1.01 | 1.46
HL 177 | 1.41 | 0.29 | 1.05 | 1.29

Zde znacime
o v* ... globélni citlivost,
e \*... lokalni citlivost,
e £*... bod selhéni,

e vary - asymptoticky rozptyl za normalniho rozdéleni N'(0, 1),

e var. y ... asymptoticky rozptyl za kontaminovaného normal-
niho rozdéleni 0.95 A(0,1) + 0.05 N (0,02),
02 — oo.

3.4 Asymptotické vlastnosti
M-, L- a R-odhadt
Robustni odhady jsou nelinedrnimi funkcemi pozorovani, casto de-

finované implicitné. Odvodit jejich distribucni funkci pfi kone¢ném
poctu pozorovani je velmi obtizné; proto ji aproximujeme limitni
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distribu¢ni funkci odpovidajici neomezené rostoucimu poc¢tu po-
zorovani n — oco. Limitni rozdéleni je vétSinou normdlni a rozptyl
asymptoticky normalniho rozdéleni je dulezitou charakteristikou
odhadu.

Asymptoticky normélni rozdéleni robustnich odhadi nemuzeme
odvodit pfimo pouzitim centralni limitni véty, protoze nejsou line-
arnimi kombinacemi nezavislych ndhodnych veli¢in. Nejprve mu-
sime /n(T,, — T(F)) linedrni kombinaci nezdvislych ndhodnych
veli¢in aproximovat.

Piipomenme si rozvoj (1.15), ktery plati pro fréchetovsky di-
ferencovatelné funkciondly T'(P). Tento rozvoj muZeme piepsat
pomoci influen¢ni funkce IF(z,T, P) ve tvaru

V(T, —T(F)) =1 z": IF (X3, T, F) + Ry, (3.50)
i=1

kde R, = 0,(1). Podobny rozvoj, ktery nazyvame asymptotickou
reprezentaci odhadu T, Ize odvodit i pro funkcionaly, které nejsou
fréchetovsky diferencovatelné, riiznymi metodami a za nejruznéj-
§ich podminek na hladkost distribu¢ni funkce F' a skérové funkce
odhadu (¢, J, ). Ruzné formy asymptotickych reprezentaci ro-
bustnich odhadu jsou odvozeny v knize [46].

Jestlize pro odhad T, plati reprezentace (3.50), pak T,, ma
asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti pfin — 0o v tom smyslu,
ze

L{Vn(T, = T(F))} = N(0,0%), (3.51)
kde 0% = Ep(IF(X,T,F))?. Aplikujme tento vysledek na M-,
L- a R-odhady, jejichz influen¢ni funkce jsme odvodili. Podrobné
podminky, za nichz tyto asymptotické vysledky plati, 1ze nalézt v
[46].
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3.4.1 M-odhady
M-odhad obecného skaldarniho parametru

Necht {X;, i = 1,2,..., je posloupnost nezavislych pozorovani
se stejnou distribuéni funkei F(z,0), 6 € O, kde © je otevieny
interval R'. M-odhad parametru  je feSenim minimalizace

n

Zp(Xi,B) = min, § € O.

i=1
Predpokladejme, ze p(z,0) je absolutné spojitd v 6 s derivaci
P(z,0) = a%p(zﬁ). Jestlize ¢(z,0) je spojitd v 6, pak hleddme
M-odhad T), mezi kofeny rovnice

i $(X;,0) = 0. (3.52)
i=1

Jestlize funkce Eyp(X,t) ma jediné minimum v bodé ¢ = 6 (fishe-
rovska konsistence) a jsou splnény dalsi podminky bud na hladkost
1 (z,0) nebo F(z,0), pak existuje posloupnost {7}, } kofenii rovnice
(3.52) takovd, Ze piin — oo

\/E(Tn - 9) = Op(l)v (353)

LS y(xi,0) + 0, (n112),

\/E(Tn - 9) = m i=1

Kde 7(6) = Byh(X.60), )(.6) = 4(z.0).

Odtud dale vyplyva, ze \/n(1;, — ) mé asymptotické normalni
rozdéleni
By(y*(X,0)

N(0702(¢1F))1 kde 0'2(7/)71?)) = 72(0)

(3.54)
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M-odhady parametru posunuti

Necht X7, Xs,... jsou nezéavisla pozorovani s distribucni funkci
F(z — 6). M-odhad 6 je feSenim minimalizace

n
> p(Xi—6) = min, 0 € R".
i=1

Predpokladejme, 7ze p(z) je absolutné spojita s derivaci ¢ (z) a ze
funkce h(t) = [; p(z — t)dF (z) mé jediné minimum v bod& ¢ = 0.
Jestlize 1 je absolutné spojitd s derivaci ¢’ a v = [¢'(2)dF(z) >
0, pak existuje posloupnost {715, } kofenti rovnice Y 7| 9)(X;—t) =
0 takova, Ze pfin — oo

V(T — 6) = 0,(1), (3.55)
n —0)= L Y i — n~t?
VT, = 6) ﬁyi;w(xl 0) +0p(n™'17)

Py (Va(T, —0) < z) — (%) ,
kde o%(p, F) = y72 [ 4*(2)dF(z) a ¥ je distribu¢ni funkce nor-
mélniho rozdéleni A (0,1). Pokud F mé absolutng spojitou hus-
totu f s derivaci f’ a koneénou Fisherovu informaci
Z(F) = [[f'(z)/ f(z)]*dF (z), pak pii speciilni volb&
p(z) = —log f(z) je M-odhad roven maximalné vérohodnému od-
hadu 6, jehoz asymptoticky rozptyl je roven Rao-Cramérové dolni
hranici 1/Z(F).
Jestlize 1(z) méa body nespojitosti, je tfeba, aby distribu¢ni
funkce F' mé&la dvé derivace f, f’ v jejich okoli. M-odhad je urcen
jednoznacné, pokud ) je neklesajici, a to vztahy (3.12). Pak FeSeni

76 KAPITOLA 3. ODHADY REALNEHO PARAMETRU

T, ulohy Y7, p(X; — 0) := min neni obecné kofenem rovnice
S (X; —60) =0, ale plati

n~1/? 2”: Y(X; —T,) = 0,(n"Y2) pfi n— oo (3.56)
i=1
a
(T, — 8) \/%7* gw(xi —9) 4+ 0,(n 1Y),
7= [ ferivte) (3.57)
Py (VT —6) <2) — & (%) ,

kde o2(y, F) = (v*)72 [ ¥ (z)dF (z) a ¥ je distribu¢ni funkce
normélniho rozdéleni A'(0,1).

Vice o asymptotickych reprezentacich M-odhadu, jakoz i asymp-
totické reprezentace studentizovanych M-odhadu lze nalézt v [46].

3.4.2 L-odhady

Necht X1, X, ..., jsou nezavisla pozorovani s distribu¢ni funkci F.
Nejprve uvazujme linedrni kombinaci pofadkovych statistik T, =
> or cniXny s koeficienty generovanymi véhovou funkei J bud
podle (3.30) nebo podle (3.31) (L-odhad typu I). Omezime se na
useknuté L-odhady splijici J(u) = 0pro0 <u < aval—a <u <
LL0o<ax< % Predpoklidejme, Ze distribucni funkce F je skoro
viude spojitd a F~!(u) je lipschitzovska v okoli bodii nespojitosti
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funkce J, kterych je nejvyse koneéné mnoho. Pak piin — oo

VT, — T(F)) = n~1/2 i"pl(Xi) 0,12,

i=1

T(F) = /0 J(u) F~(u)du, (3.58)

—Aﬂwzd—FwnﬂﬂwM%zeR

\/_(T T(F)) mé asymptoticky normalni rozdéleni
N (0,0%(J, F)) , kde

zumzéﬁmwm

- /:x: /jo J(F(z))J(F(y))[F(z Ay) — F(z)F(y)|dzdy.

Jestlize distribu¢ni funkce F' ma absolutné spojitou hustotu f s
derivaci f' a kone¢nou Fisherovu informaci Z(F) =
= [[f'(z)/f(z)]*dF(z), pak volba véhové funkce

Hu
J(u) = Jp(u) = %7
f'(z)
0<u<l, o(z)= T’ z€R (3.59)

vede k asymptoticky vydatnému L-odhadu s asymptotickym roz-
ptylem

o} (J,F) = =——.
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Vsimnéme si, ze pokud je Jp(u) =0prod <u < aal—a<u <1,
je % dlong(z) =konst proz < F~l(a) az > F~ (1 -a), a
tedy chvosty hustoty f klesaji exponencidlné k 0.

Uvazujme odhad typu II, tj. linedrni kombinaci kone¢né mnoha
kvantila 7;, = Zle aj Xn np;j+1, 0 <p1 < ... <pp < 1. Pfedpo-
kladejme, Ze F je dvakrat diferencovatelnd v F~1(p;) a
F'(F~Y(p;)) >0, j=1,...,k. Pak piin — oo

( i PJ)_”UQZ#& ) + Ra,

R,=0 (n71/4(log n)l/2(log log n)1/4) skoro jisté,
(3.60)

z -1l < )]}

z €R, a \/E(Tn - Zle ajF’l(pj)) mé asymptoticky normaln{
rozdéleni N (0, [ ¢3(z)dF(z)) .

3.4.3 R-odhady

Uvazujme R-odhad T;, stfedu symetrie 0 distribuéni funkce F'(z —
), vytvofeny poradovou statistikou S, (¢) (3.41) pomoci vztahtu
(3.42), se skérovou funkei p(u), neklesajici a integrabilni se ¢tver-
cem, 0 < u < 1. Pfedpokladejme, 7Ze F' ma absolutné spojitou
hustotu f a koneénou Fisherovu informaci Z(F'). Pak p¥i n — oo

V(T — 6) Z«p ) +0p(1), (3.61)
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kde v = [p o(F(z))(—f'(z))dz, a tedy /n(T, — #) mi asympto-
ticky normélni rozdéleni A (0, 2 fol @2 (u)du) . Specialné, jestlize
J'(F~(w)
plu) = =2+, 0<u<l,
fE(u)
dostaneme asymptoticky vydatny R-odhad s asymptotickym roz-
ptylem 1/Z(F).

volime

3.4.4 Asymptotické vztahy M-, L- a R-odhadu

Necht X, Xa,... je posloupnost nezavislych pozorovani s distri-
buéni funkci F(z —6), F(z) + F(—z) = 1 Vz, a necht {T1,} a
{Ton} jsou dvé posloupnosti odhadu 6. Jestlize v/n(Tj, — 0) mé
PFi n — oo asymptoticky normélni rozdéleni N'(0,0%), j = 1,2,
pak podil rozptyli e » = 0? /o3 nazyvame asymptotickou relativni
vydatnosti {Ta,} vzhledem k {T',}. Alternativng, jestlize {Th,}
je zaloZeno na n' pozorovénich, pak v/n(Ty, —6) m4 asymptoticky
normélni rozdéleni N (0, 0?), stejné jako /n(Ti, — ), jestlize po-
sloupnost n' = n'(n) je volena tak, 7e existuje limita

o2

. n 1
lim —~ = —5 =e€12.
nooon'(n) o3

Jestlize €) 2 = 1, znamend to, ze {T1, } a {T>,} jsou stejné asympto-
ticky vydatné. V takovém p¥ipadé dale srovnavame {Ti,} a {To,}
pomoci tzv. deficience {Ty,} vzhledem k {T1,,} : jestlize plati

aj _ .
By [n(Tyj = 0)°] =7° + - +o(n™), j=1,2,

pak deficienci {Th, } vzhledem k {T},} nazyvame

az — ay

dig =
) 7_2
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Jestlize n'(n) zvolime tak, Ze
Ey[1(Tow — 0)°] = Eo[n(Tin = 0)”] + O(n”),

pak
L ’
dig = nhm [n'(n) — n].

V predchéazejicich paragrafech jsme vidéli, ze M- a L-odhady
zalozené na pozorovanich s distribucni funkci F' maji stejné influ-
enéni funkce IF(z,T),F)
= [F(z,T5, F), pokud J(u) = ¢'(F~'(u)), 0 < u < 1. Podobné
vztahy plati i mezi M- a R-odhady a L- a R-odhady. V téchto
tvahich muzeme pokracovat déle: z asymptotickych reprezentaci
paragrafii 3.4.1 3.4.3 plyne, Ze tyto odhady nejen maji stejné in-
fluenéni funkce, ale pokud {71} a {T}2} maji stejné asymptotické
reprezentace, (aZ na tvar zbytku), pak jsou asymptoticky blizké ve
snyslu

Vn(Tey, — Tin) = Ry = 0p(1)  pii  n — oo, (3.62)

V tom piipadé fikdme, Ze posloupnosti odhadu {751} a {Th2}
jsou asymptoticky ekvivalentni. Dalsi informaci o vztahu {T,;} a
{Tn2} ziskdme, podaii-li se ndm odvodit pfesny fad zbytku R,
ve (3.62), pfipadné jeho asymptotické rozdéleni, po vyndsobeni
vhodnou mocninou n. Toto rozdéleni uz ovSem neni normalni.

Pro tplnost shriime nejzajimavéjsi z téchto asymptotickych
vztahu.

M- a L-odhady

Necht X, Xa,... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnou dis-
tribuéni funkei F(z — 0) takovou, %e F(z) + F(—z) =1, z € R
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necht X,.; < X0 < ... < Xy jsou pofadkové statistiky pii-
slusné Xq,..., X,.

I. Necht M, je M-odhad 6 generovany neklesajici schodovitou
funkei

P(x)=a; ... s5<x<Ssjp1, j=1,...,k, (3.63)
kde
—0 =50 <51 <...< S < Spr1 = 00,
—o<ay<ap <... <o <00,
Qj = —Qg_ji1, 55 = —Sk—jy1, J = 1,... .k,

a alespon dvé z Cisel o jsou riznd. To znamend, Ze M, je FeSenim
minimalizace Y i | p(X; —t) = min, kde p je spojitd, konvexni,
symetrickd a po ¢astech linedrni funkce s derivaci p' = 9 s.v.
Predpokladejme, ze F' m4 dvé ohrani¢ené derivace f, f', f kladnou,
v okoli sy, ..., sg.

Pak L-odhad L,, asymptoticky ekvivalentni M, je linedrni
kombinace koneéné mnoha kvantili,
L, = Z?:] ann:[npj]a kde

pj =F(sj), aj= %(O‘j —aj1)f(s)),

(a; —a;-1)f(s;) (> 0); (3.64)
1

v =

k
j=

a plati M,, — L, = O, (nf%) pfi n — oo.
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II. Predpoklddejme, ze F' ma absolutné spojitou symetrickou
hustotu f a kone¢nou Fisherovu informaci Z(F'). Necht M,, je Hu-
beruv M-odhad 6, generovany funkci 1

z ozl <e
Y(z) = .
cosignz ... |z|>¢
kde ¢ > 0, a necht L, je a-useknuty prumeér,

1 n—[nal
L,=—##+ Xn:i
i=[na]+1
kde @ = 1 — F(c). Jestlize F dale spliwje f(z) > a > 0 a f'(z)
existuje pro
Fla—e)<z<F'1-a+e), e>0,

pak pfin — oo

M, — L, =0, (n7"). (3.65)
III. Necht L, je a-winsorizovany prumér
1 n—[na)
L, = E [na]Xn:[na]+1 + Z Xnii + [”a}Xn:nf[nn]
i=[nal+1

Pak za stejnych podminek jako ve II plati

My — L =0y (n’%) , M — 00, (3.66)
kde M, je M-odhad vytvoreny funkci
F Y0 - simy e <F ()
P(z) = T F~Y()<a<F~1(1—a)
FY(1-a)+ 5ty = > F i1 -a).
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IV. Necht L, = 3.7 | cniXn:i, kde koeficienty ¢,; jsou genero-
véany funkci J : (0,1) — R takovou, ze

1
J(lfu):J(u),0<u<1,/J(u)du:l7
0

J(w)=0 pro u€ (0,a) U(l—a,1), 0<a< 3,

J je spojita v (0,1) az na kone¢né mnoho bodisy, ..., sm,

kde a < s1... < 8y, < 1 —«, a J je lipschitzovskd v intervalech
(@, 51), (51,52),- -5

($m,1 —a).

O distribu¢ni funkci F' predpokladame, ze ma symetrickou hus-
totu a ze F~Y(u) = inf{z : F(z) > u} je lipschitzovska v okoli

Sly---y8m, &
A
/ fA(z)dx < 0o, kde A=F Y1 —a+e), e>0.
A
Pak asymptoticky ekvivalentni M-odhad M, je vytvoreny funkci

o) = — /R (Ily > o] - F(y) J(F(y))dy, = € R

a plati
My —Ly=0, (n7"), n— cc. (3.67)

M- a R-odhady

Necht X, X, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnou dis-
tribuéni funkei F(z — 0) takovou, Ze F(z) + F(—z) =1, z € R
Predpoklddejme, ze F' mé absolutné spojitou hustotu f a konec-
nou Fisherovu informaci Z(F). Necht ¢ : (0,1) — R je neklesajici
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skérova funkee, p(1 —u) = —p(u), 0 <u<1a fol ©*(u)du < .
Necht

1
1= [ elF @) @) 20

Necht R, je R-odhad , definovany v (3.41) a (3.42) se skdry a,, (i) =

ot (nil) ci=1,.,m, kde o (u) = ¢ (1),

0 < u < 1. Necht M, je M-odhad vytvofeny funkci (z) =
),

c@(F(z) z €R, ¢> 0. Pak

M, — R, =0, (nfé) , . — 00. (3.68)

Specialné, Hodges-Lehmannuv R-odhad je vytvoren skérovou funkei
p(u) = u— %, 0 < u < 1, a tedy asymptoticky ekvivalentni M-
odhad je vytvofen 1)-funkci ¥(z) = F(z) — %, ze€R

R- a L-odhady

Kombinaci predchazejicich vysledki dostaneme asymptotické vztahy
mezi R- a L-odhady; nemusime je tedy podrobné rozepisovat. Jako
zajimavy piiklad uvedme R-odhad, asymptoticky ekvivalentni -
useknutému pruméru, ktery je generovany skérovou funkci

F~(a) o 0<u<a
pu) =< F(v) . a<u<l—a
Fll-a) ... 1—a<u<l.

3.4.5 Minimaximélné robustni odhady

Vétsina odhadi T, = T'(F,) mé asymptoticky normalni rozdéleni,
tj. pfin — oo rozdéleni /n(T, — T(F')) konverguje k normalnimu
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rozdéleni
N(Ov‘/as(FvT)) , kde Vas(FvT) = fRIFZ(szv F)dF('E)

Jakozto miru robustnosti funkciondlu T' (a odhadu T;,) muzeme
uvazovat maximum asymptotického rozptylu
Vs (F,T) pies urcitou tiidu F distribu¢nich funkei:

GA(T) = sup Vs (F, T).
FeF

Na druhé strang, uvazujme uréitou tfidu funkcionala 7, napf.
M-funkciondlii, a hledejme funkcional Tp takovy, ze o*(Tp) <
o2(T) VT € T. Jestlize takovy funkcional existuje, nazyvé se mi-
nimazximdlné robustni, nebot splhuje

o*(Ty) = jnf. sup Vas (P T). (3.69)
Uvazujme specidlni piipad odhadu parametru polohy. Necht
X1,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei F'(z—

), kde 6 je nezndmy parametr a F' je nezndmy prvek systému
distribucnich funkci F. Nejcastéji se uvazuji nasledujici t¥idy F :

(i) Kontaminacni model:
Fg={F: F=(1-¢)G+cH, HeP}, (3.70)

kde G je pevna distribucni funkce, € € [0,1) je pevné éislo a
H probih4 pevnou t¥idu P distribu¢nich funkei.

(if) Kolmogoriv model:

Fe = {F ¢ sup |F(z) — G(z)] < 5}, € €[0,1) pevné.
e (3.71)
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Necht Fy € F je distribuéni funkce, kterd minimalizuje Fische-
rovu informaci na F (nejméné piiznivé rozdéleni systému F), tj.

I(Fo) :/ (f6(1)>2dF0 = min Z(F).
& \ fo(z) Fer

Necht Ty je prvek t¥idy odhadu T, ktery je asymptotickym odha-

dem € pro distribuéni funkei Fy, tj. Vas(Fo,1p) = ﬁ Jestlize

déle plati

1
- = Fy, Ty) > ¢ F, T
I(Fo) Vas( 0, 0)7;2?:‘/115( s 0)7
pak
inf sup Voo(F,T) — —
nf su =
TeT pey I(K)
tj. (3.72)

Vas(F01T) > ‘/as(F07T0) > Vas(F7 TO)

VT € T a VF € F. Minimaximalné robustni odhad existuje mezi
M-, L- i R-odhady v symetrickém kontamina¢nim modelu (Huber
[37], Jaeckel [40]).

Minimaximdalné& robustni M-, L- a R-odhady

Uvazujme kontaminaéni model (3.70), kde G je symetrickd jedno-
vrcholovd distribucni funkce s dvakrat diferencovatelnou hustotou
g takovou, ze

(—log g(z)) je konvexni v z; necht H probih4 symetrické dis-
tribuéni funkce; ozna¢me tento systém Fj. Nechf T(F) je M-
funkciondl, definovany jako kofen rovnice [, ¢(z — T'(F)) = 0.
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Pak ) J
Y —T(F))dF
o) = JE 1IN 1
(o 9! (@ = T(F))dF(x))* ~ Z(F)
Huber [37] dokézal, Ze nejméné pfiznivé rozdéleni t¥idy F; ma
hustotu

(1 —€)g(zg)ekl@=20) z <z
fo(z) =< (1—e)g(z) oo g <z <1 (3.73)
(1 —¢e)g(zy)e Fle—e) T > 1
kde ,
Iozf:z;lzinf{z: fg(I)ka}
9(z)

a k > 0 je urceno vztahem

2 o 1
z dr =
co) + [ gt =

a T, je maximilné vérohodny odhad pro rozdéleni fy, tedy M-
odhad generovany funkci

—k z <z
!
T ,
¢0(95):*%: 7!5}((;)) oo o<z <uT)
k T > T

Z asymptotickych vztahu v § 3.4.4 hned plyne, Ze existuji
i minimaximalné robustni L- a R- odhady; speciidlné, minimaxi-
malné robustni L-odhad je vytvofen vahovou funkci

To(w) = ﬁ%(ﬁl(u)), 0<u<l
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a minimaximalné robustni R-odhad je vytvoren skérovou funkei
wo(u) = 1/)[](}7'(;1(71))7 0<u<l.

Dulezity specialni pfipad je minimaximalné robustni odhad v
modelu kontaminovaného normdlntho rozdéleni: v modelu (3.70)
polozme G = ®, kde ® je distribuéni funkce A'(0,1). Pak nejméné
priznivé rozdéleni méa hustotu

1-¢ —22%/2 lz| < k
e <

@) =91 e i (3.74)
Words oo =l >k,

a tedy je normalni v centrdlni ¢asti [—k, k] a exponencidlni vné
tohoto intervalu. Vérohodnostni funkce, piislusna fy, je

iz T oz <k
Iﬁo(l’) — _ 0( ) — )
Jo(@) ksignz ... |z|>k
coz je znama Huberova funkce. Konstanta k£ > 0 je urcena vztahem
' (k) 1
20(k) —1+2 = .
(k) + k 1—e¢

Minimaximélné robustni M-odhad pro kontaminované norméalni
rozdéleni je generovany funkei 1y a je shodny s maximalné véro-
hodnym odhadem pfislusnym hustoté fo. Minimaximalné robustni
L-odhad je vytvoren vihovou funkei Jy, kterd musi spliiovat

1
Jo (Fo(z)) = mf[—k’ <z <k, zeR
a tedy je rovna
1 _ _
Jo(u) = m[ [Fo (k) <u<Fy'(k)], 0<u<L.
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Piislusny L-odhad je a-useknuty primér, kde o = Fy ' (—k). Po-
dobné minimaximélné robustni R-odhad pro kontaminované nor-
malni rozdéleni je vytvoren skérovou funkei

wo(u) = 1ho (FO’I(U)) ,0<u<1.

90
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Kapitola 4

Robustni odhady
v linearnim modelu

Uvod

Uvazujme linedrni regresni model

Y, =xi8+U;, i=1,...,n, (4.1)
kde Yi,...,Y, jsou pozorovani, 3 € RP je neznamy parametr,
x; € RP, 4 = 1,...,n jsou pevné dané vektory nebo ndhodné
pozorovatelné vektory (regresory) a Uy, ...,U, jsou vzijemné ne-

zavislé ndhodné chyby se stejnou distribu¢ni funkei F. Distribuéni
funkce F je obecné neznamé; jen predpokladame, ze patii do ur-
c¢itého systému F distribu¢nich funkeci.

Oznacime-li

Y= (Ylv"an)’v
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U= (Ulv' i 7Un)l7
muZzeme (4.1) p¥epsat v maticovém tvaru
Y =XB3+U. (4.2)

Nejzndm¢jsim odhadem 3 je klasicky odhad metodou nejmensich
ctverct 3. Pokud X je nendhodnd a ma hodnost p, je B roven

B=(X'X)"'X'Y. (4.3)

Je-li F' normadlni, je ﬁ maximalné vérohodnym odhadem (3. Pro
obecnou distribu¢ni funkci F, kterd ma kone¢ny druhy moment, je
podle zndmé Gauss-Markovovy véty a nejlepSim nestrannym line-
arnim odhadem (3. Protoze 3 je rozsifenim vybérového pruméru na
linearni regresni model, ma i podobné vlastnosti, zejména je velmi
nerobustni a citlivy k odlehlym pozorovanim Y;, k odchylkdm od
normélniho rozdéleni chyb U; a selhdva, pokud toto rozdéleni ma
tézké chvosty. AvSak navic je odhad B v linedrnim regresnim mo-
delu silné ovlivnén regresni matici X a je velmi citlivy k odlehlym
hodnotdm jejich elementi.

Chyby, zpusobené odchylkami od predpokldadaného modelu a
od predpoklddaného rozdéleni pravdépodobnosti v lineadrnich mo-
delech, zejména ekonometrickych, mohou mit dalekosdhlejsi dis-
ledky nez v modelu s parametrem posunuti. Proto pravé zde mu-
sime hledat robustni alternativy ke klasickym odhadtun, jejichz
hlavnim predstavitelem je odhad metodou nejmensich ctvercu.
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Nez zavedeme robustni alternativy metody nejmensich ¢tvercu,
ukdzeme, v Cem spoCiva vliv odlehlych prvku regresni matice X
na chovani odhadu 3.

4.1 Metoda nejmensich ¢tvercu
Jestlize odhadneme B metodou nejmensich ¢tvercu, pak regresni
nadrovina prochédzi body (x;,Y;), i =1,...,n, kde
i/TL' =X;E=h;Y7 i= 17"'7”7
a h je i-ty Fadek projekéni matice H=XXX)"'X. Tedy ¥ =
HY je projekci vektoru Y do prostoru nad sloupci matice X.
Protoze H je projekéni matice, plati hjh; = h;;, 4,7 =1,...,n, a
tedy
0< thzk =hi(l—hy) = 0<h; <1,i=1,...,n,
k#i
(4.4)

1 .
= |hyj] < hillllbyll = (haihj)? <1, 4,5 =1,....n.
Matice H je fadu n x n a hodnosti p; jeji diagonalni prvky lezi v

mezich 0 < h;; <1, i =1,...,n a stopa trace(H) = 37", hy; = p.
Jestlize se stane, Ze h;; = 1 pro néjaké ¢, pak

n
U=hy =) =D hj =1+ b
k=1 ki
= hyj =0 pro j #1,
co% znamena, ze

V; =x/8 = hlY = hY; = Vi,
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a regresni nadrovina prochazi bodem (x;,Y;), bez ohledu na hod-
noty ostatnich pozorovani. Hodnota h;; = 1 je extrémni piipad,
ktery vsak ukazuje, Ze vysoka hodnota diagonalniho prvku h;; ma-
tice H zpiisobuje, Ze regresni nadrovina prochazi v blizkosti bodu
(x4,Y;). Takovy bod proto nazyvame vlivngm (leverage) bodem
mnoziny pozorovani. V literatufe neni shoda v nazoru, kterou hod-
notu h;; je t¥eba povaZovat za vysokou. Je viak zndmo, (viz napf.
[39]), #e pokud EU; =0 a0 < 02 = EU? < o0, i =1,...,n, pak

lim max hy; =0
n—00 1<i<n

je nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby platilo

EHETL - ﬂ”z - 07

c{xx)"@, - p)} - N (0,01,

pii n — oo, kde I, je jednotkova matice radu p.

Uvazujme, jaky vliv miize mit maximaln{ diagondln{ prvek ma-
tice H na pravdépodobnost velkych hodnot residui odhadu B; zda
se nam, ze pravé zde je vliv diagondly X na 3 nejnizornéjsi.

Predpokladejme, ze distribu¢ni funkce F' je symetrickd podle
nuly, tj. F(z) + F(—z) =1, z € R, a ma nedegenerované chvosty,
tj. 0 < F(z) < 1, z € R Uvazujme nésledujici miru chvosti
odhadu 8

—logPg (max,— \x;(ﬁ -B8)| > a)

B(a.B) = ~Tog(1 = F(a))

(4.5)
Prirozené ocekavame, ze

Jim P (max (B - B) > ) =0
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a zajima nas, kdy je tato konvergence nejrychlejsi, a kdy naopak
je velmi pomald. Oznac¢me

h = max hy, hy = X'X) %, i =1,...,n. (4.6)
1<i<n

Nasledujici véta popisuje vliv & na limitni chovéni B (a, B) :

Véta 4.1 Necht’,@ je odhad B metodou nejmensich ¢tverci v mo-
delu (4.2).

(i) Jestlize F md exponencidlni chvosty, tj.

)
a—00 ba

=1, b>0, pak

R/ < liﬂaﬂooB(lLﬁ) < lima—mB(a,a) < ht

(i) Jestlize F md exponencidlni chvosty s exponentem
r, 1.

i 10801 = F(@)

a—»00 ba"

=1,b6>0 a re(1,2],

pak

R < lim, ,. B(a,B) < img_0B(a,B) < h".

> U, o
(iii) Jestlize F je normdlni, pak

lim B(a,B) = h~".

a—00
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() Jestlize F md tézké chvosty, tj.

. 10801 = (@)

=1, m>0,
a—00 mloga

pak

lim B(a,B) = 1.

a—00
Véta 4.1 ukazuje, Ze velkd hodnota maximdlniho diagondlniho
prvku h matice H zpusobuje, Ze pravdépodobnost Pﬂ (max; |x}(8—
B| > a) klesd k 0 s rostoucim a pomalu, i pfi normalnim rozdé-
leni chyb a pfi velkém pocétu pozorovani n. Zaroven vidime, ze pii
normalnim rozdéleni chyb vzdy plati

Timy 00 B(a, B) < g, (4.7)

pricemz rovnost nastava pri vyrovnaném designu odpovidajicim
hii = %, = 1,...,77,.

Diikaz v&ty 4.1. Bez Gjmy obecnosti predpokladejme, ze i = hy;.
Protoze 0 < h <1 aY; =x3 = h]Y, muZeme psat

x(B-B)| > a)

Pﬁ(m:_ax
= Po(max |1’12Y| > a) > P[)(hllY > a)
(2
> Po(hY1 > a,h1aYy 20, hinYn > 0)
5 -1 5 -1
> Po(Vi > afh) (3)" = (1-F(a/h) (5)" -

Odtud vyplyva

— log(1 - F(a/h))

Tlog-F(@) MY

Ea—>c>oB((ly B) < ma—)oo
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Jestlize F mé exponencialni chvosty s indexem r, pak ze (4.8) dale

plyne

b(a/h)"
ba”

coz d4véa horni hranici v (i) a (ii). Pro F' s tézkymi chvosty ze (4.8)

plyne

=h", (4.9)

ma%ooB(av E) < limgso0

mlog(a/h) _

ma—»<>oB(a7 E) < ma—>c>o
mloga

1 (4.10)
a odtud plyne (iv), protoze B m4 alespoii jeden kladny a alespoii
jeden zaporny residudl, a tedy lim, ,  B(a,8) > 1.

Na druhé stranég, jestlize F' ma exponencidlni chvosty s expo-
nentem 7, 1 < r < 2, pak s uzitim Markovovy nerovnosti muzeme
psat pro libovolné € € (0,1)

Pg(max [x}(8 — B)| > a) (4.11)

< FEylexp{(1 — E)bﬁl’j(lnaxi IYi|")}]
N exp{(1 — ¢)bh!-"a"} '
a tedy pokud muzeme ovéfit, Ze

FEqlexp{(1 — E)bﬁl’r(m?x\ffi\)r}} < Cp < 00, (4.12)
pak bude platit

—log Pg(mlaxﬁ’i\ >a) > —log Cp + (1 —e)bh!"a’,

a odtud dostaneme dolni hranici ve (ii) a vlastné také dolni hranici
pro normélni rozdéleni ve (iii). Musime tedy dokdzat koneénost
stfedni hodnoty ve (4.12). Oznacme ||x||s = (31—, lz]%)"/*, s> 0
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a polozme s = I3 (> 2). Pak (s pfihlédnutim ke vztahu

ZL h’zzk = hy;)
(mgxlffil)r = max Y[ < max(|[hills [ Y[l-)"
n n _ n
< mzax(z A AU Y A
k=1 k=1 k=1

a tedy
Eg exp{(1 — &)bh* " (max |V;|"}
1

< Bo exp{(1 - )b [¥i["}
k=1

< (Eo exp{(1 —e)bY1|"})".
Ma-li F exponencialni chvosty s exponentem r, pak existuje K > 0

takové, ze pro z > K plati 1 — F(z) < exp{—(1 — 5bz"} = Ck a
integraci per partes dostaneme

0 < Eqlexp{(1 —€)b|Y1["}]

— =2 [ expl(1 - eyt - F () (4.13)
0

K
<2 /0 exp{(1 — )by’ }dF(y)
+2 exp{(1 — )bK"}(1 — F(K))

#2 [ o= Fen{( - Yy
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K
<9 /0 exp{(1 — )by }dF (y)
+2(1 = F(K))exp{ (1 — £)bK?}

o0
+2/ r(l— e)byrflexp{—%byr}dy <C:. <>
K

a tim jsme dokazali (4.12) pro 1 < r < 2. Pro r = 1 postu-
pujeme takto: nejprve si uvédomime, ze ze (4.4) vyplyva |h;| <
Vhii, 1,5 =1,...,n, a tedy

n
max |Yj| = max |h}Y| = max| Z hi; Y|
(2 K] 7
=

n n
< max [hyg| Y V51 < BY2Y 1Y)
j=1 j=1

Z Markovovy nerovnosti vyplyva
< Eg exp{(1 — €)bh~"/? max; |V;|}
- exp{(1 — )bh—1/2a}

< (Bo exp{(1 —e)b"1[})"

~ exp{(1 —e)bh~1/2a}
a ze (4.13) vyplyva, ze Eg exp{(l — €)b|Y1|} < oo; odtud dosta-
neme doln{ hranici v (i).

Jestlize F je distribu¢ni funkce norméalniho rozdéleni NV'(0, 02),

pak Y — X8 m4 n-rozmérné normélni rozdéleni N, (07 O'Qﬁ) ,a

tedy

Po(max |Yi| > a)
13

Po(max |Vi| > a) > Po(h{Y > a) = 1 — d(ac " h™'/?)
1
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a Timg_ocB(a, B) < b1 ]

4.2 M-odhady

M-odhad parametru 8 v modelu (4.1) je definovan jako feseni M,
minimalizace

n
ZP(Yi — x}t) := min (4.14)
=1

vzhledem k t € Ry, kde p : R — R; je absolutné spojité, obvykle
konvexni funkce s derivaci 1. Ziejmé M, je ekvivariantni vzhledem
k regresi, tj.

M, (Y +Xb) = M,,(Y) + b Vb € R,, (4.15)

ale M,, obecné neni ekvivariantni vzhledem k méFitku: obecné ne-
plati
M, (cY) =cM,(Y) pro ¢>0. (4.16)

M-odhad, ekvivariantni vzhledem k méritku, ziskdme bud studen-
tizaci nebo tak, ze zaroven s regresnim parametrem odhadujeme
métitko. Studentizovany M-odhad je feSenim minimalizace

n )
Zp (%) = min, (4.17)

i=1 "

kde S, = S,(Y) > 0 je vhodn4 skdlové statistika. Aby M, bylo
ekvivariantni vzhledem k regresi i k métitku, je tieba, aby skalova
statistika S, byla invariantni vzhledem k regresi a ekvivariantni
vzhledem k méritku, tj.

Sp(c(Y +Xb)) =cSu(Y) Vb €R, a ¢>0. (4.18)
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Takovou statistikou je napt. odmocnina z residudlniho souctu ¢tver-
cu,

Su(Y) = (Y = Y) (Y - Y)'? = [Y'(I, - H)Y]'/?,

ale ta je tzce spojena s odhadem metodou nejmensich ¢tvercu a
tedy nerobustni. Robustni $kalové statistiky mohou byt zalozeny
na regresnich kvantilech nebo regresnich poradovych skdrech, o
kterych se zminime pozdéji.

Minimalizace (4.17) musi byt doplnéna pravidlem, jak defino-
vat M,, v piipadg, Ze S,(Y) = 0; ve vétsiné pripadu vSak toto
nastane s pravdépodobnosti 0 a specialni tvar pravidla nem4 vliv
na asymptotické chovani M,,.

Jestlize ¢(z) = %}l je spojita funkce, pak M,, je kofenem

soustavy rovnic
n
Y, — xit
S oxip () =o. (4.19)
i=1 Sn

Tato soustava rovnic v8ak muze mit vice kofenll a pouze jeden
z nich vede ke globdlnimu minimu tlohy (4.17). V knize [46] je
dokazano, ze za obecnych podminek vzdy existuje alespon jeden
kofen (4.19), ktery je y/n-konsistentnim odhadem B. Jestlize 1)
je neklesajici schodovita funkce, a tedy p je konvexni, po ¢as-
tech linearni funkce, pak M, je bodem minima konvexni funkce
w1 p((Y; —xit)/S,) pfes t € Ry, a i v tomto pfipadé mizeme
dokézat jeho konsistenci a asymptotickou normalitu.
Méfitko zaroven s regresnim parametrem muzeme odhadovat
ruznymi zpusoby: napf. (M,, &) je feSenim minimalizace

n
Z op (0~ 1(Y; — xt) + a0 :=min, t €R,, o >0, (4.20)
i=1
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kde a > 0 je vhodné konstanta. Tato minimalizace vede k soustavé
p + 1 rovnic

n
Y, - %
3 it <_xt> —0
N ag
i=1
n

> x (YZ_T’*) =a, (4.21)

=1

ke x(o) = 2(a) ~pla) o= [ x(a)db(o)
a @ je distribu¢ni funkce A(0,1). Za funkci 3 se obvykle voli
Huberova funkce (3.15).

Matice X miuze byt ndhodné, nendhodnd i smiSend, tj. nékteré
prvky X jsou pevné a jiné ndhodné. Pfi ndhodné matici X je
tFeba vzit v Givahu i mozné rozdéleni pravdépodobnosti fadka X
a influen¢ni funkce zavisi na dvou argumentech, x a y. Podobné i
bod selhani odhadu je tfeba uvazovat nejen vzhledem k moznym
zménam pozorovani y, ale i pozorovani x.

Asymptotické vlastnosti M-odhadu s pevnou matici X jsou po-
drobné studovany v knize [46]. Pro ilustraci uvedeme asymptotické
rozdéleni pravdépodobnosti M-odhadu v nejjednodussim pripadé,
tj. nestudentizovaného M-odhadu s nendhodnou matici X.

4.2.1 Asymptotické rozdéleni M-odhadu
s nendhodnou matici

Predpokladejme, Ze distribu¢ni funkce F chyb U; v modelu (4.1)
je symetrickd podle nuly. Uvazujme M-odhad M, jakozto fe-
Seni minimalizace (4.14), kde 1 = p' je licha, absolutnd spo-
jitd a predpokladejme, Ze Erp?(U;) < oo. O matici X = X,
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predpoklddejme, Ze m& hodnost p a Ze maxi<i<p hl(-?) — 0 pri
n — 00, kde hl(-?) je maximalni diagonalni element projekéni ma-
tice H, = X,,(X! X,,) ' X!. Pak pii n — oo plati

M, 58 (4.22)

£{(X,X)12(M, ~ B)} > N, (0,0% (4, F)L,))

Epy?*(Uh)

kde o(y. F) = g re

JestliZe za stejnych predpokladit %X’HX" — Q, kde Q je pozitivné
definitni matice fadu p x p, pak

L{Vn(My, — B)} = N, (0,0°(, F)Q') .

Jestlize 1) muZze mit skoky, ale je neklesajici, a F' je absolutné
spojita s hustotou f, pak (4.22) zuistava v platnosti s tim rozdilem,
7€
Epy*(U)
2 F 1
o2 up, ) = v U)
(Jie f(2)dip(2))?

Viimnéme si, ze o2(1), F) je totéz jako ve (3.54) u asymptotického
rozdéleni M-odhadu parametru polohy. Asymptotické rozdéleni
studentizovaného M-odhadu zavisi na vlastnostech studentizujici
statistiky S),.

4.2.2 Influenéni funkce M-odhadu s ndhodnou ma-
tici

Uvazujme model (4.1) s ndhodnou matici X, ve kterém (x},Y;)’, i =
1,...,n jsou nezavislé ndhodné vektory s hodnotami v R, x Ry,
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stejné rozdélené s distribuci P(x,y). JestliZe p ma absolutné spoji-
tou derivaci ), pak statisticky funkciondl T'(P), piislusny odhadu
(4.14), je feSenim soustavy p rovnic

/ xip(y — X'T(P)dP(x, y) = 0. (4.23)
RHI
Uvazujme kontaminované rozdéleni

Py = (1—t)P +td(x0,90), 0 <t <1, (x0,90) €ERy xR,

kde d(xq,yo) je rozdéleni pravdépodobnosti degenerované v bodé
(x0,0). Pak funkcional T(P;) je FeSenim soustavy rovnic

(=0 [ xiy = XT(E)dPex.y)
Rpt1
+txop(yo — x9T () = 0.
Derivovanim podle ¢ dostaneme
[ X)L ) + vl - X T(R)
Rerl

o [Ty )iy

T ()
dt

¢'(yo — xT(P)) = 0.

—tx(%0

Influenéni funkei IF (xo, yo; T, P) = %

li £ = 0 a uvédomime si, e vzhledem ke (4.23) je [p - xp(y —
P

dostaneme, polozime-




4.2. M-ODHADY 105
x'T(P,))dP(x,y) =0:

IF (x0.10: T, P) / Xxi(y — X'T(P))dP(x,y)

Rp+1
= x0(yo — xpT(P)),
a tedy influenéni funkce M-odhadu ma tvar
IF (xo,y0; T, P) = B 'xh(yo — xT(P)), (4.24)
kde

B- / X't (y — X' T(P))dP(x, ). (4.25)
Rp+1

Vidime, ze volbou 1 lze dosdhnout toho, aby influen¢ni funkce
(4.24) byla ohrani¢end vzhledem k yo; influenéni funkce M-odhadu
je vSak neohranicena vzhledem k xq, a tedy M-odhad je nerobustni
vzhledem k X. To vedlo fadu autoru k zavedeni zobecnénych M-
odhadu, tzv. GM-odhadii, které vhodnymi vahami vyrovnévaji
vliv odlehlych hodnot x.

Asymptotické vlastnosti M-odhadu
s ndhodnou matici

Jestlize soustava rovnic
Eplxy(y—x't)=0
ma jediné feseni T(P) = 3, pak

T(P,) = T(P)
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pfi n — oo, kde P, je empirické rozdéleni prislusné pozorovanim
((x1,91), -+ (Xn,yn)) - Za uréitych podminek na rozdéleni prav-
dépodobnosti P plati asymptotickd reprezentace

T(P,) = T(P) + LIF(x,5; T, P) + o,(n~/?).

Jestlize Ep|IF(x,y; T, P)||> < oo, dostaneme odtud asymptotic-
ké rozdéleni pravdépodobnosti T(P,) :

L{Vn(T(P,) —T(P))} =N, (0,%), (4.26)
kde
2 = Ep[IF(x,y; T, P)]'[IF(x,y; T, P)] = B'AB™',

B je matice definovand ve (4.25) a

A= x'xyp*(y — x'T(P))dP(x,y).
JRp+1

4.2.3 GM-odhady

Influen¢ni funkce (4.24) M-odhadu je neohrani¢end vzhledem k x,
a tedy M-odhad je citlivy k pfipadnym vlivnym bodum v matici
X. Tuto skuteénost nemtizeme ovlivnit volbou funkce . Rada
autoru navrhla doplnit definici M-odhadu vhodnymi vahami w,
které redukuji vliv velkych hodnot z;;.

Mallows [54], [55] navrhl zobecnény M-odhad jako FeSeni mi-
nimalizace

n
Y; — x't
> ow(xi)p (’T"l) = min, t € Ry,0 > 0. (4.27)
i=1
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Jestlize ¢ = p' je spojité, je zobecnény M-odhad kofenem rovnice
n
Y; — xit
E:MMMW(J—EL):U (4.28)
o
i=1

a influen¢ni funkce prislusného funkciondlu T(P) je rovna

y—fT@ﬁv

S (4.29)

IF(x,y; T, P) = B xw(x)y (
kde S(P) je funkciondl, piisluiny feSeni o v minimalizaci (4.27).
Ohrani¢ené influen¢ni funkce dosdhneme volbou w, pii které je
xw(x) ohrani¢ené.
Takto definovany odhad je specidlnim piipadem néasledujictho
G M-odhadu, ktery je feSenim soustavy rovnic

n
Y — x't
> ﬂ(xuil 5 >:0
N g
i=1

anx (L 7x§t) —o,
a

i=1

(4.30)

kde 7, x jsou funkce, n: R, x R Ra x : R~ R.
Odhadu metodou nejmensich ¢tvercu odpovida volba

N u)=u a x(u) =1,

M-odhadu volba n(x,u) = 1(u) a Mallowsové GM-odhadu odpo-
vida volba

n(x,u) = w(x)p(u).
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Obvykla volba funkce 7 je n(x,u) = wﬁiﬁ) (u), kde 9 je napi.
Huberova funkce. Funkce x se obvykle voli stejné jako ve (4.21).

Statistické funkciondly T(P) a S(P) odpovidajici M,, a oy,
jsou definovdny implicitné jako feSeni soustavy rovnic:

[ (= ERO) e <o

/Rp+1 X (x’ %) dP(x,y) = 0.

Influenéni funkce funkciondlu T(P) ve specidlnim piipadé o = 1
ma tvar

(4.31)

IF(x,y; T, P) = B”'xn(x,y — X'T(P)),
kde

0
B =/ x'x |:— (xm)] dP(x,y).
Rp41 ou u=y—x'T(P)

Asymptotické vlastnosti GM-odhadu studovali Maronna a Yohai
[56]. Za uréitych podminek jsou GM-odhady silné konsistentni a
vn(T(P,) — T(P)) mé asymptoticky p-rozmérné normalni rozds-
leni NV, (0, 2) s kovarianéni matici & = B"LAB™!, kde

A= / x'xn?(x,y — X'T(P))dP(x,y).
Rp+1

Krasker a Welsch [51] navrhli GM-odhad jako feSeni soustavy rov-
nic
Yi—'t

n
E X;W; =0
y g
i=1
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s vahami w; = w(x;, Y;,t) > 0, které jsou urceny tak, aby maxima-
lizovaly asymptotickou vydatnost odhadu (vzhledem k asympto-
tické kovarianéni matici X) za omezeni v* < a < oo, kde 7* je
globalni citlivost funkciondlu T vzhledem k rozdéleni P, tj.

1/2

7= s [(IF(x,y: T, P))' &' (IF(x,y; T, P))]

Resenim jsou vahy ve tvaru

. a
w(x,y,t) =min{ 1, ——————
(xle)l/Z

y—x't
o

kde

y—x't

A= x'x ( ) w? (x,y,t)dP(x,y).

Rpt1
Krasker-Welschuv odhad ma ohranic¢enou influen¢ni funkci, ale je
tfeba ho pocitat iteracné, protoze matice A zavisi na w.

4.3 L-odhady

L-odhady parametru polohy ve tvaru linedrnich kombinaci po-
fadkovych statistik nebo funkei poradkovych statistik jsou velmi
atraktivni, protoze jsou definovany explicitné a snadno se vypo-
¢itaji. Proto se prirozené statistikové snazili rozsifit L-odhady na
linearni regresni model. Toto rozsifeni vSak neni snadné, protoze
neexistovalo zadné prirozené rozsifeni empirického (vybérového)
kvantilu na regresni model. To se podarilo az Koenkerovi a Bas-
settovi [50], ktefi v r. 1978 definovali regresni a-kvantil B(«) pro
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model (4.1) za pfedpokladu, Ze (; je absolutni ¢len, tj. Zze matice
X vyhovuje podmince

zip=1,i=1,...,n (4.32)

Regresni a-kvantil ,@(a), 0 < a < 1, je definovan jako feSeni
minimalizace

n
Zpa(Y} —xjt) ;== min, t € Ry, (4.33)
=1

kde
pa(@) = |zl{allz > 0]+ (1 —a)I[z < 0]}, z € R (4.34)

Protoze p,(z) je konvexni, po ¢astech linearni funkce z, je nasnadé
myslenka FeSit minimalizaci (4.33) upravenou simplexovou meto-
dou. Skutecné, Koenker a Bassett navrhli poditat E(Oz) jako slozku
B optimélniho fefeni (3,r",r™) tlohy parametrického linedrniho
programovani

n n
aZr;r+(17a)Zr;:min
i=1 i=1
za podminky (4.35)
p
Yowbitri - =Y i=1,m
i=L
ﬂj€R17 Jj=1...,p, T?,T{ZO, 1=1,...,n,
0<a<l.

1 a 7 v (4.35) jsou rovny kladné a zdporné &asti

residul ¥; — /8, i =1,...,n.

Proménné r
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Uloha (4.35) nam nejen umoziuje vypoditat regresni kvantily
simplexovou metodou, ale zaroven vypovida o struktuie regres-
nich kvantilu. Z teorie linearniho programovani vime, Ze mnozina
B(a) fefeni (4.35) (a tedy i (4.33)) je neprdzdnd, kompaktni a
polyedralni. Pokud neni d4no jiné omezeni, lze volit B(«a) jako le-
xikograficky maximdlni element B(c). Jakozto funkce argumentu
a € (0,1) je B(a) schodovitou funkei a.

Asymptotické vlastnosti B(«a) jsou analogické vlastnostem vy-
bérovych kvantilti v modelu s parametrem posunuti. Populaénim
partnerem (statistickym funkciondlem) pfislusnym B(c) je popu-
lacni regresni kvantil

Bla) = (B + FH(@), fas.., ) (4.36)

a jestlize distribuéni funkce F' chyb v modelu (4.1) je symetrickd a
ryze rostouci v okoli F~1(a) s derivaci f a matice X,, je bud pevni
a lim, 00 %X’HX" = Q nebo je ndhodné (az na prvni sloupec) a
limy, 00 Ex)x; = Q, kde Q je pozitivné definitni matice fadu p x
p, pak \/E(Bn(a) — B(a)) ma asymptoticky p-rozmérné normalni
rozdéleni a |
ol —a 1

% (0 ) i
coz je ve shodé s asymptotickym rozdélenim vybérového a-kvantilu
odpovidajictho matici X = 1,, = (1,...,1) € R,.

Mame-li k dispozici regresni kvantily, mizeme definovat fadu
L-odhadt parametru 8 v linedrnim regresnim modelu. Nejzné-
méjsi je L1-odhad, neboli regresni median, coz je regresni a-kvantil
s a = 1/2. Déle muZeme uvazovat L-odhady, které jsou rovny li-
nearni kombinaci kone¢né mnoha regresnich kvantilu. Z hlediska
praktického pouziti je nejzajimavéjsi useknuty odhad metodou nej-
mengich étverci, ktery navrhli Koenker a Bassett [50], a ktery je
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rozsifenim useknutého priméru na linearni regresni model: Zvolme
ap,a9, 0 < a; < az <1 a polozme

a; =1 |xiB, (1) <Y; <x/B, ()], (4.38)

a vypoc¢téme vazeny odhad metodou nejmensich ¢étvercu s vahami
a;, i =1,...,n. Tento odhad T, (a1, as), ktery nazveme (a1, as)-
useknutym odhadem metodou nejmensgich ¢tvercli, muZeme psat
v explicitnim tvaru

Ty, o) = (XLA,X,) ' XLA Y, (4.39)

kde A, = diag(a;) je diagondlni matice s diagondlou
(a1,...,ayn).

Za urc¢itych podminek regularity kladenych na matici X, a
distribuéni funkci F' (kterd ma byt rostouci a diferencovatelna v
intervalu (F~' () —e, F ' (a2) +¢)) lze ukézat, ze Tp(ay, az) mé
asymptoticky normalni rozdéleni; presnéji feceno,

L{Vn(T, — B —der)} = N, (0,0°Q7Y), (4.40)
kde e; = (1,0,...,0) €R, a

0= (o 7a1)’1/ ' F~(u)du,
a1

0’2:02(04170(2,F) (441)

Qz

= (ag — 0[1)71{/ (P ) — 6)2du

1

Far(FHar) = 8)” + (1 — az) (F~H(az) — 6)?

— [oa(F ™ (a1) = ) + (1 = a2) (F " (az) = )] |
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V symetrické situaci, kdy F(z) + F(-z) = 1,
a,azzlfa,0<a<%,je6:0a )
asymptoticky normalni rozdéleni N,(0,02(a, F)Q 1), kde

O'Z(OZ,F) — faia(Fil(u))lzil;Z 2Q(F71 (a))Z

(4.42)

Vsimnéme si, 7e 0%(a, F) se shoduje s asymptotickym rozptylem
a-useknutého pruméru v modelu s parametrem posunuti.

Vedle useknutého odhadu metodou nejmensich ¢tverci muzeme
uvazovat obecnou tfidu L-odhadu tvaru

T - /0 ' Ba(@)dv(a), (4.43)

kde v je vhodn4 znaménkova mira na (0, 1) (kone¢na a s kompakt-
nim nosic¢em, ktery je podmnozinou (0,1)). Atomickd mira v vede
ke kombinaci konecné mnoha regresnich kvantilu. Jiné rozsireni
(a1, a2)-useknutého priuméru dostaneme, jestlize v je absolutné
spojita vzhledem k Lebesgueové mife s hustotou
J(U):M, <o <ap <1,
Qg —ay

Na rozdil od M-odhadt jsou L-odhady regresniho parametru ekvi-
variantni nejen vzhledem k regresi, ale téz vzhledem k méfitku.
L-odhady ruznych typt a jejich vlastnosti lze nalézt napr. v [26],
[27] a [46].

4.3.1 Regresni poradové skdry

K iloze linedrniho programovani (4.35) pfirozené existuje dudlni
aloha. Reseni této duélni dlohy mé velmi zajimavou interpretaci:
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zatimco FeSeni tlohy (4.35) jsou regresni kvantily, feSeni dudlni
tlohy, zvana regresni pofadové skory, maji fadu vlastnosti podob-
nych vlastnostem poradi pozorovani.

Napisme tlohu dudlni ke (4.35) ve tvaru

n
Z Yia; := max  za podminky
i=1
n
> ai=n(1 - a), (4.44)
i=1

n n
Zzi]‘&i =1 —Q)ZIU, J=2,..,p
i=1 i=1
0<a;<1,i=1,....,n, 0<a<l.
Optimdlni feSeni tGlohy (4.44)
én(a) = (&nl(a)a cee 7&nn(a))ls 0<a<l

nazveme regresni pofadové skdry. PrepiSme tlohu (4.44) v mati-
covém tvaru (a pfipomenme si, ze podle pfedpokladu (4.32) je
Tl = 17 i = 1,...,’!L):

Y/a:=max za podminky

Xla=(1-a)X,1,, (4.45)
acp, 1", 0<a<l.

7 této formy je vidét, Ze regresni poradové skdry jsou invariantni
vzhledem k parametru 3, tj.

(0, Y +Xb) =a,(e, Y) Vb €R,. (4.46)
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Z duality [Ai'(a) a ap(a) vyplyvaji vatahy

i ){1 <o Y > xiB, (),

" (4.47)
0 ... }/i<x;[3n(a)7 2‘21,...,71

a pokud Y; = x}3,(a), je 0 < @,i(a) < 1; téchto slozek je presné
p. Jakozto funkce « je dni(c) spojita, po ¢astech linedrni funkce,
&m(o) =1, &m(l) =0.

Regresni pofadové skdéry maji Fadu aplikaci. Invariance (4.46)
zarucuje, ze pokud v néjaké statistické tiloze je B3 rusivym parame-
trem, zatimco chceme testovat hypotézu o jiném parametru nebo
o tvaru rozdéleni chyb, testy zaloZené na regresnich poradovych
skérech jsou vzhledem k @ invariantni a tedy B neni tfeba odha-
dovat. To nejen usnadiuje vypocet, ale tim se téz vyhneme riziku,
Ze bychom 3 odhadli nevhodnym odhadem. Testy linedrnich hypo-
téz s ruSivym parametrem (3, zaloZené na regresnich poradovych
skérech, jsou zkonstruovany ve [28]. Jako jinou aplikaci zmifime
skalové statistiky, zalozené na regresnich poradovych skérech, po-
drobnéji popsané v nasledujicim odstavci; tyto statistiky jsou in-
variantni vzhledem k regresi a ekvivariantni vzhledem ke zméné
méFitka, coz je zadouci napt. pii studentizaci M-odhadu. Vice o
regresnich pofadovych skérech se dozvime napf. v [19] nebo [46].

4.4 Robustni skalové statistiky

Pro studentizaci M-odhadu i v mnoha jinych souvislostech potie-
bujeme $kalovou statistiku S, (Y), ktera je invariantni vzhledem k
regresi a ekvivariantni vzhledem ke zmémé méfitka, tj. vyhovuje
identité

Sp(c(Y +Xb)) = cSy(Y) Vb €R,, ¢>0, YER,  (4.48)
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(viz (4.18)). Takovych statistik neni v literatufe mnoho a nékteri
autofi uzivaji statistiky, které jsou invariantni jen vzhledem k po-
sunuti, ale nikoli k regresi, aniz by si uvédomili, ze studentizovany
odhad tim ztraci svou regresni ekvivarianci. Proto v této ¢asti po-
piseme nékteré statistiky tohoto typu; pojmy k tomu potiebné jiz
zname.

(i) Medignova absolutni odchylka od regresniho medidnu (MAD).
Statistika MAD je hojné pouzivana v modelu s parametrem
posunuti. Na linedrni regresni model ji rozsiril Welsh [73].
Necht 3° je pocateéni odhad B, ktery je \/n-konsistentni
a ekvivariantni vzhledem k regresi i k méfitku (tedy nikoli
napi. obycejny M-odhad). Pak Welshova skdlova statistika
ma tvar

Sp = medi<i<p |Yi(B8°) — £1(8°)] 5 (4.49)

2

kde
Y;(8%) :Y;*XQ,BO7 i=1,...,n
f%(ﬂo) = med; <<, Y;(8°).

Tato statistika zfejmé splituje (4.48). Jeji asymptotické vlast-
nosti lze nalézt v [73].

(ii) L-statistiky zaloZené na regresnich kvantilech.
Eukleidovska vzdalenost dvou regresnich kvantilu

Su = ||Bu(az) = Bu()

( , (4.50)

0 < a; < ag < 1, ziejmd vyhovuje (4.48) a S, = S(F) =
F~Y(ag) — F~Y(a;). Dalsi asymptotické vlastnosti S, plynou
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napt. z vét ve [63]. Eukleidovskd norma muze byt nahrazena
Lp-normou nebo jinou vhodnou normou. Jind moznost je
uvazovat pouze rozdil prvunich slozek regresnich kvantila. tj.

Sy = |Bui(a2) — Bm(al)‘ .

Obecnéji, Bickel a Lehmann [8] navrhli nékolik mér rozpéti
rozdéleni F, napt.

L 1/2
S(F) = {/1 [Fl(U)F1(1U)]2dA(U)} ;

2
kde A je rovnomérné rozdéleni na (%, 1-4),0<éd< %; to
nas vede k zavedeni tfidy skalovych statistik zalozenych na
regresnich kvantilech typu

s

N 9 1/2
Buw) ~Bu(1 - )| dA(u)}

(iii) Odhady 1/f(F~!(a)) zaloZené na regresnich kvantilech.

Tyto odhady zobeciiuji odhady, navrzené Falkem [22], na li-
nearni regresni model; jejich asymptotické a dalsi vlastnosti
jsou studovany ve [19]. MiZeme uvaZovat odhad typu histo-
gram

_ ﬁnl(a + Vn) - /8711(05 - Vn)

H(
" 2vp

, (4.51)

kde

Vp =0 (71’1/2) a lim ny, = cc.
n—00
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Jinym odhadem 1/f(F~!(c)) je jadrovy odhad s jadrem k :
R; — Ry, které mé kompaktni nosi¢ a vyhovuje vztahtum

/k(as)dz —0a /xk(w)dw S

Jadrovy odhad mé tvar

1 —
@ = % / G (w)k (O‘ “) du, (4.52)
n J0

Un

kde
vp = 0, nvk = oo, S =0

pii n — oo. Oba odhady jsou /nvy-konsistentnimi odhady
1/f(F~*(a)), vyhovujicimi (4.48). Vzhledem k jejich niz-
§imu Fadu konsistence (ktery plyne z povahy problému a
nelze jej za danych podminek vyrazné zlepsit) se nepouzivaji
ke studentizaci, ale jsou nutné napf. pri statistické inferenci
o kvantilech rozdéleni F.

(iv) Skélové statistiky zaloZené na regresnich poradovych skdrech.

Necht (ani(@), ..., ann()),0 < a < 1 jsouregresni poradové
skéry pro model (4.1). Zvolme neklesajici skérovou funkei
v :(0,1) — R standardizovanou tak, ze f:n*au P (a)da =1
pro pevné zvolené ap, 0 < ap < % Vypoctéme skdry

. 1—ao
bpi = —/ pla)dayi(a), i=1,...,n.
o

0

Skalova statistika

I~ s
Sn=—2 Yibui (4.53)
i=1
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vyhovuje g4.48) a je y/n-konsistentnim odhadem funkciondlu
S(F) = fa;{wo o(@)F~Ha)da.

4.5 Jednokrokové verze odhadu

Mnoho odhadi, jako M-odhady, regresni kvantily a maximalné
vérohodné odhady jsou definovany implicitné jako feSeni mini-
malizace nebo soustavy rovnic. Nékdy muze byt obtizné vyfesit
tento problém algebraicky, jindy miiZe existovat vice feSeni a pouze
jedno z nich je vydatné apod. V souvislosti s M-odhady jsme se
jiz zminili, Ze mezi kofeny soustavy rovnic (4.19) existuje alespon
jeden y/n-konsistentni odhad, ale nevime jak rozhodnout, ktery z
kofent to je.

V mnoha pripadech lze eficientni kofen soustavy rovnic aproxi-
movat tzv. jednokrokovou verzi, coz je vlastné prvni krok Newton-
Raphsonova iteracniho algoritmu feseni algebraickych rovnic. Ilu-
strujme tento p¥istup na jednokrokové verzi M-odhadu v linedrnim
regresnim modelu (4.1), vytvoreného funkci p, kterd derivaci 9, a
studentizovaného skalovou statistikou S, = S, (Y).

Procedura za¢ind pocate¢nim odhadem Msbo) parametru 3,
konsistentnim s fadem /n. Jednokrokové verze M-odhadu je ddna
vztahem

MY + LW, 4 £0,
M) = . (4.54)
MY e Ap=0,

kde

" v; — x;MY
W, = Q;l Zxﬂp <ZS’" ,
i=1 "
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Qn = Tl_LXIan

a 4n je odhad funkciondlu v = 1/S(F) [, ¢/ (z/S(F))dF(z) nebo

v = [z f(zS(F))dy(z) podle toho, zda volend funkce ¢ generujici

M-odhad je spojitd nebo nespojita. Napt. u absolutné spojité
muZzeme pouzit odhad

1 & (Yi-xMY
’Y"nSniz;¢< S, '

MY je dobrou aproximaci konsistentniho M-odhadu M,: pokud
1 je dostatecné hladka, lze dokazat

My, =MD = O (n7),
zatimco za pritomnosti skoku ve funkeci ¢ plati
M, = M| = 0, (n?1).
Vice o jednokrokovych verzich lze nalézt v [7], [45], [48], [68] a
pro k-krokové verze v modelu posunuti téz [44]. Obecné lze ¥ici,
ze jednokrokové verze davaji dobré aproximace pro M-odhady s
hladkymi funkcemi .

4.6 Odhady s vysokym bodem selhani

Bod selhani odhadu v linedrnim modelu bere v tivahu nejen mozna
nahrazeni pozorovani Y7,...,Y, libovolnymi hodnotami, ale téz
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mozna nahrazeni vektoru xi,...,X,. Presnéji feeno, nase pozo-
rovani tvori matici
! !
z X1, N
! !
7 — Zy _ X2, Y2
! !
Z’Il x’n7 yn

a bod selhani odhadu T parametru 3 je nejmensi celé éislo m,,(Z)
takové, ze nahradime-li libovolnych m fadka v matici Z libovol-
nymi jinymi fadky a oznat¢ime vznikly odhad T}, pak sup [T —
T}, || = 00, kde supremum bereme pies viechny mo’né nadhrady m
fadku. Casto méfime bod selhani také limitou e* = lim,_,o0 o
pokud existuje. Je zfejmé, Ze i odhady, které dosahovaly bodu se-
lhani 1/2 v modelu s parametrem posunuti, tézko mohou dosaho-
vat 1/2 v regresnim modelu, ovlivnény matici X. V této souvislosti
vznika nékolik otézek, hlavné zdali viibec existuji odhady s maxi-
malnim moznym bodem selhani, jaké jsou jejich dalsi vlastnosti a
kdy mé smysl je pouit.

Prvni otdzku odpoveédél kladné Siegel [66] jiz v roce 1982, kdy
sestrojil tzv. opakovany medidn s 50% bodem selhani, ktery viak
neni vhodny pro praktické aplikace. Kratce nato Rousseeuw [60]
v r. 1984 publikoval odhad metodou nejmensiho medianu ctverci
(LMS), ktery minimalizuje

med; <i<n{[Vi — x(t]’}, t € R,. (4.55)

Tento odhad je sice konsistentnim odhadem 3, ale s Fadem kon-
sistence n'/3 je velmi malo vydatny. Rousseeuw té7 navrhl odhad
metodou useknutych ¢tverci, ktery je feSenim minimalizace

hn

Z:(YZ — xjt) := min, t € R,

i=1
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kde h, = [n/2]+ [(p +1)/2] a [a] znadi celou ¢4st a. Tento odhad
m4 bod selhdni 1/2 a jeho ¥ad konsistence je jiz v/n.

S-odhad, navrzeny Rousseeuwem a Yohaiem [62] v r. 1984, je
feSenim minimalizace

S(Y1 —xt,...,Y, —x,t) := min, t € R,

kde S(z1, ..., zn) je FeSeni rovnice
1 ;
) (i) =k
"=t

vzhledem k s > 0 pfi pevnych 21, ..., zp; volbou funkce p (obvykle
ohranifené) a konstanty k se ur¢uje pomér mezi vydatnosti a bo-
dem selhani odhadu. Tyto odhady a jejich vypocetni aspekty jsou
podrobné popsany v knize [61].

Jinou moznosti vyvazenéjsiho poméru mezi vysokym bodem
selhdni a vysokou vydatnosti je vhodné upravend jednokrokova
verze M-odhadu nebo GM-odhadu, za¢inajici odhadem s vysokym
bodem selhani (viz [45] a [68]).

Vysoky bod selhani téchto a podobnych odhadu je vSak na
druhé strané zaplacen nékterymi nevyhodami, vzhledem k nimz
nejsou odhady pfilis vyuzivany v praxi. Pies obtizny vypocet téchto
odhadi jiz existuji G¢inné algoritmy, zabudované do standardnich
baliku, jako S-PLUS. Nedostatkem téchto odhadu vSak muze byt,
ze zatimco jsou resistentni vzhledem k vysoce odlehlym hodnotam
pozorovani, mohou byt velmi citlivé i k malym odchylkam v centru
dat. Tento aspekt zatim nebyl zevrubné teoreticky analyzovan, ale
existuje k nému dostateéna numerickd evidence, viz [35].
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4.7 Vypocdcetni algoritmy

Vypocetni aspekty robustnich odhadu v linedrnim modelu i od-
hadu metodou nejmensich ¢tvercit jsou podrobné analyzovany v
knize [19], kde je obsaZen i vypocetni program ADAPTIVE v sys-
tému S-PLUS, vypracovany J. Pickem s uzitim podprogramu pro
regresni kvantily vypracovanych R. Koenkerem.

Program ADAPTIVE je také ke stazeni na adresach
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ ~ jurecko/adaptive.s

a http://www.fp.vslib.cz/picek /adaptive.htm.
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