G e
o = &y
G i

i

Diferencialni rovnice prvniho fadu

Variace konstanty
Robert Marik S
3. dubna 2009 S

VyzkouSejte dva, tfi nebo dvacet dalSich mych

kviz( a potom mi prosim vyplite na webu.
Dékuiji!

Pro vytvoreni vlastiho testu podle tohoto vzoru budete Ao
. R | ] Uvodni strana
potfebovat volné Sifitelny AcroTeXeDucation bundle,
A Y v A Print
zdrojovy soubor pro TeX -[:I a precist si navod na
domovské strance.
4 144
4 »
Strana 1z 10
Zpét
Full Screen
Zavrit
Konec




% Copyright 2005-2009 Robert Marik
%
% The licence allows to use this file for exactly one of the following purposes.
%
% 1. To prepare your own texts after substantial modification of TeX
% macros (such as different mathematical problems)
%
% 2. or to prepare your own texts simply by slight modifications
% (design, introduction) and by using different input data for
% problems. In this latter case you are required to put the resulting
% tests on a suitable public server (your personal webpage, webpage of
% your department, webpage in e-learning course which is open for
% guests etc.).
%
%

\documentclass{article}

\input kvizycz



\usepackage[czech]{babel}
\usepackage[latin2]{inputenc}

\def\righttitle{LDR prvního øádu}

\usepackage[czech,noxcolor,pdftex]{exerquiz}
\usepackage[ImplMulti,indefIntegral,equations]{dljslib}




%
% The following functions are  modifications of the function
% indefCompare and ProcRespEq. 
%

\begin{insDLJS}[dljslibRMb]{dljsliRMb}{RMb}


function ProcRespK(flag,CorrAnsWH,n,epsilon,a,indepVar,oComp)
{
  CorrAnsWH = stripWhiteSpace(CorrAnsWH);
  var CorrAnsWHS = CorrAnsWH.split(":");
  var CorrAns = CorrAnsWHS[0];
  if (ProcessIt){
    var fieldname = event.target.name;
    var UserAns = event.value;
    indepVar = TypeParameters(indepVar);
    indepVar = indepVar+",r:K,r:L";
    a = a+"x[1,4]x[1,4]";
    UserAns = stripWhiteSpace (UserAns);
    UserAns = UserAns.replace(/K'/g,"L");
    CorrAns = CorrAns.replace(/K'/g,"L");
    var success = _ProcResp(flag,CorrAns,UserAns,n,epsilon,a,indepVar,oComp);
    if ( success == -1 ) return null;
    if ( success == null ) { return syntaxError(), null;}
    if (success)  PrintHint(CorrAnsWHS[1]); 
    else HideHint(CorrAnsWHS[1]);
    return notifyField(success, flag, fieldname);
  }
  else
  { PrintHint(CorrAnsWHS[1]);
    app.alert("O.K. Chcete napovedu. Ale asi jste spis liny/a, protoze problem je celkem lehky.")
    return null;}
}




function PrintHint(printdestination)
{
this.getField(printdestination).fillColor = color.transparent;
this.getField(printdestination).value=("");
}

function HideHint(printdestination)
{
this.getField(printdestination).fillColor = color.white;
this.getField(printdestination).value=("y'");
}



function ProcRespLDEfirst(flag,CorrAns,n,epsilon,a,indepVar,oComp)
{
    if (!ProcessIt) return null;
    var fieldname = event.target.name;
    this.getField(fieldname).strokeColor = \eqDefaultColor;
    var UserAns = event.value;
    var _V = UserAns.split("C"); 
    if (_V.length > 2) {
      app.alert("Nepouzivejte vice jak jednu konstantu C, prosim!");
      return null; // notifyField(false, flag, fieldname);
    }
// quick fix: C(x+1) is not an error, but C*(x+1) 
    UserAns = UserAns.replace(/C/g,"(C)");
    var success = _ProcResp(flag,CorrAns,UserAns,n,epsilon,a,indepVar,oComp);
    if ( success == -1 ) return null;
    if ( success == null ) { return syntaxError(), null; }
    return notifyField(success, flag, fieldname);
}



function LDEgenSolHomCompare(_a,_c,_v,_F,_G) {
var vysledek = LDEgenSolCompare(_a,_c,_v,_F+";0",_G);
return vysledek;
}


function LDEgenSolCompare(_a,_c,_v,_F,_G) {
//
// the correct answer is in the form A;B
//
// true if there is a constant C in the UserAnswer
// and both (UserAnswer-UserAnswerWithZeroConstantC)/A 
// (UserAnswer-B)/A do not depend 
// on x (1-st variable)
//
// (UserAnswer-UserAnswerWithZeroConstantC) should not to be zero
// (if the general solution is y=2+C*exp(x), we have to ensure that
//  the anwswer y=2+exp(x)+C*0 is wrong)
// 
//
// variables are expected as (xC) and the interval for 
// variables is expected in the form [a,b]x[c,d] (no & sign)
// such that [a,b] is suficiently far from any singularity
// of the equation (and hence far from zero points of A)
// The variable C is fixed, x can be replaced by another variable.
//
    if (!/[C]/.test(_G)){
      app.alert("Chybi mi tam konstanta C!",3);
      return null;
    }
    var eqCa;
    var eqCb;
    var casti = _F.split(";");
    var _GGG = _G;
    _GGG = _GGG.replace(/C/g,"(0)");
    var _GGa = _G+"-("+_GGG+")";
    var _GGb = _G+"-("+casti[1]+")";
    var _FF = casti[0];
    var aAB = _a.split(",");
    var aXY = _c.split(",");
    var _V = _v.split(",");  // e.g. _V[0] = "i:x"
    var _n = aXY.length;
    //
    with(Math) {
      eval( "var "+ _V[0].charAt(2) + " = " + aXY[0] + ";");
      eval( "var "+ _V[1].charAt(2) + " = " + aXY[1] + ";");      
      if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if (isNaN(eqCa = eval(_FF) / eval(_GGa))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if (isNaN(eqCa = eval(_FF) / eval(_GGa))) return -1;
//      app.alert("_GGa "+_GGa+"    eqCa "+eqCa);
      if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if (isNaN(eqCb = eval(_FF) / eval(_GGb))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if (isNaN(eqCb = eval(_FF) / eval(_GGb))) return -1;
        eval( "var "+ _V[0].charAt(2) + " = " + aAB[0] + ";");
        _FF = eval(_FF);
        if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if(isNaN(_GGa = eval(_GGa))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if(isNaN(_GGa = eval(_GGa))) return -1;
        if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if(isNaN(_GGb = eval(_GGb))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if(isNaN(_GGb = eval(_GGb))) return -1;
//        app.alert(_GGa+"   "+_GGb);
        if (_GGa==0) return 1;
        if (_GGb==0) return 1;
//
// Now the test whether the answer is linear in C variable
//
// name of variable : _V[0].charAt(2) e.g.: x
// value of variable : aXY[0]
//
//        app.alert("Seems to be solution, checking linearity in C.");
        var aXYstr = aXY[0].toString();
        var Vstr = _V[0].charAt(2).toString();
        var IsLinearInC=testlinear(_G,Vstr,aXYstr);
        if (IsLinearInC>0.0001) app.alert("Your function seems to be nonlinear in C.");
        return (abs( (_FF / _GGb) - eqCb )+abs( (_FF / _GGa) - eqCa )+IsLinearInC);
    }
}


function testlinear(Ans,xname,xvalue)
{
with(Math){
  eval ("var "+xname+"="+xvalue+";");
  var C=0;
  var AnsA=eval(Ans);
  var C=1;
  var AnsB=eval(Ans);
  var C=2;
  var AnsC=eval(Ans);
  var resultoflinearity = eval((AnsA+AnsC)/2-AnsB);
  return resultoflinearity;
}
}



function LDEpartSolCompare(_a,_c,_v,_F,_G) {
//
// the correct answer is in the form A;B
//
// true if there is no constant C in the UserAnswer
// and (UserAnswer-B)/A is constant (including zero constant)
//
// variables are expected as (xC) (but C is not used in the 
// answer) and the interval for variables is expected in the 
// form [a,b]x[c,d] (no & sign) such that [a,b] is suficiently 
// far from any singularity of the equation (and hence far from 
// zero points of A)
//
    var eqC;
    var casti = _F.split(";");
    var _GG = _G+"-("+casti[1]+")";
    var _FF = casti[0];
    var aAB = _a.split(",");
    var aXY = _c.split(",");
    var _V = _v.split(",");  // e.g. _V[0] = "i:x"
    var _n = aXY.length;
    // pridat test na pritomnost pismene C
    if (/[C]/.test(_GG)){
      app.alert("Prebyva mi tam konstanta C!",3);
      return 1;
    }
    //
    with(Math) {
      eval( "var "+ _V[0].charAt(2) + " = " + aXY[0] + ";");
//      eval( "var "+ _V[1].charAt(2) + " = " + aXY[1] + ";");      
      if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if (isNaN(eqC = eval(_GG) / eval(_FF))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if (isNaN(eqC = eval(_GG) / eval(_FF))) return -1;
        eval( "var "+ _V[0].charAt(2) + " = " + aAB[0] + ";");
        _FF = eval(_FF);
        if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if(isNaN(_GG = eval(_GG))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if(isNaN(_GG = eval(_GG))) return -1;
        return abs( (_GG / _FF) - eqC );
    }
}





function ConstMulCompare(_a,_c,_v,_F,_G) {
//
// True if _G does not contain the string C and 
// _G is a nonzero constant multiple of _F
//
    if (/[C]/.test(_G)){
      app.alert("Odstrante konstantu C, prosim.",3);
      return 1;
    }
    var eqC;
    var aAB = _a.split(",");
    var aXY = _c.split(",");
    var _V = _v.split(",");  // e.g. _V[0] = "i:x"
    var _n = aXY.length
    with(Math) {
        for (var _i=0; _i< _n; _i++)
        {
            if (_V[_i].charAt(0) == "r" )
                eval ( "var "+ _V[_i].charAt(2) + " = " + aAB[2*_i] + ";");
            else // assume type "i"
                eval ( "var "+ _V[_i].charAt(2) + " = " + ceil(aAB[2*_i]) + ";");
        }
        if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if (isNaN(eqC = eval(_F)/eval(_G))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if (isNaN(eqC = eval(_F)/eval(_G))) return -1;
        for (var _i=0; _i< _n; _i++)
        {
            if (_V[_i].charAt(0) == "r" )
                eval ( "var "+ _V[_i].charAt(2) + " = " + aXY[_i] + ";");
            else // assume type "i"
                eval ( "var "+ _V[_i].charAt(2) + " = " + ceil(aXY[_i]) + ";");
        }
        _F = eval(_F);
        if ( app.viewerVersion >= 5)
        {
            var rtnCode = 0;
            eval("try { if(isNaN(_G = eval(_G))) rtnCode=-1; } catch (e) { rtnCode=1; }");
            switch(rtnCode)
            {
                case  0: break;
                case  1: return null;
                case -1: return -1;
            }
        }
        else
            if(isNaN(_G = eval(_G))) return -1;
        if (_G==0) return 1;
        return abs( (_F/_G) - eqC );
    }
}


\end{insDLJS}
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\section{Teorie}

\begin{definice}[lineární DR]
Nech» funkce $a$, $b$ jsou spojité na intervalu
$I$. Rovnice\index{diferenciální rovnice!lineární}
\begin{equation}
  \label{eq:LDR}
  y'+a(x)y=b(x) 
\end{equation}
se nazývá \textit{obyèejná lineární diferenciální rovnice prvního
  øádu} (zkrácenì pí¹eme LDR). Je-li navíc $b(x)\equiv 0$ na $I$,
nazývá se rovnice \eqref{eq:LDR} \textit{homogenní}, v~opaèném pøípadì
\textit{nehomogenní}.
\end{definice}



\begin{definice}[homogenní rovnice]
  Buï dána rovnice \eqref{eq:LDR}. Homogenní rovnice, která vznikne
  z~rovnice \eqref{eq:LDR} nahrazením pravé strany nulovou funkcí,
  tj. rovnice
  \begin{equation}
    \label{eq:LDRh}
    y'+a(x)y=0
  \end{equation}
  se nazývá \textit{homogenní rovnice asociovaná s nehomogenní rovnici
    \eqref{eq:LDR}.}
\end{definice}



\begin{veta}[obecné øe¹ení]\label{veta-o-LDR}\null
  \begin{itemize*}
  \item Je-li $y_p(x)$ partikulární øe¹ení nehomogenní rovnice a 
    $y_0(x)$ obecné øe¹ení asociované homogenní rovnice, je funkce 
    \begin{equation*}
      y(x)=y_p(x)+y_0(x)
    \end{equation*}
    obecným øe¹ením nehomogenní rovnice.
   \item Je-li $y_p(x)$ partikulární øe¹ení nehomogenní rovnice a 
     $y_{0}(x)$ nìjaké netriviální øe¹ení asociované homogenní rovnice, je
     funkce 
    \begin{equation*}
      y(x)=y_p(x)+Cy_{0}(x)
    \end{equation*}
    obecným øe¹ením této nehomogenní rovnice.
  \end{itemize*}
\end{veta}


\newpage



Je-li $y_{p0}(x)$ netriviální partikulární øe¹ení homogenní rovnice, pak obecné
øe¹ení této rovnice je 
$y(x,C)=C y_{p0}(x)$. Partikulární øe¹ení nehomogenní rovnice hledáme ve tvaru
\begin{equation}
y_p(x)=K(x)y_{p0}(x),\label{eq:hledany-tvar-reseni-LDR}
\end{equation}
kde $K(x)$ je diferencovatelná funkce. Fakt, ¾e tato funkce nahradila
konstantu v obecném øe¹ení homogenní rovnice, dal metodì název  \textit{variace
  konstanty}. Po¾adujeme aby funkce $y_p(x)$ byla øe¹ením rovnice
\eqref{eq:LDR} a budeme hledat takové $K(x)$ abychom tento po¾adavek
splnili. Derivováním 
\eqref{eq:hledany-tvar-reseni-LDR} získáme
\begin{equation*}
  y_p'(x)=K'(x)y_{p0}(x)+K(x)y'_{p0}(x),
\end{equation*}
a po substituci do  \eqref{eq:LDR} máme
\begin{equation*}
  K'(x)y_{p0}(x)+K(x)y'_{p0}(x)+a(x)K(x)y_{p0}(x)=b(x),
\end{equation*}
a
\begin{equation*}
 K'(x)y_{p0}(x)+K(x)\bigl[y'_{p0}(x)+a(x)y_{p0}(x)\bigr]=b(x).
\end{equation*}
Proto¾e  $y_{p0}(x)$ je øe¹ením asociované homogenní rovnice, výraz v hranaté
závorce je nulový a odsud
\begin{equation}\label{eq:rovnice-pro-K}
  K'(x)y_{p0}(x)=b(x).
\end{equation}
Vyøe¹íme tuto rovnici vzhledem ke  $K'(x)$ a po integraci obdr¾íme 
 $K(x)$. Dosazením funkce  $K(x)$ do
\eqref{eq:hledany-tvar-reseni-LDR} získáme partikulární øe¹ení nehomogenní
rovnice a získat obecné øe¹ení je ji¾ snadné pomocí Vìty \ref{veta-o-LDR}.


\newpage
\section{Testy}


\begin{itemize*}
  \item Na následujících stránkách máte zadánu v¾dy jednu lineární
    diferenciální rovnici a obecné øe¹ení její asociované homogenní
    rovnice. Toto øe¹ení vám dává formu ve které budete hledat partikulární
    øe¹ení. Toto partikulární øe¹ení máte najít a poté máte sestavit obecné
    øe¹ení. 
  \item Musíte nejprve najít derivaci partikulárního øe¹ení. Pokládejte  $K$
    za funkci promìnné $x$.  $K'$je potom derivace této funkce. Pozor! Nepi¹te
    k funkci $K$ argument. Nepi¹te $K(x)$ --- tohle bude interpretováno jako
    $K*x$, tj. jako souèin funkce $K$ a lineární funkce $x$. Kdy¾ derivaci
    napí¹ete správnì, automaticky se objeví v zadané rovnici místo $y'$. 
  \item Vyøe¹íte rovnici, která se objeví po pøekonání pøedchozího kroku. Máte
    za úkol najít $K'$. Promìnná $K$ by se mìla úplnì vyru¹it. Potom musíte
    najít $K $ integrováním. Funkce $K$ je dána jednoznaènì a¾ na aditivní
    konstantu - mù¾ete si volit jakoukoliv, nejpohodlnìj¹í je volit nulu. 
  \item Dosazením nalezeného $K$ na patøièné místo obdr¾íte partikulární
    øe¹ení. To také není dáno jednoznaènì (zále¾í na volbì integraèní
    konstanty) ale tento test by mìl být dostateènì chytrý na to, aby správnì
    poznal zda se jedná nebo nejedná o partikulární øe¹ení. 
  \item Jako obvykle si mù¾ete správné øe¹ení zobrazit kliknutím na tlaèítko 
  \pushButton[\CA{?}\A{\JS{app.alert("Ano, ale mel jsem na mysli tlacitka
      v testu, ne presne tohle tlacitko!",3)}}]{test}{}{12bp} (i opakovanì,
  pokud se tlaèítko vztahuje k více políèkùm). Nedìlejte to ale pøíli¹ èasto -
  úlohy jsou jednoduché a máte se nauèit metodu. Pøíklady na písemkách budou
  slo¾itìj¹í\footnote{del¹í integrály, slo¾itìj¹í derivace \dots}!
\item A jako obvykle: Máte-li nìjakou pøipomínku èi návrh k tìmto testùm, dejte
  mi prosím vìdìt!
\end{itemize*}


\newcount\cislo

\def\interval{1,4}

\def\prectiK#1;#2;{\def\prvniK{#1}\def\druheK{#2}}

%\newcommand{\rovnice}[1][\relax]{\def\standardform{#1}\rovniceB}
\def\rovnice#1#2#3#4#5#6#7{\newpage
% #1 -    y'#1 is the equation and \y is escaped, e.g. #1 is "+\frac 1x \y=1" in TeX
% #2 - part. sol of assoc hom. eq. (no constant) in TeX
% #3 y' in tex; y' in Java  e.g. K'+K*x;K'+Kx
% #4 K' in Java
% #5 K in Java
% #6 part. sol. of hom. eq. in Java
% #7 part. sol. in Java
\global\advance\cislo by 1
\edef\jmenopolicka{polickoCislo\the\cislo}
\begin{shortquiz}
\def\y{y}
{\color{red}\the\cislo. }
Øe¹te lineární DR prvního øádu 
\begin{equation*}
  {y'#1}.
\end{equation*}
Obecné øe¹ení asociované homogení rovnice je  $y_{0}(x)=C#2$, $C\in\R$ a proto
budeme hledat partikulární øe¹ení ve tvaru  $y_{p}(x)=K#2$, kde $K$ je funkce
promìnné  $x$.
\begin{questions}
\item Derivujte vztah
  \begin{equation*}
    y_{p}(x)=K#2.
  \end{equation*}
  Èlen  $K$ pova¾ujte za funkci promìnné  $x$ a napi¹te do políèka
  derivaci $y'_{p}$. Pi¹te  
  {\large\color{red}\texttt{K}} a 
  {\large \color{red}\texttt{K'}} pro funkci  $K$ a její derivaci.  \prectiK#3;

  $y'_{p}={}$\RespBoxMath{\druheK:\jmenopolicka}(x){10}{1.0E-5}{[\interval]}*{ProcRespK}\ \CorrAnsButton[\CA{?}]{\druheK}
\item 

  Dosazení do pùvodní nehomogenní rovnice je provedeno automaticky po správném
  odpovìzení pøedchozí otázky.
  \def\y{\underbrace{\quad K\cdot#2\quad }_{ y}}
  \begin{equation*}
%  0.92, 0.87, 0.79
    \setbox0=\hbox{\ \ $\prvniK$\ \ }
    \hbox to 0 pt{\copy0\ \ \hss}
    \dimen2=\ht0
    \advance \dimen2 by \dp0
    \advance\dimen2 by 3 pt
      \underbrace{\textField[\textColor{0.9 0 0 rg}\S{N}\V{y'}\BC{}
                \BG{1 1 0.9}  \Q{1}
      \Ff{\FfReadOnly}]{\jmenopolicka}{\wd0}{\dimen2}}_{y'}
      #1
  \end{equation*}
  Osamostatníme-li  $K'$, dostáváme: 
  $K'={}$\RespBoxMath{#4}(x){10}{1.0E-5}{[\interval]}\ \CorrAnsButton[\CA{?}]{#4}
\item Integrací obdr¾íme $K={}$\RespBoxMath{#5}(x){10}{1.0E-5}{[\interval]}[indefCompare]\ \CorrAnsButton[\CA{?}]{#5}
\item Partikulární øe¹ení nehom. rovnice\\
  $y_p(x)=\RespBoxMath{#6;#7}(x){10}{1.0E-5}
  {[\interval]}[LDEpartSolCompare]*{ProcRespLDEfirst}
  \ \CorrAnsButton[\CA{?}]{#7} $
\item Obecné øe¹ení nehomogenní rovnice (pou¾ijte $C$ jako konstantu v obecném
  øe¹ení) \\ 
  $y(x)=y_p(x)+y_0(x)
  =\RespBoxMath{#6;#7}(xC){10}{1.0E-5}
  {[\interval]x[-1,1]}[LDEgenSolCompare]*{ProcRespLDEfirst}
  \ \CorrAnsButton[\CA{?}]{#7 + C*(#6)} $
\end{questions}
\end{shortquiz}

% set defaults
\def\interval{1,4}
}

\rovnice
{-\frac 1x \y=1}
{x}
{K'x+K;K'x+K}
{1/x}
{ln(x)}
{x}
{x*ln(x)}

\rovnice
{-\frac 2x \y=1}
{x^2}
{K'x^2+K2x;K'x^2+K2x}
{x^(-2)}
{-x^(-1)}
{x^2}
{-x}

\rovnice
{+\frac 1x \y=x}
{\frac 1x}
{\frac{K'}{x}-\frac{K}{x^2};K'/x-K/x^2}
{x^2}
{x^3/3}
{1/x}
{x^2/3}

\rovnice
{-2x\y=xe^{x^2}}
{e^{x^2}}
{K'e^{x^2}+K2xe^{x^2};K'*exp(x^2) + K*2x*exp(x^2)}
{x}
{x^2/2}
{exp(x^2)}
{exp(x^2)*x^2/2}


\rovnice
{+3\y=1}
{e^{-3x}}
{K'\cdot e^{-3x}+K\cdot(-3)e^{-3x};K'*exp(-3x) + K*(-3)*exp(-3x)}
{exp(3x)}
{exp(3x)/3}
{exp(-3x)}
{1/3}

\rovnice
{-\frac{2x}{x^2+1}\y=(x^2+1)^2}
{(x^2+1)}
{K'\cdot (x^2+1)+K\cdot2x;K'*(x^2+1)+K*2x}
{x^2+1}
{x^3/3+x}
{(x^2+1)}
{(x^2+1)(x^3/3+x)}
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1. Teorie
Definice 1 (linearni DR) Necht funkce a, b jsou spojité na intervalu |. Rovnice
y' +alx)y = b(x) (1)

se nazyva obycejna linearni diferencialni rovnice prvniho radu (zkracené piseme LDR). Je-li navic
b(x) = 0 nal, nazyva se rovnice (1) homogenni, v opacném pripadé nehomogenni.

Definice 2 (homogenni rovnice) Bud dana rovnice (1). Homogenni rovnice, kterd vznikne z rovnice
(1) nahrazenim praveé strany nulovou funkci, tj. rovnice

!
y'+alx)y =0 2
se nazyva homogenni rovnice asociovana s nehomogenni rovnici (1).

Véta 1 (obecné reseni) e Je-li y,(x) partikularni feSeni nehomogenni rovnice a y,(x) obecné
reseni asociované homogenni rovnice, je funkce

y(x) = yp(x) + ¥o(x)

obecnym fesenim nehomogenni rovnice.
e Je-liy,(X) partikularni feSeni nehomogenni rovnice a y,(X) néjaké netrivialni feseni asociované
homogenni rovnice, je funkce
y(x) = yp(x) + Cyo(x)

obecnym fesenim této nehomogenni rovnice.
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Je-li y,0(x) netriviaini partikularni feSeni homogenni rovnice, pak obecné feseni této rovnice je y (x, C)
CYpo(X). Partikularni feSeni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

Yp(X) = K(X)¥p0(X). ®)

kde K (x) je diferencovatelna funkce. Fakt, Ze tato funkce nahradila konstantu v obecném feseni ho-
mogenni rovnice, dal metodé nazev variace konstanty. Pozadujeme aby funkce y,(x) byla fesenim
rovnice (1) a budeme hledat takové K (x) abychom tento pozadavek splnili. Derivovanim (3) ziskame

Yp(X) = K'(X)¥po(X) + K(X)y,0(%).
a po substituci do (1) mame

K'(X)¥po(X) + K(X)y,0(x) + a(X)K (X)ypo(X) = b(X),

K( )}/po [ ypO ] -

ProtoZe y,,0(X) je feSenim asociované homogenni rovnice, vyraz v hranaté zavorce je nulovy a odsud

K'(X)Ypo(X) = b(X). (4)

Vyresime tuto rovnici vzhledem ke K'(x) a po integraci obdrzime K (x). Dosazenim funkce K(x) do
(3) ziskame partikularni feSeni nehomogenni rovnice a ziskat obecné feSeni je jiz snadné pomoci
Véty 1.
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2. Testy

e Na nasledujicich strankach mate zadanu vzdy jednu linearni diferencialni rovnici a obecné
feSeni jeji asociované homogenni rovnice. Toto feSeni vam dava formu ve které budete hle-
dat partikularni reSeni. Toto partikularni feSeni mate najit a poté mate sestavit obecné reseni.

e Musite nejprve najit derivaci partikularniho fesSeni. Pokladejte K za funkci proménné x. K'je
potom derivace této funkce. Pozor! Nepiste k funkci K argument. Nepiste K (x) — tohle bude
interpretovano jako K = X, tj. jako soucin funkce K a linearni funkce x. KdyZz derivaci napisete
spravné, automaticky se objevi v zadané rovnici misto y'.

e Vyfesite rovnici, ktera se objevi po pfekonani pfedchoziho kroku. Mate za tkol najit K'. Proménna a
K by se méla UplIné vyrusit. Potom musite najit K integrovanim. Funkce K je dana jednoznacné

e Dosazenim nalezeného K na patficné misto obdrzite partikularni feseni. To také neni dano
jednoznacné (zalezi na volbé integracni konstanty) ale tento test by mél byt dostate¢né chytry
na to, aby spravné poznal zda se jedna nebo nejedné o partikularni feseni.

e Jako obvykle si mlzete spravné feseni zobrazit kliknutim na tlaCitko (i opakované, pokud se

tlacitko vztahuje k vice polickiim). Nedélejte to ale pfili§ ¢asto - Glohy jsou jednoduché a mate | Uvodni strana
vvvvvv 1)

e A jako obvykle: Mate-li néjakou pfipominku €i navrh k témto testim, dejte mi prosim védét! ot
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Kviz. 1. Reéte linearni DR prvniho Fadu

:
f——y=1.
y' =y

Obecné feseni asociované homogeni rovnice je yy(X) = Cx, C € R a proto budeme hledat parti-
kularni feSeni ve tvaru y,(x) = K x, kde K je funkce proménné x.

1.

Derivujte vztah
Yp(x) = Kx.

Clen K povazuijte za funkci proménné x a napiste do poli¢ka derivaci Y, Piste Ka K’ pro funkci
K a jeji derivaci.
Yp =

. Dosazeni do plvodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni

predchozi otazky.
1
K'x+K —— K-x =1
—_— X~
y Y

Osamostatnime-li K, dostavame: K' =

. Integraci obdrzime K =

. Partikularni reseni nehom. rovnice

Yp(x) =

. Obecné feSeni nehomogenni rovnice (pouzijte C jako konstantu v obecném feseni)

y(x) =y, (X) + ¥o(x) =

A
TR AT

i

Uvodni strana

Print

Titulni strana

4 44

4 »

Strana 5z 10

Zpét

Full Screen

Zavrit

Konec



http://www.mendelu.cz/user/marik

Kviz. 2. Reste linearni DR prvniho Fadu

~Zy=1.
y' =3y

Obecné Fedeni asociované homogeni rovnice je y,(X) = Cx?, C € IR a proto budeme hledat parti-
kularni feSeni ve tvaru y,(x) = K x2, kde K je funkce proménné x.

1.

Derivujte vztah
Yp(x) = Kx?.

Clen K povazuijte za funkci proménné x a napiste do politka derivaci Y, Piste Ka K’ pro funkci
K a jeji derivaci.
Yp =

. Dosazeni do plvodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni

predchozi otazky.
2
K'x®+K2x -= K-x* =1

—— X S—\—
y' y

Osamostatnime-li K’, dostavame: K’ =

. Integraci obdrzime K =

. Partikularni feSeni nehom. rovnice

Yp(X) =

. Obecné feseni nehomogenni rovnice (pouzijte C jako konstantu v obecném Feseni)

y(x) = ¥,(x) + yo(x) =

A
TR AT

i

Uvodni strana

Print

Titulni strana

4

44

4

4

Strana 6 z 10

Zpét

Full Screen

Zavrit

Konec



http://www.mendelu.cz/user/marik

Kviz. 3. Reéte linearni DR prvniho Fadu
"+ e X
y X}/— .

1
Obecné fedeni asociované homogeni rovnice je yy(X) = C;, C € R a proto budeme hledat parti-

kularni feSeni ve tvaru y,(x) = K;, kde K je funkce proménné x.

1. Derivujte vztah
1
X)=K-—.
YpX) =K~

Clen K povazuijte za funkci proménné x a napiste do policka derivaci Y, Piste Ka K’ pro funkci
K a jeji derivaci.
Yp =

2. Dosazeni do ptvodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni
predchozi otazky.

K K 1
—_ - — +-— K-l =P
X X2 X X
—— N——r

v y

Osamostatnime-li K’, dostavame: K’ =
3. Integraci obdrzime K =

4, Partikularni reSeni nehom. rovnice
Yp(x) =

5. Obecné feseni nehomogenni rovnice (pouzijte C jako konstantu v obecném feseni)
y(x) = yp(X) + yo(x) =
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Kviz. 4. Reéte linearni DR prvniho Fadu o

i

y' —2xy = xeX .
2
Obecné Feseni asociované homogeni rovnice je ¥o(x) = Ce* , C € IR a proto budeme hledat parti- =
2 U
kularni fesent ve tvaru y,(x) = Ke* , kde K je funkce proménné x. =
1. Derivujte vztah
2
Yp(x) = Ke* . o
0
Clen K povazuijte za funkci proménné x a napiste do policka derivaci Yy, Piste Ka K’ pro funkci -
K a jeji derivaci.
Yp =
2. Dosazeni do plGvodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni
predchozi otazky.
! X2 X2 X2 X2
K'e® + K2xe* -2x_ K-e = Xxe
N ) N, ’
;/', y Uvodni strana
Print

Osamostatnime-li K, dostavame: K' =

Titulni strana
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Kviz. 5. Reéte linearni DR prvniho Fadu

y' +3y =1.

Obecné feseni asociované homogeni rovnice je yo(x) = Ce™*, C € R a proto budeme hledat
partikularni feSeni ve tvaru y,(x) = Ke™3* kde K je funkce promé&nné x.

1.

Derivujte vztah

Y,(x) = Ke™®~.
Clen K povazuite za funkci proménné x a napiste do politka derivaci yl’). Piste K a K’ pro funkci
K a jeji derivaci.

Yp =
. Dosazeni do plvodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni
predchozi otazky.
K -e3 +K.(-3)e® +3 K.e™* =1
N -~ -4 W
y’ y

Osamostatnime-li K’, dostavame: K’ =

. Integraci obdrzime K =

. Partikularni feSeni nehom. rovnice

Yp(X) =

. Obecné feseni nehomogenni rovnice (pouzijte C jako konstantu v obecném Feseni)

y(x) = ¥, (x) + yo(x) =
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Kviz. 6. Reste linearni DR prvniho Fadu

Obecné fedenf asociované homogeni rovnice je Yo (X) = C(x? + 1), C € R a proto budeme hledat

!

y' - y=(x%+1)>2

X
X2 + 1

partikularni feSeni ve tvaru y,(x) = K (x? + 1), kde K je funkce proménné x.

1.

Derivujte vztah
Yo(x) = K(x® +1).

Clen K povazuijte za funkci proménné x a napiste do poli¢ka derivaci ¥, Piste Ka K’ pro funkci

K a jeji derivaci.

Yp =
. Dosazeni do puivodni nehomogenni rovnice je provedeno automaticky po spravném odpovézeni
predchozi otazky.
P2 2x 2 2 2
K-x+1)+K-2x ———— K- (x+1) =((x“+1)
~ ~ o X2+ S ——
y y

Osamostatnime-li K’, dostavame: K’ =

. Integraci obdrzime K =

. Partikularni feSeni nehom. rovnice

Yp(Xx) =

. Obecné feSeni nehomogenni rovnice (pouzijte C jako konstantu v obecném Feseni)

y(x) = ¥,(x) + yo(x) =
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