Roman Plch, Petra Sarmanova, Petr Sojka
Integralni pocet funkci vice proménnych
interaktivni sbirka prikladid a testovych otazek

Titulni strana



Obsah

Obsa P« o
1.1 Integralni pocet funkei vice proménnych . . ... ... ... .. 14

2 Dvojng integrél 15 (S
2.1 Dvojnyintegrdl . . . . . . . .. ... 16

2.2 Dvojny integrdl — Fubiniova véta . . . ... ... ... ... .. 17 _
2.3 Transformace dvojného integrdlu . . . . . . ... ... ... ... 34

Transformace do poldrnich soufadnic . .. ... ... ... ... 35 _
3 Trojny integral 54
3.1 Mnoziny bodli v prostoru . . . . . . ... ..o 55
3.2 Trojny integrdl . . . . . . ... ... 66

3.3 Trojny integrdl — Fubiniova véta . . . . . . .. ... ... .... 67 _



3.4 Transformace trojného integrdlu . . . ... ... ......... 81

Transformace do valcovych soufadnic . . . ... ......... 82
Transformace do sférickych soufadnic . . . . . ... ... .... 98
4 Souhrnné testy 114
5 Ulohy na procviceni 160
Pouzita literatura 170




Kapitola 1

Uvod

Véazeny Ctendfi,

dostava se Ti do rukou Multimedialn{ sbirka prikladi z Integralniho poctu funkei
vice proménnych. Nasim cilem bylo vytvofit interaktivni material, ktery povede
k maximaln€ efektivnimu zvladnuti a procviceni této pro studenty Casto obtiZzné
partie. Pfitom jsme chtéli, aby naSe ucebni pomticka byla nezavisld na operacnim
systému, nevyzZadovala pouziti néjakého LMS systému ¢i instalaci dodate¢ného
softwaru a pfipojeni k Internetu. Z tohoto diivodu jsme jako vystupni format
zvolili PDF.

Format PDF jiZ nékolik let dominuje na poli digitdlnich dokumentd nejen ve
védecké literatufe, ale rozsitil se diky prenositelnosti i mezi Sirokou vefejnost.
Pivodni myslenkou pro vznik formatu PDF byla pravé ptenositelnost textovych
dokumentti mezi riznymi platformami, kdy vysledny dokument vypadd na vSech



platforméch i rizném hardwaru stejné. Format PDF se vSak stdle vyviji a prinasi
nové moznosti. Dnes je mozné do PDF dokumentti zaclefiovat animace, video a
audio nahravky ¢&i 3D objekty.

Vyukovy text je zpracovan sdzecim systémem TeX ve formatu pdfIETEX.
Vzhledem k tomu, Ze jde o matematicky text obsahujici fadu i zna¢né kompliko-
vanych vzorci, je pouZiti sdzectho systému TeX jedinou rozumnou alternativou.
Zarucuje totiZ vysokou typografickou kvalitu a snadnou modifikovatelnost textu.

Pfi vytvdreni sbirky jsme se snazili o vytvofeni uZivatelsky piijemného a
efektivntho vyukového prostfedi. Student ma stdle k dispozici ovladaci panel,
ktery umoZiiuje volit mezi celoobrazovkovym reZimem a zobrazenim v okné,
obsahuje tlacitko posuvu o stranu vpied a vzad, skok na zacatek nebo konec
dokumentu a posouvdni v historii prohliZzeni. Dilezit4 je také moZnost skoku
na konkrétni stranu v textu a na obsah. Obsah je hypertextovy, kliknutim na
prisluSsnou poloZku v obsahu se pfesunete na uvedené misto v textu. Text je
prizpdsoben velikosti obrazovky (posuv textu na obrazovce neni nutny).

Zakladnim ucebnim textem, na ktery je tato sbirka piikladG navazina, je
skriptum [2], pouZivané ve vyuce jak na MU v Brné, tak na VSB TU v Ostravé.
Text je tvofen péti kapitolami (Uvod, Dvojny integral, Trojny integral, Souhrnné
testy a Ulohy na procvieni). Na za¢4tku kapitol Dvojny a Trojny integral uva-
dime shrnuti potiebné teorie, ndsleduje nékolik podrobné vyfeSenych tuloh, které
jsou ilustrovany interaktivni 3D grafikou.




Interaktivni 3D grafika

Vhodné vytvofend a okomentovand grafika prispivd k pochopeni probirané pro-
blematiky a rozvoji geometrické predstavivosti studentl. Ilustraéni grafiku Ize
pouZit k objasiiovdni nového teoretického pojmu ¢i zdvislosti daného jevu na
parametrech, k dokresleni geometrického vyznamu feSenych dloh a pfipadné
k ovéfeni ,,redlnosti“ feSeni. Jednim z moZnych déleni grafiky je na grafiku sta-
tickou a dynamickou. Mezi statickou grafiku pocitdme jakékoliv obrazky, s nimiz
nemuzZeme dile manipulovat. Interaktivni grafika ndm naproti tomu umoZiuje
aktivné pracovat s objektem, napf. prohlédnout si ho ze vSech stran, zvétSovat a
zmenSovat, zobrazit detail vybrané ¢4sti, zobrazit normdlové vektory, ménit na-
staveni barev, prihlednost objektu a mnoho dal$iho (dle moZnosti zobrazovaciho
programu). Z tohoto diivodu jsou vSechny 3D obrazky ve sbirce v interaktivni
podobgé.

3D obrazky jsme vytvorili v CAS systému Maple a néasledné konvertovali
do formédtu U3D pomoci programu Deep Exploration. 3D objekty ve formétu
U3D jsme pak vkladali do PDF dokumentu pomoci pdfI£IEXu a balicku mo-
vielb. Technika tvorby interaktivni 3D grafiky a jeji nasledné zaclenéni do
PDF dokumentu je podrobné popsdna v [9].

Na obrdzku 1.1 vidite ukdzku interaktivni 3D grafiky. K manipulaci s gra-
fikou je nutné zobrazit 3D Toolbar (je soucdsti Adobe Readeru). Toolbar se
zobrazi umisténim kurzoru mySi na obrdzek. Zakladni mozZnosti Toolbaru jsou
dynamicky zoom, posunuti, natoeni, zména osvétleni, zmeéna barvy pozadi ¢i
skryti, zobrazeni nebo izolovani pouze urcitych prvkii modelu. MoZné je rov-
néZ vyuZiti riiznych zobrazovacich méda (Solid, Transparent, Shaded Illustration




atd.). Pro korektni zobrazenf{ interaktivni 3D grafiky musite pouZit Adobe Reader
verze 8.1.1. (a vyssi).

obr. 1.1 Graficky objekt ve formatu U3D



Interaktivni testy

K dtikladnému procviceni studované problematiky jsme do kazdé kapitoly za-
Clenily interaktivni testové otdzky (pfimo do textu za testované ucivo) a na zaver
nékolik souhrnnych test (kapitola Souhrnné testy). ProtoZe rozezndvéni ploch,
které ohranicuji integracni obor, je nezbytné pro tspésné zvladnuti trojného in-
tegralu, zaradili jsme i testové otdzky na rozezndvdni mnoZin bodd v prostoru.
Kapitola Ulohy na procvideni je tvofena vypocetnimi piiklady, u kterych si je
moZno pomoci testového prostfedi zkontrolovat spravnost vysledku.

Tyto testové otdzky byly vytvofeny pomoci kolekce I&IEXovych maker
AcroTgX (vice napt. v [4] a na webovych strankdch [13]. Béhem price s témito
makry jsme narazili na neékteré chyby, zejména pfi pouZziti otdzky s vice sprav-
nymi odpovédmi. Tyto chyby byly po korespondenci s autorem maker profesorem
D. P. Story ndsledné opraveny.

Nasledujici test ukazuje pouZité typy testovych otazek a slouzi k vyzkouseni
prace s testy. Test zahdjite kliknutim na tlacitko ,,Zacatek testu®.

U otazek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), je spravna odpovéd bodovdna poctem bodil uvedenych v zdvorce u zadani
a Spatnd odpovéd je bodovdna O body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych
odpovédi, je soucet bodl spravnych odpovédi uveden v zdvorce u zadani a za
kaZdou Spatnou odpovéd bude odecéten jeden bod.

Ukazkovy test




1. (6b.) Pfevedte dvojny integral f f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mno-

Zina A zvyraznénd na obrazku.
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2. (4b.) Vyberte dvojndsobny integral, ktery vznikne zdmé&nou potadi integrace

Jro
J

0
1 —a/1=y2+1 1 1-y2+1

| ( f(x,y)dx)dy | ( f(x,y)dx)dy
0 1—y2+1 0 —J1-y2—1
1 1—y2+1 1 1=yt

,y)dx |d ,y)dx |d

/ (_M+1f(x » x) v (_ S x) y

3. (2b.) Vypoctéte dvojndsobny integral

[ ([ )as-

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):

2
u integralu: f f(x,y)dy | dx,
0




Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:

Pro ukoncentf testu je tieba kliknout na tlacitko ,,Konec testu®. Opraveni testu
se provede kliknutim na tlacitko ,,Vysledky®, spravné odpovédi budou oznaceny
zelené a Cervené budou oznaceny odpovédi chybné. Pri pouZiti otdzky s tvofenou
odpovédi se spravnd odpoveéd zobrazi po kliknuti na tlacitko ,,Odpoved*.

Pro zapis matematickych vyrazti v otazkach s tvofenou odpovédi pouZivejte
ndsledujici syntaxi.

e Zikladni matematické operace zapisujte takto: + s¢itani (pf.: x+1), — od¢itan{
(pt.: x—1), * nebo mezera pro ndsobeni (pf.: 3*x nebo 3x nebo 3_x pro
3x) a / pro déleni a zlomky (pf.: 1/x pro )16)

e Mezery jsou pfed zpracovanim odpovédi odstranény. Pii ndsobeni Cisel tedy
musite napsat explicitné *.

e Pro zapsdni mocniny vyuZijte symbol " a exponent uzaviete do libovolnych
zédvorek zdvorek (pf.: x* (-2) pro x~2).

e Pofadi operaci definujete uzavienim jednotlivych operaci do zdvorek, je
mozné pouzivat i hranaté nebo sloZené zdvorky (pf.: (sin(x))” (2) pro

(sin(x))?).




e Odmocninu zapiSete pomoci sgrt a odmocnénec umistite do zavorek (pr.:
sgrt (x) pro 4/x), pro odmocninu miZete také pouZit zpis (pf.: x~ (1/3)
pro /).

e Zakladni funkce zapisujte takto:
sin(x), cos(x), tan(x), cot (x), sec(x), csc(x), asin(x),
acos (x), atan (x), In(x).

e Exponencidlni funkci e* zapisujte exp (x) nebo e”x.

e Cislo 7t zapisujte jako pi (pi.: 6*pi pro 67 nebo 6+pi pro 6 + ).

e Absolutni hodnotu zapisujte abs () nebo pomoci | | (pf. abs (x) nebo | x
| pro |x]) .

Pokud vase odpovéd neni platny matematicky vyraz, nepocitd se vam chybna
odpovéd, ale musite si vysledek opravit.

Vsechny 3D obrazky v testech jsou taktéZ interaktivni. MilzZete s nimi ota-
Cet a kliknutim pravym tlacitkem mysSi mizZete vyvolat Toolbar, pomoci né¢hoz
je mozno vyuzit dal$ich moznosti prace s 3D grafikou (zména velikosti, osvét-
leni, zobrazovacitho médu, skryti, zobrazeni nebo izolovani pouze urcitych prvku
modelu, atd.).

Zavérem bychom radi podékovali panu Doc. RNDr. J. Kubenovi, CSc. za
peclivé precteni celé sbirky a pfipravu metapostovych obrazki, studentce Pfi-
rodovédecké fakulty N. Jalové za piipravu metapostovych obrazkd a nékterych
testovych otdzek.

Tato multimedidlni sbirka pfikladli a testovych otdzek vznikla za podpory
Fondu rozvoje VS v ramci feSeni projektu &. 92/2008. Pro tvorbu a zaclenéni
interaktivni grafiky do PDF dokumentii jsme navrhli a ndsledné otestovali novy
postup, zaloZeny na konverzi 3D grafiky z CAS systému Maple. Tento postup




byl zdokumentovdn a nésledné publikovdn v [9] a [10]. ZkuSenosti s tvorbou
multimedidlnich ucebnich pomiicek v PDF formatu jsme prezentovali na konfe-

renci Setkani uciteli matematiky vSech typi a stupnl Skol, prispévek je mozZno
najit ve sborniku [11].

Brno, prosinec 2008 Autofri




1.1. Integralni pocet funkci vice proménnych

Dvojny a trojny integral je zobecnénim urcitého integralu funkce jedné pro-
ménné, ktery funkci jedné proménné pfifazoval ¢islo. Toto ¢islo pak mohlo mit
rizny geometricky a fyzikdlni vyznam, napf. vyjadifovala obsah rovinné oblasti,
objem rota¢niho télesa nebo obsah jeho plasté, hmotnost nebo moment setrvac-
nosti rotacniho télesa.

Obdobné dvojny integrdl bude pfifazovat funkci dvou proménnych defino-
vané na néjaké rovinné oblasti jisté ¢islo a trojny integrdl bude prifazovat funkci
ti{ proménnych definované na prostorové oblasti néjaké cislo. Toto Cislo miiZe
mit opét rizny geometricky a fyzikdlni vyznam, napf. obsah, objem, hmotnost
nebo moment setrvacnosti.

V dal$im textu budeme misto o délce, obsahu a objemu néjaké mnoZiny A
¢asto mluvit o mife této mnoZiny a pouzivat oznaceni m(A). Abychom rozlisili,
zda se jednd o délku, obsah nebo objem, budeme pouZivat index, ktery odpovida
tomu, v jakych jednotkach (délkovych, plosnych, objemovych) se dand mira méii.
Tedy m(A) bude znacit délku, m,(A) obsah a m3(A) objem mnoZiny A.




Kapitola 2

Dvojny integral

Rozcestnik kapitoly:
Dvojny integrdl a Fubiniova véta

@3 Typové fesené piiklady @ Test
Transformace dvojného integralu do poldrnich soufadnic

@3 Typové fesené piiklady @ Test




2.1. Dvojny integral

Dvojny integral prifazuje omezené funkci dvou proménnych definované na né-
jaké méfitelné mnoZing A v R? &islo, které mliZze mit v zavislosti na konkrétnim
tvaru integrandu ndasledujici geometricky vyznam:

[[, f(x,y)dxdy piedstavuje miru ms(S) (objem) t&lesa S, které je shora
ohrani¢eno nezdpornou funkci f(x, y) a zdola funkci nulovou g(x, y) = 0. Ob¢
funkce uvaZujeme na mnoZziné A, tj. D(f) = D(g) = A.

Jf, (f@x,y) — g(x, ) dxdy, kde f(x,y) = g(x,y) pro x,y € A, pied-
stavuje miru m3(S) (objem) télesa S, které je shora ohraniceno funkci f(x, y)
a zdola funkci g(x, y). Obé funkce opét uvaZzujeme na mnoZiné A, tj. D(f) =
D(g) = A.

IS 4 1dxdy predstavuje miru m3(S) (objem) télesa S, které je shora ohrani-
¢eno konstantni funkei f(x,y) = 1 a zdola funkei nulovou g(x, y) = 0. Ob¢
funkce uvaZujeme na mnoZiné A, tj. D(f) = D(g) = A. Vzhledem k tomu, Ze
je objem roven soucinu obsahu podstavy a vysky, plati

// 1dxdy = ma(A). 2.1)
A

Tento vztah iik4, Ze Ciselné je objem télesa s podstavou A a vyskou rovnou jedné
roven obsahu mnoZiny A.




2.2. Dvojny integral — Fubiniova véta

Fubiniova véta ndm dava néavod, jak pfevést dvojny integrdl na dvojndsobny.
Pfevadime tak vypocet dvojného integrdlu na vypocet dvou po sobé jdoucich
jednorozmérnych integrald.

Véta 2.1. (Fubiniova véta v R?) Nechf je funkce f dvou proménnych x, y spojitd
na mnoziné A = {[x, y] eR2a<x<b; px)<y< w(x)}, kde ¢, ¥ jsou
funkce spojité na intervalu (a, b) takové, Ze ¢(x) < ¥ (x) pro Vx € (a, b). Pak
plati

b Yx)
// f(x,y)dxdy:/(/ f(x,y)dy) dx. 2.2)
A a  @(x)

MnoZinu typu A = {[x, y] eR? a<x<b; px)<y< 1/f(x)} budeme
ddle nazyvat elementdrni oblasti vzhledem k x.

Obdobn& mnozinu typu A = {[x,y] e R? c <y <d; p(y) <y <y ()}
budeme dile nazyvat elementdrni oblasti vzhledem k y.




Typové resené piiklady:

Prevedte (obéma zptisoby) dvojny integral / na dvojnasobny a vypoctéte jej.

Priklad 2.1
Zaméiite poradi integrace. Priklad 2.2

Vypocitejte dvojny integrdl [/ f(x, y) dxdy. Piklad 2.3
M

Vypocitejte obsah mnoZiny. Piiklad 2.4

Vypocitejte objem télesa. Priklad 2.5




Priklad 2.1. Prevedte (obéma zptisoby) dvojny integral / na dvojndsobny a vy-
poctéte jej:

I=/fyx2dxdy, kde A = {[x,y] e R?, x? <y< 1}.
A
ReSeni: Hrani¢ni kiivky jsou y = x? (parabola) a y = 1 (pfimka). Integracni

obor A je zndzornén na obrazku 2.1. Ur¢ime x-ové soufadnice prisecikli obou
kfivek. Dostdvdme rovnici 1 = x2, tj. x; = 1, x, = —1.

|
|
|
I .
| 1 X
obr. 2.1 MnoZina A

Chapeme-li mnoZinu A jako elementdrni mnoZinu vzhledem k x, pak integra¢ni
meze jsou:

o
IA
=
IA

=
A
<
A

_—




Integrand yx? je spojitd funkce na A. Podle Fubiniovy véty bude
11

1 . 1
I = //yxzdxdyzf(/yxzdy)dx=/|:%y2x2] dx=%/(x2—x6)dx=
A « 5

1 2 —1

ire, 1.0 1111 17 4
—[=x"—=x ==|lz-—=+=z—=|==
20137 77 ], 23 73 7] 21

Chapeme-li mnoZinu A jako elementdrni mnoZinu vzhledem k y, pak integracni

meze budou nasledujici:

IATA
E

Priklad 2.2. Zaméiite poradi integrace
12

I= f(()/ f(x,y)dy)dx.

-1




ReSeni: Ze zadani vidime, Ze se jednd se o Ctverec, kde —1 <x <la0 <y <?2.

Tedy
2 1
I=f</f(x,y)dx)dy.
0 -1

Piiklad 2.3. Vypoctéte [/, ;%yz dxdy, kde mnozina M je ohrani¢ena kiivkami

y=1,y=1/2,x=4—y>ax =y%
ReSeni: Prvni dvé kiivky jsou pfimky, druhé dvé paraboly. Integraéni obor M je
znazornén na obrazku 2.2. Uréime jesté y-ovou soufadnici horniho priseciku P
obou parabol, abychom se pfesvédcili, Ze mame piimky y = 1 ay = 1/2 spravné
umistény. Z rovnic parabol dostaneme 4 — y> = y2, tj. y> =2, a tedy y = +/2.

<
()

obr. 2.2 MnoZina M



MnozZina M je elementdrni mnoZina vzhledem k y. Ve vzorci (2.2) se tedy
zaméni role x a y. Integracni meze jsou

1/2<y=1,
y2§x§4—y2.

Integrand y/(x + y?) je spojitd funkce na M. Podle Fubiniovy véty bude

y 1 4—y2 y
I=// dxdy:/ (/ dx)dy.
u X+ y? 2\ x+y?

Vnitfni integrél vyjde

=ty iy i
/2 )2 dx:y[ln|x+y |]y2 = y(In4 — In2y?) =
y

—y2In2—1In2—-2Iny)=yIln2—2ylny

vzhledem k tomu, Ze v naSem piipad¢ je y > O.
Pfi vypoctu vnéjsiho integralu pouzijeme mimo jiné metodu per partes. Do-
staneme:
1

1 1
1= (yln2—2ylny)dy=ln2/ ydy—2/ ylnydy =
172 172 172

» 7 v 7 Ty
=ln2|:—i| —2[— lny:| +2/ —dy =
2 1/2 2 1/2 1/2 2

1

v
—1nz<1 1) Do [2] =t oy ! L lnoaa
B 2 4 a8 2 8 8 '




Piiklad 2.4. Vypocitejte obsah mnoZiny

Az{[x,y]eRz,xzfy,y—xSZ}.

ReSeni: Obsah m,(A) mnoZiny A budeme pocitat podle vztahu (2.1), tj.

my(A) = f/ 1dxdy.
A

2

MnoZina A je shora ohranicena kiivkou y = 2 + x, zdola kfivkou y = x~,
viz obrazek 2.3. Najdéme x-ové soufadnice prisecikt téchto kfivek. Musi platit:

24+ x = x>,

x2—x—-2=0,
x+Dx—-2)=0.

Odtud x; = —1 a x, = 2. Dostali jsme ndsledujici integracni meze:
—-l1<x<2,
X <y<2+4x




7 x

obr. 2.3 Mnozina A

2+x 2 2

my(A) = ff 1dxdy=j<[ 1dy>dx=f[y]ijx dx=f<2+x—x2)dx

x2 -1 -1

2 37 8 1 1 9
SR P PO RS S () S
[x+2 3]_1 T2 3 ( +2+3> 2

Piiklad 2.5. Vypocitejte objem télesa S leZiciho pod paraboloidem z = x? + y?

a nad mnoZinou A v roviné xy ohrani¢enou pifmkou y = 2x a parabolou y = x2.




ReSeni: Pro objem m;3(S) t&lesa S plati

ms(S) = / / F(x. y) dxdy,
A

kde A predstavuje podstavu télesa S a funkce f(x, y) ohraniCuje téleso S shora —
viz obrdzek 2.4. MnoZina A je shora ohrani¢end piimkou y = 2x a zdola pa-
rabolou y = x2. Spo&itdme x-ové soufadnice priiseikt téchto kfivek: x; = 0,
xp = 2. Dostali jsme nésledujici integracni meze:

0<x <2,

x2§y§2x.




obr. 2.4 Mnozina A

U otazek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), je spravnad odpovéd bodovana poctem bodl uvedenych v zdvorce u zadani
a Spatnd odpovéd je bodovdna O body. U otdzek, kde lze volit vice spravnych
odpovédi, je soucet bodli spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za
kaZdou Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Dvojny integral — Fubiniova véta
1. (2b.) Uvedte ndzev véty, kterd pojedndva o prevedeni vicerozmérného inte-
gralu na integrél vicendsobny.
Fubiniova Cauchyova

Weierstrassova Greenova




27 2+-sinx y 31t
2. (2b.) Plati ff f(x,y)dxdy = / ([ —dy)dx = —.
0 0 3 2
A

Rozhodnéte, které z ndsledujicich tvrzeni je pravdivé.

“ 3
Cislo ; pfedstavuje obsah rovinné oblasti A.

~ 3w
Cislo - pfedstavuje obsah rovinné oblasti, kterd je ohranicena funkcemi

Z:%3Z=2+sinx.

. 3n
Cislo - predstavuje objem télesa, které je shora ohrani¢eno grafem

funkce z = % a jehoZ podstava je A.

. 3
Cislo ; pfedstavuje objem télesa, které je ohrani¢eno grafem funkce

7 =2 +ssinx a jehoZ podstava je A.



3. (6b.) Ptevedte dvojny integral f f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mno-

Zina A zvyraznénd na obrazku.

X

[([ o)
L[ o)
([ oo
([ ey

/0
[/
fol(f_zﬁﬂx,y)dx)dy
L/ ovs

fo(_l f(x,y)dx)dy

1

fx,y) dy)dx
Jx

(I
(

fx, y)dy>dx




4. (6b.) Prevedte dvojny integral f f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mno-

Zina A zvyraznénd na obrazku.

X

([ e
([ o
<
0

0
f(x,y)dX)dy
Jy

L/ ods
/ £y dx)dy
0 _

0 1

fx,y) dy)dx

0
1

[
/ fx,y) dy)dx
[ ([ re y)dx)dy

(
(/
(L,
(

1 0
f £, y)dx )dy
0o \J-i5




5. (6b.) Prevedte dvojny integral f / f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mno-
A

Zina A zvyraznénd na obrazku.

y=1-—x2

—

2

I—x 1 1—x
o f(x,y)dy)dx /o /1 f(x,y)dy)dx

1 1—x 1 1—x
/0(0 f(x,y)dy)dx fo(fo f(x,y>dy)dx
S T
(/ f(x,y>dx)dy /(f f(x,y>dx)dy
0 0 1



6. (4b.) Prevedte dvojny integral f / f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mno-
A

Zina A zvyraznénd na obrazku.

S

1—x2 % 1—x2
(f f(x,y>dy)dx / (f f(x,y)dy)dx

2

( 2f(x,y)dy)dx

1—x

/
Ak(/olf(x,y)dy)dx /0




7. (4b.) U nésledujiciho prfikladu vyberte dvojndsobny integrdl, ktery vznikne

07 0
zdmeénou poradi integrace u integrélu: / ( / dx)dy.
-2 y2—4

[ ) [ )
[ ) [ )




8. (2b.) Vypoctéte dvojndsobny integral

([

9. (2b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

2 1
/ (/ (x2+2y)dx)dy =
0 0

10. (3b.) Necht €2 je trojihelnik uréeny body A = 0,0, B =0, 2, C =2, 0, pak
fdxdy=

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento uspésnosti:



2.3. Transformace dvojného integralu

Vypocet dvojného integralu pomoci transformace do polarnich soufadnic spociva
v tom, Ze zménime soufadnicovy systém a tim pfevedeme vypocet jistého dvoj-
ného integralu na jiny dvojny integrdl. Dojde pfitom jak ke zméné€ integracniho
oboru, tak ke zméné& integrandu.

Jde o jistou analogii substitu¢ni metody pro jednoduchy urcity integral. Zde
ndm vSak §lo predev§im o to, abychom substituci zjednodusili integrand. Inte-
gracni obor se zménil z jistého intervalu na jiny interval, coZ pro nds nebylo
podstatné.

U dvojného integrdlu ndm vSak ptjde pfedev§im o zménu integracniho oboru
tak, abychom mohli vyuZit Fubiniovu vétu. Pfitom dojde samoziejmée i ke zméné
integrandu, tato zména vSak pro nds nebude duleZita.

M¢éjme mnoziny A, B C R2 a zobrazeni F A — B takové, 7e Fu,v =
x,y € F(A) C B pro kazdé u,v € A. Pak existuji funkce x = g(u,v), y =
h(u, v) tak, zZe kazdy bod u, v € A se zobrazi na bod g(u, v), h(u,v) = x, y.
A naopak, jsou-li na mnoZiné A definovdny redlné funkce x = g(u,v), y =
h(u, v), je jimi uréeno zobrazeni A — R2.

Je-li F spojité diferencovatelné zobrazeni, pak se determinant

gu(u,v)  gy(u,v)

I, v) = h,(u,v) hy,(u,v)

nazyvd jakobidn zobrazeni F. Pfipomenime, Ze zobrazeni F se nazyva reguldrni
pravé tehdy, kdyZ je jakobidn rGzny od nuly.




Uvedme nyni vétu o transfomaci dvojného integrdlu, kterou budeme pouZivat
pri feSeni konkrétnich dloh.

Véta 2.2. Bud M; € M C R?, kde M, je oteviend mnoZina, M je méfitelna
mnoZina a plati my(M \ M) = 0.

Nechf F je spojité diferencovatelné zobrazeni M do R?, které je reguldrni a
prosté v M. Ozna¢me Q2 = F(M), 2, = F(M;). Nechf je mnoZina 2 méfitelna
a plati my (2 \ 1) = 0.

Bud funkce f ohrani¢end na mnoziné 2 a spojitd na 2;. Déle nechf je
funkce f [g(u, v), h(u, v)]|J (u, v)| ohraniCend na mnoZin& M. Pak plati

// f(x,y)dxdy = f/ f [g(u, v), h(u, v)] |J (u, v)| dudv. 2.3)
Q M

S vyuzitim predchozi véty lze provadét rizné transformace soufadnic, my si

Yev s

zde uvedeme nejcast&jsi transformaci, a to do polarnich soufadnic.

Transformace do polarnich souradnic

Uvazujme bod T v rovin€ s kartézskymi soufadnicemi x, y. Oznacme r vzda-
lenost bodu 7' od pocdtku O kartézské soustavy soufadnic a ¢ uhel, ktery svird
polopiimka OT s kladnou ¢asti osy x.




¢ Py

0] X

Z definici funkci sinus a kosinus vyplyvd, Ze vztah mezi kartézskymi sou-
fadnicemi x, y a polarnimi soufadnicemi r, ¢ je dan rovnicemi:

X =rcosg,

y =rsing.

Pfitom » > 0 a ¢ nabyva hodnot z intervalu (0, 2w) nebo z jiného intervalu
délky 2.

Zobrazeni F dané t€émito rovnicemi prifazuje polarnim soufadnicim daného
bodu kartézské soufadnice téhoz bodu, tj. Fr,¢ = x,y. Spoctéme si jakobidn
této transformace:

%(r c9s ®) ai(r cOSs @)
3. (r sing) e (r sing)

cos@ —rsing

J = .
sing rcosg

=r(coszgo+sin2<p) =r

JI=r
Typové FeSené priklady:



e Vypocitejte dvojny integrdl [f,, f(x,y)dxdy (po transformaci dostaneme
konstantni meze). Piiklad 2.6

e Vypocitejte dvojny integrdl [f,, f(x,y)dxdy (po transformaci dostaneme
nekonstantni meze). Priklad 2.7

e Vypocitejte objem télesa. Priklad 2.8




Priklad 2.6. Vypoctéte / / (x* 4+ y*) dxdy, kde mnozina Q je uréena podmin-
Q

kami 1 <x?>+y> <4,y > |x|.
Reseni: Rovnice x? 4+ y?> = 1 a x> + y? = 4 uruji krunice k; a k, se stiedy
v pocatku O a poloméry 1 a 2. Prvni podminka tedy zaddvd mezikruZi. Graf
funkce y = |x| je tvofen dvéma polopiimkami (osami prvniho a druhého kvad-
rantu) o rovnicich y = x a y = —x. Body spliiujici nerovnost y > |x| leZi
nad timto grafem. Dohromady tudiZ obé podminky zaddvaji mnoZinu Q — viz
obrézek 2.5.

y
y=-—X y=x
Q
X
2 I
NS :
k1 1+—
: 1.

O| n/4 3w /4

obr. 2.5 obr. 2.6

~



Uréime, jak bude tato mnoZina popsdna v polarnich soufadnicich. Polo-
primky vychazejici z pocatku O, které protinaji mnoZinu €2, musi svirat s klad-
nou ¢asti osy x thel v rozmezi /4 (y = x je osa prvniho kvadrantu) aZ 3w /4
(y = —x je osa druhého kvadrantu). Tedy /4 < ¢ < 3m/4.

Libovolnd takovd polopfimka protind mnoZinu 2 v dsecce, jejiz koncové
body maji od pocatku O stéle stejné vzdalenosti, ato 1 a2. Tedy 1 <r < 2. To
znamend, Ze transformaci do poldrnich soufadnic pfejde mnoZina €2 v obdélnik
M - viz obrazek 2.6.

I = // (x* +y?)dxdy = ff ((r cos ) + (r sing)?)r dr dp =
Q M

3n/4 s p2
=// r3(cos2<p+sin2<p)drd<p=// r3drd<p=/ (/ r3dr>d<p=
M M /4 1

3n/4r 472 3n/4 15 150 3n4 15(3w =m 157
_ Tl o= Jdo=7lely =7\7-7)=%
/4 1 /4

Na vypocet transformovaného integralu jsme pouZzili Fubiniovu vétu.

Priklad 2.7. Vypoctéte / / v x% + y2dxdy, kde mnoZina 2 je uréena podmin-
Q

kou x2 + y?> —2ax <0, a > 0.
ReSeni: Rovnice x2 + y? —2ax = 0 zaddva néjakou kuZelose¢ku. Doplnénim na
¢tverec urcime, o jakou kuZelosecku jde:

Ay —2ax=(x—a)—d’+y =0 = (—a’+)y=d




Jde o kruZnici se sttedem v bod€ a, 0 a polomérem a. Integracnim oborem £2
je tedy kruh — viz obr. 2.7, proto pouZijeme transformaci do polarnich soufad-
nic. Vzhledem k poloze mnoZiny 2 (leZi v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu) bude
vyhodnéjsi volit rozmezi Ghld z intervalu (—m, m). Polopfimky vychazejici z po-
catku O, které protinaji mnoZinu €2 i v jinych bodech nez v pocatku O, sviraji
potom s kladnou ¢asti osy x uhly z intervalu (—m/2, 7t/2). ProtoZe s uzavienymi
mnoZinami se ndm lépe pracuje, zahrneme i koncové body, takZe budeme mit

/2 <¢p <m/2.

x—a)Y+y*=ad*

r=2acos¢g

2a

T —7/2 O /2
obr. 2.7 obr. 2.8
Nyni uréime omezeni pro r. Z obrdzku je zfejmé, Ze délky usecek |0T ,

které jsou priinikem uvaZovanych polopfimek s mnoZinou €2, se budou ménit a
budou zaviset na dhlu ¢. Dosazenim polarnich soufadnic do rovnice kruZnice

Q

A

o4
=



obdrZime:
(rcos)? + (rsing)? —2arcosp =0 = r(r —2acosg) = 0.

Hodnoté r = 0 odpovida pocatek O, pro druhy prisecik polopfimky s kruZnici
plati » = 2a cos ¢. (Tento vysledek 1ze snadno zdGvodnit i geometricky. V troju-
helniku s vrcholy O, 2a,0 a T je podle Thaletovy véty u vrcholu T pravy thel.
Z definice kosinu vyplyva, Ze r = \W\ = 2a cos ¢.) Celkové tedy dostdvdame,
7e

4
a

< < —
M 2_()0_2’
0 <r <2acosgp.

MnoZina M je tudiZ elementdrni vzhledem k ¢.
Pouzitim vztahu (2.3) dostaneme:

I=// \/xz—i-yzdxdy:// V(rcos )2 + (rsing)? rdrdg =
Q M

/2 2acos g /2,3 2acos ¢
:/:/ rzdrd<p:/ </ r2dr)d(p:/ [—] dp =
M —x2\Jo —x2L 3 1o

n/28 8 /2
=/ —a3cos3(pd(p=—a3/ (1 —sin® @) cospdp =
—Tt/23 3 —7/2
sme =t 1 391
t 2
= | cospde =dt =§a3/ (l—tz)dt=§a3|:t——:| =3—a3.
Il 21| 3o 3 35,09

Na vypocet transformovaného integrdlu jsme pouZili Fubiniovu vétu, vznikly
jednoduchy integral jsme pak feSili substitu¢ni metodou.




Piiklad 2.8. Vypocitejte objem télesa S lezictho pod rovinou z = y a nad
mnoZinou £2:

3
Q= {[x,y] eR%, x> —2x+y2 > 0Ax2—4x+y? <0Ay > éx/\yfx}.

ReSeni: Pro objem m;3(S) t&lesa S plati

my(S) = // Fx. y)dxdy,
Q

kde 2 predstavuje ,,podstavu télesa S a funkce f(x,y) ohranicuje téleso S
shora.
Ohranicujici funkcf je rovina z = y, tj. f(x, y) = y. Podivejme se podrobnéji
na mnozinu 2. Hrani¢ni kiivky mnoZiny 2 jsou nésledujici:
e x> — 2x + y?> = 0. Po tpravé na tvar (x — 1)> + y> = 1 vidime, Ze se jednd
o kruZnici se stfedem v bodé€ 1, 0 a polomérem 1.

e x> —4x + y> = 0. Po tipravé na tvar (x — 2)> + y*> = 4 vidime, Ze se jedn4
o kruznici se stfedem v bodé 2, 0 a polomérem 2.

o y = Lx je piimka.

e y = x je také piimka.




y=x
2- .......................
@
14/
x2—4x+y2=0
i 3 4 x
2
obr. 2.9

Uvedené kiivky ohranicuji mnozinu € — viz obrdzek 2.9. Celé téleso je
znazornéno na obrazku 2.10.

Vzhledem ke tvaru mnoZiny €2 je vhodné provést transformaci do poldrnich
soufadnic. Polopiimky vychazejici z pocatku O, které protinaji mnoZinu €2, musi
svirat s kladnou ¢dsti osy x thel v rozmezi t/6 az w/4. Tedy /6 < ¢ < m/4.
UkdaZeme si nyni, jak lze tyto hodnoty dostat dosazenim polarnich soufadnic do



rovnic pfimek:
ﬁ . 3 3 T
y=Fr S rsing=Shresy S owe= = =g Cam |



Ll
y=x = rsing=rcosgp = tgog=1 = v=7

Nyni ur¢ime omezeni pro r. Z obrdzku je ziejmé, Ze r bude zdviset na ¢.
Dosazenim polédrnich soufadnic do rovnic kruZnic dostdvdme:

¥ =2x+y’=0 = r’—2rcosp=0 = r(r—2cosp)=0

x2—4x+y2=0 = r2—4rcos<p=0 = r(r—4cosg)=0.

ReSeni r = 0 predchozich rovnic neodpovidd zadané mnoZing, proto ho ne-
uvazujeme. Pro prisecik libovolné polopiimky vychazejici z pocatku s mensi
kruZnici plati r = 2cos ¢ a pro prisecik této polopfimky s vétsi kruZnici plati
r = 4cos ¢. Integraéni meze transformované mnoZiny jsou tedy ndsledujici:

A
A

b
® 4

<r <4cosgp.




I

% 4cos @

4 }"3 4cos @
//ydxdyz/(f rzsinqodr)d(p:/sin(p[?] de =
2cos¢
Q pis

% 2cos ¢

I

6
( 64 8 56 |
:/sinfp(?cos3go—§cos3g0) dgo:?fcos3gosingod<p=

I
6

[ \E}

cos@ =t z
= | —singpdy =dr = ﬁ/t3dt=§ft3dt=
1,3 on V2 3 3
6 20 4 2 N 2
14,44 35
=—|t"|} ==
3 [ ]4 24

U otézek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpo-
védi), je spravna odpovéd bodovana poctem bodii uvedenych v zavorce u zadani
a Spatnd odpovéd je bodovdna O body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych
odpovédi, je soucet bodl spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za
kaZdou Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod.

Dvojny integral — transformace do polarnich souradnic
1. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do poldrnich soufadnic pfi
pouZiti r, ¢ je:

7 COS @ r r rsing



2. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / v x%+ y?>dxdy do polérnich
Q

soufadnic, je-li Q = {x,y e R* x>+ y* <4}.

-2

2

x4y =4
\2

p
N

2/ :
[ )

/02n</04\/ﬁdr>d¢




3. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / siny/x? 4+ y2dxdy do polar-

Q
nich soufadnic, je-li Q = {x, y € R? n? < x>+ y? < (4n)*}.

27 27 47 27
/ (/ sinr dr)d(p / rz(/ rd(p)dr
0 n 0 0
27 47 47 47
/ </ rsinrdr)dqo / </ rsinx/r_er>d(p
0 T T T



4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci f / (x* + y*) dxdy do polarnich
Q

soufadnic, je-li Q ={x,yeR*> 1 <x?+y> <4 A x <y <2x}.

y
y =2x
2-
y=x
1.
1 2 x

2n 4 2n
/ r’ dg0> dr / </ r? dr> do
/4 1 /4
2 n/3 2 arctg 2
/ </ r? dgo)dr / (/ r d(p)dr
1 /4 1 /4



In 2 2
—(x + ) dxdy do poléarnich
x*+y?

soufadnic, je-li Q ={x,y e R*> 1 <x*+y> <4 Ay=>0)}.

5. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / /
Q

y
/\ 24y =4
-2 -1 0 1 2 x

2 2n In r2 b1 2 In r2
— de |dr / —r dey |dr
1 0 r 0 1T
2 T 2 T 2 1 2
J (] Srae)er [ ([ S




6. (3b.) Transformujte integral // f(x,y)dxdy, kde Q@ x> +y> <2,y > x
Q

do polérnich soufadnic.

5n

k V2
/ (f rf(rsing, cos¢) dr)dw
x 0
7
z V2
/ (/ rf(rsing, cosp) dr)d<p
= \Jo
T V2
f (/ rf(rcos<p,rsin<p)dr)d<p
—=\Jo

2z V2

/ </ rf(rcos<p,rsin(p)dr>d(p
z 0
p)

A




7. (4b.) Nechf Q = {[x, y] eR? x2+y’<lAx+y> 1}. Transformujte in-
tegral / / xy dxdy do poldrnich soufadnic.

1
r3cosgsing dr> do

sm (p+cos @

sm(p+cos¢1 3 .
r’cos @ singdr |de

1

1
/ r3 cos ¢ sin g dr>d<p
0

(i

sin g+cos ¢

b

r3 cos ¢ sin @ d(p) dr

8. (4b.) Nechf Q@ = {[x, y] eR? x* + y2 <1lAx=>0Ay> 0}. Pomoci
transformace do poldrnich souradnic vypocitejte integral:

/ (x + y)dxdy =
Q

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlac¢itko Vysledky):



Spravné zodpovézené otazky:

Ziskané body:

Procento dspéSnosti:




Kapitola 3

Trojny integral

Rozcestnik kapitoly:
Mnoziny bodd v prostoru

@3 Typové fesené piiklady @ Test
Transformace trojného integralu

@3 Typové fesené piiklady @ Test




3.1. Mnoziny bodi v prostoru

Pfi vypoctech trojnych integrdld pracujeme s mnoZinami v trojrozmérném pro-
storu. Integracnimi obory jsou mnoZiny bodu [x, Yy, z] € R3. Doporucujeme
proto ¢tendri, aby si zopakoval rovnice zdkladnich kvadrik (koule, elipsoid, jed-
nodilny a dvojdilny hypeboloid, kuZzel, elipticky a hyperbolicky paraboloid) a
kvadratickych vélct (rotacni vélec, elipticky valec, parabolicky vilec a hyperbo-
licky vélec).

Vzhledem k tomu, Ze rozpoznéni ploch, které ohranicuji integracni obor, je
pro uspé$né zvlddnuti trojného integrdlu nezbytné, zafazujeme na zacétek test,
kde si své€ znalosti ovéfite.

U otéazek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaSkrtnout vice odpo-
védi), je spravna odpovéd bodovana poctem bodii uvedenych v zdvorce u zadani
a Spatnd odpovéd je bodovdna O body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych
odpovédi, je soucet bodl spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za
kaZdou Spatnou odpovéd bude odecéten jeden bod.

Mnoziny boda v prostoru

1. (2b.) K mnoZiné€ zobrazené na obrazku prifadte odpovidajici rovnici. Pfitom
a,b,c,p,qg >0




) _ __



2. (2b.)
(a) (b)

(©) (d)

Kvadrika s rovnici x> 4+ y*> +z2 = r%, r > 0 je na obrizku

(a) (b)
(©) (d)




3. (2b.)

(a)
(©)
242
Kvadrika s rovnici e + =i
@
©

Z

c2

2

(b)

(d)

= —1, kde a, b, c > 0, je na obrdzku

(b)
(d)




4. (2b.)

(a) (b)
© @ o= ]
22
Kvadrika s rovnici z = — 4 —, kde p, g > 0, je na obrdzku _
2p 2
(a) (b)
(©) (d)



5. (2b.) K mnoZiné na obrdzku pfifadte odpovidajici rovnici. Pritom
a,b,c,p,qg >0

LD SRS _x
a? b2 ? 2p 2
D S S Xy
a2 b 2 a’> b



6. (2b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrdzku, je li
z>0

test2.u3d

X242y =722 =0, x*4+y* -z = -9
232422 —x*=0,x>+y* -2 =-9
224 2y* =22 =0, 22 +y* + 7 =1

27+ 2y 4+ 2 =0, 2+ -2 =1



7. (2b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku

testS.u3d

x2+y2=1,x2+y2=4,z:0,Z:3_y
xz—y2=l,xz_y2=4,Z=0,Z=3—y
xz—yzz1,X2—|—y2:4’Z:O,Z:3—_x

Wy 4+ =1x 4y +2=4,7=0,7=3—x



8. (2b.) Rozhodnéte, kterd z nisledujicich mnoZin je zobrazena na obrdzku

test6.u3d

x,y,2€R x> =" <9,0<y,0=<z=<2}

x,y,2eR x*+3y7<9,0<y,0=<z=<2}

X, y,zeR X 4+)y°4+22<9,0<y,0<z<2}

X X X X

p—t— p—t— p—— p——

X,y,ZG]R3 x2+y2_Z259’05y905Z§2}



9. (2b.) Rozhodnéte, kterd z nisledujicich mnoZin je zobrazena na obrdzku

test9.u3d

x,y,2eR —1<x<1,-1<y<ly’+2<z<1-x%

x,y,ze€R —1<x<l-1<y<l,1+x*<z=<x"+y}

T X X X
I

—t— p—t— p—— p——

x,y,2€R —1<x=<l,-1<y<l1-x"<z=<y +2}



Spravné zodpovézené otdzky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:




3.2. Trojny integral

Trojny integral prifazuje omezené funkci tfi proménnych definované na néjaké
méfitelné mnoZiné M v trojrozmérném prostoru Cislo, které miZe mit v zavis-
losti na konkrétnim tvaru integrandu nésledujici geometricky vyznam:

[[fs f(x,y,z)dxdydz pfedstavuje miru m4(S) mnoZiny S, kterd je shora
ohrani¢ena nezdpornou funkci f(x, y, z) a zdola funkci nulovou g(x, y, z) = 0.
Obé funkce uvazujeme na mnoZziné M, tj. D(f) = D(g) = M.

[[) (f(x,y,2) — g(x, y,2)) dxdydz, kde f(x,y,2) > g(x,y,2) pro
Xx,y,z € M, predstavuje miru my(S) mnoZziny S, kterd je shora ohranicena

funkci f(x, y, z) a zdola funkei g(x, y, z). Obé funkce opét uvazujeme na mno-
ziné M, tj. D(f) = D(g) = M.

[[[,, 1dxdydz pfedstavuje miru m4(S) mnoZiny S, kterd je shora ohranicena
konstantni funkei f(x,y,z) = 1 a zdola funkci nulovou g(x, y,z) = 0. Ob&
funkce uvazujeme na mnoziné M, tj. D(f) = D(g) = M. Vzhledem k tomu,
Ze je mira my(S) rovna soucinu miry podstavy (mnoZiny A) a vysky, plati

/ff 1dxdydz = m3(M). 3.1)
M

Tento vztah fikd, Ze ¢iselné je mira my4(S) mnoZiny s podstavou M a vySkou
rovnou jedné rovna objemu mnoZiny M.




3.3. Trojny integral — Fubiniova véta

Fubiniova véta ndam dava ndvod, jak prevést trojny integral na trojnasobny. Pre-
vadime tak vypocet trojného integrdlu na vypocet tfi po sobé jdoucich jednoroz-
mérnych integrald.

Véta 3.1. (Fubiniova véta v R®) Nechf je funkce f tff proménnych x, y, z spojitd
na mnoZiné

M={[x,y,z] €R® x,y € A; ulx,y) <z <v(x, )},

kde u, v jsou funkce spojité na mnozin€ A takové, zZe u(x,y) < v(x,y) pro
kazdé [x, y] € A. Déle nechf

A={[x.y]eR* a<x <b; p(x) <y <Y ()},

kde kde ¢, ¥ jsou funkce spojité na intervalu (a, b) takové, Ze ¢(x) < ¥ (x) pro
kazdé x € (a, b). Pak plati

b Yx) wvlx,y)

4{// f(x,y,z)dxdydz=/{/(f f(x,y,z)dz) dy}dx. (3.2)

a  o(x) u(x,y)

V pfedchozi vét€ je mnoZina A elementdrni mnoZinou vzhledem k x. Jed-
noduse lze preformulovat Fubiniovu vétu pro piipad, kdy bude mnoZina A ele-
mentdrni oblasti vzhledem k y.




Bude-li integraénim oborem mnoZina M uvedend vySe, budeme mluvit o ele-
mentarni oblasti vzhledem k xy. A to i v pfipad€, Ze mnoZina A je elementarni
mnoZinou vzhledem k y.

Analogicky Ize Fubiniovu vétu pouzit v pripad€ elementarnich oblasti vzhle-
dem k xz nebo yz.




Typové resené piiklady:

e Vypotitejte trojny integrdl [f[ f(x,y,z) dxdydz. Piiklad 3.1
M

e Vypocitejte objem télesa. Piiklad 3.2, 3.3




Priklad 3.1. Vypoctéte / / / 2zdxdydz, kde mnoZina V je omezena plochami
14

xP+yr—z2=—1,x+y=1,pficemZ x, y,z > 0.

ReSeni: Prvni plochou je dvojdilny rotaéni hyperboloid s osou rotace v ose z.
Druhou plochou je rovina, kterd je rovnobéznd s osou z. Podminky x, y,z > 0
znamenaji, Ze se madme omezit jen na prvni oktant. Z hyperboloidu nds tedy
bude zajimat jen jeho horni ¢dst. Integracni obor V vidime na obrdzku 3.1 a
jeho primét do roviny xy na obrdzku 3.2.

y=1—x

obr. 3.2



Integracni obor V je elementdrni mnozina vzhledem k xy. Z rovnice hyperbo-
loidu uréime, 7e z = y/x2 + y? + 1. MnoZinu V popiSeme ndsledovné:

0<x <1,

0<z=<yx24+y2+1.

Na vypocet integrdlu pouZijeme Fubiniovu vétu.

1 1—x X221
szff 2zdxdydz =/ {f (/ ’ 2zdz)dy}dx=
14 o LJo 0
1 1—x T3 1 1—x
=f {f [ZZ]OVx+y+ldy}dx=f {f (x2+y2—|—1)dy}dx=
o LJo o LJo

! 1 1= ! 1
=f X*y4+ =y 4y dx:f<x2(1—x)+—(1—x)3+1—x)dx=
0 3 0 0 3

1 1
4 4 1 2 4 2
=/0 <—§x3—|—2x2—2x+§)dx= |:—§x4+§x3—x2+§xi|0=§.

Piiklad 3.2. Vypocitejte objem télesa A ohrani¢eného plochami

z:4—y2,z:2+y2,x:—l,x=2.



Reseni: Pro objem mj3(A) télesa A plati

m3(A) = /// dxdydz.
A

Nejprve ur¢ime mezni plochy, které ohranicuji integrani obor A:
e 7 =4 — y? (parabolickd vélcovd plocha).

e 7 =2+ y? (parabolickd valcovd plocha).

e x = —1 (rovina).

e x = 2 (rovina).

Primétem télesa A do roviny xy je obdélnik B ohrani¢eny pifimkami x = —1,
x=2,y=—1ay=1. Meze pro x jsou piimo zaddny. Meze pro y ziskdme
jako priise¢iky parabolickych ploch, tj. jako feseni rovnice 4—y? = 2+ y2. Odtud
2y> =2 atedy y = —1, y, = 1. Integraéni obor A vidime na obrdzku 3.3 a
jeho primét do roviny xy na obrdzku 3.4.

Integracni meze tedy jsou:

-1 <x<2,
Vi+2<z<4-—y%




ol.u3d 1

obr. 3.3 obr. 3.4

)
—_—
T
~
N
[\
—



Priklad 3.3. Vypocitejte objem télesa A ohrani¢eného plochami

y=x*z=x+y,27z=0,y=1.

ReSeni: Nejprve uréime mezni plochy, které ohraniGuji integraéni obor A:
e 7 = x? + y? (rota¢ni paraboloid).

e y = x? (parabolick4 vélcova plocha).
e z = 0 (rovina).

e y =1 (rovina).

—_—

<

I

=
)

02.u3d

obr. 3.5 obr. 3.6
Primétem télesa A do roviny xy je mnoZina B ohranic¢end parabolou y = x

a ptimkou y = 1 — viz obr. 3.6. Vidime, Ze téleso A je soumérné podle roviny

2



x = 0. Vypocet tedy provedeme pouze pro prvni oktant a vysledek vyndsobime
dvéma. Dostavdme ndsledujici integra¢ni meze:

=1
1

1 1
1,7 1 1
=2f[x2y+§y3i|x2dx=2/<x2+§—x4—§x6> dx =
0

1
1 1x7} 88

o 105

U otéazek, kde 1ze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi),
je spravnd odpovéd bodovdna poctem bodd uvedenych v zdvorce u zadani a Spatnd
odpovéd je bodovéana 0 body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
bodu spravnych odpovédi uveden v zdvorce u zadani a za kazdou $patnou odpovéd bude
odecten jeden bod.

Trojny integral — Fubiniova véta



1. (2b.) Pfevedte trojny integral / f f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,ye]R2 x>0,y>0,z>0, x+y+z <5}

tl.u3d




2. (2b.) Prevedte trojny integral / f f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR* 0<x<1,0<y<10<z=<x*+)y"+1}

t2.u3d

1 1+x x24y2+1
f ( < f(x,v,2) dz)dy)dx
0
1 x 24y +1
/ ( ( f(x,y,z)dx)dy)dz
0
1 1+x 4yl
/ ( ( f(x,y,z)dz)dx)dy
0
1 2+y +1
/ ( ( fx, 5,2 dz)dy)dx
0



3. (2b.) Pfevedte trojny integral / f f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR* x>0,y>0,2>0,2x+y <4, z<4—x%

t3.u3d




4. (2b.) Prevedte trojny integral / f f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR* x>0,y>0,z>0,x+y <1, z<xy}

t4.u3d

LU oo Jo

INAVRERE DT
xy

( (/0 f(x,y,z)dx)dy)dz

INVRVRESS DS



3/ 01 p2
5. (2b.) Vypoctéte / (f </ dz >dy )dx =
0o \Jo \Jo

6.3b)Jeli0<x<2, 1<y<3,1<z<2, pak

//:/ xy?zdxdydz =
Q

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):

Spravné zodpoveézené otizky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:



3.4. Transformace trojného integralu

Transformace trojného integralu je velmi podobna transformaci dvojného integralu. Roz-
dil je pouze v prostoru, v némz transformace probihaji.

Bud A C R3 oteviend mnoZina. Budte x = gu,v,w), y = h(u,v,w), z =
k(u,v, w) funkce definované na A, které zde maji spojité parcidlni derivace prv-
ntho ¥ddu. Nechf F je zobrazeni, které kazdému bodu u,v,w € A pfifadi bod
g(u, v, w), h(u, v, w), k(u,v,w € F(A).

Je-li F spojité¢ diferencovatelné zobrazeni, pak se determinant

gu(u7 v, U)) gv(lh v, U)) gw(’fhvy U))
J(I/t, v, w) = hu(uvl)? w) hv(u’ v, w) hw(uv v, w)
ku(u’v9 w) kv(u’vsw) kw(u’v9 w)

nazyva jakobidn zobrazeni F. Pfipomeiime, Ze zobrazeni F se nazyvd reguldrni pravé
tehdy, kdyZ je jakobian rizny od nuly.

Uvedime nyni vétu o transformaci trojného integrdlu, kterou budeme pouZivat pfi
feSeni konkrétnich tloh.

Véta 3.2. Bud M| C M C R3, kde M 1 je oteviend mnoZina, M je méfitelnd mnoZina
a plati m3(M ~ Mp) = 0.

Necht F je spojité diferencovatelné zobrazeni M do R3, které je regularni a prosté
v Mi. Ozname Q2 = F(M), Q| = F(M;). Dile nechf je mnozina Q2 méfitelnd a plati
m3(Q AN Q]) =0.

Nechf je funkce f ohraniend na mnoZing€ 2 a spojitd na 1. Déle nechf je funkce
f g, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)]|J (u, v, w)| ohranidend na mnoZing¢ M. Pak plati

/// f(x,y,2)dxdydz = /// f [g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)] |J(u, v, w)| du dvdw.
Q M

(3.3)




Transformace do valcovych souradnic

UvaZzujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi x, y, z a jeho kolmy primét
T’ do roviny xy s kartézskymi soufadnicemi x, y, 0. Jak jiZ vime, v roviné lze provést
transformaci kartézskych soufadnic x,y bodu 7T’ do poldrnich soufadnic r, ¢. Nyni
vyuZzijeme tohoto vyjidfeni prvnich dvou soutfadnic bodu 7 v poldrnich soufadnicich
k zavedeni nové transformace kartézskych souradnic x, y, z bodu T do tzv. vilcovych
(cylindrickych) soufadnic r, ¢, z.




Vztah mezi kartézskymi soufadnicemi x, y,z bodu 7 a vdlcovymi soufadnicemi
r, ¢, z je dan rovnicemi:

X =rcosg,
y =rsing,
zZ =Z.

Pfitom r > 0 a ¢ nabyvd hodnot z intervalu (0, 2m) nebo z jiného intervalu délky 2.
Spoctéme jakobidn uvedené transformace.

L(rcosg) (rcosg) L (rcosg) cosp —rsing 0
J = aa—r(r sin ¢) w(r sin @) aa—z(r sing) |=| sing rcosg O |=r cos? Q+r sin® Q=r
] 9 3
372 @Z 3—ZZ 0 0 1
Jl=r

Vzhledem k tomu, Ze z-ové soufadnice zlstava po transformaci stéle stejnd, posuzu-
jeme vhodnost pouZiti této transformace pouze podle tvaru mnozZiny, kterd je primétem
integracniho oboru € do roviny xy. Jinymi slovy, mnoZina 2 musi byt elementdrni
oblasti vzhledem k xy tvaru

Q= {x,y,z eR’ x,yeA gx,y) <z < f(x,y)},
kde A je mnoZina vhodnd pro transformaci do poldrnich soufadnic.
Typové reSené priklady:

e Vypocitejte objem télesa. Pfiklad 3.4

e Vypocitejte miru mnoziny. Piiklad 3.5



Piiklad 3.4. Vypocitejte objem télesa 2. Pfitom

Q:{[x,y,z]eR3, x2+y2§1,0§z§x}.

ReSeni: Rovnice x? + y? = 1 uréuje kruhovou vélcovou plochu. Rovnice z = 0, z =
x jsou roviny, které z vdlcové plochy vytnou mnoZinu 2 — viz obr. 3.7. PouZijeme
transformaci do védlcovych soufadnic.

e Ur¢ime primét prostorové mnoziny €2 do roviny xy. Primétem je mnoZina A — viz
obr. 3.8.

y
o04.u3d ] Lo x
obr. 3.7 MnoZina 2 obr. 3.8 MnoZina A



e PopiSeme mnoZinu A v poldrnich soufadnicich:

IA
IA

b1
5 @
0<r

IA
T ola

e Ur¢ime omezeni pro z. Dosadime tedy transformacni rovnice do rovnic zadanych
ploch, které mnoZinu 2 ohranicuji shora a zdola.

shora z=x = z=rcosg,
zdola z7=0 = z=

Celkem tedy 0 < z < rcos¢.

e Transformaci do vélcovych soufadnic pfejde mnoZina 2 v mnoZinu M — viz obr. 3.9.
Na obrizku je osa ¢ oznacena pismenem p. MnoZinu M popiSeme takto:

IA
-
IA

S



1
4
—/2 0 /2
obr. 3.9 Mnozina M obr. 3.10 Primét M do roviny ¢r

rcosg

wimr= [([( ) (] i)

— _z
2

3 3
3 1
(/rzcoswdr)d<p=/cos¢|:%] d¢:§/cos<pdg0=
0

0 —

wlg IR

I
—

e
SE

Bl

— Lpsingt?, = La -1 =2
3 33 3



Priklad 3.5. Vypocitejte miru mnoZiny €2, kde

Q:{[x,y,z]€R3, x2+y2—3z2§0AZ§2—x2—y2}'

ReSeni: Rovnice x4 y? —3z2 = 0 uréuje kuZel s osou v soufadnicové ose z a vrcholem
v po&itku. Rovnici z = 2 — x> — y? upravime na z = —(x? 4+ y?) + 2. Vidime, Ze se
jednd o rotadni paraboloid s osou v soufadnicové ose z otofeny dold a posunuty o 2
nahoru.

Téleso 2 je tedy shora ohrani¢eno rotaénim paraboloidem a zdola kuZelem — viz
obr. 3.11. Pouzijeme transformaci do vélcovych soufadnic.

e Ur¢ime primét prostorové mnoziny 2 do roviny xy. K uréeni primétu do roviny xy
potiebujeme znat kiivku, v niZ se kuzel a paraboloid protinaji. ReSime tedy soustavu
rovnic:

x2+y2—3z2=0
~(x*+y)+2-2z=0.

Seétenim ziskdme —3z% — z 4+ 2 = 0. Tato rovnice mé dvé feeni z; = —1, zo0 = 2/3.
Vzhledem ke tvaru télesa 2 vyhovuje pouze feSeni zo = 2/3. Dosazenim do nékteré
z rovnic dostavame x2 4 y> = 4/3. KuZel a paraboloid se tedy protinaji v kruZnici
se sttedem v bod¢ 0, 0,2/3 a polomérem 2/ /3 leZici v roving rovnob&zné s rovinou
xy. Primétem télesa 2 do roviny xy je tedy kruh A — viz obr. 3.12.




X2+ = %1
2
05.u3d V3
X
obr. 3.11 MnoZina © obr. 3.12 MnoZina A
e PopiSeme mnoZinu A v poldrnich soufadnicich:
0<¢<2m,
0<r=<2/V3.

e Uréime omezeni pro z. Dosadime tedy transformacni rovnice do rovnic zadanych
ploch, které mnoZinu 2 ohranicuji shora a zdola.

shora z=2—)62—y2 = z=2—(rzcosz<p+rzsin2g0) = z=2-7r>
2

zdola x2—|—y2—312=0 = rcos2<p+rzsin2<p—3zz=0 = z=:I:L.

V3

Vyhovuje pouze z =

ek

Celkem tedy <2-—r%

r
- <
V3 <




e Transformaci do vélcovych soufadnic piejde mnoZina €2 v mnoZinu M — viz obr. 3.13,
kterou popiSeme takto:

0<¢ <2m,
0<r<2/V3,
r/«/§§Z52—r2.

oSl
hS

2

obr. 3.13 MnoZina M obr. 3.14 Primét M do roviny ¢r
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U otazek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi),
je spravnd odpovéd bodovdna poctem bodd uvedenych v zdvorce u zadani a Spatnd
odpovéd je bodovana 0 body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
bodi spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kaZdou Spatnou odpovéd bude
odecten jeden bod.

Trojny integral — transformace do valcovych souradnic

1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a vdlcovymi soufadnicemi pfi pouZiti r, ¢, z je dan

rovnicemi:
x=rsin(p,y=rcos(p,zz(p x=rcos¢,y=rsin<p,z=¢
X=rcosg,y=rsing,z=z X =rsing,y=rcosg,z=z

2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do védlcovych soufadnic pfi pouZiti

r, o, z je:
r? r
rsin ¥ rcos



3. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A

A= {x,y,z e R} X2+ y2 <9,0<y,0<z< 2}. MnozZina A je zobrazena na
obrazku.

test6.u3d




4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A
A={xyzeR 1<x?+y? <40<z<3,x =<0,y >0}. Mnozina A je

zobrazena na obrazku.

St ~—s O Y—

( /) i)

test8.u3d




5. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A

A={x,y,z € R? 1 < x? +y2 <4,0 <z <3—y}. MnoZina A je zobrazena na
obrazku.

test5.u3d

(o) (] oo




6. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A

A:{x,y,zeR3 1<x>+y’<40<z<4y> |x|}. Priimét mnoZiny A do

roviny xy je zobrazen na obrazku.
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7. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A

A= {x,y,z eR3 x2+y2 <L, 1<z<3,y=>x,x 20}. Primét mnoZiny A do
roviny xy je zobrazen na obrazku.
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8. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / dxdydz do vélcovych soufadnic, je-li
A

A= {x, y,7 € R X2+ y2 -y =<0, X2+ y2 >z > O}. MnoZina A je zobrazena

na obrazku.

test10.u3d




Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:

Transformace do sférickych souradnic

Uvazujme bod T v prostoru s kartézskymi soufadnicemi x, y, z a jeho kolmy primét 7’
do roviny xy s kartézskymi soufadnicemi x, y, 0. Ozna¢me r vzdalenost bodu 7 od
pocdtku O kartézské soustavy soufadnic a ¢ uhel, ktery svird polopfimka OT’ s kladnou
¢asti osy x. Déle oznaCme ¥ thel, ktery svird polopfimka OT s kladnou Casti osy z.
Polohu bodu 7' v prostoru pak uréime trojici Cisel r, ¢, ¥, kterou nazveme sférické
soufadnice bodu 7.



"

Z obrazku vidime, Ze pro prvni dvé& soufadnice bodu T plati x = |OT’|cos ¢,
y = |OT’|sin . Z pravothlého trojihelniku OT’T dostaneme

. T Z Z
sm(__19>:_ = cos®=- = z=rcos?d
2 r r

n |OT| : |OT’| / ,
COS(E_ >= = sind = = |OT'| =rsind.
r r

Dosadime-li nyni vyjadieni |OT’| do vztahd pro x a y, dostdvdme vztah mezi kartéz-
skymi soufadnicemi x, y, z bodu T a sférickymi soufadnicemi r, ¢, ¥:

X = rcos g sin v,
y = rsingsin,

zZ =rcost.




Pritom r > 0, thel ¢ nabyva hodnot z intervalu (0, 27t) nebo z jiného intervalu délky 2
a dhel ¥ nabyva hodnot z intervalu (0, 7). Spoctéme jesté jakobidn této transformace:

{f—r(r cos ¢ sin ) i(r cos ¢ sin 1) %(r cos ¢ sin 1)
J = %(r sin ¢ sin ¥) (r sin ¢ sin ¥) %(r singsin®) |=
g’—r(r cos 1) 3 (r cos ) a%(r cos 1)

cosgsing —rsingsind rcos¢gcos
=| singsiny rcosgpsiny rsingcost |=
cos ¥ 0 —rsin ¥

= —r?cos? (psm 9 — r?sin® gpsmz?cos » — r? cos? (psmﬂcos v —

r? sin® (psm Y =

—r? (sin3 D (sin2 o+ cos? (p) + sin® cos® ¥ (sin2 0+ cos® (p)) =
= —r’sin® (sin2 9 + cos’ 19) = —r’sin®
Absolutni hodnota jakobidnu je:
|J| = 2 sin
Typové FeSené priklady:

e Vypocitejte integral f [ f(x,y,z)dxdydz. Piiklad 3.6

e Vypocitejte miru mnoziny. Piiklad 3.7



Priklad 3.6. Vypoctéte f / / \x2+ y2 +z2dx dydz, kde mnoZina Q je urcend ne-
Q

rovnostmi z% > x% + y2, 1 < x? + y? + 72 < 4, pficemz z > 0.

Reseni: Rovnice z2 = x? + y? urduje rotaéni kuZelovou plochu s osou v soufadnicové

ose z. Prvni nerovnost tedy zadava jeji vnitfek. Vzhledem k nerovnosti z > 0 budeme
uvaZovat pouze horni &ist. Podminka 1 < x2 + y% 4+ z2 < 4 ¥ikd, Ze mnoZina Q je
dale omezena dvéma soustfednymi kulovymi plochami o polomérech 1 a 2. Vysledek je
znazornén na obrazku 3.15. Pro vypocet integrilu pouZijeme transformaci do sférickych
soufadnic.

Y,
test3.u3d V2
obr. 3.15 MnozZina 2 obr. 3.16 Mnozina A

=



e Urc¢ime primét télesa 2 do roviny xy a tim thel ¢. Primétem A je zfejmé kruh se
sttedem v pocatku, jehoZ hrani¢ni kruZnice je primétem kruznice, kterou dostaneme
jako prtnik kuZelové plochy a vétsi kulové plochy. Vyloucenim proménné z z rovnic
22 = x>+ y? ax?+ y? 4 72 = 4 dostaneme, Ze x> + y> = 2, tj. polomér kruhu A

je +/2. Tento udaj ale neni dileZity, ur¢ili jsme jej jen pro tplnost, podstatné je, Ze

pro uhel ¢ plati 0 < ¢ < 2.

e Urc¢ime fez télesa 2 libovolnou rovinou prochdzejici osou z. ProtoZe toto téleso je
rotaéni s osou rotace z, bude fez libovolnou rovinou prochdzejici osou z stejny. Na
obr. 3.17 je znazornén fez rovinou yz. Z n¢ho ur¢ime rozmezi pro thel . ProtozZe
piimka y = z je osou prvniho kvadrantu, svird s osou z dhel 7. Tedy 0 < ¥ < /4.

obr. 3.17 Rez rovinou yz

e Ur¢ime meze pro r. Pro proménnou r zfejmé plati 1 <r < 2.

—_
[\
<



e Transformaci do sférickych soufadnic pfejde mnoZina 2 v mnoZinu M — viz obr. 3.18
(pismeno ,,p*“ znaci osu ¢, pismeno ,,t* znaci osu ), kterou popiSeme takto:

1<r<2,

M 0<¢<2m,

O<0<£.

- 4
sfl.u3d

obr. 3.18 Mnozina M

I=/// ,/x2+y2+z2dxdydz=/// r-r2sin® dr dpdy =
Q M

) 2 n/4 472
2/ ,,Bdr.f d""f sin d9 = [r—} [e]o" - [~ eos9]5"* =
1 0 0 4

1
15 V2 157(2 - v2)
=I'2“'<_7+1>=f



Priklad 3.7. Vypocitejte miru mnoZiny 7" dané nerovnostmi

Py —dz<0nxHy -2 <0

ResSeni:

Prvni rovnici x2+y2+z2—4z = 0 Ize upravit na tvar x2+y2+(z — 2)> = 4. Vidime,
Ze se jednd se o kulovou plochu. Prvni nerovnost tedy zaddva vnitfek kulové plochy.
Rovnice x% + y% — z2 = 0 uréuje rotaéni kuZelovou plochu s osou v soufadnicové ose z.
Druh4 nerovnost tedy zadava vnitfek kuZelové plochy. MnoZina €2 je tedy omezena shora
kulovou plochou se stfedem v bodé€ 0, 0, 2 a polomérem 2 a zdola kuZelovou plochou.
Vysledek je zndzornén na obrdzku 3.19. Pro vypocet integrdlu pouZijeme transformaci
do sférickych soufadnic.

x2+y2=4

03.u3d 2

obr. 3.19 MnoZina obr. 3.20 MnoZina A

<



e Urc¢ime primét prostorové mnoZiny 2 do roviny xy a tim thel ¢. K urceni primétu
do roviny xy potiebujeme znat kiivku, v niZ se kuzZel a koule protinaji. ReSime tedy
soustavu rovnic:

Ay (-2 =4
x2+y2—Z2=0.

Odectenim ziskdme (z — 2)2 + z2 = 4. Tato rovnice m4 dvé feSeni z; = 0, 7o = 2.
Zajim4 nds pouze feSeni zo = 2. Dosazenim do n&které z rovnic dostdvame x2 4 y* =
4. KuZel a koule se protinaji v kruzZnici se stfedem v bodé 0, 0,2 a polomérem 2,
kterd leZi v roviné rovnobézné s rovinou xy. Primétem télesa 2 do roviny xy je tedy
kruh A — viz obr. 3.20. Pro thel ¢ tedy plati 0 < ¢ < 2m.

e Urcime fez télesa 2 libovolnou rovinou prochézejici osou z. ProtozZe toto téleso je
rotacni s osou rotace z, bude fez libovolnou rovinou prochdzejici osou z stejny. Na
obr. 3.21 je zndzornén fez rovinou yz. Z ného uréime rozmezi pro dhel . ProtoZe
pifmka y = z je osou prvniho kvadrantu, svird s osou z thel 7. Tedy 0 < ¢ < m/4.

<
==y =Yy




obr. 3.21 Rez rovinou yz

e Ur¢ime meze pro r. Omezeni pro r dostaneme dosazenim transformacnich rovnic do
rovnice kulové plochy, tj.

r? coszfpsin2 9 +r? sinz(psin2 O 4r2cos’® —4rcos® =0 =

r2sin? 9 +r2cos’® —4rcos® =0 = r =4cos?v.
Celkem tedy pro proménnou r plati 0 < r < 4cos .

e Transformaci do sférickych soufadnic pfejde mnoZina 2 v mnoZinu M — viz
obr. 3.22, kterou popiSeme takto:

r <4cost,
¢ =<

o o =
I/\I/\

I/\
I/\

4
21
T
4"

m(Q) = / / / dxdydz = / / f r?sin® drdedd =

2n m/4 4dcost 16.8 /4

/(/( / r smt?dr)dz?)dqo— 3 /4005 ¥ sind dd =
costt =t

sind d = —dr
T 2 16-8_ [ 32 !
= OWI’ZWT =—. J'[/t3dt=_n|:t4] -
\/TE <t<l1 3 3 V2/2
zména poradi horni a doln{ meze = v2/2
zména znaménka pred integrdlem
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obr. 3.22

U otdzek, kde lze volit jen jednu odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovedi),
je spravnd odpovéd bodovdna poctem bodd uvedenych v zdvorce u zaddni a Spatna
odpovéd je bodovana 0 body. U otdzek, kde 1ze volit vice spravnych odpovédi, je soucet
bodt spravnych odpovédi uveden v zavorce u zadani a za kazdou Spatnou odpovéd bude
odecten jeden bod.

Trojny integral — transformace do sférickych souiadnic

1. (2b.) Vztah mezi kartézskymi a cylindrickymi soufadnicemi je pfi pouZiti r, ¢ a ¥
dén rovnicemi:

x =rcosgsint, y=rsingsind, z =rcos

X =rsingsind, y =rcosgsind, z =rcost

X =rcosgsint, y=rsingsind, z =rsing

x =rsingsind, y =rcosgsint, z =rsing



2. (2b.) Absolutni hodnota jakobidnu transformace do sférickych soufadnic pifi pouZziti
r,oav je

r2 sin 92 r cos 92

rsin 2 sin ¢




3. (4b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / f (x,y,z)dxdydz do sfé-
A

rickych soufadnic, je-li: A = {[x, v.z] 22 x2 4yt yr 7 < 22}

I 27 2cos ¥
f (f (f f (rcosgsind, rsing sin ¥, r cos ) r2 sindr dy )dv
0 0 0

2cos ¥
f (rcosgsind, rsing sin v, r cos ) r2 sindr

dy )dv

2:: 2cos ¥

f (rsingsin ¥, r cos ¢ sin v, r cos ¥) r2 sindr de )dv

)
Joo Jo
)
o)

2:1 2cos ¥
/ ( (/ f (rsingsin ¥, r cos ¢ sin ¥, r cos ¥) r2 sindr
0 0



4. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do sférickych soufadnic, je-li
A

A={x,y,zeR> x2+y>+22 <1,/x2+ y2 < z?}. Mno¥ina A je zobrazena na
obrazku.

tsf1.u3d

JCC smoroe oo ()

3 27 2
(/ r%inl?dr)d(p)dl?
0
7 b1 2 i T 2
/ (/ (/ r2sin19dr)dg0>dz9 /
0 0 0

([ ([ 2o

(=)



5. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci f / / dxdydz do sférickych soufadnic, je-li
A

A={x,y,zeR® 22>x2 4y 1 <x?>+y?+7* <4,z>0,x > 0}. MnoZina A
je zobrazena na obrazku.

tsf2.u3d

0
([ ([ 2o

(/:H</;2r2 sinz?dr)d<p)d1?
(L

S—
ESE]

Nh—\

r? sin 9dr )dga )dﬂ

b
ESE] .;;.\;1

I
J

2
</ r? sin ﬂdr)d(p)dl?
1

S~
ESE]

(S E]



6. (2b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / / dxdydz do sférickych sou-
A

fadnic, je-li: A = {[x, v, z] x2+ y2 +22<4,x*+ y2 +(z=-22<4,x> 0}.
MnoZina A je zobrazena na obrdzku na dalSi strané.

i s

i b4 2 7 b4 2
/ (/ (/ rzsinﬂdr>dgo>dz9+f </ (/ rzsinﬁdr)dq))dz?
0 0 0 z \Jo 0

2
( / r s1n19dr> )dz?-i— ( < r sinz?dr)dqa)dz?
0 -3
2 400319
( / r s1n19dr> )dz?—i— ( ( r sinz?dr)d(p)dﬂ
0 0 -1

2:rt cos 27 2cos v
(/ 2dr)dgo>dz?+/ (/ (/ r sinz?dr)dq))dﬁ
O 0 0 0

3

Bl
[\
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Kapitola 4

Souhrnné testy

Rozcestnik kapito@ Test 1 @ Test 2 @ Test 3 @ Test 4

V této kapitole jsou zarazeny Ctyfi souhrnné testy, které by mély poslouZzit k pro-
cvieni problematiky dvojnych a trojnych integralt. Za¢indme otdzkami k procviceni
dvojnych integralti, dale nésleduji otdzky na rozpoznavani prostorovych mnozZin a nako-
nec jsou zarazeny testové otdzky k trojnému integrdlu. Pfi vypliiovani testu plati stejnd
pravidla jako v testech zafazenych k danym tématim: U otdzek, kde 1ze volit jen jednu
odpovéd (test nedovoli zaskrtnout vice odpovédi), je spravnd odpovéd bodovana poctem
bodii uvedenych v zdvorce u zadani a $patnd odpovéd je bodovana 0 body. U otdzek, kde
Ize volit vice spravnych odpovédi, je soucet bodl spravnych odpovédi uveden v zavorce
u zaddni a za kazdou Spatnou odpovéd bude odecten jeden bod. Z kazdého testu lze
ziskat 100 bod.

Kromé testovych otdzek, kdy pouze vybirdme odpovéd z pfedem danych moZnosti,
jsou na konci testl zarazeny i otdzky s tvorenymi odpovédmi. Jedna se o jednoduché




vypocty integrald, které 1ze provést zpaméti nebo velmi jednoduchym rozepsanim. Dalsi
slozitéjsi tlohy k procviceni pocitani jsou zarazeny v nasledujici kapitole.




Souhrnny test 1

1. (6b.) Ptevedte dvojny integral / f f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZina A
A

zvyraznénd na obrazku.

1 x2

/0 f(x,y)dy)dx
1 1

/Of(x,w dy)dx

1
ff(x,y)dX)dy
N3

-1
/ £y dx)dy
J7

S— S 55—

1

(
(
(
(

S—




2. (8b.) Vyberte dvojnasobny integral, ktery vznikne zdiménou poradi integrace u inte-

2 A/ 2x—x2
gralu: / </ fx,y) dy>dx,
0 0
1y p=a/T=y2+1
/<«/1—y2+1
1=y24+1

f&xy) dX)dy

f&y dX)dy

1—y2—-1

it
1( V1= 41
I

,y)dx )d
ﬂﬂf(x y) X> y

1—y2—-1

0

1

e f&xy) dX>dy
1—-y

0



3. (10b.) Transformujte integral /[ f (x,y) dxdy, kde @ x2 —i—y2 <l,x+y=>1do
Q

polérnich soufadnic.

J
J
I

[SE]

1
(/ ) rf (rcosg,rsing) dr)dgo

cos g+sing

s 1
.
z 1
AT
T
I

1

rf (rsing, cos ¢) dr)dgo

rf (rcos g, rsing) dr)dgo

1
/ . rf (rsing, cos @) dr)d(p
cos g+sing




4. (%9b.) @
a

(©

x2

9
() (b)
(©) (d)

2 2
Kvadrika s rovnici + y? + ZZ = 1 je na obrazku

(b)

(d)




5. (%9b.)

(2) (b)
(©) (d)
2 2
Necht a, b > 0. Kvadrika s rovnici —+ ﬁ =1 je na obrazku
a
(a) (b)
(©) (d




6. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

test10.u3d
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7. (9b.) Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich mnoZin je zobrazena na obrizku

test7.u3d

1 1
M={x,yzeR? zz§x2+§y2,x2+y2+z253,x20,y20}

M={xyzeR z>x>+y" 2" +y*+77>3,x >0,y >0}

1 1
M={xyzeR zzzxz—z2,x2+y2—z2§3,x20,y20}
3 12 12 2 2 2
M={xyzeR 22 x4+ 2y x4y =2 =3,x 20,y =0}



8. (10b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR?> x>0,y>0,z>0, y<4-2x,z<6—x%

PO s or)e
FUT oo )
JUC oo o
UG rmoear)os




9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / f / dxdydz do vélcovych soufadnic,
A

je-i A= {x, y,7 € R x2 + y2 <9,0<y,0<z< y}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

tvl.u3d

[([([5)o)o ([ e)o)e

,g
o
2
<
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o\z

/N
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r d(p) dz) dr




10. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / f / dxdydz do vilcovych soufadnic,
A

je—liA:{x,y,zeR3 1§x2+y2§9,y—3§z§3—y,xzO}.MnoiinaA
je zobrazena na obrazku.

tv6.u3d
_% 3 3—y n 3 33—y
(/( rdz) dr) de f(/( r2dz> dr) de
S0 y53 0 1 y-3
3 3 3-rsing n 9 3-rcosg
/(/( f rdz)dr)d(p /(/( / rdz)dr)dgo
_% 1 rsing—3 % 1 3—rsing




11. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / f dxdydz do sférickych soufadnic,
A

jeliA={x,y,z¢€ R3 x2+y2+z2—z >0, x2+y2+zz—21 <0, \/)c2 +y2 <z}
MnoZina A je zobrazena na obrdzku na dalsi strané.

7 27 2cos ¥
/(/ (/ rzsinﬁdr)d<p)d19
0 0 0
% 27 1
/ (f </ rzsinz?dr>d(p>dz?
_ 0 %
2cos ¥
(/ r smz?dr)dgo)
cos U
2
(/ r 51nz9dr) )dﬂ
1




Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:

Souhrnny test 2



1. (6b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y)dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A
A

zvyraznéna na obrazku.

/oxz</olf(x’y) dy)dx /O (/xif(x,y) dy)dx
/01</01f(x,y)dy)dx /01(0
/01(/0_ﬁf(x,y)dx>dy /01< !
/;(/_ff(x,y)dx)dy /01</0ﬁf(x,y)dx>dy

&H
~
=
<
~
o
<
N—"
o
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2. (6b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y)dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A

zvyraznéna na obrazku.

/Of(f ey ay )ox
/0“(/ 05 d Jas Lo e oo
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3. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / / f (x,y) dxdy do polarnich
Q

soufadnic, je-1i

A

(
(
Y
(!

Q:{[x,y]e]R2 x2+y2§y,y2x,x20}.
s1n(p
/ rf (rsin g, cos @) dr)dgo
T

s1ngo
/ rf (rsing, cos @) dr)dgo
T

s1n %

rf (rcos g, rsin ) dr>dgo

s1n %

rf (rcosg,rsing) dr)dcp




4. (%9b.)
() (b)

(© (d)

2 2 2

Necht a, b, ¢ > 0. Kvadrika s rovnici — + Y _ Z_2 =1 je na obrazku

a2 b2 ¢
(a) (b)
© (d




5. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku

test11.u3d

2—)C:O,)c2—|—yz—|-12=1

x2+y
xz—y2=1,x2+y2—z2=0
x2+y2—x=0,x2+y2—22=1

2oy =2 =1



6. (9b.) Rozhodnéte, kterd z nasledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

test3.u3d

={x,y,zeR ¥+ -2 <0, 1 <x’+y?+22<4,2>0}
[x.yzeR ¥4y -2 <1, 1>x"+y*+7°>4,2>0}
={r.y.zeR ¥4y - <-1, 1<x’+y +7> <4, 7>0}

={x.yzeR FP+y’ <1 1<x*+y*+72 >4, 2>0}



7. (10b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR* 0<x<1,0<y<1,0=<z=<x*+)%)




8. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / f / dxdydz do vélcovych soufadnic,
A

je-li A = {x, Y,z € R x2+ y2 <4,y—-2<z<2-— y}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

tv3.u3d
7 2 2 2n 4 rsing
J([([roc)or)e J([( [ roc)or)ee
0 0o - 0 0 rcosg
24r 2w 2n 2 2—rsing

([ o)) J(J( [ re)e)o

2—r 0 0 0 rsing—2



9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / f / dxdydz do vélcovych soufadnic,
A

je-li A = {x,y,z eR¥1 < x2+y2 <4 -2<z<2,x< O}. MnoZina A je
zobrazena na obrazku.

tv7.u3d

[([(frs)or)e (J(]r))

T 2 rcose

[T rec)or)e

-t 0 0




10. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / f dxdydz do sférickych soufadnic,
A

je-i A = {x,y,z € R} 1< xz+y2+z2 <4,y > 0,z > 0}. MnoZina A je
zobrazena na obrazku.

tsf3.u3d

i 27 1
r smz?dr) go)dz? f (/ (ﬁ r? sinz?dr)dgo)dl?
— 0 1

T
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11. (5b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

F( o)

12. (6b.) Vypoctéte dvojndsobny integral
2/ 3
/ (f xsinydy)dx =
1 \Jo

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:

Souhrnny test 3
1. (6b.) Pfevedte dvojny integral / f f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZina A
A

zvyraznéna na obrazku.



(/
1 1-y
£y dx)dy fo ( [ re dx)dy
VAl ( VY



2. (8b.) Prevedte dvojny integral / f f(x,y)dxdy na dvojnasobny, je-li mnoZina A
A

zvyraznéna na obrazku.

/;mf(x,y) dy)dx /;(/xmf(x,w dy)dx

1 X
,y)dy )d Jy) dy )d
Sy y>x A(/Mf(x y) y>x

[



3. (8b.) Vyberte dvojnasobny integral, ktery vznikne zdiménou poradi integrace u inte-

gralu:

/01 (/e} fey dy) dx.




4. (9b.)K mnoZin€ na obrazku pfifadte odpovidajici rovnici.

24y 42=0 7=+ /x2 4 y2

Xy =1 Ayie=1



5. (%9b.)

(2) (b)
(©) (d)
x2 yz
Necht a, b > 0. Kvadrika s rovnici — = ﬁ =1 je na obrazku
a
(a) (b)
(©) (d




6. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohraniceno téleso na obrazku

x2+y2+zz—z=O,x2+y2+12—21=0,x2+y2—zz=0
242 =0, 2+ 42 =024 -2 =0
Xy —x =0,y -2 —22=0,x+y 4+ =1

2y =2 =02+ 42 =1



7. (9b.) Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich mnoZin je zobrazena na obrizku

test4.u3d

1 1
={x.y.zeR? zz§x2+§y2,x2+y2+z2§3}

fr.y,zeR 22274y +y - <3}

[x,y,2eR z<x?+y4 22 +y* -2 >3}

T X X X
I

[x,y,2eR z>x*—y2x? +y* + 22 >3}



8. (10b.) Pfevedte trojny integral / / f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li:
A
A={x,yeR* x>0,y>0,2>20,x+y+z=<1}




9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci / / / 1dx dydz do vélcovych soufadnic,
A

je-li A = {x, v,z € R3 x2+y2 <4,-2<z<2,x> 0}. MnoZina A je zobrazena
na obrazku.

tv2.u3d

o\m\:
P
mt~—

—

(_2 ; dz) dr) do

( /) o)

([(]ri)r)o

(J([rs)e)e

-2

oe\w
N
\w
\m\:

|
S

SE




10. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu / f / f (x,y,z)dxdydz do sfé-
A

rickych soufadnic, je-li

Az{[x,y,z] x2—|—y2+z2§R2,R>0,XZ0,yZO,ZZO}-
I, R
/ </ f (rcosgsind, rsing sin o, r cos ¥) r? sinz?dr)dtp)dz?
0 0
b R
/ ( f (rcosgsind, rsing sin v, r cos ) r? sinﬁdr)d(,o)dﬁl
0 0
R
( f (rsingsind, r cos ¢ sin ¥, r cos ¥) r?sin9dr >d<p >d15‘

b4 2cos ¥
/ f f (rsingsind, r cos ¢ sin 9, r cos ) r? sinz?dr)d(p)dﬁ
0 0




11. (6b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

LT

12. (6b.) Vypoctéte trojndsobny integral

/_11 (/_0 (./0% dz>dy>dx _

1
2

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknutf na tlacitko Vysledky):

Spravné zodpovézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspésnosti:

Souhrnny test 4

1. (8b.) Pfevedte dvojny integral / / f(x,y)dxdy na dvojndsobny, je-li mnoZina A
A

zvyraznénd na obrazku.




2

[ o) VA

2

U)o (L

f&xy dy>dx
2

f&xy dy)dx



2. (8b.) Vyberte dvojnasobny integral, ktery vznikne zdiménou poradi integrace u inte-

1 x2
gralu: / </ f&x,y dy)dx,
0 x3
Lo
| ( / f(x,y>dx)dy
0 \Jyy
o
| (/ f(x,y>dx)dy
0 \Jy




3. (%9b.)

(2) (b)
(©) (d)
2 2
Kvadrika s rovnici z = — — —, kde p, g > 0, je na obrazku
2p  2q
(a) (b)
© (d)




4. (9b.) K mnoZiné na obrdzku pfifadte odpovidajici rovnici. Pfitom nechf
a,b,c,p,q >0

2 2 2 2 2 2
Y z y 2z
2"'172"'6_2_1 a2+2_c_2=0
2 2 2 2 2
X X Z
e= 5+ 5 gt a="1
2p 2 a b c



5. (9b.) Rozhodnéte, kterymi plochami je ohrani¢eno téleso na obrazku

testl.u3d

x2+y2=1,z=1—x2—y2,z:4
xz—y2=1,z=1—x2—y2,z=4
4y =lz=x*—y} =4

Py =1lz=x+y%z=4



6. (9b.) Rozhodnéte, kterd z nasledujicich mnoZin je zobrazena na obrazku

test8.u3d

x,y,zeR3 1<x

x,y,zeR 1<x?—y2<4,0<z<3,x<0,y>0}

x,y,z €R3 15x2+y2+z254,0§z§3,xSO,yZO}

R X X X
I

—— —— e e

x,y,2€R 1<x?+y? -2 <4,0<2z<3,x<0,y >0}



7. (10b.) Pfevedte trojny integral / / / f (x,y,z)dxdydz na trojndsobny, je-li té-
A
leso A ohrani¢ené plochami: x =2,y =0,z7=0, —x + 3y + 3z =3.

2/ r3@43) / p1GHx=3Yy)
/ </ (/ f(x,y,z)dz)dy)dx
- 0

3(3+x 3y)
( f(x,y,z)dz)dy)dx

2 3(3+x 39)
( < f(x,y,z)dz>dy>dx
-2

2 x+1 3(3+x—3y)
< f(x,y,z)dz)dy)dx
O




8. (10b.) Jaky integrdl vznikne transformaci / f / dxdydz do vélcovych soufadnic,
A

je-i A ={x,y,z e R )cz+y2 <9,y—3<z<3—y,x >0} MnozZina A je
zobrazena na obrazku.

tv4.u3d
-7 3 3-y 2 21 3-y
(J([ rac)er)o [([([ roc)or)os
_% 0 y-3 1 0 y-3
3 3 3—rsing 2n 3 3—rcosg
JUCT rac)or)oe o J(J( [ rec)or)o
—Z 0 rsing-3 0 0 3—rsing




9. (10b.) Jaky integral vznikne transformaci integralu f / / dxdydz do sférickych sou-
A

fadnic, je-li

A:{[x,y,z] x2+y2+z2§R2,x2+y2+(z—R)2§R2,R>O}.

[ oo ([ ([ oo oo
[ oo ([ ([ s oo
s [ ([ oo

([ (" en)

R 2
/ 2 sin 0dr ) dz?—i—/
0 3
Rcosv Z 27 2R cos ¥
/ r2dr)d(p>d19 + / / r?sin9dr dgo)
0 Z 0

[SE]

N N N N
[}

2l




10. (9b.) Vypoctéte dvojnasobny integral

s
/ (/ sinxcosydy)dx =
0 —

I
2

11. (9b.) Vypoctéte dvojndsobny integral
4/ 03
f (/ x2ydy)dx =
1 -2

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):

Spravné zodpoveézené otazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:



Kapitola 5

Ulohy na procviceni

Ulohy k procvi¢eni vypocti

1. (3b.) Necht je mnozina Q2 urCena kifivkami: x+y=1,x+y =2,y = %x, y = 2x.
Pak
/dxdy=
Q

2. (3b.) Necht je mnozina 2 urena k¥ivkami: y = x2, y=4-— x2. Pak

é/dxdy -



3. (3b.) Necht je mnozina 2 uréena kiivkami: y = x2, y2 = x. Pak

/ (x? + y)dxdy =
Q

4. (3b.) Nechf je mnoZzina 2 urena kfivkami: y =0,y = x, x + y = 2. Pak

/ (x — y)dxdy =

Q

Zobrazeni spravného vysledku (aktivni po kliknuti na tlacitko Vysledky):




5. (3b.) Nechf je mnoZina Q2 urena kiivkami: x =2,x =4,y =x,y = 2x. Pak

[
X
Q
6.(3b.) Nechf @ = {x,y 0 <x <4, 0 <y <./x}. Pak

// dxdy =
Q
7. (3b.) Necht Q = {x, y 1 <x <4,

// xydxdy =
Q

8. (4b.) Vypoditejte integrdl pomoci transformace do poldrnich souradnic. Pritom
X
Qxl4+y?<4y>-"—,x>0.
V3

// 15x2y dxdy =
Q

S| =

fyfﬁ}.Pak




10.

11.

12.

. (4b.) Vypocitejte integrdl pomoci transformace do polarnich soufadnic. Pfitom

QO<y<ux,x’+y>>3x>+y*<5.

f f (% — y))dxdy =
Q

(4b.) Vypoditejte integrdl pomoci transformace do poldrnich soufadnic: PFitom
Qx+y?>4,x*+y* <16,x <0,y > 0.

// xydxdy =
Q

(4b.) Vypocitejte integrdl pomoci transformace do polarnich soufadnic. Pfitom
Qx’+y’<ax,y>0,a>0

o
o [ ([

1




1

(]

1

=

15.

16.

17.

18.

([ e
([ (e

/
o (L ) o

(3b.) Necht Q y“ <x <2 0<y<1,0<z<2—x—y.

///dxdydz:
Q
(3b)Necht Q 0<x <1,x2<y<1,0<z<x>+y%

/ Qf / dxdydz =

(B3b.) Necht @ x >0,y >0,z>0,z<1—x—2y.

/Qf [ axavaz -




1 x xy
19. (2b.)f (/ ([ x3y2zdz)dy)dx=
0 0 0
1 1 xz—i-y2
20. (2b.)/ (/ (/ xzydz>dy)dx=
0 0 0
1 2 2
21. (2b.) / ( / ( / (3x2y+z)dz)dy)dx=
0 1 0

22.(3b)Nechf Q 0 <x <2, 1<y=<3,1=<z=<2
/// xy?zdxdydz =
Q

23.(3b)Nechf Q 0 <x <1,2<y<52<z<4.

newline /// x? + y*dxdydz =
Q




24.

25.

26.

27.

(4b.) Necht Q@ x2+ y2 <z<2—-(x*+ yz). Vypoctéte integral pomoci transformace
do vélcovych soufadnic.

/// 372 dxdydz =
Q

(4b.) Necht x>+ y2 <9,y >0,0 <z < 2. Vypoltéte integrdl pomoci transfor-
mace do vélcovych soufadnic.

24/ x2 4+ y2dxdydz =
JJ[ 5 raser

(4b)Nechf Q 0 <x < 1,0 <y <+v1—-x2,0 <7z <,1—x2-7y2 Vypodtéte

integral pomoci transformace do véalcovych soufadnic.

/ / / 2(x? + y?) dxdydz =
Q

(4b.) Necht Q x> + y* < 4z < 16. Vypoctéte integrdl pomoci transformace do
vélcovych soufadnic.

/f/ — Y dxdydz =
0 @Gt o2 T




28.

29.

30.

31.

(4b.) Nechf Q x2 + y2 + 22 <1l,x >0,y >0,z > 0. Vypoctéte integrdl pomoci
transformace do véalcovych soufadnic.

/// xyzdxdydz =
Q

2 2
(4b.) Nechf Q = er Y

vych soufadnic.

// (1 —-2x —y)dxdydz =
Q

(4b.) Necht € x? + y2 < 2z,z < 2. Vypoltéte integrdl pomoci transformace do
vélcovych soufadnic.

/// (x? + y*) dxdydz
Q

(4b.) Necht Q X2+ y2 + 72 <4,y >0,z > 0. Vypoctéte integrdl pomoci transfor-
mace do sférickych soufadnic.

// (x+y+z)dxdydz =
Q

< z < 2. Vypoctéte integrdl pomoci transformace do vélco-




32.

33.

34.

35.

(4b.) Nechf Q x? + y2 +2<d’v prvnim oktantu, a > 0. Vypoctéte integral
pomoci transformace do sférickych soufadnic.

JJ[ =axava -

(4b.) Necht Q@ x> +y> + 272 < a’,a > 0,z < —/x2+ y2. Vypoltite integrél
pomoci transformace do sférickych soufadnic.

/ / / 15v/2yz dxdydz =
Q

(4b.) Necht Q x*+y* + 7% < z. Vypoctéte integral pomoci transformace do sféric-
kych soufadnic.

//f Vx%2+ ¥+ z2dxdydz =
Q

(4b.) Necht @ x* + y? + 22 < 27,22 > x* + 2. Vypoctéte integrdl pomoci trans-
formace do sférickych soufadnic.

[ axava -




36. (4b.) Necht @ x% + y? + (z —2)® < 4,z > {/x2 + y2. Vypoctéte integrdl pomoci
transformace do sférickych soufadnic.

/// xydxdydz =
Q

37. (4b.) Necht 2 2 > x2+y2, 1< x2+y2+22 <4, z > 0. Vypoctéte integrdl pomoci
transformace do sférickych soufadnic.

/ff Vx2+ ¥+ z2dxdydz =
Q

Spravné zodpoveézené otiazky:
Ziskané body:

Procento dspéSnosti:



(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]
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