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Instrukce k testum

Prace s 3D obrazky

Vsechny grafy funkci dvou proménnych jsou zobrazeny jako 3D obrazky, které je mozné
ovladat, tj. libovolné natacet, posunovat, zvétSovat, ménit osvétleni apod.

V tesenych prikladech slouzi k ovladani grafii funkci panel, v testech pak pravé tlacitko
mysi. Panel zobrazime ¢i schovame kliknutim na modry trojihelnicek v levém hornim rohu
obrazku, miize vypadat napriklad® takto:

B p g e  CIHI- @ e € 0O

Ovladani modelu naznacuji jednotlivé ikony na panelu. Panel je rozdélen na t¥i ¢asti. Prvni
zleva obsahuje tlacitka pro otaceni kolem bodu, otaceni kolem pfimky, posunuti a zvétsen{
¢i zmenseni objektu. V druhé casti panelu nas bude zajimat predevsim tladitko se symbolem
domecku — umozinuje navrat k vychozimu pohledu. Dale je napfiklad mozné zobrazit
z jakych Casti je graf slozen, popripadé nékteré Casti skryt. V posledni ¢asti najdeme
tladitko na prepinani mezi perspektivnim a pravoihlym promitanim. Tlacitko pro rezim
vykresleni modelu, zde obzvlasté doporucujeme vyzkouset volby ,,Prihledné" a , Dratovy

model“. Rovnéz nabidka osvétleni je velmi bohatd, ale to jiz Ctenar jisté prozkouma sam.

Poslednf tlacitko umoziuje zvolit barvu pozadi, tedy napriklad volbou Zluté zvysit kontrast
pri promitani ve vyuce apod.

Vsechny grafy funkci v tomto textu maji cihlovou barvu, jsou opatfeny soufadnymi
osami a na kazdé z os je zluté vyznacen jednotkovy bod. Vyjimecné je z technického
hlediska volen jiny bod na ose z a Ctendr je na tento fakt upozornén. U slozitéjSich modeld
je vzdy uveden popis modelu. Navic vSechny 3D modely (narozdil od 2D grafiky) maji bilé
pozadi.

1Vzhled panelu zavisi na verzi a jazyku Acrobat Readeru. Nésledujici obrazek i text se tykaji verze 8.1
v Cestiné.
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Prace s testy

Motto: ,, Cviceni déld mistra. "

OvéFit si znalost dané latky je mozné prostrednictvim interaktivnich testi umisténych
v zavéru kazdé kapitoly.

Zacdatek testu je nutno zahdjit stisknutim volby Start testu. Test nebude mozno ukondit
dokud nezodpovite vsechny otazky.

Typy otazek v testech
1. Vybér z moznosti, pravé jedna spravna odpovéd.
(a) Spatné (b) Spatné (c) spravné (d) Spatné
2. Vybér z moznosti, vice spravnych odpovédi.
spravné Spatné spravné Spatné
3. Zapis vlastni odpovédi. Do pole zapiste vyraz vlevo od rovnitka.

Ty =

4. Zapis vlastni odpovédi do skupiny poli, tj. tla¢itko Ans ovlddd postupné jednotliva
poli¢ka. Do pole zapiste vyraz vlevo od rovnitka.

L5 — +
Pocet spravnych odpovédi:

Spravna odpovéd:

Test ukondite kliknutim na Konec testu. Stisknutim volby Vysledky se zobrazi spravné od-
povédi a u pole pro zdpis vlastni odpovédi se objevi tladitko Ans (do té doby neviditelné).

Lokalni a absolutni extrémy
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Spravné odpovédi

Pokud si praci s testem vyzkousite, zjistite, ze spravné odpovédi jsou po skonceni testu a
po stisku tladitka Vysledky vyznaceny symbolem ¢ a nespravné symbolem X. V pripadé
chybné odpovédi je spravna varianta zvyraznéna symbolem @.

Pokud bylo Spatné zodpovézeno pole pro vlastni odpovéd, objevi se kolem néj cerveny
ramecek a spravnou variantu si mazete prohlédnout v poli za textem ,Spravna odpovéd:*
po stisknuti tlacitka Ans. Toto pole je v ramci testu , Typy otdzek v testech” umisténo na
jeho konci a také v pravém panelu obrazovky (viz. str. 3). V testech na konci kapitol je

toto pole zobrazovano pouze v pravém panelu obrazovky.

Bodové hodnoceni

Ziskané body se zobrazi po ukonéenf testu éervené vedle kazdé otazky (pripadné podotazky).
Standardni bodové ohodnoceni je 1 bod za spravnou odpovéd (u otdzek typu 1, 3 a 4) a
zaporné body za vybér chybné varianty u otazky druhého typu.

Zapis matematiky v testech

K zapisu odpovédi do matematického pole pouZzivime nasledujici notaci:
e Desetinna cisla: Desetinou carku piste jako tecku, Cili 1.2 misto 1,2.
e Ludolfovo &islo 7 jako pi, Eulerovo &islo jako e.

e Znak déleni: Pouzijte lomitko /.

e Znak nasobeni: Symbol *, napf. 4*x pro 4z.
e Mocnina: Symbol =, napt. 4xx~3 pro 4>, 12%x~(-6) pro 12276.
e Odmocnina: \/z zapiste jako sqrt(x) nebo x~(1/2). Pozor! vyraz x~1/2 neni \/x.

Lokalni a absolutni extrémy
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e Zavorky: Je mozno pouzit kulaté ( ), hranaté [ ] ci sloZzené { }. Zavorky je nutné!
uvadét, vymezuji argumenty funkci, definuji poradi operaci.

Piste sin(x) rad&ji nez sin x, 4*x*(x~2+1) "3 pro 4z (2% + 1)3, 4™ (2*x+1) pro
42z+1_

Nepiste sin~2(x) pro sin?(z), ale (sin(x))"2.

e Funkce, které mizete pouzit:

Trigonometrické: sin, cos, tan, cot, sec, csc. ,, o
Lokalni a absolutni extrémy

Inverzni trigonometrické: asin, acos, atan.

Logaritmus: log & In (pFirozeny logaritmus), p¥. 1n(x).

Exponencidla: e” mizete zadat jako exp(x) nebo e~x.

Titulni strana

Vyzkousejte si zapis matematiky!

Instrukce k testim
1,5=
sin(2z)? = neni totéz jako sin® 2z =
. Strana 5 z 18
2 2
zc—1)(z°+1) =
(@ - 1) +1) S
r __
In 2 = =
Zpét
P
1+a2y2
2 Vpred
e +3y=
. —2.’[}4 —+ .',l}zy —+ y2x +1= Prepnout reZim obrazovky
o (IOg CL)2 = Konec

Pocet spravnych odpovédi:




6. Lokalni a absolutni extrémy

Pfiklad 6.1. Najdéte lokalni extrémy funkce z = zy(4 — z — y).

Reseni. Funkce, jejiz extrémy hledame, je polynomem proménnych z,y, a proto jsou
jeji parcialni derivace spojité v celém R2. Lokalni extrémy tedy mohou nastat pouze ve

stacionarnich bodech, které najdeme jako feSeni soustavy rovnic.

Zp=yd—2xz—y)—azy=0, z,=x(4—2—y)—zy.

Z prvni rovnice plyne y; = 0, yo = 4 — 2x. Z druhé rovnice plyne z1 = 0, zo = 4 — 2y.

Celkové tedy dostdvame ctyfi stacionarni body:

4 4
Pl = [070]7P2 = [4a0]7P3: [074-]aP4: |:§7§:| .

Provéfime jednotlivé body na existenci lokalniho extrému. Déle plati z,, = —2y, 2yy =

Zgy = 4 — 22 — 2y. Dosazenim do vzorce

D(mO) yO) = Zzx (*730’ yO)Zyy(‘Iﬂv yO) - [Zzy(‘TOa yO)]z
dostavame
D(z,y) = —42® — 4y* + 16z + 16y — dxy — 16.
Dosadime souradnice staciondrnich bodi. Dostavame:

16

D(Py) = —16, D(P,) = =16, D(Py) = ~16, D(Py) = 3.

V bodech P;, P, P tedy lokalni extrém nenastdva. V bodé P, nastdva ostré lokalni

maximum, nebot z,.,(Py) = _g,

-2z,

Lokalni a absolutni’ extrémy
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Obrézek 1: Funkce z = 2y(4 — x — y) s modfe vyznatenym bodem lokalniho maxima.

Lokalni a absolutni’ extrémy

Titulni strana

Testy ke kapitole

Instrukce k testiim

Strana 7 z 18
4 >
Zpét

Vpred

Prepnout rezim obrazovky

(a) Graf funkce (,jednotka® na ose z ukazuje hodnotu 100). (b) Detail — okoli lokdlniho maxima.
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P¥iklad 6.2. Najd&te nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z +y? + 10 na
mnozing M: x? +y? < 1.

Reseni. Nejprve uréime stacionarni body lezici uvnité mnoZiny M (mnozina M je kruhem
o poloméru 1). Vypocteme parcidlni derivace

fe=2x-8, fy =2y
a polozime je rovny nule
fzz2m—8:o7 fy:2y:0‘

Dostavame P = [4,0]. Tento bod v3ak nelezi v mnoziné M.
Nyni vysetfime funkci f na hranici mnoziny M. Tu si rozdélime na dvé Casti, horni a dolni
pulkruznici.
L y=v1—22 ze[-11], u= f(z,vV1—22) = -8z + 11
Najdeme nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce u na intervalu [—1,1]. Téchto ex-
trémnich hodnot je dosaZeno bud v lokdlnim extrému uvnitt intervalu [—1, 1] nebo
v nékterém z krajnich bodli x = —1, x = 1. Plati v/ = —8. Z toho plyne, Ze v Zddném

vnitinim bodé intervalu [—1, 1] nem4 funkce w lokalni extrém. Provéfime krajni body
u(=1) =19, u(l) = 3.

Ily=-v1-2? ze[-11] u= f(z,~V1-2?) = -8z + 1L

v

Zde je situace zcela stejnd jako v pripadé |, nebot f(z, —y) = f(x,y).
Celkem tedy dostavame, ze

fma:c = ]-9’ pro [{E,y] = [_1’0]5
fmin = 3’ pro [x,y] = [150]

Lokalni a absolutni’ extrémy
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Obrézek 2: Minimum a maximum funkce f(z,y) = 22 — 8z + y? + 10 na
mnoziné M.

Lokalni a absolutni’ extrémy
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Extrémy funkce — test 1

. Necht Hy(xo,y0) je Hessova matice funkce f(z,y) v bodé [zg,yo]. Jestlize funkce
f(z,y) ma v bodé [zq, yo] ostré lokalni maximum, pak musi platit (vyberte vhodnou
kombinaci):

detHf(xo,yo) <0
fzm(xmy()) <0
fay(T0,%0) >0

detHf(Cﬂo,yo) =0
fww(x()a yO) >0
fyy(wo,yo) <0

detHf(xo,yo) >0
fzy(mmy()) <0
fyy(anyO) >0

. Najdéte staciondrni body funkce f(z,y) = 2y(4 — x — y) a zapiSte je ve tvaru [A,B];
[C,D]; [E,F];...

. Vypoététe Hessovu matici funkece f(z,y) =y + % —2In%z v bodé [1,1].

(a)
Hf(zy) = ( )

Hf(ac,y)(]-v]-) = ‘ | =

(b)

. Zjistéte, zda m3 funkce f(z,y) = 2¥ — z v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.
(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{
minimum funkce f. maximum funkce f.

(c) Funkce f nema v bodé
B lokalni extrém.

Lokalni a absolutni’ extrémy
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5. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) = 2® + xy pro x € (=1,1) ay € (—1,1).

Lokalni a absolutni’ extrémy

Titulni strana

Testy ke kapitole

Instrukce k testiim

Strana 11 z 18
Urcete lokalni extrémy funkce.

(a) Maximum nastava v bodé | , ] a funkéni hodnota v ném je < >
rovna : Zpét
(b) Minimum nastava v bodé [ , ] a funkéni hodnota v ném je rovna Vpred

Prepnout rezim obrazovky
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6. Znate-li Hessovu matici funkce f(x,y) = 2 — y* v bodé& [0, 0],

2 0
Hf(a:,y)(o» O) = <0 _2> s

rozhodnéte, zda je tento bod
(a) lokalni minimum (b) lokélni maximum
(c) sedlovy bod (d) nelze rozhodnout

Lokalni a absolutni’ extrémy

7. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 2% + y? — 2y — 2 na mnoZin&
[x,y]: CE2 + y2 < 17y > |CL‘| — 1. Titulni strana
Jestlize extrémy neexistuji, vyplite do poli znak —.

/ / ve v Testy ke kapitole
Funkce f(z,y) méa na dané mnoziné

(a) maximum v bodg [ : ] a funk&ni hodnota v ném je rovna Instrukce k testdm

Strana 12 z 18
(b) minimum v bodé | , | a funkéni hodnota v ném je rovna
4 4

Zpét
8. Do elipsy %2 + 2 = 1 vepiste obdelnik nejvétsiho obsahu.

Vysledny obdélnik ma krat&f stranu délky a del¥f stranu délky Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec
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Extrémy funkce — test 2

. Necht Hy(xo,y0) je Hessova matice funkce f(z,y) v bodé [zg,yo]. Jestlize funkce
f(z,y) ma v bodé [z, yo] ostré lokdlni minimum, pak musf platit (vyberte vhodnou
kombinaci):

detHf(xo,yo) <0 detHf(Cﬂo,yo) =0 detHf(xo,yo) >0
fzm(xmy()) <0 fww(x()a yO) >0 fzy(mmy()) <0
fzy (IO, yO) >0 fyy(wo, yo) <0 fyy (-’EO, yo) >0 Lokalni a absolutni extrémy

. Najdé&te stacionarni body funkce f(x,y) = 22y? — 22 — y? a zapiste je ve tvaru [A,B];
[C.D]; [EF];. ..

Titulni strana

. Znate-li Hessovu matici funkce f(z,y) = 92 — 9y — 2? — y* v bod& [, 7],

Testy ke kapitole

—2 0 Instrukce k testim
Strana 13 z 18
rozhodnéte, zda je tento bod
(a) lokaIni minimum (b) lokalni maximum ) g
(c) sedlovy bod (d) nelze rozhodnout Zoét
. Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = x — 2y +1In/2? 4 y? + 3arctg £ v bodé B = [1,1] Vpred
lokaln{ extrém.
(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{ (c) Funkce f nema v bodé Prepnout reziml obrazovky
minimum funkce f. maximum funkce f. B lokalni extrém.

Konec




5. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) pro x € (0,1) a y € (0, 1).

Lokalni a absolutni’ extrémy

Titulni strana

Testy ke kapitole

Instrukce k testiim
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Urcete lokalni extrémy funkce.
(a) Maximum nastava v bodé [ , I “pet
(b) Minimum funkce nastéva v bodech splfiujici nasledujici podminky (pokud neexistuji Vpred

omezujici podminky pro x &y, vyplite —):

Prepnout rezim obrazovky

T = pro <y<

ay= pro S . S Konec




6. Vypottéte Hessian funkce f(z,y) = 9y + 3 + 5 v bodé [3,1].
(a)
Hi

(b)

Lokalni a absolutni’ extrémy

Hp(zy1,1) = =

Titulni strana
7. Najdéte nejmensi a nejvétdi hodnotu funkce f(z,y) = 2% + y*> — 22 + 2y + 2 na
mnoziné [z,y]: 2% +y? < 1.
Jestlize extrémy neexistuji, vypliite do poli znak —.

Testy ke kapitole

‘ , vi v Instrukce k testim
Funkce f(z,y) ma na dané mnoziné

(a) minimum v bodé | , ], funkéni hodnota v ném je . Strana 15 z 18
4 4
(b) maximum v bodé [ , ], funkéni hodnota v ném je
Zpét
8. Urcete rozméry vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32 m? tak, aby dno a st&ny mély Vpred

dohromady co nejmensi obsah.
Dno: m X m Vygka kvadru: m Prepnout rezim obrazovky

Konec
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Extrémy funkce — test 3

. Necht Hy(zo,0) je Hessova matice funkce f(x,y) v bodé [xg, yo|. Jestlize [z, yo] je

sedlovy bod funkce f(z,y), pak musi platit (vyberte vhodnou kombinaci):

detH¢(xo,y0) <0 detH(zo,90) =0 detH¢(xo,y0) >0
faza(20,70) <0 Jaz(z0,0) >0 Jay(T0,90) <0
fey(T0,90) >0 Jyy(w0,0) <O fyy(Z0,%0) >0

. Najdé&te stacionarni body funkce f(x,y) = x* + y* — 42y + 30 a zapidte je ve tvaru
[AB]; [C.D]; [E.F];. ..

. Vypottéte Hessian funkce f(z,y) = In(z —y) — 2*> — y v bod& [3, —1].

(a)
Hpay) = ( )

Hpoy)a,1) = ‘ ‘ =

(b)

. Zjistéte, zda ma funkce f(z,y) =z —2y+In /22 + y2 +3arctg £ v bodé B = [1, 1]

lokalni extrém.

(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{ (c) Funkce f nema v bodé
minimum funkce f. maximum funkce f. B lokalni extrém.

Lokalni a absolutni’ extrémy
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5. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) = 3xy> pro x € (—1,0) a y € (0,1).

Lokalni a absolutni’ extrémy

Titulni strana
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Urcete lokalni extrémy funkce. | >
(a) Maximum funkce nastava v bodech spliujici nasledujici podminky (pokud neexistuji Zost

omezujici podminky pro x & y, vyplite —):

v . <y< Vpred

ay = pro <z < PFepnout reZim obrazovky
(b) Minimum nast4va v bodé [ , ] a funkéni hodnota v ném je rovna [P




6. Znate-li Hessovu matici funkce f(z,y) = 2% + y* ,

1222 0
Hf(x,y)=< 0 12y2>,

rozhodnéte, zda je bod B = [0, 0] lokdlnim extrémem funkce f(z,y).

(a) Ano, bod B je lokalni minimum. (b) Ano, bod B je lokdlni maximum.
(c) Ne, bod B je sedlovy bod. (d) Nelze rozhodnout.

7. Necht je dana funkce f(z,y) = sinzsinysin(x + y) a mnozina 0 > z,y < .
Uréete absolutni extrémy funkce f(z,y) na dané mnoziné.

(a) maximum v bodé | . ] a funkéni hodnota v ném je rovna

(b) minimum v bodé | . ] a funkéni hodnota v ném je rovna

2
8. Do elipsoidu ””7‘2 4=+ 22 = 1 vepiste kvadr nejvétsiho obsahu.
Hrany vysledného kvadru (fazeny od velikostné nejmensi) maji tyto rozméry:

Pocet spravnych odpovédi:

Lokalni a absolutni’ extrémy
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