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Predmluva

Soucasna doba je charakterizovana prudkym rozvojem vypocetni techniky a s tim
souvisi rozsifeni moznosti aplikace matematiky i v dalsich védeckych oborech —
biologii, chemii, ekonomii, psychologii, lékafstvi a v technickych védach.

Dtilezitou ulohu v fadé aplikaci maji metody numerické matematiky a odpovi-
dajici efektivni algoritmy. A praveé zdkladnim numerickym metodam jsou vénovana
tato skripta.

Tato skripta jsou rozsifenou verzi skript Horovd, I.: Numerické metody, MU,
1999. Svym rozsahem odpovidaji dvousemestrové pfednasce z numerickych metod
v ramci studijnich programt Matematika a Aplikovand matematika a ve znacné
mife také prednaSce Numerické metody I., II. pro obor Matematické inzenyrstvi
na FSI VUT v Brné.

Skripta jsou vénovana zakladnim numerickym metodam, a protoze odpovida-
jici algoritmy pro realizaci téchto metod jsou pomeérné jednoduché, nejsou, az na
vyjimky, v téchto skriptech uvedeny. Konstrukci téchto algoritmt v ramci sys-
tému MATLAB je vénovano dost prostoru v pfislusnych cvienich k uvedenym
prednaskam.

Brno, prosinec 2003 Ivana Horova
Jiti Zelinka
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Uvod

Hamming, R. W. (1962):

,, Cil vypoctu — pochopent podstaty, a ne ¢islo®
»DTive neZ budete ulohu Tesit, promyslete si, co
budete délat s jejim tesenim.“

Numerickd matematika se zabyva procesy, pomoci nichz lze matematické problémy
Tesit aritmetickymi operacemi. Nékdy to bude znamenat sestrojeni algoritmi k fe-
Seni problému, ktery je jiz v takovém tvaru, Ze jeho feseni lze nalézt aritmetickymi
prostfedky (napi. systém linearnich rovnic). Casto to bude znamenat nahradu
veli¢in, které nemohou byt pocitiny aritmeticky (napf. derivace nebo integrély)
aproximacemi, které umozni nalézt priblizné feseni. Numerickd matematika se rov-
néz zabyva volbou postupu, ktery se ,nejlépe“ hodi k feseni specidlniho problému.
Uvadime proto fadu piikladi na ilustraci numerickych metod. Uéelem téchto pii-
kladi je, aby pomohly ¢tenaii porozumét podstaté té které numerické metody.

Poznamka 1. V 9. stol. n. 1. arabsky matematik Muhamad ibn Musé al-Chvariz-
mi napsal knihu, ve které vyklada indicky pocetni systém. Latinskému piekladu
nazvu knihy ,, Algorithmi de numero Indorum“ vdééime za nézev algoritmus.

Numericka feseni problémi jsou obvykle zatiZzena chybami, které vznikaji ve
dvou oblastech: témi, které jsou obsazeny v matematické formulaci problému,
a témi, které jsou zpiisobeny hleddnim feseni numerickou cestou.

Prvni kategorie zahrnuje chyby zptsobené tim, Ze matematicky problém je
pouze aproximaci realné situace. Jinym pramenem chyb jsou napi. nepresnosti
fyzikalnich konstant nebo chyby v empirickych hodnotach.

Necht z je pfesné ¢éislo a necht # znaéi aproximaci x. Rozdil & — x nazyvame
absolutni chybou aproximace Z, veli¢inu «, |Z — 2| < «, nazyvame odhadem ab-
solutni chyby. Vhodnéji lze vyjadiit vztah mezi © a & prostfednictvim relativni
chyby:

Podil (z — &)/ nazyvame relativni chybou a veli¢inu J,

Tr—2x
<4

— )

x

nazyvame odhadem relativni chyby.
Jestlize |x| je malé ¢islo, je vhodné pro odhad chyby pouzit relativni chyby, coz
je vidét z nasledujiciho prikladu.
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Méjme napft. ¢isla 1 = 1,31, 1 = 1,30 a 2 = 0,12, 2 = 0,11. Pro absolutni
chyby v obou pfipadech plati

|I1 - 571| = 0,0].7 |I2 - j2| = 0,01,
ale pro relativni chyby plati

T1 — 1 To — T2

= 0,0076, = 0,0833.

T T2

Tento vysledek ukazuje, ze x1 je blizsi 1 nez Ts k 2, zatimco z absolutni chyby
nic takového neplyne.

Relativni chyba rovnéz slouzi k odhadu platnych cifer aproximace z. Tuto
skutecnost 1ze formulovat takto:

Definice 0.1. Rekneme, Ze aproximace Z ¢isla x mé s platnych cifer, jestlize s je
nejvétsi celé nezaporné cislo takové, ze plati

Tr—2x

<5.107°%.
x

Poznamka 2. Necht z je realné ¢islo, které ma obecné nekonecéné dekadické vyja-
dieni. Cislo (9, které ma d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou
¢isla x, plati-li

1
|z — (@] < 510_‘1.
Ve spravné zaokrouhleném c¢isle jsou vSechny cifry platné.

Dalsim zdrojem chyb béhem vypoctu je nepiesné zobrazovani ¢isel v paméti
pocitace jako dtsledek jeji konecné velikosti.

§ 0.1. Reprezentace &isel v poéitadi!

1. Strojova reprezentace celgych éisel na n bitu (pocitani modulo 2™ )
(i) bez znaménka (unsigned integer):

a >0 = rozsah:0<a <2"—-1=(11...1),,

n
(ii) se znaménkem (signed integer):

a libovolné = rozsah: (10...0)y = —2""' <a <2"'—1=(01...1),.

n n

Soucasné vidime, ze prvy bit urcuje znaménko: 1 = minus, 0 = plus.

ITato ¢ast byla pievzata z nepublikovaného uéebniho textu doc. RNDr. V. Veselého, CSc.
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Je ztejmé, ze v ramci uvedenych rozsaht jsou celociselné vypocty absolutné presné,
zatimco mimo né naopak zcela chybne.

Piiklad 0.1. (n = 3)

mod8
(i) 0<a <7: |(01234567|0123...

mod8
(i) 4<a <3: 0-7-6-5[-4-3-2-10123]...

K ¢islu a najdeme v modularni aritmetice ¢islo opa¢né —a snadno z rovnice
a+a +1=2"=0mod 2".
——
(11...1)5

Odtud dostdvame —a = a + 1, kde a@ vznikne z a negaci po bitech.
Napriklad

a=2 = (010)9
2 = (101)
2+2 = (111)9
U
—2=34+1 = (110),
= 6 mod 8.
V pocitaci se celd ¢isla zobrazuji zpravidla v téchto pfesnostech:
n=38 (1bajt) ... (un)signed char (1 znak)
n =16 (2 bajty) ... (un)signed short integer (poloviéni pfesnost)
n =32 (4 bajty) ... (un)signed integer (jednoduchd pfesnost)
n =64 (8 bajtd) ... (un)signed long integer (dvojnasobnd pfesnost)

2. Strojovad reprezentace redalnych éisel na n bitu

Necht ¢ > 2 znadi zdklad ¢iselné soustavy. V pocitadich pracujeme s ¢isly nejéastéji
v soustavach ¢ = 2,8, 16. Pfesna realnd cisla se reprezentuji v tzv. semilogaritmic-
kém tvaru pohyblivé fddové édarky (normalizovand mantisa + exponent):

mantisa

p= :Edl,deg...dkdk_H oo X qe7

kde e € Z je exponent al <d; <¢—1,0<d; <g¢g—1 (proj > 1) jsou cifry
mantisy. Zejména v pfipadé ¢ = 2 je d; = 1, takze tento bit je mozno vyuzit pro
zobrazeni znaménka mantisy (1 = minus, 0 = plus).

Strojova realna ¢isla se ukladaji pouze s koneénym poctem k cifer mantisy.
Obdrzime tak piibliznou reprezentaci fl(p) (floating-point representation), kterd
vznikne bud pouhym odseknutim (chopping) pfebyvajicich cifer nebo se navic po-
sledni k-té cifra dy, zaokrouhli (rounding). Soucasné se také vhodné omezi rozsah
exponentu: —emin < € < emax. Dostavame tedy tyto aproximace:
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a) ﬁ = ﬂchop(p) = :|:d1, d2d3 .. .dk X qe,

e—(k—1)

s absolutni chybou aproximace 0 < |p — p| < ¢

b) § = frouna(p) = £d1, dads . .. dp_1dg X ¢°, d, = round(dy, dpy1,. . .),

s absolutni chybou aproximace 0 < |p — p| < ¢¢~*=1) /2,

Priklad 0.2.
(a) ¢ =10, k= 6:

flenop(p) = 3,14285 x 10°

22 _
p =% =3,1428571428 = { flrounda (p) = 3,14286 x 10°

. fenop(p) = (1,1001)5 x 24
_ _ 4 hop \P )
p= 0’1 N (1710011001)2 X2 = { ﬂround(p) = (1,1010)2 X 2_4

Tento piiklad je soucasné ilustraci ¢isla, které ma konecny pocet cifer v deka-
dické soustave, ale nekonecny pocet cifer v bindrni soustavé a neni tedy v paméti
pocitace zobrazeno presné.

V pocitacich se redlna cisla zobrazuji zpravidla v téchto presnostech:

a)

Jednoduchd presnost (4 bajty): n = 32 = 24 bitd mantisy + 8 bitd expo-
nentu.

Rozsah exponentu: —27 <e< 27 1.
~—~ ——
—128 127

Dekadicky rozsah:
2,938736 x 10739 az 1,701412 x 1038, kde
2,938736 x 10739 =1 x 27128 5
1,701412 x 1038 = (1,11...1)y x2127 = 2 x 2127 = 2128,
~2
Dekadickd presnost mantisy:
2723 21,2 x 1077 = cca 7 dekadickych cifer presnosti, coz viak vzhledem
k pfikladu 0.2(b) neznamend, ze kazdé ¢islo s nejvyse 7 dekadickymi ciframi
musi byt zobrazeno pfesné.

Duvojndsobnd presnost (8 bajti): n = 64 = 53 bitd mantisy + 11 bitd expo-
nentu.
Rozsah exponentu: 210 <o <210 1,
—— ——
—1024 1023
Dekadicky rozsah:
5,562684646268003 x 1073%9 az 8,988465674311580 x 103°7, kde
5,562684646268003 x 107309 =1 x 271024 5
8,988465674311580 x 10307 = (1,11...1)y x21023 = 2 x 21023 — 91024
2
Dekadickd presnost mantisy: -
2792 =22 x 10716 = cca 16 dekadickijch cifer presnosti.
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Bé&zné pouzivand bindrni reprezentace dle normy IEEE (napf. pocitace t¥idy PC)
je v ponékud modifikovaném tvaru:

P = fliger(p) = s €10eges . .. eoda, ds . . . ds3,
kde

e sl dy,ds...ds3 ... mantisa se znaménkovym bitem s (1=minus, 0=plus)
a dvéma bindrnimi misty pfed fadovou ¢arkou (d; =1 a da),

e ¢ = (€p0e9€s...€p)a ...exponent v 11-bitové bindrni reprezentaci se znamén-
kem podle 1ii v symetrickém rozsahu — (219 — 1) < e < 210 — 1. Tedy 19 = 1
odpovidéa nezapornym hodnotam exponentu a e19 = 0 zdpornym hodnotam,
pficemz piipad e = —219 byl vylouden, nebot pro néj jsou viechny bity ex-
ponentu éjgeges . . . eg nulové a vznikla by kolize s vyjadfenim ¢isla 0, ktera
je déna nulovymi hodnotami vSech biti IEEE reprezentace (jinak by totiz
tyto nulové bity uréovaly kladné &islo (10,0...0)s x 272™°).

Zminime se jesté o Sifeni chyb pfi provadéni aritmetickych operaci v ptipadé
zapisu ¢isel v pohyblivé fadové ¢arce. Lze dokazat, Ze plati ([6],[13])

fi(z *y) = (z xy)(1 +9),

kde * znamen4 libovolnou z aritmetickych operaci +, —, X, :, a |§] < u, u dekadickd
presnost mantisy.

§ 0.2. Celkova chyba vypoctu

Dalsim zdrojem chyb je skutecnost, ze se nefesi problém, ktery byl ptivodné zadan,
ale né&jak4 jeho aproximace. Casto je to zptisobeno nahradou procesu nekoneéného
procesem konecnym. Presnéji: Pfedpokladejme, Ze veli¢ina Y je jednoznac¢né ur-
¢ena hodnotami x1,...,x,, tj.

Y =F(z1,...,25).

Funkéni zavislost F' nahradime numerickou metodou f a ziskané teoretické
feSeni oznacime y:
y= flz1,...,2,).
Vzhledem k tomu, ze misto hodnot x; musime ¢asto pouzivat jen aproximace
Z;, a protoze nelze provadét vSechny aritmetické operace pfesné (zaokrouhlovani
mezivysledkl), bude se vypoétend hodnota

g=f(Z1,...,%n)
lisit od y. Celkovou chybu vyjadfime jako soucet dil¢ich chyb takto:

Y—g=AY -y} +{f(z1,22,...,2n) — f(Z1,...,Zpn)} +

+ {f(:zl,...,gzn) —f(gzl,...,gzn)}.
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Rozdil Y — y nazveme chybou metody, f(r1,22,...,2,) — f(Z1,...,T,) se nazyva
chyba primdrni a f(Z1,...,%,) — f(Z1,...,Tn) se nazyva chyba sekunddrni.
Schematicky lze predchozi Givahy znazornit takto:

, Numericka
Dany Matematické Numericka
Y metoda —
problém formulace metoda .
algoritmus

Y:F(Ila"'vxn) y:f(xla"-vxn) g:f(jl,,jn)

U kazdé numerické metody by méla byt uvedena chyba této metody. Primérni
chybu lze odhadnout nésledujicim zpisobem:

Véta 0.1. BudU = {z;: |v; — Z;| < oy, i =1,...,n} a necht funkce f(x1,...,2,)
je spojité diferencovatelnd na U. Pak

|f($1, . ,LL‘n) — f(fi‘l, .. ,fn)l S ZAiaiu (01)
=1
kde
Ai:sgp a£Ei(a:l,...,:z:n), i=1,...,n.

Dikaz plyne z Lagrangeovy véty pro funkce n proménnych.
Poznamka 3. V praxi se uzivd odhadu

of
8171'

(jl,fz,...,jn) Q5. (02)

[f(@r, ) = f(Er B <)
=1

Odhad sekundarni chyby lze provést teprve tehdy, az je algoritmus rozepsan do
posloupnosti aritmetickych operaci (viz ptiklad 0.4).

Priklad 0.3. Pocitejme gravitacni zrychleni g ze vzorce pro dobu kmitu 7" mate-

matického kyvadla
l
T =2m/—-
g

(I délka kyvadla). Jaké absolutni chyby se dopustime, jestlize dobu kmitu 7' méfime
s chybou AT a [ s chybou Al?
Reseni. Je tfeba v podstaté odhadnout primarni chybu:

|g(luT) —g(Z,T)L
kde T =T + AT, [ = | + Al, a funkce ¢ je ddna vztahem

472l
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Pocitejme parcidlni derivace funkce g podle jednotlivych proménnych:

dg  4Arm? dg 8%l
o 12’ or T3
Uzijeme vztahu (0.2):
. ag
_ —|Al| + —8” Z|AT| ('Al” _|ATT|> _

=g(I,T) ('Al” %) :

Ukézeme nyni na ptikladé, ze sekundarni chyba a tedy i celkova chyba vypoctu
zévisi na tom, jak vypocet uspofadame a jak zaokrouhlujeme béhem vypoctového
procesu.

Piiklad 0.4. Necht w = (uq,...,uy), v = (v1,...,v,) jsou dva vektory, jejichz
v8echny slozky jsou spravné zaokrouhleny na d desetinnych mist a necht U =
(U1,...,Un), V= (V4,..., V) jsou presné vektory. Je tieba vypocitat skalarni

soucin
n
’U): E U;V;
1=1

na d mist.

Ptame se: Je vyhodnéjsi kazdy ze soucinti u;v; napted zaokrouhlit na d mist a pak
secCist, nebo napted vSechny souliny u;v; seCist a pak zaokrouhlit vysledek na d
desetinnych mist?

Reseni. Necht

1
U=u;+e;, Vi=wv;+0d;, 1=1,...,n, |5i|7 |6i|§§107d.
Pak
UV = (UZ — EZ)(‘/Z — 51) =U,V; —&;V; = 6;U; + €;9; . (03)

Vztah (0.3) udéva primérni chybu U;V; — u;v;. Jestlize kazdy ze soudint wu,;v;
zaokrouhlime na d desetinnych mist a vysledek oznac¢ime (u;v;)., méme

(uivi). = U;Vs — Vi — 8;U; + €i6; + i, (0.4)

kde |y;| < 2107 V prvnim piipadé je skalarn{ sou¢in (u,v) roven

n n n

(u,v) = Z(uivi)z = Z U;Vi — Z(5iUi +&iVi — €i0i — i),
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takze celkova chyba je

™=

(U,V)—(u,v) = (6:U; + Vi —eidi — i

=

3

)
2(6 Ui +&iVi — €i6i) — i Vi
i=1

=1

(0.5)

3l

Pfi druhém postupu pocitame bez zaokrouhlovani, tj. kazdy soucin u;v; ma 2d
desetinnych mist. Tyto souciny sec¢teme a vysledek zaokrouhlime:

Zuzvﬁ—'y ZUV 25U+511 0:8:) + 7, (0.6)

kde |y| < $107¢. Tedy

n

(U,V) —(u,v) = Z(é Ui+e Vi —digi) — v . (0.7)

i=1
Protoze u;v; jsou spravné zaokrouhlend ¢isla na d desetinnych mist, je

n

Z(5U+al T — )| <

i=1

. 1
Z Ui + Vil +5107%) . (08)

l\:JI»—A

Dale je

Y < 2904

; 1vil < D)
V rovnicich (0.5) a (0.7) je pouze posledni ¢len zpisoben zaokrouhlovacimi chy-
bami béhem vypocétu. Necht |U;|, |V;| <1, proi=1,...,n. Pak druhy ¢len v rov-
nici (0.5) je fadové stejny jako prvni ¢len, ale druhy ¢len v rovnici (0.7) je maly
ve srovnani s prvnim ¢lenem. Druhy postup je proto vyhodnéjsi nez prvni postup.
Tyto tvahy maji velky vyznam pfi vypoctech na pocitacich, kde je velky pocet
operaci, a poradi, v némz je vypocet proveden, je velmi vyznamnym faktorem.

§ 0.3. Podminénost uloh

Piedpokladejme, ze By (mnozina vstupnich dat) a By (mnoZzina vystupnich dat)
jsou Banachovy prostory.
Rekneme, ze tiloha

y =U(x), x € By, y € By
je korektni pro dvojici prostort (By, Ba), jestlize

1. ke kazdému = € B; existuje jediné feSeni y € By: y = U(x).
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2. toto FeSeni spojité zavisi na vstupnich datech, tj. jestlize z, — x, U(x,) =
Yn, Pak U(z,) — U(z) = y.

Velkou tifidu nekorektnich iloh tvofi nejednoznacné fesitelné dlohy.

Uvedeme nyni charakteristiku dobie podminénjch tloh. Rekneme, Ze korektni
uloha je dobre podmineéna, jestlize mald zména ve vstupnich datech vyvola malou
zménu FeSeni. Je-li y + Ay resp. y feSeni odpovidajici vstupnim datim z + Az
resp. x, potom ¢islo

Ay
o1yl _ [relativni chyba na vystupu]
P |Az|  [relativni chyba na vstupu]
T

(kde misto absolutnich hodnot mohou byt obecné normy, viz kap. 1) nazyvame ¢és-
lem podminénosti Glohy y = U(z). Je-li C), ~ 1, je tloha velmi dobfe podminéna.
Pro velka C,, (> 100) je tloha $patné podminéna.

Posudme nyni z hlediska dobré ¢i Spatné podminénosti vypocéet hodnoty y =
sinx.

Cislo podminénosti je v tomto piipadé dano vztahem

Ay sin(z + Az) —sinx
o - ‘7 B sin x _|sin(z + Az) —sinx x
P Az Az Az sinx‘ '
3 T

Necht Az — 0 a zabyvejme se vypoctem sinz a) v okoli bodu 0, b) v okoli
bodu 7.

a) V okoli bodu 0 je

T
C, =~ |cos ’— ’ ~ 1.
i 7l sinx

b) V okoli bodu 7
T CcosT

C, = ‘ ‘ = |x cotg x| — +o0.

sinx
Specidlné pro z = 3,14, Az = 0,01 se da ukdzat ([17])
C, ~ 1972.

Uloha stanovit sinz v okoli 0 je dobre podminéna a v okoli bodu T je $patné
podminéna.
§ 0.4. Realizace numerickych vypoétua

Nasledujici priklady ukazuji na problémy, které se mohou objevit pfi realizaci
numerickych vypocta.
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Priklad 0.5. Pocitejme rozdil dvou ¢isel z = 0,54617 a y = 0,54601. Pfesné
hodnota rozdilu je d = 0,00016. Uvazujme nyni ¢isla zaokrouhlena:

F=0,5462,  § = 0,5460.

a je tedy dosti velka.

Co se zde stalo? Cisla & a §j jsou ,témér* stejna (pii zaokrouhleni na 4 cifry).
Pii odcitani platné cifry se vyrusi a zistanou ,,méné“ vyznamné cifry. Tento jev se
nazyva ,katastrofické zruseni“ a vyskytuje se v pfipadech, kdy odecitame ptiblizné
dvé stejna ¢isla. Ale pfi konkrétnich vypoétech mtizeme tento jev eliminovat.

Uvazujme napfiklad kvadratickou rovnici

az? + bz +c =0, a #0.
Kofeny této rovnice jsou

—b+ Vb?% — 4ac —b— Vb%2 — 4dac
- Tg= ————— .

o 2a 2a

Je jasné, ze v pripads, kdy —b a v/b? — 4ac jsou ,blizk4* éisla, vypocet xo miiZe byt
velmi negativné ovlivnén ,katastrofickjm zrusenim®. Tomuto problému se miZeme
vyhnout tak, ze poc¢itdme kofeny nasledujicim zptisobem:

~ —b—sign (b)Vb?* — 4ac ¢

€Tl = €T =
2a ’

Priklad 0.6. Pocitejme integral

pron=1,2,3,...
Integraci per partes dostaneme

1 1
_ _171 1 e
En:/ e ldx = [:c”e”” 1]0—/ nz"te* ! dz,
0 0

neboli
E,=1—-nE,_;.

Jelikoz E; = 1/e, lze uzitim této formule vypodéitat E, pron =2,3,...
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Necht F; = 0,367879 (tj. hodnota 1/e je zaokrouhlena na 6 cifer). Pak

By = 0,264242
Ey = 0207274

Ey = —0,0684800

I kdyz je integrand kladny, je hodnota integralu zaporné! Tento jev mtzeme vysvét-
lit takto: Ze vztahu Fs = 1 — 2F; plyne, Ze chyba pfi vypoctu Es je (-2)krat vétsi
nez chyba pfi vypoétu E7, déle chyba pfi vypoctu E3 je (-3)krat vétsi nez chyba pfi
vypoctu Ey atd. To znamend, Ze chyba pfi vypoctu Eg je (—2)(—3)...(=9) =9!
vétsi neZ chyba v E;. Tedy chyba v E, kterd je pfiblizné 4,412 x 107, vede na
chybu 9!4,412 x 10~7 ~ 0,1601, coz znamena dosti velkou chybu. UZitim uvedené
rekurentni formule doslo ke zna¢né kumulaci chyby.

Toto je obecny problém tzv. trojclennych rekurentnich formuli. Doporuceny
postup je nasledujici. Prepisme uvedenou formuli ve tvaru

1-E,

Ey 1= . n=...32
n

Pak chyba bude na kazdém kroku redukovéna faktorem 1/n. Za¢neme vétsi hod-
notou n a postupujeme zpétné. Je tfeba ovSem ,odhadnout® tuto ,startovaci®
hodnotu. V§imnéme si, ze

1 1 1
FE, = / e ldr < / z"der = ——.
0 0 n+1

Tedy pro n = 20 je Ea9 < 1/21 a lze poloZit F29 = 0. Nyni uzitim formule
E,—1 = (1 — E,)/n dostaneme F9 = 0,0916123 a tato hodnota mé 6 platnych
cifer.

§ 0.5. Stabilita algoritmu

7Z predchozich prikladu je zfejmé, ze velka nepfesnost vypoctenych vysledki byla
zpUsobena uzitim nevhodného algoritmu, nebotf pfi zméné algoritmu byly vy-
poctené vysledky zcela vyhovujici. S tim souvisi otdzky stability algoritmi.
Definice 0.2. Algoritmus se nazyva stabilni, jestlize vypoctené feseni je presnym
feSenim ,blizkého* problému, tj. feSenim problému s blizkymi vstupnimi daty.
Tento pojem stability vysvétlime na nasledujicim prikladé.

Piiklad 0.7. Vime, ze fl(z +y) = (x+y)(1 + ) =2(1+0) +y(1 +6) =2’ + ¢/'.
Tedy vypocteny soucet dvou ¢isel z, y v pohyblivé fadové Carce je piesny soucet
jingch dvou éisel ' a y'. Jelikoz |§] < pu, jsou éisla o’ a y’ blizkd ¢islim z, y. Tedy
operace scitani dvou ¢isel v pohyblivé fadové carce je stabilni.
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O stabilité konkrétnich algoritmu pojedname v dalSich kapitolach pfi realizaci
jednotlivych numerickych metod.

Vyse uvedenymi piiklady nechceme ¢tenaie odradit od studia a pouzivani nu-
merickych metod. Cilem bylo pouze upozornit na mozna ,uskali“ pfi realizaci
numerickych metod a ukéazat zplsoby, jak tyto problémy pfekonat. Velmi pékné
jsou nékteré patologické jevy v numerické matematice objasnény v monografii [14].

§ 0.6. Symbolika O, o
Zavérem této kapitoly jesté uvedeme symboliku O a o, ktera se ¢asto pouziva pro
vyjadfeni chyb matematickych vyrazt (viz napt. [9]).

Necht ¢ je funkce (redlnd nebo komplexni) definovand v okoli bodu a (miize
byt i 00). Necht 1) je funkce kladnd v prstencovém okoli bodu a. Symbol

o(@) = O(()) pro = — a (0.9)
znaci, ze
. ()]
lim sup <
w—a P()
Podobné symbol
p(z) = o((x)) proz — a (0.10)
oznacuje, ze
o ()]

=0.

)

Podobné je mozné definovat vyraz
apn, = O(by,) nebo a,, = o(b,) pro n — o,

kde ay, b, jsou prvky posloupnosti.

Dodatek ,pro z — a* se ¢asto vynechava, pokud je jasné, o které a se jedna.
Je to zejména v pripadech a = 0 ¢i a = oo, pfipadné u posloupnosti, kde je zfejmé,
7e n — oo. Casto pouzivany vyraz je také O(h¥), resp. o(h¥), kde 1 (h) = h*,
pricemz zpravidla h — 0.

P1i pocitani s vyrazy obsahujici symboly O a o plati nasledujici pravidla:

O(¢(x)) + O((z)) = O(y(x))
o((x)) +o(¥(x)) = o(y(x))
O(p(x)) - OW(x)) = OY(x) - ()
O((x)) -o(V(x)) = ofip(x) - V()
o(y(x)) O(¥(x))
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Tyto rovnice nejsou symetrické, plati jen zleva doprava. Napf. posledni rovnice
znadi, ze funkce spliiujici rovnici (0.10) spliiuje také rovnici (0.9). Opacéné to ovSem
neplati.

Pokud za funkci ¢(z) vezmeme konstantu 1, dostdvame vyrazy ¢(x) = O(1)
a ¢(x) = o(1). Prvni z nich znamend, ze funkce ¢ je omezend v okoli bodu a,
druhy, ze ¢ mé limitu 0 v bodé a.

Cviceni k tivodni kapitole

1. Najdéte primérni chybu, kterd vznikne, jestlize pfibliznych ¢isel je pouzito
k vypoctu:

a) soudtu n d&isel

b) soudinu n ¢isel
¢) podilu dvou éisel
d) mocniny ¢isla, kdy exponent je znidm presné
2. Necht je déano n ¢&isel ay,...,an, kde @; je spravné zaokrouhleno na d; de-

setinnych mist. Chceme spoéitat soucet na d = mind; desetinnych mist.

3
Ukazte, ze je vyhodné&jsi nejprve vSechna ¢isla secist a vysledek zaokrouhlit
na d mist, nez napted kazdé ¢islo a; zaokrouhlit na d mist a pak secist.

3. Budte Z resp. ¢ ¢isla v absolutni hodnoté mensi nez 1 a spravné zaokrouhlena
na 2d resp. d desetinngch mist. Necht |Z| < |§|.Chceme spocitat podil Z/j
na d desetinnych mist. Ukazte, Ze pouziti 2d-mistného délence je vyhodnéjsi,
nez kdyz délence nejdiive zaokrouhlime na d mist a pak délime.
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Kapitola 1

Normy vektoru a matic

Necht C™ resp. R™ je vektorovy prostor vSech usporaddanych n-tic komplexnich
resp. realnych ¢isel. Prvky tohoto prostoru budeme zapisovat ve tvaru sloupcovych
vektor.

Definice 1.1. Vektorova norma na C™ je funkce || - || (z C™ do R) s nasledujicimi
vlastnostmi:

1) ||z >0, VxeC®

2) |z|=0<z=0, o=(0,...,0)"

3) ax| =|a| ||lz||, VaeC, VeeC
4) llz+yll <zl +llyl, ve,yeCm

Priklady vektorovych norem:

1
n 2
1) |||z = <Z |x1|2> (eukleidovska norma)

i=1
n
2) x|l = > |l (oktaedrickd norma)
i=1
3) |l&llcc = max |z (krychlova norma)
1<i <n
Kazd4 vektorova norma indukuje metriku danou vztahem o(x,y) = ||z — y||.

Pripomenme jesté definici konvergence posloupnosti vektori vzhledem k dané
norme.

Definice 1.2. Rekneme, Ze posloupnost {mk}zozl vektort z C™ konverguje k vek-
toru & € C" vzhledem k normé || - ||, jestlize pro libovolné € > 0 existuje index
N = N(e) tak, ze

|k — x| < e
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pro Vk > N(e).

Necht A je étvercova matice fadu n s redlnymi resp. komplexnimi prvky, tj.

all e e a/].’ﬂ
a1 QA2n
A =
a’ﬂl e e ann

Ozna¢me M., tfidu vSech matic tohoto typu.

Matici A lze povazovat za vektor dimenze n2. Mohli bychom tedy definovat
normu matice jako normu vektoru. Ale z hlediska pozdé&jsich aplikaci je vhodné&jsi
pozadovat, aby norma matice spliiovala dalsi vlastnosti. Z téchto divoda definu-
jeme maticovou normu takto:

Definice 1.3. Maticovd norma na mnoziné M,, je redlna funkce || - || s témito
vlastnostmi:

1) |Al >0, VA eM,

2) ||A|l = 0 < A je nulova matice

3) |lad] = |o| |All, YaeC, VA e M,
4) A+ Bl <[[Al+IBll, ABeM,
5) [IAB < [ AllIB], A, B €My

Vlastnost 5) se nazyva multiplikationost.

Nékdy je vhodné pozadovat, aby norma matice néjakym zptisobem ,souvisela“
s normou vektoru. Tuto vlastnost nazyvame souhlasnost a jeji definice je nasledu-
jici:
Definice 1.4. Rekneme, Ze maticova norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou
normou || - ||, jestlize

lAzll, < |4l 2], VoeC", VA €M,

Véta 1.1. Necht || - ||, je vektorovd norma na C™. Pak ¢islo
All, = max |Azx
4l = max Aa,
je maticovd norma souhlasnd s danou vektorovou normou || - ||,.

Tato norma se nazyva pridruZend k dané vektorové normeé.
Dukaz. Norma je spojita funkce vektoru . Protoze Ax je rovnéz vektor, je funkce
|Az||, spojita, a tedy dosdhne na uzaviené omezené mnoziné Q = {x: ||z||, = 1}
svého maxima. To znamena, Ze existuje vektor o € C", ||zo||, = 1, tak, ze

Axgll, = max |[Ax||,.
Azl = max |4a],
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Tim je dokézéna existence ¢isla ||A||,. Nyni ukdZeme, Ze jsou splnény vSechny
axiomy maticové normy.

1) Necht A # O, kde O je nulova matice. Pak existuje vektor & € C", |||/, =1
takovy, ze AZ # o a tedy ||Az||, > 0. Proto

[Allo = max |Az|, > [[AZ|, > 0.
I2ll=1

2) Je zifejmé, ze ||Al|, = 0 < A je nulova matice.
3) Pro libovolné a € C plati

aAl|l, = max |[(a¢d)z|l, = max |of [|[Az|, = |of |Al.
ladll, = max l@A)all, = max |l |4al, = o] | 4],

Nez dokéazeme, ze je splnén ¢tvrty axiom, ukdzeme, Ze norma [|Al|, je souhlasna
s danou vektorovou normou.

Necht y # o je libovolny vektor z C™. Vektor = y/||y||, ma normu rovnu jedné.
Pak

1Aylle = [[A(z]lyllo)]| = [lullol Azl < llyllo[|Alle-

Tedy norma ||A||,, je souhlasné s danou vektorovou normou.
4) Necht & € C", ||Z||, = 1, je takovy vektor, ze

I(A+B)Zll, = max [[(A+ B)x],.

Je tedy

A+ B, = (A+ B)Z|, < [[AZ]|, + || BZ||, <

< max ||Az|, + max |Bz|, = |4, + ||B] -
e lldele + max [IBxll, = [l + 15,

5) Pro matici AB najdeme vektor & € C", ||Z|, = 1, takovy, ze

AB)Z||, = max ||[(AB)z||,.
I(AB)z], = max l(AB)al,

Pak je
IAB|, = [(AB)Z|, = [[A(BZ)[|, < [|Allo|BE|, <
< AllelBllollZl, = [[Allo]Blle-

O

Véta 1.2. PridruZend maticovd norma je nejvyse rovna libovolné maticové normeé
souhlasné s danou vektorovou normou.
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Dukaz. Necht | - || je maticovd norma souhlasna s danou vektorovou normou
I - |l Pak plati
Az, < [|A[l 2|,

Vime, Ze existuje takovy vektor g € C", ze ||zo||l, = 1, [|A]le = ||Azo]|, a odtud
plyne

[Alle = lAzoll, < [IA]] lzoll, = [[All,
a tedy [|Afl, < [|All o
Véta 1.3. Necht maticovd norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou normou

| - |lo. Pak pro vSechna vlastni ¢isla X matice A plati:

AL < [[A]l.-

Dukaz. Necht x je vlastni vektor matice A odpovidajici (nenulovému) vlastnimu
Gislu A, tj. Ax = Azx. Pak je

Azl = Al zlle = |4z, < [|A] [l

jeliko? [|all, # 0, je |A| < [|A]l. 0

Definice 1.5. Necht \j,...,\, jsou vlastni ¢isla matice A. Cislo

o(A) = max ||

se nazyva spektrdlni polomeér matice A.

Véta 1.4. Necht A € M,,. Pridruzené maticové normy k vektorovgm normdm
I M b oo I+ [l2 Jsou ddny vztahy
n
() 14l = max 3° fayl,
n

(i) [|Afloc = max 3 ail,

1<i <n j=1

iii) ||Alls = A*A A*A) je spektrdalni polomeér A*A, kde A* = ZT 70
(iii) Al o( ;0 je sp p , ;P

redlné matice je A* = AT .

Dikaz viz [5].
Poznamka 1. Norma ||Al|2 se nazyva spektrdlni norma matice A.
Necht E € M,, je jednotkova matice. Zfejmé

1Bl = janax [Ex], =1

||, =1

a pro souhlasnou maticovou normu plati || E|| > 1.
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Diilezitou normou souhlasnou s vektorovou normou || - ||2 je Frobeniova norma:

2

n n
IAF = [ D s ?
j=1i=1
Ziejmé plati | E||r = /1.
n
Stopa matice A (tr A) je definovana jako soucet diagondlnich prvkd, tr A = >~ ay;.
i=1
Odtud plyne, Ze ||Al|% = tr(A*A). Déle lze ukdzat, Ze pro maticové normy plati
tyto ekvivalentni vztahy ([5]):

L = Allos < 4]l < vl Alloo
2. || A]l2 < [|Allr < /Al Al
3. ZsllAlL < | All2 < vallAll: -

Piiklad 1.1. Vypoctéte normy ||All2, ||All1, ||Allc & [|A||F pro matici

1 3
(1)
Resent. Je ziejmé || Alj1 = 7, ||Alloo = 6. Dale

v, (10 10 _ 3+10V5
AA_(lO 20>:>)\12—72 =

= o(ATA) = 12.680340 = || Al = 3.5609465 .
Déle ||Allr = (1 4+ 9+ 4+ 16)'/2 = 5.4772256.
P¥iklad 1.2. Necht R je redlna ortogonalni matice, tj. R'R = E, RT = R™L.
Vypoététe | R a | AR]ls, A € M.

Resent. Je |R||3 = o(RTR) = o(E) = 1.
Dale

JAR|Z = o((AR)" AR) = o(RT AT AR) = o(R~1 AT AR) .
Transformace R~'AT AR je podobnostni transformace, kterd neméni vlastni &isla

matice. Odtud plyne, Ze spektralni polomér matice R~*AT AR je roven spektral-
nimu poloméru matice A7 A. To znamena, Ze

IAR|3 = o(RTTATAR) = o(ATA) = || A]3 .

Véta 1.5. Necht |B|| < 1, || - || je souhlasnd s danou vektorovou normou. Pak
matice E — B je requldrni a plati
IE]

E-B) < 11
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Dukaz. Vlastni ¢isla matice B jsou feSenim charakteristické rovnice det(B —
AE) =0.
Odtud

0=det(B—AE)=det(B—E+F —\E) =
=det(B—FE—-(A-1)E).
Tedy matice B — F ma vlastni ¢isla A — 1. Protoze o(B) < || B|| < 1, jsou vSechna
tato vlastni ¢isla rtizna od nuly a tedy matice B — E'i E — B jsou regularni.

Nyni
E=(E-B)(E-B)'=(F-B)'-B(E-B).

Odtud
|E| > [(E-B)'| - ||B(E-B) | >
>|(E-B)7Y - IBl||(E-B)™
a tedy Bl
—1 E
|(E-B)7"| < T- 1B

O

Poznamka 2. Jestlize maticovd norma uvazovana v predchozi vété je pridruzenou
maticovou normou, pak

1

(E-B)7Y < —g7-
| 1< =
Dusledek. Je-li o(B) < 1, je matice E — B reguldrni.

Dikaz plyne ihned z vySe dokdzaného faktu, ze vlastni ¢isla matice £ — B jsou
rizné od nuly.

Cviceni ke kapitole 1

1. Necht v roviné jsou dany dva vektory u, v. Najdéte geometrické misto vek-
tortt w takovych, ze
[u —w| =[v —wl.
Sestrojte tato geometrickd mista pro normy || - ||1, || - |2, | - |leo v PFipadé,
zeu = (0,007, a)v =(1,1)T,b)v =(1,5)7,¢c) v =(1,0)T.
2. Ovéfte, Ze funkce || - || definovand na mnoziné M,, vztahem

1
P

1Al ={ > lail?

i,j=1

je maticova norma praveé tehdy, kdyz 1 < p < 2.
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3. Necht A = (a1, ...,a,), kde a; je j-ty sloupec matice A. Dokazte, ze
n
1A =D lail3 -
i=1

2 11
4. Promatici A= | 2 3 2 | vypoctéte || A|1, [|4]2 a ||Allco-
1 2

—_

(Resent: [|A|l; = 5, ||All2 = /o(ATA) = 5,203 527, ||Allec = 7.)
5. Necht k matici A existuje inverzni matice A~!. Ukazte:

a) Je-li A # 0 vlastni ¢islo matice A, x je pFislusny vlastni vektor, pak 1/
je vlastni ¢islo matice A~! s vlastnim vektorem x.
b) Pro libovolnou pfidruZenou maticovou normu plati

1
A=

<Al

6. Necht R je redlnd ortogondlni matice. dokazte, ze pak ||AR||r = || A F.
(Resent: ||AR||% = tr((AR)T AR) = tr(RT AT AR). Na druhé strané tr(A) =
> Ay kde A; jsou vlastni éisla matice A. Jelikoz matice ATA a RTATAR

i=1
maji stejnd vlastni ¢&isla, je tr(ATA) = tr(RTATAR) a tedy |AR|r =
A7)

7. Ukazte, ze spektralni norma symetrické matice je rovna jejimu spektralnimu
poloméru.

(Reseni: Je-li A symetricka matice, pak jsou viechna jeji vlastni ¢isla redln4.
Jsou-li A1,...,\, vlastni &isla této matice, pak matice A2 = AT A m4 vlastni
¢isla A2,... A2, Pak || A]|3 = o(AT A) = 9(A?) = max A2 = 0?(A))

<in

8. Necht P a @ jsou ortogonalni matice. Pak plati:

a) |QAP|r = || Allr
b) |QAP2 = [l All2
(Resen:
a) [QAP|% = tr((QAP)TQAP) = tr((AP)" Q"QAP) = tr((AP)" AP),
nebot QTQ = E.
Stopa matice je invariantni vzhledem k podobnostni transformaci a z
toho plyne (viz cvideni 6), ze tr((AP)T AP) = tr(AT A) = || A||%.

b) |QAP[3 = o(QAP)TQAP) = o((AP)TQTQAP) = o(PTATAP) =
o(AT A) = | AJ}3 (viz pt. 1.2) )
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Kontrolni otazky ke kapitole 1

1. Mtze byt maticova norma definovana vztahem
Al = max |a;|?
,j<n
Tlustrujte na ptikladeé.

2. Je Frobeniova norma piidruzend k vektorové normé || - ||2?

3. Necht Q € M,, je ortogondlni matice. Pak ||Qz||2 = ||z||2. Dokazte. Plati
toto tvrzeni i pro normy || - |1, || - lloos || - |77



Kapitola 2

Reseni nelinearnich rovnic

Tato kapitola se bude zabyvat numerickymi metodami feSeni nelinedrnich alge-
braickych a transcendentnich rovnic v ptripadech, kdy presné feSeni nelze ziskat
algebraickymi metodami. Budeme se tedy zabyvat hleddnim kofent, zejména re-
alnych, rovnice

fl@) =0, (2.1)

kde z je redlna proménna a f je v né€jakém smyslu ,rozumna“ funkce.
Cislo &, které je fesenim rovnice (2.1) budeme nazyvat kofenem funkce.
P1i hledani kotenti 1ze postupovat takto:

A) Separace kofend, tj. nalezeni intervald, ve kterych lezi vzdy prévé jeden kofen
rovnice (2.1).

B) Zpresnénd téchto kofend.

Pro separaci kofenil lze uzit znamé véty z matematické analyzy:

Véta 2.1. Necht f € Cla,b] a necht f nabgvd v koncovych bodech intervalu hodnot
s opacngmi znaménky, tj. f(a)f(b) < 0. Pak uvniti tohoto intervalu leZi alespori
jeden koten rovnice (2.1). JestliZe existuje f' a md konstantni znaménko v tomto
intervalu, pak existuje pravé jeden koten £ € (a,b).

Pfi separaci kofenil postupujeme tak, ze nejdfive urc¢ime znaménka funkce f
v hrani¢nich bodech jejiho definiéniho oboru. Pak uréujeme znaménka funkce v bo-
dech, jejichz volba je urcena chovanim funkce f.

§ 2.1. Metoda bisekce

Na vété 2.1 je zalozena velmi jednoduchd numerickd metoda pro nalezeni korent
— metoda bisekce neboli metoda pileni. PopiSme nyni struéné tuto metodu.
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Necht f € Cla,b] a necht f(a)f(b) < 0. Podle véty 2.1 lezi v intervalu [a, b]
alespori jeden kofen rovnice f(x) = 0. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze tento
kofen je jediny. Polozme ag = a, by = b, sg = %(ao + bo).

Je-li f(ao)f(so) <0, lezi kofen v intervalu [ag, so] a poloZime a3 = ag, by = so
a postup opakujme pro interval [ag, b1].

Je-li f(s0)f(bo) < 0, lezi kofen v intervalu [sg, bg] a polozime s = a1, by = by
a postup opakujme pro interval [ag, b1].

Je-li f(sg) =0, je sop = & a kofen je nalezen.

Timto zptusobem dostaneme posloupnost intervald

[a(),b()] D) [al,bl] D...D [an,bn] Doy,

pfiéemz f(ay)f(bn) <0,m=0,1,...
Pro koncové body téchto intervalt plati

aw<ar<a<...<a,<ap <. <E

a délky téchto intervali jsou dany vztahem

bo — aop
bn—anzT, n=1,2,...

Protoze posloupnosti {a, }, {b,} jsou omezené, monotonni a délka intervald [a,,, by ]
konverguje k nule, plati

lim b, = lim a, =¢&.

n—oo n—oo
Nyni snadno ukézeme, Ze £ je kofenem rovnice f(x) = 0. Funkce f je spojité a plati
flan)f(by) <0,m=0,1,.... Odtud

lim f(b,)f(an) = f2(€) <0,

n—oo

ale odtud plyne, ze f(§) = 0.
7 uvedeného postupu rovnéz plyne, zZe

b—a an + by,
|Sn_§|§2n+1, Sp = 5 .

Je totiz £ € [an,bpn], by — an = (b —a)/2™ a tudiz |s, — & < (bn — an)/2 =
(b—a)/2"t1L.
Uvedené uvahy mizeme zformulovat v nasledujici véte.

Véta 2.2. Necht f € Cla,b], f(a)f(b) <0 a necht f md v intervalu [a,b] jeding
koten £. Pak metoda bisekce generuje posloupnost s, = (an+b,)/2,n=0,1,2,...,
kterd konverguje ke kotenu & a aprorimugje koven £ takto:

b—a

lsn — €| < on+l” (2:2)
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Nez uvedeme piiklad na ilustraci metody bisekce, zminime se o problému zasta-
veni vypoctu pii pouziti numerické metody pro nalezeni korene. Pfedpokladejme,
7e numerickd metoda generuje posloupnost {z*} konvergujici ke kofenu ¢ a necht
je dana pozadovana pfesnost € > 0. Jako kritérium pro zastaveni vypoctu lze
predevsim doporudit

PRk
| e | <e (2.3)
nebo
|eF T — k| < e (2.4)
[f(z*)] <e (2.5)

Kritéria (2.4) a (2.5) nejsou obecné vizdy vhodnd, nebot i kdyz |zFT! — zF| < ¢,
nemusi také byt |2+ —¢| < € a totéz plati pro kritérium (2.5). Z téchto dtvodi je
nejvhodnéjsim kritériem pro zastaveni vypoctt kritérium (2.3). Na druhé strané,
u nékterych ddle uvedenych metod lze bez problémii pouzit kritérium (2.4), nebo
je vhodné soucasné pouziti (2.4) a (2.5) (viz obrazek 2.1).

Rovnice f(z) = 2 — 2 — 1 ma podle véty 2.1 v intervalu [1,2] pravé jeden

kofen. Podle Cardanovych vzorct je tento kofen £ dan vztahem

E=a+h, a= 5=1l5-

s/ 1 V23 51 V23
2 2 6V3’
tj. € =~ 1,3247179572447.
Tuto rovnici budeme v této kapitole povaZovat v jistém smyslu za ,testovaci®
pro jednotlivé metody, to znamend, Ze tyto metody budeme aplikovat na nalezeni
kotene této rovnice.

P¥iklad 2.1. Metodou bisekce najdéte koien funkce f(z) = 2® — z — 1 lezici
v intervalu [1, 2] (obr. 2.2).

Gnp bn bn — an
1,000000 | 2,000000 | 1,000000
1,000000 | 1,500000 | 0,500000
1,250000 | 1,500000 | 0,250000
1,250000 | 1,375000 | 0,125000
1,312500 | 1,375000 | 0,062500
1,312500 | 1,343750 | 0,031250
1,312500 | 1,328125 | 0,015625
1,320312 | 1,328125 | 0,007812

O TR W O3

Je tedy sy = 1,3242185 a pro chybu aproximace plati |s7 — &| < 1/28.
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Neomezena oblast: Obdélnikova oblast:
|f(z)| <eVi]z—¢l <0 |fz)| <enlz—¢l <0

Obr. 2.1: Kritéria k zastaveni itera¢niho procesu

Poznamka 1. Pii aplikaci metody bisekce je tfeba vénovat pozornost ovéreni
predpokladi: f € Cla,b], f(a)f(b) < 0. Nésledujici pfiklad ukazuje, jaké problémy
mohou nastat pri nesplnéni nékterého z predpoklad.

Piiklad 2.2. Uzitim metody bisekce najdéte kofen funkce f(z) = (iﬂg;.
Reseni: Kofen ¢ lezi v intervalu [1,5;2, 5], nebot f(1,5) <0, f(2,5) > 0.
Polozme ag = 1,5, by = 2,5. Pak sg = (1,54 2,5)/2 = 2, ale funkce f(z) = (4o —
7)/(z — 2)? neni definovana v bodé z = 2. Metoda bisekce ,selhala®, nebot dana
funkce neni spojitd na [1,5;2,5] (obr. 2.3). Vhodny interval pro pouZziti metody
bisekee je [1,5;1,9]. Opét plati f(1,5) <0, f(1,9) > 0, ale funkce f € C[1,5;1,9].
Metodou bisekce s poc¢ateénimi hodnotami ag = 1,5, by = 1,9 ziskdme posloupnost
so=1,7,s1 =1,8, so = 1,75. Hodnota sy = 1,75 je hledany koten &.

§ 2.2. Metoda prosté iterace

Nyni se budeme zabyvat itera¢nimi metodami pro nalezeni kofenii rovnice (2.1).
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§ 2.2. Metoda prosté iterace
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Obr. 2.2: Metoda bisekce
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Obr. 2.3: Graf funkce f(z) = (2325;2

Tyto metody jsou zaloZeny na FeSeni ekvivalentni ilohy 2 = g(x), tj. na nalezeni
pevnych bodu funkce g. Bod £ je pevnym bodem funkce g jestlize g(§) = £. Ekvi-
valentnost aloh z = g(x) a f(z) = 0 znamena: jestlize £ je pevny bod funkce g, pak
¢ je kofen funkce f a naopak. Nejdfive se budeme zabyvat itera¢nimi metodami
pro nalezeni pevného bodu £ a pak volbou vhodné funkce g.

Véta 2.3. Necht g € Cla,bl,g : [a,b] — [a,b]. Pak funkce g md v intervalu
[a,b] pevny bod. Jestlize g spliiuje navic Lipschitzovu podminku s konstantou ¢,
0<qg<1

lg(x) —gW)| < qlz —yl,  Va,y € [a,b],

pak g ma v intervalu jeding pevny bod.

Dukaz. Jestlize g(a) = a nebo g(b) = b, je existence pevného bodu zfejma.
Piedpokladejme nyni, Ze g(a) > a, g(b) < b a uvazujme funkci h, h(z) = g(z) — .
Ziejmé h € Cla,b] a dile

h(a) = g(a) —a >0, h(b) = g(b) —b< 0.

Z vlastnosti spojitych funkci plyne, Ze existuje bod & € (a,b) tak, ze h(£) = 0, tj.
g(&) —€=0= ¢ = g(&) a tedy & je pevny bod funkce g.

Necht funkce g spliiuje Lipschitzovu podminku s konstantou ¢, 0 < ¢ < 1.
Predpokladejme, ze existuji dva pevné body &, 7. Nyni pro tyto body plati

€ =nl=19(&) =g < ql¢ —nl <|& =l
coz je spor a odtud plyne, ze £ = 1. ]
Dusledek. Necht g € Cla,b], g: [a,b] — [a,b] a

g (z)| <g<1,  Vzelab.

Pak g md v intervalu [a,b] jeding pevny bod.
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Drikaz ihned plyne aplikaci véty o stfedni hodnoté:

lg(z) —gW) =g (@) |z -yl < qglz—yl, aec(ab).

Poznamka 2. Predpoklady uvedené ve vété 2.3 jsou postacujici, ale nikoliv nutné
pro jednoznacnost pevného bodu.

Piiklad 2.3. Je déna funkce g(z) =377, ¢’(z) = =377 1n3 < 0 na [0, 1]. Funkce g
je tedy klesajici na intervalu [0, 1]. Dale g(1) = £ < g(z) < 1 = g(0). Odtud plyne,
7e funkce g zobrazuje interval [0,1] do sebe. Déle ¢’(0) = —In3 = —1,09861,
a tedy |¢'(z)] £ ¢ < 1 na intervalu [0,1]. Ale je jasné, Ze pevny bod je jediny,
nebot g je klesajici (viz obrazek). Jak je t¥eba ,z0zit“ interval, aby byla splnéna
podminka |¢'(z)| < ¢ <1 (viz obrazek 2.4)?

a

_—
//
—x
o.o gx)=3 _— T
—
-
o.8 _— V=X -
//
0.7 — — —
- -
////

o6 - B

0.5 1 -
" |

o.a- //// | -
— |

— _
o3 - |
_— |

0.2 //// | —

_—

— |

oal - 4
- I

-

o = 1

Obr. 2.4: Graf funkce g(xz) =37%

Poznamka 3. Resit rovnici x = g(x) geometricky znamend hledat prisecik primky
y =x s kifkou y = g(x).

Zabyvejme se nyni numerickymi metodami urceni pevného bodu funkce g.
Necht g € Cla,b], g: [a,b] — [a,b] a zvolme libovolnou poéateéni aproximaci
2% € [a,b]. Generujme posloupnost {z*}$2 , takto:

gt = g(aF), k=0,1,2,... (2.6)

Funkci g nazyvédme iteraéni funkci a metodu (2.6) iteraéni metodou nebo také
metodou prosté iterace.

Itera¢ni metoda (2.6) patf{ mezi jednokrokové itera¢ni metody, nebot vypodet
P *1 zavisi pouze na jedné predchozi aproximaci x*. Obecné jsou funkcionélni
itera¢ni metody tvaru

a* = g2k, PRI >0 (2.7)

Tyto metody nazyvame j-krokovymi metodami.
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Otézkou nyni je, za jakych predpokladi bude itera¢ni posloupnost! (2.6) resp.
(2.7) konvergovat a jak rychle bude tato posloupnost konvergovat k pevnému
bodu €.

V dalsi ¢asti této kapitoly bude mit znacny vyznam fad itera¢ni metody jako
,mira‘ rychlosti konvergence metody. Definujme nejdiive chybu k-té iterace vzta-
hem

er = aF — €.

Piedpoklddejme nyni, Ze metoda (2.7) je konvergentni:

lim zF = ¢.
k—o0

Existuje-li nyni realné ¢islo p > 1 takové, ze plati

i 125 el
k—oo |{L‘k—§|p k—o0 |€k|p

=C#0,

fekneme, ze dana iteracni metoda je 7ddu p pro bod &. Konstanta C se nazyva
asymptotickou konstantou chyby a zavisi na funkci g. PoZzadavek C' # 0 znamena,
ze C' # 0 pro obecnou funkci g. Tento pozadavek zarucuje jednoznacnost Cisla
p. Jestlize pro néjakou funkci g je konstanta C rovna nule, pak itera¢ni metoda
konverguje rychleji nez obvykle.

Zabyvejme se nyni jednokrokovymi itera¢nimi metodami. Nasledujici véta uka-
zuje, ze Tad téchto metod je prirozené ¢islo.

Véta 2.4. Necht funkce g md v okoli bodu & derivace aZ do Tddu p > 1 vcetné.
Iteracni metoda ! = g(2*),k = 0,1,... je 7ddu p tehdy a jen tehdy, kdy? plati

E=g(6), g9E=0, 1<j<p,  ¢gPE£0.

Dukaz. Vyjadiime funkci g v okoli bodu £ pomoci Taylorova vzorce

.Ik _ \p—1 .Ik _A\p
oh) = 6+ (0 = 9 (@) + oo E g0+ T g0 -

—9" (@), (2.8)

kde bod « lezi v intervalu uréeném body z* a ¢. Protoze x*+1 = g(2*), dostaneme
z predchoziho vztahu

kE_ ey
o= T o) (2.9
p!
a tedy
g [P
e T 70

IN&kdy také Fikdme, Ze ,iteracni metoda konverguje“ misto ,,posloupnost konverguje“.
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Metoda je tedy radu p > 1, p pfirozené cislo.

7 druhé strany: Nechf pro nékteré j,1 < j < p, plati g\ (¢€) # 0. Pak z (2.8)
plyne, #e metoda nemtize byt fadu p. Rovnéz, jestlize g (&) = 0, pak z (2.9)
plyne, Zze metoda neni fadu p. O
Véta 2.5. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.3. Pak pro libovolnou pocdtecni
aprozimaci 1° € [a,b] je posloupnost {x*}3° . a% = g(2*~1), konvergentni a plati
klirgo zF =€, kde € je pevny bod funkce g.

Dukaz. Funkce g zobrazuje interval [a,b] do sebe. Odtud plyne, Ze posloupnost
{xk}22, je definovana pro viechna k > 0 a z* € [a, b] pro vSechna k. Dale

|2* — €] = [9(") —g(©)] < " —¢].

Indukci odtud plyne, ze
2% —¢] < ¢" |a® —¢].

Jelikoz 0 < ¢ < 1, je
lim |2" —¢| =0
Jim [+" —¢] =0,
a tedy posloupnost {xk}zozo konverguje k pevnému bodu &. O

Dusledek. Necht funkce g spliiuje predpoklady véty 2.3. Pak pro posloupnost
{2*}72, 2° € [a,b], a* = g(a*1), plati

k
|2k —¢| < q_q\xo—xl\, Vb > 1. (2.10)

1

Dukaz. Z konstrukce itera¢ni posloupnosti plyne:
’xk+1 _xk’ _ ‘g(xk) _g(xkq)‘ < q’xk _xkfl‘ <...<g" ‘xl —ZCO’.
Déle prom >k > 1

‘xm _xk‘ S ‘xm _Im—1| + ‘Im—l _Im—Z‘ 4.+ ‘xk-i-l _xk‘ S
< gmt ‘xl _xo‘ g2 ’xl _xo‘ o 4qk ‘xl _xoy _
=¢F (1+q+...+qm_k_1) ‘ZCI —:CO|.
Jelikoz jsou splnény pfedpoklady véty 2.5 o konvergenci iteracniho procesu, je
lim ™ = £ a plati

m— 00

m—00

o k
_ 2k = g m _ k| < k|l 0 i_ 4 1_ 0]
‘5 :17‘ im |z x|_q‘:1: x|;q 1_q|x 3:‘

Je zrejme, Ze véeta 2.5 je disledkem zndmé Banachovy véty o pevném bodé.
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Poznamka 4. Rychlost konvergence zavisi na faktoru ¢*/(1 — ¢). Je-li ¢ malé,
rychlost je vétsi. Pro ¢ blizké 1 je konvergence pomald. Vztahu (2.10) lze uzit jako
kriteria pro zastaveni vypoctu.

Podivejme se nyni na problematiku iterac¢nich procesti a pevnych bodi z geome-
trického hlediska. Uvedeme klasifikaci pevnych bodt. Tato klasifikace je pomérné
hruba, ale pro nase ucely je postacujici.

Definice 2.1. Pevny bod ¢ funkce g € Cla, b] se nazyva

a) pritahujici (atraktivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli V' tohoto
bodu ¢, Ze pro kazdou poéateéni aproximaci z° € V posloupnost iteraci
{xk}oo konverguje k bodu &

k=0 gl :

b) odpuzujici (repulzivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli U bodu &,
7e pro kazdou pocateéni aproximaci 20 € U,z° # ¢, existuje takové k, Ze
k
¥ ¢ U.

Nasledujici véta uvadi, kdy je pevny bod pritahujici a kdy je odpuzujici.
Véta 2.6. Necht g € Cla,b], g : [a,b] — [a,b] a necht £ je pevny bod.
a) Jestlize pro vsechna x # £ z néjakého okoli V' bodu & plati
‘79(“2:2(0’ <1, (2.11)
pak & je pritahujici pevny bod.
b) Jestlize pro vSechna x # £ z néjakého okoli U bodu & plati
‘9(27:?(0‘ > 1, (2.12)
pak & je odpuzugici pevny bod.
Dikaz viz [19)].
Dusledek. Necht g € Cla, b, g : [a,b] — [a,b] a necht g md v bodé & derivaci.
a) Je-li |g'(§)| < 1, pak £ je pritahujici pevny bod.
b) Je-li |¢'(€)| > 1, pak & je odpuzujici pevny bod.
Obrézky 2.8 a 2.9 zndzornuji pfitahujici a odpuzujici body funkce g(z) =
Az(1 — z). P¥ipad |¢'(§)| = 1 je tfeba vySetfovat zvlast. Mlze nastat situace,

Ze pri pocatecni iteraci na jedné strané okoli bodu & proces konverguje a na druhé
strané diverguje (viz obr. 2.5).

Umluva. Pro itera¢ni proces plati

et =g, P =g@)=g(gR"), 2*=g(g9(9(")).
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2‘2 213 214 215 216 217 2‘.8 2‘.9 3
Obr. 2.5: Ptipad ¢'(§) =1
Obecné lze iteraci 25+ definovat rekurzivné takto:
k+1 _  k+1(..0
- g (:E )7
pricemz
1. _ k+1 _ k
gt (@) =g(x),  ¢"Hz) =g(d"(2)).
Funkce g* se nazyva k-td iterace funkce g (viz obr. 2.6).
1
0.9 + o a(x) _ :
;" P ’ //\/\ A hy
0.8 (! / b \\ /s M) I'r
[ I \\\ 1. M I
0.7 ! / D 7 b L
P WD ! N
0.6 ! h \ ! Wog
| ! \ v / Yy |
0.5 " V! A ~ PN 7’ ! Y 1
| v N F ST // ! [
0.4 | ns Sl e \ a
! ENO) ~ 5209 N A
0.3 |, ¥
\
] K|
02 Jex .
0.1 ¢ \T
0 1 1 1 1
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 2.6: Grafy iteraci funkce g(z) = 3,52(1 — z)

Doposud jsme se zabyvali otdzkami konvergence a divergence posloupnosti
{xk} Ale nékdy je uziteéné zabyvat se posloupnostmi, které jsou periodické. Za-
kladnim pojmem je zde pojem cyklu a jeho fadu.
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Definice 2.2. Necht g € Cl[a,bl,g: [a,b] — [a,b]. Rekneme, Ze bod 2° € [a, ] je
bodem cyklu Fddu n funkce g, nebo ze x° generuje cyklus ¥ddu n, jestlize g™ (2°) =
20, gF(2%) # 2% prok=1,2,...,n — 1.

Poznamka 5. Je-li 2° bod cyklu fa4du n, pak je pevnym bodem funkce g™.

jus

Uvazujme rovnici # = sin §x + 2. Funkce g(z) = sin 2 + 2 ma pevny bod
¢ = 2. Zvolme pocatecni aproximaci 2° = 1. Pak z! = g(2°) = 3, 2% = ¢2?(20) = 1.
Bod z° = 1 tedy generuje cyklus fadu 2.

Cyklus je ilustrovan na obr. 2.7.

Obr. 2.7: Metoda prosté iterace, z = sin () + 2

Vysetfujme nyni pevné body funkce g(z) = Az(1 — z), z € [0,1], A € [0,4]
v zévislosti na parametru A. Tato funkce se pouzivd na modelovani nékterych bi-
ologickych jevii. Za uvedenych pfedpokladii je funkce g spojitd na intervalu [0, 1]
a zobrazuje tento interval do sebe. Protoze jsou splnény predpoklady prvni ¢asti
véty 2.3, mé funkce g v intervalu [0, 1] alesponl jeden pevny bod. V tomto jedno-
duchém pripadé pevné body snadno vypocteme a vysetiime jejich vlastnosti.

Resime-li rovnici

x = Ax(1 — )

dostaneme pro A € [0, 1] pravé jeden pevny bod & = 0 a pro A € (1,4] prévé dva
pevné body &1 =0, & = 1 — 1/A. Rozebereme nyni jednotlivé ptipady.

1. A€ 0,1]. Je ¢'(z) = A — 2Ax; ¢'(0) = A < 1. Funkce mé jediny pevny bod
& = 0; graf funkce lezi pod pfimkou y = = a bod & = 0 je tedy pritahujicim
pevnym bodem (i pro A = 1) (viz obr. 2.8).

2. A € (1,3]. V tomto pfipadé ¢’'(§1) = A > 1; ¢’(§&2) = A — 2. To znamen4,
Ze bod & je odpuzujicim pevnym bodem a & je pro A € (1, 3) pfitahujicim
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1
k xF g(z%) o® |
0 | 0,5500 | 0,2351 o-8
10,2351 | 0,1708 0.7 1
2| 0,1708 | 0,1346 0.6 1
3 10,1346 | 0,1106 0.5 .
4 | 0,1106 | 0,0935 o4 i
5 10,0935 | 0,0805
6 | 0,0805 | 0,0703 o3 ]
7 | 0,0703 | 0,0621 0.2 | 1
0.1 | 1
o |
X 1
Obr. 2.8: Metoda prosté iterace, A = 0,95, &1 =0
pevnym bodem, nebot |¢'(&2)] < 1. Pro A = 3 je |¢'(§2)] = 1, ale i v tomto
piipadé lze ukazat, Ze posloupnost {#*} bude konvergovat k pevnému bodu
&2, 1 kdyZ konvergence bude pomalda (viz [19] a obr. 2.9).
0.9 q
k] 2 ] ga®) o8 ]
0 | 0,1500 | 0,3187 '
1| 0,3187 | 0,5429 o7 ]
2 | 0,5429 | 0,6204 0.6 - ]
3 | 0,6204 | 0,5888 0.5 1
4| 0,5888 | 0,6053 o ]
5| 0,6053 | 0,5973 oa ]
6 | 0,5973 | 0,6013
7 10,6013 | 0,5993 -2 1
0.1 1

0.5

Obr. 2.9: Metoda prosté iterace, A = 2,5, £&2 = 0,6

. A € (3,4]. Pro tyto hodnoty A jiz existuji cykly raznych adi. Pro jisté hod-

noty A existuji posloupnosti generované libovolnym prvkem x° € [0, 1], které
jsou bud periodické nebo konverguji k periodické posloupnosti. Existuje také
kritickd hodnota A = A, = 3,5700... takova, ze pro A > A. lze vzdy najit
takovou po¢ateéni aproximaci 2° € [0, 1], Ze v odpovidajici itera¢ni posloup-
nosti neexistuje zadna zakonitost. Tato posloupnost mtze byt dokonce tak
neusporadand, ze ji lze pokladat za posloupnost ndhodnych ¢isel a tomuto



36 2. RESENi NELINEARNiCH ROVNIC

jevu fikdme chaos (viz obr. 2.10). Zde se nebudeme podrobné zabyvat témito
otazkami. Podrobnéjsi informace lze najit napf. v [19)].

k P g(z*)
0 | 0,500000 | 0,937500 1
1 | 0,937500 | 0,219727 oo INEZE
2 | 0,219727 | 0,642926 os | o T
3 | 0,642926 | 0,860896 o7 | iy,
4 | 0,860896 | 0,449077 o6 | o ]
5 | 0,449077 | 0,927776 os | X o Co
6 | 0,927776 | 0,251279 ‘ ol Ao oo - I
7 10,251279 | 0,705518 o-4 r X | ]
8 | 0,705518 | 0,779109 0.3 r G ]
9 | 0,779109 | 0,645367 o2t/ 7777 T T 1
10 | 0,645367 | 0,858256 o1 | -
11 | 0,858256 | 0,456197 o ‘

o 0.5 1

12 | 0,456197 | 0,930305

Obr. 2.10: Metoda prosté iterace, A = 3,75, £&2 = %

Jako pfiklad ukdzeme, Ze pro kazdé A € (3,4] existuje alespoii jedna dvojice
bodi 29, 29, které generuji cyklus fadu 2.
Je ziejmé, Ze body cyklu fddu 2 najdeme fesenim rovnice z = g2(x), tj.

A (Az(l—2)) (1 - Az(1l —2)) = 2. (2.13)
Upravou dostaneme

Adxt —2A%2% + A2(A+1)2® — A%z +2=0.

v o

Pevné body & = 0, & = 1 — 1/A jsou rovnéz feSeni této rovnice. Vydélime tuto
rovnici polynomem (z — 0)(x — (1 — 1/A)) a vysledna rovnice je tvaru

A%2? —AA+ 1Dz +A+1=0. (2.14)
Jeji diskriminant D = A%(A + 1)(A — 3). Odtud plyne:

0<A<3 = D<0 = neexistuje bod generujici cyklus fadu 2.

A=3 = D=0 = kvadratickd rovnice ma dvojnasobny kofen & =
1-1/A=2/3.
3<A<4 = D>0 = kvadratickd rovnice ma dva realné rizné kofeny
29,29, které generuji cyklus fadu 2.

Napiiklad lze snadno ovéfit pro A = 1 + /5 jsou body cyklu fadu 2 body
29 =0,5; 29 = 3+ v5)/(2(1 +V5)) (viz obr. 2.11).
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1
s e 0.9 r i
i - 9(”) os}t T =---- ,
0 | 0,5000 | 0,8090 | .
1| 0,8090 | 0,5000 o7 r ; | i
2 | 0,5000 | 0,8090 0.6 | | | ]
30,8090 | 0,5000 os | /Lo ___ ]
4 | 0,5000 | 0,8090 o4l | ]
5 | 0,8090 | 0,5000 os | | 7
6 | 0,5000 | 0,8090 ' ‘
7 | 0,8090 | 0,5000 0.2 ¢ i ]
0.1 | i
|
OO 0.5 1

Obr. 2.11: Metoda prosté iterace, A = 1+ /5, &2 = v/5/(1 + v/5)

Pro uréitou hodnotu A > 3 vznikne prvni 4-cyklus. Od hodnoty A = A, =
3,5700... se objevuji cykly ¥adu 2°p, p > 1 je liché ¢&islo. Pro hodnotu A = 1+/8
vznikne prvni 3-cyklus.

Otézkami cyklii se obecné zabyval A. N. Sarkovskij. Uvedeme bez diikazu jeho
zndmou vétu (podrobnéji viz [19]).

Véta 2.7. (Sarkovského véta). Necht g € Cla,b], g: [a,b] — [a,b]. Na mnoziné
prirozenych cisel definujme usporaddni takto:

3<5<T7T<...<23<25...<23<2'5< ...

L=l 29 <28 <4<2<1.

Jestlize g ma cyklus radu m, m < n, pak md g cyklus rddu n.

§ 2.3. Hledani vhodného tvaru itera¢ni funkce

Zabyvejme se nyni volbou vhodné itera¢ni funkce g pro feSeni rovnice f(x) = 0.
Jednou z moznosti je ,vhodn&“ vypodéitat x z rovnice f(x) = 0. Ale tento postup
neni vzdy jednoduchy. Nékteré mozné postupy ukazuji nasledujici priklady:

Priklad 2.4.

1. Najdéte vhodnou itera¢ni funkci pro nalezeni nejvétsiho kladného koiene
rovnice 2% + z — 1000 = 0.

Reseni. g(x) = /1000 — z.

2. Pro rovnici z — tg z = 0 najdéte vhodnou iterac¢ni funkci pro uréeni nejmen-
$tho kladného kofene.
Reseni. Nejmensi kladny kofen lezi v intervalu [r, 27) a vhodné iteracni
funkce jsou napfiklad
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1 1

(@) gle) = o = 5 o

(b) g(z) = arctgx + .

P¥iklad 2.5. Pro funkci z pitkladu 2.1, tj. f(x) = 23 —  — 1, najdéte vhodnou
itera¢ni funkci pro kofen ¢ € [1,2]. Obrazky 2.12 a 2.13 ilustruji chovani itera¢ni
posloupnosti pro rizné volby itera¢ni funkce g. Je zfejmé, ze vhodna itera¢ni funkce
je funkce g(z) = (z + 1)3.

a) g(z)=(zx+1)3 b) g(z)=a®-1
20 =1 2= 13
2! = 1,259921050 = 1,197
22 = 1,312293837 22 = 0,715072373
23 = 1,322353819 23 = —0,634363117
xt = 1,324268745 xt = —1,255278226
x® = 1,324632625 x® = —2,977971306
26 = 1,324701749 20 = —27,40958194
27 = 1,324714878 27 = —20593,41275
28 = 1,324717372
29 = 1,324717846

Obr. 2.12: Metoda prosté iterace, z = (z + 1)%7 29 =1

Podle véty 2.3 je tieba najit takovou funkci g, pro kterou |¢'(z)| < ¢ < 1 v okoli
bodu £.

Lze snadno ovétit, Ze pro itera¢ni funkci g(z) = 2® — 1 nejsou splnény piedpo-
klady véty 2.3 a pro itera¢ni funkci g(z) = (z+1)3 jsou tyto predpoklady splnény

(¢ =1/3¥/4).
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1.5 y=X B

0.5

Obr. 2.13: Metoda prosté iterace, = 23 — 1, 20 = 1,3

Piiklad 2.6. Najdéte vhodnou itera¢ni funkci pro vypocet hodnoty +/25.
Reseni. Zvolme funkci g(z) = % za itera¢ni funkci. Pevnym bodem této funkce je

bod £ = v/25. UkéZeme, Ze funkce g splituje na intervalu I = [2, 6; 3, 5] pfedpoklady
véty 2.3.
Je

5
g (z) = —§x7% = g je klesajici na intervalu I,

a jelikoz g(2,6) = 3,101, g(3,5) = 2,673, zobrazuje g tento interval do sebe.
Dale r -
g//(x) — Ixf , g///(x) _ _gxf .

Odtud plyne, Ze funkce g’ je rostouci a konkévni na I. Tedy

ot
[V

max|g'(z)| = |¢'(2,6)| = 0,596
Funkce g tedy spliuje predpoklady véty 2.3 s ¢ = 0,596 a z véty 2.5 plyne kon-
vergence pro kazdou poc¢ate¢ni aproximaci 2° € I. Zvolme pocateéni aproximaci
2% = 3; dal&i aproximace jsou generovany vztahem z**+! = 5/v/ak:
xl = 2,886751, x? = 2,942831, 23 = 2,914656, x* = 2,928709, x5 = 2,921675,
atd.
Odhad relativni chyby pro z* je roven

IS—I4

=0,0024 .

x4

Z uvedenych piikladt je vidét, Ze pi¥i hledani feSeni rovnice f(x) = 0 je Casto
mozné vytvorit iterac¢ni funkci g vice zpusoby, pficemz ne vzdy jeji vlastnosti
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zarucuji konvergenci itera¢niho procesu. Ve vétsiné piipadt je ale mozné volit
itera¢ni funkci ve tvaru

g(x) =z — M[(),

kde vhodnou volbou konstanty M lze ¢asto zarucit splnéni predpokladt véty 2.3.
Itera¢ni proces méa pak tvar

oFH = b — Mf(2F), M #£o0.

k+1

Geometricky je bod x prisecik osy x a primky prochdzejici bodem (x*, f(x*))

se smérnici 1/M.

Priklad 2.7. Najdéte vhodnou itera¢ni funkci pro vypocet hodnoty In 2.
Resend. Resime rovnici e* = 2, tj. f(z) = e* — 2 = 0. Déle vime, %e z € I = [0,1].
Polozme

g@)=x—Mf(x)=a— M(e" —2).

Nejprve zkoumejme derivaci funkce g:
g(x)=1—Me", |¢'(z)]=|1— Me"|.

Pokud chceme, aby |¢'(z)] < ¢ < 1 na [0,1], musi platit 0 < Me® < 2 proz € I,
tedy 0 < M < 2/e.

Z rovnice g'(x) = 0 dale lehce zjistime, Zze funkce g mize mit lokdln{ extrém jediné
v bodé In(1/M), pokud ale zvolime M < 1/e, lezi tento bod mimo interval I a g
je na I monotonni. Tedy k tomu, aby se interval I zobrazil do sebe, staci, kdyz se
do néj zobrazi krajni body:

9(0)=—-M1-2)=M€]0,1], ¢g(1)=1-—M(e—2)€[0,1].

Pro M < 1/e oba vztahy plati, takZe mZzeme zvolit hodnotu M rovnu napt. 1/3.

§ 2.4. Newtonova metoda

Urc¢it vhodnou iteracni funkci mize byt obtizné. Z tohoto dtivodu se budeme za-
byvat obecnymi postupy, které rovnici f(z) = 0 ,pfifadi“ za jistych pfedpokladii
o funkei f vhodnou itera¢ni funkci. Pfedpokladejme, Ze rovnice f(z) = 0 m4 jed-
noduchy kofen &, tj. f/(£) # 0. Pak pro funkci

W)
W= )

(2.15)

je € pevnym bodem (¢ = ¢(£)). Itera¢ni metoda uréend touto itera¢ni funkci je
tvaru

P
(za predpokladu f’(z*) # 0, k = 0,1,...) a nazyva se Newtonova metoda. Tato
metoda mé jednoduchy geometricky vyznam: bod x*+! je prisecik tecny ke grafu

$k+1 — k f(xk) (216)
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funkce f v bodé [z*, f(2*)] s osou x. Z tohoto diivodu se Newtonova metoda také
nazyva metoda tecen.

Véta 2.8. Necht f € C?[a,b]. Necht ¢ € [a,b] je kovenem rovnice f(x) = 0
a f'(§) # 0. Pak existuje § > 0 tak, Ze posloupnost {xk}iozo generovand New-
tonovou metodou konverguje k bodu & pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° €

[€ = 6,6+ 6] C [a,0].

Dukaz. UkéZzeme, Ze existuje subinterval [¢ — §, & + 6] C [a, b], na kterém iteracni
funkce (2.15) spliiuje predpoklady véty 2.5.

Jelikoz f'(£) # 0 a f’ je spojitd na intervalu [a, b], existuje takové §; > 0, ze
pro vSechna = € [£ — 01,€ + 61] C [a,b] je f'(x) # 0. Tedy funkce g je definovina
a spojitd na intervalu [€ — 01,& + 01]. Déle

oy fPE) = f@)f" (@) f@)f ()
e B 5
pro z € [£ — 61,& + 01], a protoze f € C?[a,b], je g € CH¢E — 61,& + 61]. Podle
predpokladu je f(£) =0, a tedy

f2(€)
Funkce g € C[¢ — 01, & + 61], a tedy z (2.17) plyne, Ze existuje §, 0 < § < 41, tak,
Ze
lg'(z)] <g<1
pro v8echna x € [ — §,& + 4]
Je tfeba jesté ukézat, ze g: [ — 6, £+ 6] — [€— 0, £+ 0], coZ plyne ihned aplikaci
véty o stfedni hodnoté, nebot pro libovolny bod = € [§ — ¢, & + §] plati

l9(z) — €| = |g(x) — g(&)] = |¢' (a)(z = &),

a protoze « lezi v intervalu uréeném body z a &, je |¢'(a)] < ¢ < 1. Odtud
lg(z) — €| < qlz — €| < |z — & <6, atedy g(z) € [{ —6,§ + 0]

Funkee g spliiuje na intervalu [ — 6, £ + §] pfedpoklady véty 2.5 a to znamené,
Ze posloupnost {xk};io generovand Newtonovou metodou konverguje pro kazdou
pocateéni aproximaci 2° € [€ — §, & + 6] ke kofenu . O

Dausledek. Newtonova metoda je metoda druhého tadu pro jednoduchy koven &.

Diikaz plyne ihned ze vztahu (2.17), nebot & = g(£), ¢'(§) =0 a ¢’ (§) # 0.

Priklad 2.8. Newtonovou metodou naleznéte kofen rovnice f(x) = 2% — 2z — 1
lezici v intervalu [1,2].

Reseni. Newtonova metoda je v tomto pfipadé tvaru

k3 _ ok _
Ik-ﬁ-l:xk_(x) " —1
3(zF)2 -1
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k zF f(z")
012 5
11154 1,145755071
2 | 1,359614916 | 0,153704934
3 | 1,325801345 | 0,004624917
4 | 1,324719049 | 0,000004658
5 | 1,324717957 | 2,2204~16
6
5
a _~
3 —
) - _
. -
o - -
Xl
13 1.4 15 1.6 1.7 18 19 2
X

Obr. 2.14: Newtonova metoda, 3 —z —1 =0, 20 =2

Za pocateéni aproximaci zvolme z° = 2. Metoda je ilustrovana na obr. 2.14.
Jelikoz |25 — z%|/2® = 8.1077 a funkéni hodnota f(2°) ~ 5.10712 je 2% velmi

dobrou aproximaci hledaného kofene &, coz je na druhé strané vidét pfimym po-

rovnanim s hodnotou vypoétenou pomoci Cardanovych vzorct (viz pt. 2.1).

Predpoklady uvedené ve vété 2.8 znamenaji, ze Newtonova metoda bude kon-
vergovat, zvolime-li po¢ateéni aproximaci z° ,,dostate¢né“ blizko bodu &. V dalsi
Casti této kapitoly uvedeme metody, které jsou vhodné pro urceni ,dostatecné“
blizké pocatecni aproximace. Jak jsme jiz vidéli, jednou z takovych metod je me-
toda bisekce.

Véta 2.9. Necht jsou splnény pFedpoklady pFedchozi véty. Pak pro posloupnost
{xk}iozo generovanou Newtonovou metodou plati

a) |"tt —¢| < %(Ik —£)?, (2.18)
b) ‘$k+1 —-¢| < %(mkﬂ — zM)?, (2.19)

kde M:ma;(|f”(x)|, m:mi?|f’(x)| >0, I=[—-6¢&6+0)].
zE rE
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Dukaz.

2)

Uzijme Taylorova vzorce ve tvaru

0= 7€) = 169 + e~ o) + 1 EL
kde bod n* lezi mezi body z*, €.
Z Newtonovy metody plyne
T (k) = o () — f ),

Po dosazeni do predchoziho vztahu dostaneme

0= —aH1 () + £ w) + 1) E
a odtud .

[ah ! —¢| = —;f f,((zk))‘l (€~ ") < oo (6~ 2.

Pro dikaz vztahu (2.19) pouzijeme opét Taylorova vzorce:

f(xk-i-l) _ f(,Tk) + f/(xk)(xk-i-l _ xk) + f”(ak)(xk-i-l _ xk)2
2 Y

kde o lezi mezi body z* a z*+1.

Opét z Newtonovy metody plyne, ze
F@®) + f/@h) (@ —a*) =0

a tudiz

B f”(ak)
f(:rk+l) _ 5 (Ik-i-l _

Nyni pouzijeme véty o stfedni hodnoté ve tvaru (f(¢) = 0)

F™h) = f@™h) = f(€) = F1(BN) M —¢),

(% lezi mezi body 2**! a ¢. Dosazenim do piedchoziho vztahu odtud ihned
plyne

%),

ot g = L e iy

21f(8%)

)

a tedy i (2.19).
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Nasledujici véta ukazuje, ze za jistych podminek lze zajistit monotonni kon-
vergenci posloupnosti generované Newtonovou metodou. Tyto podminky se nékdy
nazyvaji Fourierovy podminky.

Véta 2.10. Necht f € C?[a,b] a necht rovnice f(z) =0 md v intervalu jediny ko-
fen £. Necht f', " neméni znaménka na intervalu [a,b], pFicemz f'(x) # 0, Vx €
[a,b]. Necht pocdtecni aprozimace x° je ten z kragnich bodii a,b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f" na intervalu [a,b]. Pak posloupnost {:zrk};ozo
uréend Newtonovou metodou konverguje monotonné k bodu &.

Dukaz. VySetiime pfipad f(a) <0, f(b) > 0, f'(x) > 0, f"(z) > 0, V& € [a,]].
V ostatnich ptipadech je ditkaz obdobny.
Newtonova metoda je tvaru

k
P L R S
fr(a*)
Ditikaz provedeme indukci. Zvolme podle pfedpokladu za pocatecni aproximaci bod
b= 2. Je tfeba ukazat, ze £ < 2! < 0.
Jelikoz o
2= 0 _ f(@?)
f'(a0)
a f(z%) >0, f'(2°) > 0, plyne odtud, Ze ! < 2°.
Dale uzijeme Taylorova vzorce:

')

0= £(O) = £ + 1) - ") + T = a2 P € (6.a0)

Protoze f”(n°)(¢ — 2°)2/2 > 0, plyne z tohoto vztahu, ze
F@®) + f(2°) (€ -2 <0,
nebot soudet ¢lent v predchozim vztahu se rovnéd nule. Odtud ale plyne

CON

¢ < 20 f(xo) 2L

To znamena, ze
€<zl <ab

Nyni za predpokladu, ze plati

§§xk<xk71<...<x0

se stejnym zpisobem ukaze, ze

E<aMt <af <. <2
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Posloupnost {xk}iio konverguje monotonné k bodu &. O

V predchozim piikladu jsme zvolili po¢atecni aproximaci v souladu s témito
podminkami.

Poznamka 6. Nevhodna volba pocateéni aproximace pro Newtonovu metodu
muze vést ke zcela chybnym vysledkim, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.9. Necht je déno ¢islo a > 0. Je tifeba vypoditat pfevracenou hodnotu
tohoto ¢isla bez pouziti déleni. Najdéte vhodnou funkci f a pouzijte Newtonovu
metodu.

Reseni. Vhodna funkce f je tvaru f(x) = 1/x — a.

Newtonova funkce je totiz v tomto pripadé tvaru

1

——a
K
P =gh - T — 9k g (aF)? = 2F(2 — ax®).

Zabyvejme se nyni konkrétni tlohou a zvolme a = 10. Separujme kofen rovnice
f(z) =1/z - 10.
Je ziejmé

£(0,01) > 0,

f(1) <o.

Kofen lezi v intervalu [0,01;1]. Protoze f’(z) = —1/2% < 0 pro = € [0,01;1], je
tento kofen jediny.

Dale f"(z) = 2/23 > 0, x € [0,01;1]. Vhodn4 po¢ateéni aproximace je tedy
20 = 0,01. V§podcet probiha takto:

2° = 0,01 22 =0,03439 .- 27 =0,099882
2! =0,019 2% =0,08147

Pro tuto pocate¢ni aproximaci posloupnost {z*} konverguje monotonné k bodu
£=0,1.
Zvolme nyni poéateéni aproximaci 2% = 1. Jednotlivé iterace jsou:

=1 2 = —656
= -8 3 = —4304672

Poéateéni aproximace 2° = 1 je $patnou pocateéni aproximaci. Doporucujeme
Ctenéfi, aby sestrojil graf funkce f(xz) = 1/2—10, pFislusné te¢ny a jejich priiseciky
s osou z!

Nésledujici priklad rovnéz ilustruje ,zajimavé* chovani iteracni posloupnosti
pro rtzné pocatecni aproximace.
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P¥iklad 2.10. ReS$me rovnici arctgz = 0. Je ziejmé, Ze koten ¢ € [a,b], a < 0,
b > 0, nebot arctga < 0, arctgb > 0. Déle

1 2z
/ r) = — " 7)) —
Vime, Ze koten & = 0, ale vySetfme tento pfipad podrobnéji. Prvni derivace je stale
kladnd, druha derivace méni znaménko v bodé 0. Itera¢ni funkce pro Newtonovu
metodu je tvaru
g(z) =z — (1+2°)arctgx

a Newtonova itera¢ni metoda
ol = gk — (1+ (a:k)2) arctg z".
Zvolme poc¢ateéni aproximaci 20 = 1,5. Vysledné iterace jsou
k at C)
1,5 0,982793723
—1,6940796 —1,037546359

1
2
3 2,321126961 1,164002042
4 | —5,114087837 | —1,377694529

Ztejmé tato posloupnost nekonverguje ke kofenu £ = 0. Tuto skutecnost lze
objasnit takto (viz obr. 2.15):

Je ¢'(x) = —2zx arctg x. Na intervalu [—1,5; 1,5] neni splnéna podminka |¢' ()]
< ¢ < 1, a tedy neni zarucena konvergence posloupnosti {z*}.

Uvazujme nyni interval [—0,75; 0,75]. Funkce g zobrazuje tento interval do sebe
a |¢’(xz)] < ¢ < 1 na tomto intervalu. Podle véty 2.5 posloupnost uréend itera¢ni
metodou bude konvergovat pro kazdou pocateéni aproximaci 2° € [—0,75;0,75].
Zvolme tedy x° = 0,75. Posloupnost iteraci

P f(z")
0,75 0,643501109
—0,255470482 | —0,250120688
0,010974374 | 0,010973934
~8,81125.10~7 | —8,81125.10~7

W N |

konverguje k bodu £ = 0 (viz obr. 2.16).

§ 2.5. Metoda secen

Vypocet iteraci {a:k}f:o pomoci Newtonovy metody pozaduje na kazdém kroku
vypocet f'(z¥). Nékdy miize byt tento vypodet naroény a z tohoto dfivodu apro-
ximujeme prvni derivaci diferenci
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1.5

0.5

Obr. 2.15:

Newtonova metoda pro f(z) = arctg (z), z° = 1,5

|
[
XOr
[
N

Obr. 2.16:

Newtonova metoda pro f(z) = arctg (x), ° = 0,75
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Vyslednd itera¢ni metoda

2P = g Wﬂxk), k=0,1,... (2.20)

se nazyva metoda secen. Patii mezi tzv. quasi-Newtonovy metody. Je to me-
toda dvoukrokova, nebot pro vypocéet 2*T! potfebujeme dvé pfedchozi aproxi-
mace 2, =1 a tedy i dvé pocateéni aproximace. Geometricky vyznam metody
(2.20) je zfejmy z obrazku 2.17. Aproximace ¥ je priisecik se¢ny vedené body

[2F=1) f(xF=1)], [2F, f(2¥)] s osou z. Tabulka udava aproximace ziskané metodou

secen pro funkci f(x) = 2% —z — 1.
i )
0]2 5
1)1 -1
2 | 1,16 —0,57870370
3 | 1,39560440 0,32263052
4 | 1,313656 —0,04668748
5 | 1,32401612 | —0,00299114
6 | 1,32472525 0,00003110
7| 1,32471795 | —2.1078
5 | - B -
ar- - -7 ,
[ - -7 -
= 2| - -7 4
1 | - _ Ps - g -
X1 XZ/ -7 ] X4
° 7 =7 "3 x©
_1 | - // = . -
1 1.2 1.4 1.6 18 2
X

Obr. 2.17: Metoda seden, f(zx) =23 —z — 1,20 =2, 21 =1

Je |(27 — 2%) /27| =~ 51076 a |f(27)| ~ 2.107® = 27 je dobrou aproximaci
hledaného korene.

Metoda secen je metoda dvoukrokova a k dukazu konvergence nelze tedy pouzit
véty 2.5. Pojednejme nyni o konvergenci a volbé pocatecnich aproximaci:



2.5. Metoda secen 49
§

Véta 2.11. Necht rovnice f(x) = 0 md kofen & a necht derivace f', f" jsou spojité
v okoli bodu &, pricemz f'(§) # 0. Posloupnost uréend metodou secen konverquje
ke kovenu &, pokud zvolime poédtecni aprozimace x°, x' dostatecné blizko bodu &

a metoda je Fddu (1+/5)/2 ~ 1,618.

Dukaz. Odeéteme od pravé a levé strany rovnice

k_ k-1
e S ok
765 —
hodnotu ¢&:
ok k=1

$k+1—§:Ik—§—

Dale upravime tento vztah takto:

P g m g T () - 1) G =
f(ak) — f(zh=1) ah —¢
f(@*) = f(6)
ok —
= (=" -9 R féck—l) (2.21)
ok _ pk1
Oznacme déle
25 — 2R — F(pk-1
f[xkyé.] _ f( :I:;Z — g(é), f[xk,xkfl] _ f( x;z - i;g_l ) (222)
f[xkil,xk,f] _ f[xkv ‘Tkil] B f[xkvg] (223)

ol —¢
Vztahy (2.22) a (2.23) se nazyvaji pomérné diference 1. resp. 2. fadu a pojedname
o nich pozdéji v kapitole 6. Lze snadno ukazat pomoci véty o stfedni hodnoté
a Taylorova vzorce (viz téz kapitola 6), ze

fle® 2" = f'(a®),
kde o lezi v intervalu uréeném body x, x#~1,
[t 2k e = 5 17(8%),

kde 3* lezi v intervalu uréeném body z*~1, 2* ¢. Vztah (2.21) miizeme nyni psat
ve tvaru

xk

f[xka Ikil] - f[xkvg]

kal iZ?k
— @ -oett -0l
£(8")

5 A= @ -t - g)

) (2.24)
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Piedpokladédme, Ze koten & je jednoduchy. Z toho plyne, ze f'(x) # 0 v okoli bodu
&. Existuje tedy ¢islo M a interval J = {x | |z — | < €} tak, ze

1 ( Rk
)|
27 (k)| =
Polozme e = M|zF — ¢| a eg, e1 < 6, § < min{1,eM}. Pak lze snadno indukeci
dokazat, ze

Vol gk e J.

err1 < erei—1, k=1,2,..., (2.25)
er < min{l,eM}. (2.26)

UkéZeme nyni opét indukci, ze plati
er <K,  k=0,1,2,..., (2.27)

kde K = max {eg, ¢/e1} < 1a q je kladny kofen rovnice ¢*> = g+1, ¢ = (14+/5)/2.
Je zfejmé, ze pro k = 0,1 vztah plati. Pfedpokladejme nyni, Ze (2.27) plati pro k
a dokdzeme, Ze plati pro k 4+ 1. Ze vztahu (2.25) plyne

err1 < epep—1 < KR = ga k) = gdt

nebot ¢ + 1 = ¢%. Vztah (2.27) tedy plati pro viechna k. Ze vztahu (2.27) rovnéz

plyne, Ze metoda secen konverguje alesponi tak jako metoda fadu ¢ = (14 v/5)/2.
O

Poznamka 7. Jeden krok metody sefen pozaduje pouze vypocet jedné funkéni
hodnoty. Dva kroky metody secen jsou nejvyse tak ,drahé“ jako jeden krok metody

Newtonovy. Jelikoz
qu+2 _ (qu)q2 _ (qu)(I+1,

predstavuji dva kroky metody seden metodu fadu ¢ = ¢+ 1 ~ 2,618. Lze tedy
fici, ze metoda secen lokdlne konverguje rychleji nezZ metoda Newtonova.

8§ 2.6. Metoda regula falsi

Jak jsme vidéli, konvergence Newtonovy metody i metody secen zavisi na vhodné
volbé pocatecni aproximace nebo dvou pocatecnich aproximaci. Pro ziskani po-
Catecnich aproximaci lze pouzit metodu bisekce, ale dalsi vhodnou metodou je
metoda regula falsi. PopiSeme nyni tuto metodu.

Predpokladejme, ze f(a)f(b) < 0, f € C|a,b]. Metoda bisekce uziva stfedu
intervalu [a,b], ale lepsi aproximaci ziskdme, jestlize najdeme bod ¢ € (a,b), ve
kterém piimka vedend body |[a, f(a)], [b, f(b)] protina osu z. Dalsi postup apliku-
jeme na ten z intervall [a, ], [¢, ], v jehoZ koncovych bodech mé funkce f opacné
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znaménka. (Miize samoziejmé také nastat p¥ipad f(c) = 0, a tedy ¢ = £ je kofen.)
Obecné l1ze tuto metodu, kterd se nazyva metoda regula falsi, zapsat takto:

& xk — s

Ik+1:$ e e — Ik = .
e gy @ RO 229

kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(z¥)f(z®) < 0. Pfedpoklddame, ze
pocateéni aproximace z°, ! jsou vybrany tak, ze f(z°)f(z!) < 0 (tj. napi. 2° = a,
!l =b).

Véta 2.12. Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 a necht & je jeding koven v [a,b].
Pak posloupnost {xk}zozo uréend metodou regula falsi konverguje pro libovolné
pocdtecni aprozimace 2°, 2t € [a,b], f(z°)f(z!) < 0, ke kotenu & € (a,b) funkce
f a je to metoda pruniho rddu.

Diikaz je obecném piipadé znané obsahly (viz [5]).

Na tomto misté se budeme zabyvat pfipadem, kdy f € Cla,b] a f” neméni
znaménko na [a,b] a popiSeme situaci z geometrického hlediska. Pfedpokladejme,
ze f € [a,b], f(a) <0, f(b) > 0, f m4 jediny kofen v intervalu [a,d], f'(z) > 0,
f"(x) <0, Vx € [a,b]. Polozme a = 2°, b = z!. Z ptedpokladi plyne, ze pro bod

plati 2° < 22 < z!. Funkece f je na intervalu [2°, 2'] konkdvn{ a to znamena, ze
se¢na uréend body [2°, f(2°)], [x!, f(«')] leZi pod grafem funkce y = f(z), a tedy
pritsecik 22 této seény s osou z lezi napravo od bodu &: ¢ < 22 < . To vsak
znamend, ze f(z%) > 0 a metodu regula falsi aplikujeme na interval [z°, 2%

Indukci plyne obecny vztah

xk—:Z?O
P ST, NI <0 k=12

To znamené, ze bod z° je v jistém smyslu ,pevny“. Vsechny sedny vychizeji
z tohoto bodu. Posloupnost {#*} v tomto pfipadé zfejmé monotonné konverguje
kboduz=¢& E<ab <ab 1l <. <2l limg o 2? =&

Obdobné avahy lze provést i v dalsich pripadech. Vysledek lze formulovat takto:

Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0, a necht f” neméni znaménko na intervalu
[a,b]. Pak ,pevng® je ten koncovy bod intervalu, v némz znaménko funkce je stejné
jako znameénko f" na intervalu [a,b] a posloupnost {x*} konverguje monotonné ke
korenu x = €.

Podrobny diikaz lze provést uzitim Taylorova vzorce.
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P fh)
1 -1
2 5
1,16 —0,57870370

1,25311203 | —0,28536303
1,29343740 | —0,12954209
1,31128102 | —0,05658849
1,31898850 | —0,02430375
1,32228272 | —0,01036185
1,32368429 | —0,00440395

0O U W~ O

Obr. 2.18: Metoda regula falsi, f(z) =% —2z — 1,20 =1, 2 =2

Metoda regula falsi pro funkci f(x) = #® — 2 — 1 je ilustrovéana na obr. 2.18.

Jelikoz f'(z) =322 — 1 a f”(x) > 0 pro = € [1,2], je bod b = 2 ,pevny“. Tabulka
udava aproximace ziskané metodou regula falsi pro danou funkci.

Uzijeme kriterii (2.4), (2.5) pro odhad chyby. Je |(z® — z27)/z7| ~ 0,0014
a f(2®) ~ 0,0044. Mizeme tedy Fici, Ze iterace 2% aproximuje kotfen £ s chybou
mensi nez 5.1073.

§ 2.7. Quasi Newtonova metoda

Hlavni myslenkou této metody je nahrazeni tecny pouzité v Newtonové metodé
se¢nou prochézejici bodem (2%, f(2*)) a bodem (z* + f (2%), f(2*+ f(2*))), respek-
tive bodem (2* — f(2%), f(2* — f(2¥))). Pfitom pokud je bod z* blizko hledaného
kotene &, pak hodnota f(z*) je blizk4 nule a se¢na prochazejici uvedenymi body je
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blizka te¢né vedené bodem z*. Jedna se tedy o metodu blizkou metodé Newtonove,
zde mé také ptivod nazev této metody.
Nahrazenim f’(z*) ve vztahu pro Newtonovu metodu (2.16) pfibliznou hod-

notou
f(@*) = fa* £ f@@h) _ f@@*) = fla* £ f(2"))

k=@ E fER) F/(zF)
dostavame iterac¢ni vztah

S W S Ff(2) - f2 (%)
= IO T e i) - S R - e ey )

a iteracni funkce ma tedy tvar

f*(x)

9@) = e T e £ @)

(2.30)

Véta 2.13. Necht f € Clla,b], £ € [a,b] necht je vesenim rovnice f(x) = 0
a f'(§) # 0. Pak existuje ¢ > 0 tak, Ze posloupnost {:zrk};io generovand quasi
Newtonovou metodou konverguje k bodu & pro kazdou pocdtecni aprozimaci x° €
[€ —¢e,&+¢]Na,b]. Pokud md funkce f v okoli bodu & spojitou druhou derivaci,
je rad metody alespori 2.

Dukaz. Ditkaz provedeme pro ¢ € (a,b). V pfipadé, Ze € je jednim z krajnich
bodt intervalu, ivahy jsou obdobné pfi pouziti jednostrannych intervali.

Necht ¢ je takové, ze [ — 6,4 6] C [a, b]. Pak existuje dg, ze pro z € [§ — do, £+ o]
plati |f(z)| < §/2. Polozme ¢6; = min{dp,d/2}. Potom pro x € [§ — §1,& + 01]
dostavame

€ =@ f@) <|E—z[+[f(2)] <6/2+6/2=10
takze bod x =+ f(x) lezi v intervalu [ — 4§, £+ 8] C [a, b] a je tedy definovdna hodnota

flz =+ f(z)).
Déle pomoci I’'Hospitalova pravidla spocitame limitu
lim F/(2) = lim F/'() =
o= f(z) = fla+ f(z)) ot f/(2) — f'(z £ f(2))(A £ f'(2))

. Ff'(z) . (
et f(z) = f2) A £ f'(2) =t f'(2) = f'(2) F (f(2) F(E)]
protoze f(x) — 0 pro z — &.
Odtud dostavame

o) — e - /(=) _
9(8) = Jimo(@) = £ = 1O I Sy o 7 @)

takze £ je pevnym bodem funkce g. Navic

, _ g 9@ 9O v fla _e) =
g€ = lim === iﬂ_g< IO e =7 £ Fa@) 5)
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R - B R

e T e T = fe t @)
N (R L J R 11 RN T
D Sy s gy ey n) SR RS TS Bl

ProtoZe f ma spojitou derivaci v £, ma v tomto bodé spojitou derivaci i funkce g,
a proto existuje € > 0 takové, ze [ —¢,+¢] C [§—01,{+01] aproz € [E—e,E+¢]
je |g(x)] < g < 1. Interval [ — €,£ + €] funkce g zobrazuje do sebe, nebot jestlize
x €[ —¢e,&+¢], pak

lg(z) =&l = lg(z) —g(§)| < gz —¢| < | —¢| <e.

Podle véty 2.5 konverguje metoda pro libovolnou pocatecni aproximaci z° €
[€ —e,& +¢]. Pokud mé f v okoli bodu ¢ spojitou druhou derivaci, mé zde spo-
jitou druhou derivaci i funkce g, a jelikoz plati ¢’(§) = 0, podle véty 2.4 je quasi
Newtonova metoda fadu alespon 2. O

Priklad 2.11. PouZijeme quasi Newtonovou metodou na stejnou tlohu jako v p¥i-
kladé 2.8, tj. pro nalezeni kofene funkce f(z) = 2® —x — 1 lezici v intervalu [1,2].
Reseni. Quasi Newtonova metoda (varianta +) davé iteraéni vztah

fa*)?
f@k) = f@h + f(2F))
Je samoziejmé mozné vyraz upravit dosazenim dané funkce, vysledny vztah je

ovSem pomeérné komplikovany. Pfi vlastnim vypoctu je lepsi pouzit napt. substituci
yh = f(iCk) a pak pouzit vztah

k+1 k +

(")
Yk = f@b + o)
Za pocatecni aproximaci zvolme z° = 2. V tabulce jsou uvedeny jednotlivé apro-
ximace a funkéni hodnoty

R S

" f(=*)

14
1,346609850
1,326900496
1,324741149
1,324717960
1,324717957

TR W N~ O

0,344000000
0,095276011
0,009326670
0,000098908
0,000000011
2,2204-10~16

Vidime, Ze je potfeba pomérné velmi pfesnou podatecéni iteraci, aby hodnota x° +
f(20) lezela v daném intervalu, ale nemusime pocitat derivace.

Poznamka 8. Dosud probrané metody patii mezi nejuzivanéjsi metody k Feseni
nelinearnich rovnic. Z nich metoda bisekce a regula falsi patii mezi vZdy konver-
gentni metody, nebot posloupnost aproximaci generovand témito metodami vzdy
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konverguje k hledanému kofenu spojité funkce na daném intervalu. Jejich nevy-
hodou je pomala konvergence, lze jich ale s vyhodou pouzit pro nalezeni dobré
pocatecni aproximace pro nékterou jinou metodu, ktera konverguje rychleji.

§ 2.8. Iterac¢ni metody pro nasobné koreny

Doposud jsme pfedpokladali, ze kofen ¢ je jednoduchym kofenem rovnice f(x) = 0.
D4 se ukdzat, viz napf. [5], [13], Ze uvedené itera¢ni metody konverguji linedrné,
ma-li hledany kofen nasobnost M vétsi nez 1. Ale zndme-li ndsobnost kofene, mi-
zeme modifikovat Newtonovu metodu tak, Ze konvergence bude opét kvadraticka.

Véta 2.14. Necht koten £ md ndsobnost M > 1. Pak modifikovand Newtonova
metoda

ghtl = gk — Ap ;,((ZZ)) (2.31)
je metoda druhého Tdadu.
Dukaz. Necht
Rl E_ f(=*)
f'(@F)
Pak .
E—abtl=¢—ab 4 MJ{,((”;k)) (2.32)
a odtud
(& — 2™ f(a*) = o(a"), (2.33)

o(z) = (£ —a)f'(x) + M f(=).

Derivovanim dostaneme
oD (@) = MO (@) + (€ = 2) [T (@) = D ().

Bod £ je M-nisobnym koienem funkce f (f(j)(ﬁ) =0,j5=0,1,...,M -1,
FOD(€) #0) a tedy

oW () = 0, j=0,1,..., M, oM () £ 0.

Aplikaci Taylorova vzorce pro funkci ¢ odtud plyne

T — M+1
O'((E) = ((1\4%1)!0’(1\44_1) (al). (234)

Na druhé strané (opét z Taylorova vzorce)

== M (ay). (2.35)
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Dosazenim vztahii (2.34) a (2.35) do (2.33) dostaneme

(xk _»5)A171 () B (xk _»5)A1+1 ( )
(€ - iﬂkﬂ)mf M(ak) = NE MHD (of)
a odtud
(6 —abt1) = (€ - xk)Q (e (af))

MM +1) (fOD(ab))

Metoda je tedy ¥adu 2, nebot |f*) (x)‘ >m > 0 v okoli bodu z = ¢ a M+ (¢)
# 0. O

Poznamka 9. ,Klasickd“ Newtonova metoda konverguje pro nédsobny kofen line-
arné.

Nasledujici tabulka ukazuje srovnani rychlosti konvergence pro jednotlivé me-
tody. Zde e, = ‘ka —5‘.

L Posloupnost
Metoda Specialni pripady chybovjch &lent:
Bisekce Cr41 R %ek

Regula falsi
Metoda secen
Newtonova metoda
Metoda secen

Newtonova metoda

nasobny kofen
nasobny kofen
jednoduchy koren

jednoduchy kofen

ex+1 ~ Creg
ex+1 ~ Csnep
ex+1 ~ Cnn eg

1618
Cpt1 N CS €}

~ 2
Ck4+1 =~ CN €r

quasi Newtonova
metoda

Modifikovana
Newtonova metoda

jednoduchy kofen ept1 ~ Cqé?

nasobny kofen ex+1 ~ Cyn €s

Poznamka 10. Obvykle nasobnost kofene pfedem nezndme. Vime ale, Ze funkce
u(z) = f(x)/f(x) md v bodé z = ¢ jednoduchy kofen bez ohledu na ndsobnost
kofene ptivodni funkce. Misto rovnice f(z) = 0 uvazujme tedy rovnici

jejiz kofeny jsou totozné s kofeny dané rovnice a jsou vsechny jednoduché. Nyni
muzeme aplikovat vySe uvedené metody na tuto funkci a ¥ad konvergence metody
se nezmeéni.
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§ 2.9. Urychleni konvergence

Nyni vyloZime techniku nazyvanou Aitkenovou 62-metodou, kters mize byt pou-
zita k urychleni konvergence libovolné linedrné konvergentni posloupnosti nezavisle
na tom, jak je tato posloupnost generovana.

Véta 2.15. (Aitkenova §2-metoda). Necht je ddna posloupnost {z*}2,, x* # €,

E=0,1,2,..., limy_o 2¥ = &, a necht tato posloupnost spliiuje podminky
"= (C+ )b —¢), k=0,1,2,... |C] < 1, klim v = 0.

Pak posloupnost
k+1 k\2
ik — ok _ (" —2%)
2F+2 Z 9pktl 4 gk

je definovdna pro vsechna dostatecné velkd k a plati

(2.36)

ik —¢
1m 5 ¢ = 0,
k—oo TV — 5
tj. posloupnost {2*} konverguje k limité & rychleji neZ posloupnost {x*}.
Ditkaz. Ovéifme, zda posloupnost {#*} je definovana pro dostatecné velkd k.
Pocitejme
xk+2 _ 2xk+1 + .’L‘k — ($k+2 _ 5) _ 2($k+1 _ 5) + (.I'k _ 5) _

= (@ = )(C + 1) = 22" = (C + ) + (2" =€) =
= (2" = (C+7)(C +ys1) = 2(2" = €)(C +m) + (¢F =€) =
=@"-C*-20+1+7)=(" - ((C-1)°+m),
kde kh—{EO 7 = 0.
Pro dostatecné velka k je 2¥T2 — 228+1 4 2% =£ 0 a posloupnost {#*} je defino-
vana.

Nyni
3 _ (bt —ak)? A T G I
Fog=at § = TP gkt 4 (k_g)_(xk_g)((c—num)
ok (@ —9%C -1+ ) - (C=1+4m)?
=@ -9~ ge—ramy =« -9 (1- Ty
dtud
o Fog L (Co1ew?)
kiﬁm—kiﬁ(‘m)‘

Poznamka 11. Vyraz ve jmenovateli 2%+2 — 22F+1 4 2% se nazyva nékdy druhé
centralni diference a oznacuje se §2z%. Odtud nazev Aitkenova 6%-metoda.
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Uvedena metoda ma zajimavy geometricky vyznam. Definujme funkci chyby &
takto:
€(Ik) _ xk _ l,lc-i—l7 8($k+1) _ xk-‘,—l _ xk+2
Chceme sestrojit takovou posloupnost, ktera by konvergovala rychleji k bodu &.
Body o soufadnicich [z*,e(z*)], [¢%T, e(2*1)] vedeme piimku a jeji priisecik
s osou z vezmeme za dal$i aproximaci bodu &, tj. provedeme ,extrapolaci® (viz
obr. 2.19).

0.25
0.2 | -7 B
Peg
0.15 | -7 R
01 | P 4
/® g
0.05 | 7 i
0 - K2 x o X3 2
~0-93.05 o 005 0.1 015 0.2 025 0.3 0.35
Obr. 2.19: Aitkenova metoda, 2™ = 1/(2" — 1)
Rovnice piimky je tvaru
k k+1
y—E(ZCk): E(CC )_E(I )(Z—Ik)
: ok _ pktl
Odtud je ziejmé, ze priisecik s osou z (y = 0) je pravé hodnota ¥
kY (k k+1 k+1 k)2
B e WIS
e(zk) — e(ak+1) xht2 — 2kt 4 gk

§ 2.10. Steffensenova metoda
Vratme se nyni k itera¢ni metodé xF+1 = g(zF). Mtzeme uzit Aitkenovy §2-

metody ke konstrukci posloupnosti {#*}, ktera konverguje rychleji nez ptivodni
posloupnost {z¥}. Je vhodné sestrojit novou posloupnost takto:
Polozme
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k_ k)2
k+1 _ .k (y" —a")
T =" - . 2.37
zk — 2yk 4 ok (237)
V tomto piipadé je tedy e(z¥) = 2% — o, e(y*) = y* — 2F.
Posloupnost (2.37) je posloupnost sestrojena Aitkenovou §%-metodou. Tato ite-
racni metoda se nazyva Steffensenova a miize byt popsana iterac¢ni funkei ¢:

2FHL = p(2h), (2.38)
kde
zg(g(x)) — g*(x)
9(9(x)) —2g(x) + =’

Snadno lze ovéfit, Ze iteraéni proces (2.38) generuje posloupnost danou vztahem
(2.37). Pocitejme hodnotu o(z*):

9*(@) = (9(x))*. (2.39)

p(z) =

p(at) = atglg(ah) — (") ate(h) - (7
9(g(z*)) —2g(z*) + 2% g(y*) — 2~ + 2*
_ 2hk (g2 _ 2R (R — 2k 4 k) — (yF — 2b)2 o (" — ab)2
2k — 2yk 4 gk 2k — 2yk 4 gk 2k — 2yk 4 gk

Pro pevné body funkci ¢, g plati nasledujici véta.

Véta 2.16.

1. (&) = & implikuje g(&) = €.

2. Jestlize g(§) =&, g'(§) eistuje a g'(§) # 1, pak ¢(§) = ¢&.
Dukaz.

1. Z definice funkce ¢ dané vztahem (2.39) plyne
(€ = 2(€))(a(g(&)) — 29(€) + &) = (€ — 9(€))*.

Tedy (¢) = ¢ implikuje g(€) = .

2. Predpokladejme nyni, ze £ = g(&), g je diferencovatelnd prox = £ a ¢’ (§) # 1.
Pro vypocet hodnoty ¢(€) pouzijeme "'Hospitalova pravidla:

(€)= 9(9(8)) +€9'(9(6))g'(€) — 29()g'(&) _ € +89"(6) —269'(§) _ ¢
g'(9(§))g'(§) —29'(§) +1 1+ g2%(&) —29'(§)

O

Véta 2.17. Necht funkce g md spojité derivace aZ do Tddu p + 1 véetné v okoli
bodu x = ¢. Necht iteracni metoda x*+1 = g(a*) je #ddu p pro bod &.

Pak pro p > 1 je iteracni metoda z*+1 = p(2*) #ddu 2p — 1. Pro p =1 je tato
metoda Tddu alespon 2 za predpokladu ¢’ (§) # 1.

Dikaz 1ze nalézt v [5].
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Poznamenejme, ze funkce ¢ je itera¢ni funkci pro metodu druhého fadu, tj.
metoda je lokdlné kvadraticky konvergentni i v piipadg, ze |¢’(£)] > 1 a metoda
2P+l = g(2%) diverguje jako posloupnost.

Piiklad 2.12. Aplikujme Steffensenovu metodu na iteracni funkci g(x) = sin Fo+
2, jejiz pevny bod £ = 2. Metoda je znazornéna na obr. 2.20.

k F o oF
0 | 0,50000000000000 | 2,70710678118655 | 1,10398106407319
1 | 1,77848375282432 | 2,34097786767556 | 1,48963705888740
2 | 2,00227199284588 | 1,99643116955900 | 2,00560587638570
3 | 1,99999999735784 | 2,00000000415030 | 1,99999999348073
4 | 2,00000000000000 | 2,00000000000000 | 2,00000000000000

Obr. 2.20: Steffensenova metoda (pro iteracni metodu), = = sin (Fz) + 2

Poznamka 12. Hleddme-li feSeni rovnice f(z) = 0 a iteraéni funkci g definujeme
vztahem g(x) = x + f(z) nebo g(z) = v — f(x), dostaneme pomoci Steffensenovy

metody

y* = g(a®) =" £ f(a¥), P

k+1

g = y* £ f(y*) = 2" £ f(2¥) £ f(2* £ f(2)),

k_ k2
= of - Zk(y_ lei:_)xk =
o (o £ Fa*) - oh)?
- ok £ f(aF) £ f(ab £ f(aF)) — 228 F 2f (aF) + 2k
— ok f2(a*) _

£f (k£ f(ak) F f(aF)
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— gk f2 (=) _
FU(@F) = fak £ f(z9))]
— k4 F2 (%)

f@) = fah & f(z¥))

V tomto ptipadé se tedy jednd o quasi Newtonovu metodu (viz odstavec 2.7).

§ 2.11. Miillerova metoda

Na zavér této kapitoly se zminime jesté o Miillerové metodé. Tato metoda byla
navrzena v roce 1956 D. M. Miillerem. Je vhodné pro hledani kofent libovolné
funkce, ale pfedevsim je uziteéna zejména pro urceni kofent polynomu.

Miillerova metoda je zobecnénim metody sec¢en. Metoda secen v podstaté zna-
mené, ze pro dané aproximace z¥, 2*~1 bodu ¢ aproximujeme funkci f p¥imkou
prochazejici body [2%71, f(a*~1)], [2*, f(2*)] a za dalsf aproximaci bodu & vez-
meme priisecik této pFimky s osou z. Miillerova metoda uziva tii aproximace z#~2,
P71 2% a kiivku y = f(z) aproximujeme parabolou uréenou témito body. Pri-
secik této paraboly s osou z, ktery je nejblizsi k 2*, vezmeme za dalsi aproximaci
2F+1. Touto metodou lze najit i ndsobné a komplexni koFeny. Lze ji popsat nasle-
dujicim zptisobem.

Necht z¥=2, 2%~ 2* jsou jiz vypoctené aproximace. Sestrojme polynom

P(z) = a(z — ) —i—b(:b—x)—i—c

prochézejici body [:zzk 2 f(@ )], [2R T faY)], (2R, f(2*)], t.). splitujici pod-
minky P(z%) = f(x'), i = k — 2,k — 1, k. Z nich plyne

¢ = fa¥)

y_ @2 a)? [ - f@h)] - @ e [f(@h) - fab)]
- (2F=2 = 2P (aF—1 = 2F)(aF—2 — 2k~ T)

Lo @72 ab) [f@E) - f@h)] - @ o) [f@2) - f@)]

(ZEkiQ _ Ik)(xkfl _ Ik)(lﬂkfl _ Ik72)

Kofeny kvadratické rovnice P(z) = 0 je vhodné vyjidfit (vzhledem k zaokrouhlo-
vacim chybdm) ve tvaru

k+1 k_ —2c

A L
b+ Vb2 — dac

Znaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se znaménkem b. Tato
volba znamenad, Ze jmenovatel zlomku bude v absolutni hodnoté nejvétsi a tedy
vysledna hodnota z**! bude nejblizsi z*. Je tedy

k1 k 2¢

b+ (signb)v/b? — dac
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Dalsi postup opakujeme s aproximacemi x
tické rovnice musime uzivat komplexni aritmetiky, nebot vyraz b? — 4ac miize byt

zaporny.

Piiklad 2.13. Aplikujme Miillerovu metodu na FeSeni rovnice 23 — 2 — 1 = 0.
Vypocet je uveden v tabulce a graficky zobrazen na obr. 2.21. Funkce f(x) =

3
0 .1

aproximace z°, 1, 2% (z dfivodu vhodnéjsiho grafického vyjadieni) body 2° = —1,

2t =0, 22 =2.

k=1 gk gk+1 atd. PH FeSeni kvadra-

z° — x — 1 ma jediny realny kofen a proto lze v tomto pripadé vzit za pocatecni

o )
0 | —1,00000000 | —1,00000000
1 0,00000000 | —1,00000000
2 2,00000000 5,00000000
3 0,61803399 | —1,38196601
4 1,17827569 | —0,54243597
5 1,30978731 | —0,06279113
6 1,32509032 0,00158855
7 1,32471777 | —0,00000081
5 [ \ .
\
\
al \ R
3+ AN g
\
> 2 \\ b
1r \\ e =
AN -
0 X0 ) AN < Xl X3 - -
-1} \\\\\\»\‘7"4\: :// /,// |
-1.5 -1 05 o 05 1 15 2 25
X
Obr. 2.21: Miillerova metoda, f(z) =23 —z — 1
Lze ukazat [5], ze Miillerova metoda je fddu alesponn ¢ = 1,84..., kde ¢ je

nejvétsi kofen rovnice ¢ —¢? —q¢—1=0.

§ 2.12. Itera¢ni metody pro systémy nelinearnich rovnic

Zabyvejme se nyni fesenim systému nelinearnich rovnic. Je ddno m nelinearnich
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rovnic o m neznamych
fl(l'l, N ,l‘m) =0
: (2.40)

fm(@1,. o ) : 0

Kofenem systému (2.40) rozumime kazdou uspofddanou m-tici redlnych ¢isel
(&1,...,&m), kterd tomuto systému vyhovuje. Systém (2.40) lze také zapsat ve
vektorovém tvaru

F(x)=0, x€R™o0=(0,...,07 cR™. (2.41)

Kofien této rovnice budeme nyni znacit £ = (£1,...,&,)7. Dale budeme postupovat
obdobné jako pfi feSeni jedné rovnice, tzn. rovnici (2.41) pfevedeme na rovnici
ekvivalentni

x = G(x), zeR™ (2.42)

a budeme hledat pevny bod zobrazeni G : R™ — R™. Systém (2.42) lze samo-
zfejmeé rozepsat takto:

1= g1(21,...,Tm)
(2.43)
Tm = gm(xla cee 7xm)
Definujme nyni v prostoru R” metriku vztahem
o(z,y) = max |z; —yl. (2.44)

1<i <m

Prostor R™ s takto definovanou metrikou je tplnym metrickym prostorem. Nyni
Ize pro vySetiovani konvergence itera¢niho procesu ! = G(z*), k = 0,1,2,...
uzit Banachovy véty o pevném bodé.

Véta 2.18. Necht zobrazeni G : R™ — R™ je kontrakce na R™,

o(G(z),G(y)) < qo(z,y), 0<g<1l.

Pak pro kazdou pocdtecni aprozimaci x°

€ R™ je posloupnost {:ck};io, k =
0,1,2,..., z¥ = G(x*1), konvergentni v R™ a limy_.o % = £, kde € je jediny
pevny bod zobrazeni G.

Drikaz plyne ihned aplikaci Banachovy véty o pevném bodé.

kazeme tuto vétu:

Véta 2.19. Necht &€ € R™ je pevny bod rovnice € = G(x). Necht funkce

gi,t =1,...,m, maji spojité parcidlni derivace pro viechna x € Q(&,r), Q&,r) =
{z|o(x, &) < r}. Necht ddle plati
9gi(®)| _ g .
—_— < = =1,... 2.45
’ ax] — m7 Z?] ) 7m7 ( )
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0 <q<1amnehtz’e QE&r). Pak vsechny iterace {:I:k};io urcen€ vztahem
bt = G(xF) lezi v mnoziné Q(&,7) a klim xk =¢.
— 00

Dukaz. Mnozina Q(€,r) je uzavienou omezenou podmnozinou tplného metric-
kého prostoru R™ a je tedy rovnéz uplnym metrickym prostorem. Nyni je tieba
ovéfit, zda jsou na mnoziné Q(€, r) splnény predpoklady Banachovy véty.

Pro libovolné dva body x,y € Q(&,r) plati podle Taylorovy véty pro funkce
vice proménnych:

9:(®@) — 0ily) = 3 =5 (@ ) i = Lom.

kde a; € Q(€,7), nebot o lezi na tseéce spojujici body  a y a mnozina Q(&,7)
je konvexni.
Pomoci vztahu (2.45) odhadneme nyni absolutni hodnotu rozdilu g;(x) —g;(y):

| 9gi(i)
l9i(®@) = g: ()| <> || |2j —y5] <
i=1 8Ij
m
dgi(a;) .
Slgﬁ’%|xj_y<"|; Tzrj < qo(z,vy), i=1,...,m.
Jelikoz tato nerovnost plati pro vSechna ¢ = 1,...,m, je také

 max l9i(z) — 9i(y)| = o(G(x), G(y)) < qo(z, y).

Zobrazeni G je tedy kontrakce na Q(&,7).
Necht nyni « € Q(&, r), pak také G(x) € Q(&,r), nebot

o(G(x),§) = o(G(x),G(§)) < qo(x,§) <.

Odtud plyne, Ze pro zobrazeni G plati G : Q(&,7) — Q(§,r). Tedy zobrazeni
G splituje na Gplném metrickém prostoru Q(€,r) predpoklady véty 2.18 a odtud
plyne tvrzeni véty. ]

Poznamka 13. Je zfejmé, ze piedpoklad (2.45) lze nahradit pfedpokladem

| 9gi(x)
151a<xm_2‘ O0x;

Jj=1

<g<L (2.46)

Piiklad 2.14. Reste systém nelinedrnich rovnic

22— 21 —29+0,5 = 0
i+ 43 -4 = 0
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Reseni: Prvni rovnici lze upravit nasledujicim zptisobem:

22 -2z —x34+0,5 = 0
To = x§—2x1—|—0,5
ry = (r1—-1)2-0,5,

jedna se tedy o rovnici paraboly. Druha rovnice je rovnice elipsy

2

1 2

—4+z5=1.

1 2

Hledame tedy priseciky paraboly s elipsou. Prisecik &; lezi ve druhém kvadranru,
pruse¢ik &, v prvnim kvadrantu (viz obrdzek 2.22). Budeme hledat aproximaci
priseciku &,. Rovnice pfevedeme na tvar

15

s

osf

o

—osl

2
Obr. 2.22: Pruseciky elipsy % + m% =1 s parabolou z2 = (z1 — 1)2 — 0,5

2 —23+0,5
r1 = 91($17$2):%
—x2 — 422 + 8x5 + 4
T2 = 92(3317332): ! 28 2

Ve druhé rovnici byl na kazdou stranu piidan ¢len —8xs a rovnice pak vydélena
—8. Jedna se o ponékud umély krok, ktery ovsem zajisti dostate¢né podminky pro
konvergenci.

Jako pocate¢ni iteraci zvolime bod (z9,29) = (0;1), ktery lezi blizko &;.V okoli
hledaného prusec¢iku jsou ziejmé splnény podminky (2.45). Postupné dostaneme

x% = gl(I(l),.ng) = —0,25, .CC% = 92($(1),ZE(2)) =1
2 % % 1 %) =0,9921875

x7 = gi(xg,x3) = —0,21875, 3 = go(al,w

) =0,9938084
0,

2 = gi(a],2h) = —0,2222145, 2§ = go(a]
8 8 9938084

7
» Lo
o) = qi(afaf) = —0,2222146, 2§ = go(af,af) =
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Pokud bychom chtéli najit druhy prusecik, museli bychom zménit iterac¢ni funkce,
abychom zajistili konvergenci. Mozna volba je napf.

—ZC%+4ZC1+$2—0,5

1 = 91(201,&62) = 2
—2? — 42 + 1las + 4
T2 = 92(201,&62) = L 211 2

Navrhneme nyni modifikaci itera¢ni metody z**1 = G(z*). Tato modifikace

spociva v tom, ze pro vypocet :cf“ pouzijeme jiz vypoctenych hodnot :c’f“, ey
k1 g
Li—15 -
k+1 _ E _k k
x] gi(zt, x5, ..., x,,)
k+1 k+1  k k
Lo _92(x1 y Lo, - ,.’L‘m)
k+1 E+1 _k+1 k
x5 gs(x{ s, )

k41 _ k+1 k+1 kK
Tt =g (2], ).

Tato modifikace se nazyva Seidelova metoda.

Otézkami konvergence této metody se zabyvd monografie [16].

§ 2.13. Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

Rovnici F(x) = o lze pfevést na rovnici & = G(x) riznymi zptsoby. Pojedndme
podrobnéji o tvaru Newtonovy metody pro systémy nelinedrnich rovnic.

Polozme
Glx) =z — J. ' (z)F (),
kde
Ofi(®)  Ofi(x)

0x1 0xm

Jr(z) = : - :

Ofm(x) Ofm(x)
o1 0T,

Matici Jp(x) nazyvame Jacobiovou matici funkce F. Necht Jp(x) je reguldrni
matice se spojitymi prvky v okoli bodu &. Itera¢ni metodu

et =gb — gl (@M F(b),  k=0,1,2,... (2.47)

nazyvame Newtonovou iteracni metodou pro systém F(x) = o.
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Otézky konvergence a volby po¢ateéni aproximace pro metodu (2.47) jsou mno-
hem komplikovanéjsi nez v pripadé jedné rovnice. Tato problematika je podrobné
studovana v [5] nebo v [16]. Zde uvedeme bez ditkazu jednu ze zakladnich vét.

Véta 2.20. Necht &€ je kofenem rovnice F(x) = o. Necht Jp(x) je reguldrni
matice se spojitymi prvky v okoli O(€) bodu &, pFicemz

||J;1(:1})||OO <K, K = konst.,

pro vechna x z tohoto okoli. Necht funkce f;,i = 1,...,m, maji spojité druhé
parcidlni derivace v O(€).

Posloupnost {wk}zozo uréend Newtonovou metodou konverguje ke kotenu & za
predpokladu, Ze pocdtecni aprozimace x° le# dostatecné blizko &. Rdd metody je
roven dvéma.

Dikaz viz [2], [5].

Tato véta predpoklada existenci ,,dobré“ pocatecni aproximace. Ovsem pro
systém nelinedrnich rovnic neni snadné urcit ,,dobrou“ pocatecni aproximaci. Pro
systém F(x) = o neexistuji jednoduché, vzdy konvergentni metody, které by umoz-
nily vhodnou volbu pocatec¢ni aproximace. Lze sice formulovat podminky pro po-
Catecni aproximaci, pro kterou bude iterac¢ni proces konvergovat, ale ovéreni téchto
podminek je zna¢né naro¢né a pro praktické vypocty nepouzitelné.

V ptipadé dvou rovnic lze v né€kterych ptipadech urcit pocatecni aproximaci
geometricky.

Poznamka 14. Problém feSeni systému nelinearnich rovnic lze pfevést na problém
minimalizace funkce vice proménnych, viz napf. [5], [16].

Vratme se nyni ke vztahu (2.47). Zde je tfeba na kazdém kroku vypocitat
inverzni matici J.' (). Tento vztah viak miizeme zapsat i takto:

Jp(xh) (T — 2F) = —F(ab). (2.48)

Polozime-li nyni 6" = "+ — &*, tj. 2**1 = ¥ + 6", k =0,1,2,. .., dostaneme
Jr(xF)eF = —F(ab); &% = (oF,... oF)T. (2.49)
(2.49) je nyni systém linearnich rovnic pro neznamé &%, ... 6% . Reseni tohoto

systému, vektor o je vektor ,oprav“ pro aproximaci a*.

Priklad 2.15. Pouzijte Newtonovu metodu k nalezeni pruseciku &, paraboly
a elipsy z prikladu 2.14
Reseni: Polozme

2

[ 27 —2x1 —22+0,5 o 2z -2 -—1
Fwy,22) = ( 2?4+ 423 — 4 » pak Jrp(z1,22) = 211 8ry |’
Zvolme pocatecni aproximaci (29, 29) = (2;0,25), takze

F(2;0,25) = ( 8’32 > Jr(2;0,25) = < 421’8 _21’00 ) .
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Resime tedy systém

2,0 —-1,0 o1\ _ (0,25
4,0 2,0 b ) 0,25
Reseni je §; = —0.09375, d, = 0.0625, tj.
1 2,0-0.09375 \ [ 1.90625
T =1 0,25+00625 ) =\ 0,3125 )
Dalsim postupem dostaneme
9 . 1.900691 3 . 1.900677 4. 1.900677
xr° = Tr = r = .
0.311213 )’ 0.311219 )’ 0.311219

Poznamka 15. Jako kritérium pro dosazeni dostateéné malé chyby aproximace
k+17mk”

PRI oy o . T
a zastaveni vypoc¢tu mizeme pouzit napi. odhad I &)

< g, kde ¢ je pfedem
dana presnost vypoctu.

Cviceni ke kapitole 2

1. Funkce f(x) = 2% + 422 — 10 m4 jediny kofen v intervalu [1;1,5]. Uvazujte
tyto itera¢ni funkce pro nalezeni kotene (¢ = 1,365230013):

1
1 2
pe) =z -a® —42? +10  gu(2) = <4—:):v>

1
10 2 3 4+ 422 — 10
= — —4 — - -
i) = (5 - a0) o) = - T

gs(r) = 3(10 2%’

Necht pocateéni aproximace x¢9 = 1,5. Ukazte, Zze funkce g3, g4, g5 jsou
vhodné itera¢ni funkce (tj. posloupnost iteraci konverguje ke kofenu ¢). Déle
ukazte, Zze volba funkce g; vede na divergentni posloupnost a posloupnost
{xF}, 2F = go(x*71), 2° = 1,5, neni definovéna (v oboru realnych ¢isel).

2. Ukarte, ze funkce g(z) = 277 m4 jediny pevny bod v intervalu [%, 1]. Najdéte
tento pevny bod s chybou mensi nez 10~%. Kolik iteraci je tfeba k dosaZeni
této presnosti?

(Reseni: 2° = 1, 212 = 0,6412053. Podle dtisledku véty 2.5 je tieba 15 iteraci.)

3. Je dana rovnice 3x2 — e® = 0. Urcete interval, ve kterém lezi kladny koten
této rovnice. Najdéte vhodnou iteracni funkci g, pro kterou iterac¢ni metoda
2F*+1 = g(2*) bude konvergovat k tomuto kladnému kofenu.
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10.

11.

12.

13.

14.

Je déna rovnice 323 —x — 1 = 0. Urcete interval, ve kterém lezi kladny kofen
této rovnice. Najdéte vhodnou iterac¢ni funkci g, pro kterou iterac¢ni metoda
¥+ = g(2*) bude konvergovat k tomuto kladnému kofenu.

Znazornéte geometricky pifslusny iteraéni proces zF+1

Bude tento iteracni proces konvergovat?

. Je déna rovnice z = g(z), g(z) = (6 + z)'/2. Pevny bod je & = (3,3).
k), 29 = 7.

= g(x

Uzitim Newtonovy metody vypoctéte v/13. Zvolte vhodnou funkci a poca-
tecni aproximaci.

Newtonovou metodou naleznéte kofen funkce f(x) = 2 — coszx.

(Resent: 2° = T, 2% = 0,7390851332.)

Uzitim Newtonovy metody s poéateéni aproximaci 2% = 10 vypodtéte v/91.
(Reseni: 281 = (2 + 91/2%)/2, 2® = 9,539392015.)

Na parabole y = 22 najdéte uzitim Newtonovy metody bod nejblizsi bodu
(1,3).

Néavod:

1. Uréete druhou mocninu vzdélenosti d?(z) bodu X = (z, 22) lezictho na
parabole a bodu (1, 3).

2. Reste rovnici (d%(z))’ = f(x) = 0. Za pocatecni aproximaci zvolte 20 =
1,0.
(2* = 1,28962390)

Uzijte a) Newtonovy metody, b) metody secen, ¢) metody regula falsi k na-
lezeni kofent funkci

1) 23 —-222-5=0, ¢€][l,4],
2) —0,8-02sinz =0, ¢ecl0,3],
3) 322 —e® =0, ¢€l0,2].

47 __
—— =0.

Je ddna rovnice

(a) Jaké jsou vhodné pocatecni aproximace pro metodu regula falsi?
(b) Je 2° = 3 vhodna pocatecéni aproximace pro pouziti Newtonovy me-
tody?

Metodou regula falsi najdéte kladny koten rovnice 22 — 7 = 0.

Reste rovnici 2 = 277 pro kofen v intervalu [0, 1] Steffensenovou metodou a
porovnejte s vysledkem cviceni 2.

Vypoététe /3 s poGateéni aproximaci 20 = 2 Steffensenovou metodou a
porovnejte vysledky s pouzitim metody Newtonovy, metody secen a metody
regula falsi.
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15.

16.

17.

18.

Uzijte Miillerovy metody k nalezeni kofenti rovnice 23 + 322 — 1 = 0.
(Reseni: 0,532089, —0,652703, —2,87938.)

Je dan systém nelinedrnich rovnic

x%—xz—O,QZO,
x%—x1—0,3:0.

Uzitim Newtonovy metody naleznéte kofen lezici v 1. kvadrantu. Pocatecni

aproximaci urcete graficky.
(2% = (1,2;1,2)T, 25 = (1,192309; 1,221601)7.)

Uvazujme systém nelinedrnich rovnic
2
o = 2z — 27 + 22
2
2 2
_ 201 — 27 +8  4xo — x5
9 4

(parabola),

To (elipsa).

Zvolte £° = (1,4;2,0)T a vypoététe 2 iterace

a) iteraéni metodou z* = G(x*~1),

b) Seidelovou metodou.
Vysledky porovnejte s presnym fesenim & = (1,4076401;1,9814506)7.
Je dana funkce soustava nelinedrnich rovnic

T2} — 20— 1

T = 73 m = g1(w1,22)
8xrs+x1—1
T2 = % = 92(5817962)

Tato soustava ma 9 pevnych bodd.
Ovétte, Ze v okoli bodu (0,0) splituje tato soustava podminku pro konvergenci
itera¢niho procesu

:C]]lz-i_]]: = gl(xlfaxé) .
x2+ = gQ(xllcaIg)

Bude tato podminka splnéna v okoli bodu (1,1)?

Kontrolni otazky ke kapitole 2

1.

Je mozné pouzit prostou iterac¢ni metodu v pfipadé, ze funkce g zobrazuje
interval I = [a, b] do sebe a plati |¢’(x)| < 1, pfiCemZ rovnost nastava pouze
v nékterém z krajnich bodu intervalu I7 Proc¢?
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2. Je dana funkce f(z) = cosz.
Newtonovou metodou chceme najit kofen £ = 37” Mtutizeme pouzit pocatecni
aproximaci £° = 3? Pro¢?
MiiZzeme pouzit pocateéni aproximaci 2° = 5? Pro¢?

3. Je dana funkce f(z) = (z — 3)'/2.
Mtizeme uzit Newtonovu metodu pro nalezeni korene s poc¢atecni aproximaci
20 = 47 Pro¢?

4. Co se stane, kdyz pouzijeme Miillerovu metodu pro nalezeni kofene poly-
nomu 2. stupné?

5. Co se stane pri pouziti Newtonovy metody pro systém nelinearnich rovnic
na feseni soustavy rovnic linearnich?

6. Aplikujte Aitkenovou §2-metodou na posloupnost ¢asteénych souétii geome-
trické rfady. Co nastane a proc?
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Kapitola 3

Polynomy

Necht II, je tfida polynomu stupné nejvySe n s redlnymi koeficienty. Polynom
P € 11,, budeme zapisovat ve tvaru

P(z) =apx" + ...+ an. (3.1)

Oznaéme &1, &, ..., &, kofeny (redlné i komplexni) polynomu P. V této kapitole
se budeme zabyvat numerickymi metodami pro urceni téchto koreni.

§ 3.1. Hranice korenu

Pro volbu pocatecni aproximace pro aplikaci numerické metody je vhodné znat
hranice téchto korent:

Véta 3.1. Necht
A= max(|a1|, CER |CLn|) )
B =max (|ag|, .. -, |an-1]),

kde ax, k = 0,1,...,n, aga, # 0, jsou koeficienty polynomu P € Il,,, Pak pro
vsechny koreny &,k =0,1,...,n, polynomu P plati
1 A

el (3:2)
1+ — laol

Dukaz. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme || > 1. Pak
|P(z)] > |aoz"| — (Jarz™ | +... + |an]) =
> |ao||z[" — A (Jz[" " +...+1) =

|x]™ —1 A
—Jaollel” — AP S (ag) = — A g,
|a0||:1:| |.I'|—1 |a0| |£C|—1 |I|



74 3. POLYNOMY

Jestlize |ag|—A/(|z|—1) > 0, pak je |P(z)| > 0 a to znamena, zZe pro |z| > 14+A/|ao]
nema P kofen. Odtud plyne, ze vSechny kofeny polynomu P spliiuji nerovnost

A
|§k|§1—|—— k=1,...,n.

lao|’

Polozme nyni x = 1/y. Uzitim této substituce dostaneme:

1 1 1
Plz)=P(=)= —(ag+ ...+ ay") = —Q(y).
(z) (y) " ( ) " )
Urc¢ime horni hranici kofeni 7y, . .., 7, polynomu @ € II,,. Podle pfedchoziho je
B
Jelikoz n, = 1/&;, k=1, ...,n, plyne odtud pozadované nerovnost (3.2). |

Priklad 3.1. Urdete hranice redlnych kofeni polynomu

P(z) = 2% — 225 + 82 + 323 — 22 + 2 — 10.

A = max(2,8,3,1,1,10) = 10
B =max(1,2,8,3,1,1) = 8

Odtud 51 10

9 1+

Nékteré dalsi hranice pro kofeny polynomu jsou uvedeny v nasledujici vété:

Véta 3.2. Pro vsechny koreny &,k =0,1,...,n, polynomu P € 11,, plati

n
a

|€k| < max l,z L

j=11%0
|§k|§2max{ﬂ, 4 1/ 1/ }

ap ao
x| §max{‘a—" 1+ dn-1 }

ap ao a()

Dikaz 1ze najit napf. v [5].

§ 3.2. Pocet realnych kofenti polynomu

Zabyvejme se nyni otazkou poctu realnych kofenid polynomu.
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Umluva. Necht ¢, ..., ¢y, je posloupnost realnych ¢isel réizngch od nuly.
Rekneme, ze pro dvojici ¢, cp41 nastdvd znaménkovd zména, jestlize
ckcr+1 < 0.

Rekneme, ze dvojice cy, Cx+1 zachovdvd znaménko, jestlize cxcr41 > 0.

Daéle ukézeme, Ze pocet redlnych kofenti polynomu lze urcéit pomoci posloup-
nosti polynomu klesajicich stupnt. Vhodnou posloupnosti je tzv. Sturmova po-
sloupnost:

Definice 3.1. Posloupnost redlnych polynomu
P=Py,P,....P,

se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P, jestlize

(a) Vsechny redlné kofeny polynomu Py jsou jednoduché.

(b) Je-li £ redlny kofen polynomu Py, pak sign P (§) = —sign Pj(£).

(¢) Proi=1,2,...,m—1,

Pit1(a)Pia(e) <0,
jestlize a je redlny kofen polynomu P;.

(d) Posledni polynom P,, nemé realné kofeny.

Poznamka 1. Jestlize polynom P mé nasobné kofeny, pak délenim polynomu P
nejvétsim spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom, ktery mé tytéz kofeny,
ale vSechny jednoduché.

Uvedme nyni jednoduchy postup pro konstrukci Sturmovy posloupnosti p¥i-
slusné polynomu P za pfedpokladu, Zze vSechny redlné kofeny polynomu P jsou
jednoduché.

Polozme

Py(z) = P(x), Pi(z) = —Pj(z) (3.3)
a sestrojme dalsi polynomy P;;; rekurentné délenim polynomu F;_; polynomem
Pil
H_l(:v) = QZ(,T)Pl(LL') — CiH+1($), 1= 1, 2, ey (34)
kde
stupeni P; > stupeni Pj 1

a konstanty c; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze Fici, ze P;;1 je zaporné vzaty
zbytek pfi déleni P;_;/P;. Tato rekurze je zndmy Euklidtv algoritmus. Protoze
stupné polynomu klesaji, musi algoritmus koncit po m < n krocich:

Pr1(z) = Qum(z) P (z), Pr(z) # 0.
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Posledni polynom P, je nejvétsi spoleény délitel polynomti P a P; = —P’. Jestlize
vSechny redlné kofeny polynomu P jsou jednoduché, pak P a P’ nemaji Zadné
spole¢né realné kotfeny. Tedy P,, nemé realné koreny.

Jestlize P;(«) = 0, tak z (3.4) plyne

Pi,1 (O[) = _CiPi+1 (O[)

Jestlize bychom pfedpokladali, ze P;+1(a) = 0, pak z (3.4) by plynulo P, () =

. = Pn(a) = 0, coz by byl spor, nebot P, («a) # 0. Odtud tedy plyne
Pi_1(a)Pit1(a) < 0, je-li Pi(o) = 0. VySe zkonstruovand posloupnost zfejmé
také spliiuje podminku 2 z definice Sturmovy posloupnosti a je tedy Sturmovou
posloupnosti prislusnou polynomu P.

Véta 3.3. (Sturm). Pocet redlngych kotentd polynomu P v intervalu a < x <
b je roven W(b) — W(a), kde W(z) je pocet znaménkovijch zmeén ve Sturmové
posloupnosti Py(x), ..., Pp(z) v bodé x (z niZ jsou vyskrinuty nuly).

Dukaz. Nejdfive ukazeme, jaky vliv md mald zména hodnoty a na pocet zna-
ménkovych zmén W (a) v posloupnosti

Py(a), Pi(a),..., Pn(a). (3.5)

Necht nejdfive a neni kofenem zadného z polynomu P;, i = 0,...,m. Pak samo-
ziejmé mald zména ¢isla a nema zadny vliv na pocet znaménkovych zmén v po-
sloupnosti (3.5).

Necht nyni a je kofenem nékterého z polynomi P;, ¢ = 0,1,...,m — 1. Pfed-
poklddejme nejdiive, ze 1 < ¢ < m — 1. Necht polynom P; méni znaménko v bodé
a. Pro dostatecné malé h > 0 zachycuji chovani polynomu P;,_1, P;, P;+1 v bodech
a — h,a,a + h nasledujici tabulky.

a—h a a+h a—h a a+h
Py - - = Py + +  +
P - 0 + P; - 0 +
Piyq + 4+ o+ Pit1 - - -
W@ | 1 1 1 W@ | 1 1 1

a—h a a+h a—h a a+h
Py - - = Py + +  +
P, + 0 - P, + 0 -
Pt +  + 4+ Pt - - -
W@ | 1 1 1 W@ | 1 1 1

Ve vsech téchto pfipadech W(a — h) = W(a) = W(a + h), coz znamen4, Ze pii
pfechodu pfes bod a, ktery je kofenem nékterého z polynomia P;, i =1,...,m — 1,
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pocet znaménkovych zmén ve Sturmoveé posloupnosti se nemeéni. Totéz plati i v pii-
padé, Zze P; neméni znaménko v bodé a.

Necht nyni a je kofenem polynomu Py. Znaménka polynomt Py, P; v okoli
bodu a ukazuji nasledujici tabulky.

a—h a a+h a—h a a+h
Py — 0 + P + 0 -
Py — — — Py + +
W(x) 0 0 1 W(x) 0 0 1

V obou piipadech W(a + h) — W(a — h) = 1. Odtud plyne: Je-li @ kofenem
polynomu Py, pak pii pfechodu pies bod a ziskdme jednu znaménkovou zménu.
Pro a < b a dostate¢né malé h > 0 ¢islo

W(b)—W(a) =W({b—h)—W(a—h)

udavéa pocet kofeni polynomu P v intervalu a —h < x < b— h. Protoze ¢islo h > 0
je libovolné malé, udavé tento rozdil rovnéz pocet kofenti v intervalu a <z < b. O

Priklad 3.2. Uréete pocet realnych kofenti polynomu
P(z) = 2% — 3z + 1.
Reseni. Sestrojime Sturmovu posloupnost ptislusnou polynomu P(z). Je
Py(z) = 2® — 3z +1, Pj(x) = 32 — 3,
Pi(z) = —2® 4 1.

Polynom P, je zaporné vzaty zbytek pfi déleni polynomu Py polynomem P, tj.
Py(z) =22 — 1 a déle Ps(z) = —3/4.
Sestavime tabulku pro urceni po¢tu realnych korent.

x| Po(x) Pi(x) Po(x) Ps(x)| W(x)
—00 — — — — 0
too| + - o+ - 3
ol + o+ - - 1
1| o+ 0 - - 1
2| - - - - 0
1 — 0 + - 2
2 + -+ 3
Odtud plyne: W(oc0) — W(—o0) =3 = 3 redlné kofeny
W(c0) — W(0) =2 = 2 kladné kofeny
W(-1)—-W(-2)=1 =1 kofen v intervalu [—2, —1]
W(1)-w(0)=1 = 1 kofen v intervalu [0, 1]
wW2)-w(1)=1 = 1 kofen v intervalu [1, 2]
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I kdyz z teoretického hlediska vypada konstrukce Sturmovy posloupnosti velmi
jednoduse, mohou byt konkrétni vypocty ponékud tézkopadné, nebot koeficienty
polynomi P; mohou byt fadové dosti velké. Pro rychly odhad pocétu kladngch
kotfenti daného polynomu je vhodné nésledujici Descartesova véta.

Véta 3.4. (Descartes). Pocet kladnych kofent polynomu P (pocéitino s ndsob-

nosti) je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti ag,...,a,
nebo o sudé cislo menst.
Jsou-li vSechny koeficienty ag, ..., a, rizné od nuly, pak pocet zdpornych ko-

renu je roven poctu zachovdni znamének v této posloupnosti nebo o sudé cislo
mensi.

Dtikaz viz [2].
Priklad 3.3. Odhadnéte pocet kladnych a zapornych kofend polynomu
P(z) = 2% — 225 + 82 + 323 — 22 + 2 — 10

Posloupnost koeficienta:  1,-2,8,3,—1,1,—10
Pocet kladnych kotenii: 5 nebo 3 nebo 1
Pocet zapornych kofenti: 1

§ 3.3. Newtonova metoda a jeji modifikace

Pro urceni kofenti polynomu P lze pouzit kterékoliv z metod uvedenych v predchozi
kapitole. Pro polynomy jsou vhodné zejména metoda Newtonova a Miillerova.
Pripomenime, ze Newtonova metoda je tvaru

Hodnoty P(z*), P'(x*) 1ze snadno spoéitat Hornerovym schematem.
Hornerovo schema.

Necht « je redlné ¢islo. Vydélime polynom P(z) linedrnim polynomem x — a:

P(z) = (z = 0)Q(x) + b,

kde
Q(JJ) = bown_l + ...+ by,
Koeficienty b;, i = 0,...,n uréime z rekurentnich vztahi:
bo = Qo
by = ap+aby_1, k=1,...,n.

Pak je ziejmé P(«) = by,.
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Poznamka 2. Necht §_1_je ptiblizny kofen polynomu P. Polynom P délime line-
arnim polynomem (x — &), tj.

P(z) = (z — £&)Q() + bn.

Koeficienty by,. . . ,bn—1 polynomu Q lze ziskat Hornerovym schématem. V piipadé,
ze &1 je presny kofen polynomu P, je b, = P(§1) = 0. Je-li {; aproximaci kofene
€1, je P(&1) = bn # 0.

Hornerova schematu lze pouzit i pro vypocet hodnoty derivace polynomu P
v bodé a. Derivaci vztahu P(x) = (z — a)Q(z) + b, dostaneme

Pl(x) = Qx) + (z — 0)Q'(x)
a tedy P'(a) = Q(«).

Qz) = (v—a)R(x)+cna
R(xz) = cox" 2 +...ch o
a@Qla) = cp1.
Vypocet 1ze vhodné usporadat do tabulky
an a1 ag e An—1 (079
« abg aby ... ab,_o ab,—1
bo b1 b2 e bn,1 bn = P(a)
« acy acp ... QCp_o
co 1 2 ... cCpo1=Q(a)=P(a)

Obdobnym zptsobem lze vypoéitat hodnoty PU )(a) pro libovolné 5 > 1. Polozme

QO (z) = Qz) =0z + ...+ b,

takze
P(z) = (z — a)Q(z) + b
Dale
QO (2) = (z — )QW(x) + b,
pro
Q(l)(:v) = b(()l)x"_l +...+ bsll_)2,
a tedy

P(z) = QW(2)(z — a)? + b8, (z — a) + b
Dalsim postupem bychom dostali vyjadieni

P(z) = b(()n) (x —a)" + bg"il)(:v —a)" L+ bfllzl(x —a)+ b0, (3.6)

kde koeficienty bz(-"_i), t = 0,...,n dostaneme postupnym pouzitim Hornerova
schematu podle nasledujici tabulky
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ag a1 as cee Gp—2 Gp—1 an
o ab(()o) abgo) abslol?, abslo_)2 absloll
A IR
« ab(()l) abgl) abglllg b51122
D T S
« ab(()2) abgm abflg
2

0
o b(()n—l)
b(()n—l) bgn—l)
«
by

Pitom je z (3.6) ziejmé, ze PU)(a) = j1bY) ..

Jak vime z pfedchozi kapitoly, pro konvergenci Newtonovy metody je tfeba znat
dostate¢né dobrou poc¢atecni aproximaci. Avsak neexistuje zadné pravidlo, které by
zarucovalo dobrou pocatec¢ni aproximaci pro libovolny polynom. Na druhé strané
takové pravidlo plati pro specidlni ptipad, kdy vSechny koteny &;,2 = 1,...,n jsou
realné a plati

126 >...2¢&,.

Toto pravidlo je v podstaté obdobou véty 2.10 a zni takto:
Véta 3.5. Necht P € I1,, je polynom stupné n > 2. Necht viechny koteny &;,

&12>26>...>2&,

. . . oo v . . i3
jsou redlné. Pak posloupnost {:Ck }k:O uréend Newtonovou metodou je konvergentni

klesagici posloupnost pro kaidou pocdtecni aproximaci x° > &1, & = klim zk.
— 00

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti lze predpoklddat, ze P(z°) > 0. Protoze P neméni
znaménko pro x > £, méme

P(z) >0 pro z>&

a tedy ag > 0. Derivace P’ ma n — 1 realnjch kofeni a; s vlastnosti (v disledku
Rolleovy véty):
SL1>2a1>28%>a> . > an-1 2> 6.
Protoze P’ je polynom stupné nejvyse n—1, jsou toto vSechny jeho kofeny a P’ (x) >
0 pro = > aq, nebot ag > 0. Opé&tovnou aplikaci Rolleovy véty dostaneme
P"(z) >0proz > (n > 2),
P"(x) > 0proz > a.
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Tedy P a P’ jsou konvexni funkce pro z > «;. Nyni na intervalu [aq,2°] lze
aplikovat vétu (2.9). Znaménko polynomu P v bodé z° je stejné jako znaménko
P” na intervalu [a,2°] a tedy pro pocateéni aproximaci 2 > &; posloupnost

oo v , . v Y
{xk}kzo urcend Newtonovou metodou konverguje monotonné ke kofenu &;. O

Poznamka 3. Pro volbu pocatecéni aproximace lze uzit odhadt uvedenych ve
vétach 3.1, 3.2.

Newtonova metoda konverguje kvadraticky, ale tato konvergence nemusi vzdy

znamenat rychlou konvergenci. Jestlize poc¢ateéni aproximace 2° lezi daleko od
> o v 7 o v

kotene, pak posloupnost {xk } o urcend Newtonovou metodou mize konvergovat

pomalu, nebot pro z* velké

k\n
ka:xk——(x) te. ~ 1k 1—1 )
n(zk)n—1 4 .. n

odkud je vidét, ze je maly rozdil mezi z*, 2**1. Z tohoto déivodu se budeme
zabyvat nasledujici zdvojenou metodou.

k=0,1,2,... (3.7)

misto pfimé Newtonovy metody.

Vé&ta 3.6. Necht P € I1,,, n > 2, a necht vechny koveny &;,i =1, ..., n polynomu
P jsou rediné a & > &5 > ... > &,. Necht oy je nejvétsi koten P':

&> 0q > &

Pro n = 2 predpoklddejme & > &s. Pak pro kaZdé z > &1 jsou cisla

P(z) P(z) P(y)
=4 — =z —2 =y — .
Y=Eomny VTR oy VTV ) (3.8)
definovana a plati
ap <y,
Ly (3.9)
&<y <2

Dikaz lze najit v [5].

Obrazek 3.1 ilustruje geometricky vyznam této metody.

Metoda (3.7) neni z geometrického hlediska zaloZena na priseéiku teény s osou
z, ale na priise¢iku seény se smérnici P’(z)/2. To znamend, ze pfi pouZiti této
metody mizeme ,prestfelit® bod &1, tj. pro bod y ve vztahu (3.8) muze platit
y < &. Ale z véty 3.6 plyne, Ze tento bod splituje rovnéz nerovnost (3.9) a pouzitim
klasické Newtonovy metody dostaneme bod 3, ktery je lepsi aproximaci &; nez bod
Z.

Prakticky vyznam véty 3.6 je nasledujici:
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12+ - B

Obr. 3.1: Zdvojend Newtonova metoda, P(z) = 23 + 22 — 10z + 8, 20 =

v v 7 v_ 7 . ’ o0
Zacneme s poc¢atecni aproximaci 2° > £;. Pro posloupnost {:vk} ko generova-
nou zdvojenou metodou

mohou nastat dva pripady:
(a) P(2°)P(z*) > 0 pro vsechna k. V tomto pripadé

m zF =&

D >at>s . o>ab > >8, li
k—oo

a konvergence je rychlejsi nez konvergence piimé Newtonovy metody.

(b) Existuje z* tak, ze P(z*)P(2°) < 0, P(z*)P(2°) > 0 pro 0 < k < ko.
V tomto pripadé tedy doslo k ,,pfestieleni* bodu &; a plati

ko

D>zt > >l s g sy =gk s o > 6.

Polozme 3% = 2o a pokrac¢ujme dale klasickou Newtonovou metodou s touto
pocatecni aproximaci:

e e PO k=0,1,2,...
P/(yk)? bt B}

Dostaneme opét monotonni posloupnost

y' eyt > >yF >z, lim gt =g
— 00
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Priklad 3.4. Ukazeme si rozdil mezi rychlosti konvergence ptimé a zdvojené New-
8
tonovy metody. Polozme P(z) = [[(z — i), tedy & = 8, & = 7,....6 = 1.

i=
Pocateéni aproximaci zvolme xy = 20. Jednotlivé iterace dava nasledujici tabulka:

Newtonova metoda zdvojend Newtonova

metoda

2 20,0 20,0

2! 18,105567 16,211133
22 16,454192 13,398883
23 15,016438 11,329903
4 13,766710 9,834383
2®  12,682811 8,794966
25 11,745573 8,148323
7 10,938548
28 10,247782 8,016696
2%  9,661673 8,000686
210 9,170955 8,000001

U zdvojené Newtonovy metody doslo k ,pfestieleni“ kofene &; u aproximace 7,

pro nasledujici iterace uz je pouzita prima Newtonova metoda.

VysSe uvedenym postupem nalezneme aproximaci §~1 nejvétsiho kotfene &1 poly-
nomu P. Pro urceni dalsich kofeni se nabizi jednoducha myslenka: zname aproxi-
maci &1, vydélime polynom P dvojélenem (xz — &) a vysledny polynom

P(x)

$—&

Pl(I) =

je polynom stupné n — 1 s nejvétsim korfenem &5. Tato metoda se nazyva metoda
snizovant stupne. Takto bychom mohli teoreticky najit vSechny kofeny polynomu
P. Ale prakticka realizace tohoto procesu neni bez problémi. Kofen & je znam
priblizné a vzhledem k zaokrouhlovacim chybam nelze pfesné uréit polynom P; (viz
poznédmka 2). Polynom, ktery ziskdme uvedenym délenim bude mit tedy kofeny
odlisné od &, ...,&,. Pri dalsim opakovani tohoto postupu mohou byt posledni
kotfeny polynomu P urceny zcela nepfesné. Z téchto diivodd byly navrzeny rizné
modifikace metody snizovani stupné ([5]).

Metodu, ktera se vyhyba pfimému snizovani stupné, navrhl v roce 1954 Ma-
ehly ([5]). Zékladni myslenka této metody spociva ve vhodném vyjadieni derivace
polynomu nizsiho stupné:

_P) P

P (z = =
1( ) 117—51 (117—51)2,

(3.10)
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Dosazenim tohoto vyjadreni do vzorce pro Newtonovu metodu pro polynom P;
dostaneme:

Py (z* P(z*
it =gk — Pllgxk; =zF - (@ ;( 5 (3.11)
x

! P/(zb) T

P&
Obecné, jestlize jsme jiz nalezli aproximace kofent §~1, e ,éj, postupujeme ob-

dobné a sestrojime polynom
P(x)
Pj(z) = = =,

(@—=&).. . (z=§&)

, P'(x) P(z :
Pi(z) = = — — =
() (x=8&)...(z=§&) (x—-&).. 50—53 ;x_@

Newtonova metoda pro nalezeni kofene ;1 je tvaru

Pt = @ (ah), D(x) =2 — P(f) @) . (3.12)
Piz) -y —
i1t =&

Pfednost této metody spocivad ve skuteénosti, Ze posloupnost {z¥} generovani
metodou (3.12) konverguje kvadraticky ke kofenu &, i v pripadé, ze &1, ..., ¢;
nejsou kofeny P (konvergence je pouze lokalni v tomto pfipadé). Tedy vypocet
&j+1 neni citlivy na chyby pfi vypoctu predchozich kofenti. Mizeme také vhodné
aplikovat zdvojenou Newtonovu metodu.

Priklad 3.5. Uzitim zdvojené Newtonovy—Maehlyovy metody naleznéte kofeny
polynomu P(z) = 23 + 2% — 10z + 8.
Reseni. Necht 20 = 3, tj. pocateéni aproximace kotene & je &9 = 3.

Aproximace kotfene &;: €1 = 1,782608695652
€2 =2,10014059474224
£ =2,00971540717739
& =2,0001079735567
£ = 2,00000001359833

Hned prvni aproximace £} ,pfestielila“ hledany kofen &1 = 2, tj. €0 > &, & < &,
pro vypocet dalsich aproximaci je tedy pouzita klasickd Newtonova metoda.
Dale, polozme £9 = 1,9 (coZ je pocatecni aproximace pro kotfen &3).

Je €2 = 0,33823529411765
2 =1,11911764705882

5 =1,00270873930706
&3 =1,00000146586547

5 =1,00000000000043
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Opét prvni aproximace 1 je mensi nez hledany koten & = 1, takZe pro vypocet
dalsich aproximaci pouzijeme klasickou Newtonovu metodu.
Za pocate¢ni aproximace kofene &3 zvolime £§ = 0,9. Dals{ aproximace jsou

€3 = —8,899999999935
€2 = —4,000000000 . . .

G=88=¢

Pro srovnani: presné koteny jsou & = 2, & = 1, &3 = —4. Tvar polynomu za-
chycuje obréazek 5. Pro srovnani uvedme vysledky, které bychom dostali metodou

30

20 - -

10 - —

—20l 4

—30 L L L L . L .
—5 —a —3 -2 -1 o a 2 3

Obr. 3.2: Prbéh polynomu P(z) = x3 + 22 — 10z + 8.

snizovani stupné. Vypocet & by samoziejmé probihal stejnym zptsobem. Pokud
£ = 2,00000001359833 povazujeme za dostateéné presnou aproximaci £, dosta-
neme polynom P (x) = P(z)/(x — £3) ve tvaru

Py(x) = 2% + 3.00000001359833 = — 3.99999993200835

a naslednym pouzitim zdvojené Newtonovy metody vyjde &3 = 0.99999998368243.
Dalsim snizenim stupné polynomu dostaneme Ps(z) = x+3.99999999728076, takze
nelze dostat presnéjsi aproximaci kofene &3 nez hodnotu —3.99999999728076.

Vyznam Maehlyovy metody se projevuje zejména u polynomi vyssich stupni,
jak doklada nasledujici priklad.

15
Piiklad 3.6. Polozme P(z) = [] (z—i). V uvedené tabulce vidime rozdil mezi me-
i=1
todou snizovani stupné a Maehlyovou metodou. V tabulce nejsou uvedeny vsechny
vysledky, jen aproximace nejmensich kofenti, kde je chyba nejveétsi.
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snizovani fadu  Maehlyova metoda
& 15,0000037 15,0000037

&3 2,92420696801  2,999999999978
&4 2,01522846251  2,000000000007
&5 0,99878713149  1,000000000000

§ 3.4. Bairstowova metoda

Doposud jsme se zabyvali vypoctem redlnych kofent polynomu. Pokud jde o vy-
pocet komplexnich kofenti, lze uzit nékterych z predchazejicich metod, napt. New-
tonovy metody s komplexni poc¢ateéni aproximaci, nebo nékterych specidlnich me-
tod: Lehmerovy-Schurovy metody, Graeffovy metody, Bernoulliovy metody nebo
Bairstowovy metody. Pojedname zde podrobnéji o Bairstowové metodé. Ostatni
zminéné metody jsou uvedeny napt. v [18].

Podstatou Bairstowovy metody je myslenka nalezeni kvadratického trojclenu,
ktery je délitelem daného polynomu:

Necht

P(z) = apx" + a12™ ' + ...+ a,.

Oznaéme z, Z, z = u+iv, dvojici komplexné sdruzenych kofenti polynomu P. Cisla
2, Z lze povazovat za koteny kvadratického trojélenu D(z) = 22 +pr+q, p = —2u,
g = u? 4 v%. Nagim tkolem je najit ¢isla p, ¢ tak, aby polynom D délil polynom P
beze zbytku. Budeme-li znat ¢isla p, ¢, pak snadno uré¢ime komplexni kofeny z, Z
polynomu P. Tuto myslenku lze formalné zapsat takto:

P(z) = D(z)Q(z) + Az + B, (3.13)
kde
D(z) = 2 + pz +q,
Q(z) = Q(z,p,q) je polynom stupné n — 2,

= A(p,q),
B(p,q).

Il
=
<

Je tfeba urcit p, q tak, aby

A(p,q) =0,  B(p,q) =0. (3.14)

Systém (3.14) je systém nelinedrnich rovnic a budeme ho fesit Newtonovou meto-
dou pro systémy nelinedrnich rovnic (2.47).
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Povazujeme-li kvadraticky trojélen D(x) = 2% + px + ¢ za aproximaci délitele,
dostaneme dalsi aproximaci D1 (z) = 22 +p1z+q1, p1 = p+h, 1 = ¢+ k, feSenim
soustavy

04 04
op  Oq h\__ [ Alp.a)
0B 0B k B(p,q)
dp  Oq

neboli, oznadime-li % = A, % = A, %—f =B, %—lj = By,

A(p, q) + A, (p, @)h + Ay (p, )k = 0,
B(p,q) + B,(p,9)h + B, (p,q)k = 0.

(3.15)

Veli¢iny A(p, q), B(p, q) lze ziskat zobecnénym Hornerovym schematem (viz strana
88) pti déleni polynomu P trojélenem D. Derivujeme vztah (3.13) podle p a ¢:

0 =2Q(z) + Q,(x)D(x) + Ay + B,
0= Q(z) + Qy(x)D(x) + Ajx + By,
Odtud
(a)  2Q(x) = —Q,(2)D(z) — Az — By,
b) QW) = —Qx)D(x) — Ay — B,

Je ziejmé, ze —Aj,, —B,, resp. — Ay, — B, jsou koeficienty linearnich zbytki pii
déleni polynomu xQ(z) polynomem D(z), resp. Q(x) polynomem D(z). Polozme

(3.16)

_ / _ /
a =—A, b= —-B,.
Tato ¢isla lze opét ziskat zobecnénym Hornerovym algoritmem pro déleni poly-

nomt Q(z)/D(x). Vypocteme nyni A;,, B,,.
Vynésobme (3.16b) ¢islem a:

2Q(x) = —xQq(x)D(z) + az? + bx
a po upravé muzeme tento vztah zapsat ve tvaru
2Q(x) = a(2® + pr + q) + br — 2Qy () D(x) — apz — g,

a tedy
2Q(z) = (a — Q) (x)) D(x) + (b — ap)z — aqg. (3.17)

Porovnénim (3.17) a (3.16a) dostaneme
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Soustavu (3.15) mizeme nyni zapsat takto:

(ap—b)h —ak+ A =0,
aqgh — bk + B = 0.

(3.13)

VyieSenim této soustavy ziskdme ¢&isla h, k a kvadraticky trojélen Dy(z) = 22 +
(p + h)x + q + k, jehoZ koFeny jsou aproximaci kofenti z, Z polynomu P. Postup
opakujeme. Jako kriterium pro zastaveni vypoétu lze zvolit: |h| < |p|, |k| < €]q|,
€ > 0 zadana presnost. Na zavér této kapitoly uvedeme zobecnéné Hornerovo
schéma pro vypocet hodnot A, B, a, b.

Zobecnéné Hornerovo schema.

Je dan polynom P(z) = agz™ + ...+ a, a aproximace kvadratického trojclenu
D(z) = 2% + px + q. Hodnoty A, B, a, b vypo¢itdime zobecnénym Hornerovym
schematem. Vypocet 1ze usporadat do tabulky:

ap ai a9 e QAp—3 QAp—2 QAp—1 QAp
-p —pbo  —pb1 ... —pbh—4 —pbp-3 —pbp_2
—q —qbo ... —gbp—5 —qbp-a  —qbn-3 —qbn_2
bo by ba . bn_3 bp—o A B
—p —pcop  —pc1 ... —PCn—4
—q —qCo ... —(qCn—5 —(qCpn—4
Co c1 Ca a b

Zde Q(I) = boIniQ + ...+ bn,Q,

bj:aj—pbjfl—qufg, j:2,...,n—2

bo = ap

b1 = a1 — pbo

A=a,_1— pbn—2 - qbn—S

B = Qp — qbn72
Dale

Q(z) = D(z)R(x) + ax + b,
kde R(z) = coz™ % + ...+ cy—4. Koeficienty ¢;, a, b jsou uréeny obdobnym zpiiso-
bem jako koeficienty b;, A, B, a to:
a4 = —PCn—4 — qCp—5+ bn_3, b= —qcpn—a+bn_2,
C; = bj — PCj—1 —QqCj—2, j = 2,...,7’L—4.

Priklad 3.7. Uzitim Bairstowovy metody naleznéte dvojici komplexné sdruzenych
kofenii polynomu
P(z) = 2* — 322 + 42 — 1.
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Resend. Ze Sturmovy véty plyne, Ze polynom mé 2 reélné a 2 komplexné sdruzené
kofeny.

Za poCateéni aproximaci kvadratického trojélenu zvolme Dy(z) = 2% + x + 1,
ti.p=1,qg=1.

Aplikujme nyni zobecnéné Hornerovo schema:

1 0 -3 4 -1
-1 -1 1 3
-1 -1 1 3
1 -1 -3 8 2
-1 -1
-1 -1
1 -2 —4

Odtud plyne, ze A =8, B =2,a = —2, b = —4. Odpovidajici systém rovnic (3.18)
je tvaru

2h+2k+8=0
—2h+4k+2=0.

Odtud h = —=7/3, k = —5/3 a tedy novy kvadraticky trojélen je tvaru
Di(x)=a*+(1-Da+(1-32)=a>—- 32— 2.

Nyni vypocet opakujeme s timto kvadratickym trojc¢lenem. Koeficienty kvadratic-
kych trojclentl jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Pk qk
k=0] 1 1
k=1|-4/3 ~2/3
=2 | —2,283000949 2,1946816134

k=3| —2,03645296288 1,53678222972

k=8| —1,90640113643838 1,3662797903433
k=91 —-1,90640113643838 1,3662797903433

Aproximace 8, 9 ukazuji, Ze vypocet je stabilizovan, nebot absolutni hodnota roz-
dilu dvou po sobé jdoucich aproximaci je zanedbatelna. Za aproximaci dvojélenu
lze vzit

D(x) ~ z? —1,90640113643838x + 1,3662797903433.

Kofeny tohoto dvojélenu jsou

&1,2 = 0,95320056821919 + 0,67652677240516i.
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Cviceni ke kapitole 3

1. Pomoci Hornerova schematu vypo¢téte hodnotu P(«), P'(a) a P”(a) pro
polynom P(z) =225 —2* + 322+ —-5aa =2.

2. Uzitim zobecnéného Hornerova algoritmu vypoctéte hodnotu polynomu z pri-
kladu 1 v bodé z =1 +1i.
(Reseni: P(1+1i) = -8 —1i.)

3. Je ddna rovnice 323 —x — 1 = 0. Urdete interval, ve kterém lezi kladny kofen
této rovnice.

4. Uzitim Sturmovy véty urcete pocet realnych kofent polynomi

a) P(z) = 2* — 4z + 1 (2 realné kofeny: & € [0,1], & € [1,2]),
b) P(xz) = a3 + 32% — 1 (3 redlné koteny: & € [0,1], & € [—1,0], & €
[=3,-2]).

5. Sestrojte Sturmovu posloupnost pro polynom
P(z) =2 + 322 - 1

a urcete pocet redlnych korenti tohoto polynomu. Ukazte, Ze vSechny redlné
koteny lezi v intervalu [—3, 1] a najdéte intervaly, ve kterych lezi vzdy pravé
jeden kofen.

6. Pomoci Sturmovy véty uréete pocet realnych korentt polynomu P(x) = z* —

x? + 3.
7. Uzitim zdvojené Newtonovy-Maehlyovy metody naleznéte kofeny polynomu
P(z) = 23+ 322 — 1.
(Reseni: & = 0,532089, & = —0,652706, &5 = —2,87938.)
8. Urcete realné a komplexni kofeny polynomu
P(z) = 2* + 222 — 2 — 3.
(Reseni: & = 1,2412, & = —0,876053, &34 = —0,124035 & 1,74096i.)
9. Uzitim Bairstowovy metody naleznéte komplexni kofeny polynomu
P(z) = 2* + 42? — 32 — 1.

(Resent: & 5 = —0,3111 4 2,1231i.)

Kontrolni otazky ke kapitole 3
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1. Plati véta 3.1 i pro polynomy s komplexnimi koeficienty?

2. Bylo by mozné pouzit zdvojenou Newtonovu metodu v piipadé n = 2 a
&1 = & (viz predpoklady véty 3.6)7

3. Co by se mohlo stat, pokud by pii pouziti zdvojené Newtonovy metody nebyl
splnén predpoklad, ze vSechny kofeny jsou realné?

4. Lze pouzit Maehlyovu metodu pro polynom s vicenasobnymi kofeny?

5. Jak se da pouzit princip Maehlyovy metody v pfipad€, ze polynom ma kom-
plexni kofeny?
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Kapitola 4

Primé metody reseni
systému linearnich rovnic

Nyni se budeme zabyvat metodami pro feSeni systému linearnich rovnic

aip -+ Qip T
Gp1  **° QAnn Tn
Predpokladame, %e A je redlnd étvercovd matice fadu n (A € M,,), b je redlny
vektor. Je-li matice A reguldrni, m4a systém (4.1) jediné feSeni x*:

x*=A"'b (4.2)
V této kapitole se budeme zabyvat pfimymi metodami FeSeni systému (4.1), tj.
metodami, jejichz aplikaci ziskdme presné feSeni * po konecném poctu krokt za
predpokladu, ze vSechny aritmetické operace provadime pfesné a vstupni tdaje
jsou dany pfesné. Pti vySetfovani téchto metod se budeme také zabyvat otazkou,
kolik aritmetickych operaci je tfeba pro realizaci vypoc¢tu uzitim dané metody.
Jelikoz vypocty provadime v disledku zapist ¢isel v pocitaci pouze s pribliznymi
C¢isly a zaokrouhlujeme béhem vypoctu, budeme vénovat také pozornost presnosti
nalezeného feSeni uzitim dané metody — to jsou tzv. a priori odhady.

§ 4.1. Systémy linearnich rovnic

Pripomernime nyni zakladni poznatky z linearni algebry.

Matici tvaru
aiy - Gin | by

a1 -+ G2y | b2

(Aalb)=| " (43)

apl  *°* Gnn bn
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nazyvédme rozsifenou matici systému (4.1).

Definice 4.1. Systém (4.1) se nazyva Tesitelny (resp. nefesitelny), jestlize existuje
alespoii jedno (resp. neexistuje zadné) Feseni.

Véta 4.1. (Frobenius). Systém linedrnich rovnic (4.1) je fesitelny prdvé tehdy,
kdyZ hodnost matice A je rovna hodnosti roz§itené matice systému (A | b).

Definice 4.2. Matice R € M,,, R = (1), se nazyva horni trojuhelnikovd matice,
jestlize r;; = 0 pro ¢ > j.

Matice R € M, R = (ri;), se nazyva dolni trojihelnikovd matice, jestlize
rij:Oproi<j.

Definice 4.3. Matice A € M,, se nazyva pdsovd, jestlize existuji pfirozena disla
p, q, 1 < p, ¢ < n takova, Ze a;; = 0, jestlize i + p < j nebo j + ¢ < i. Siika pasu
w=p+q—1.

Poznamka 1. Pro p = ¢ = 2 se pasova matice nazyva tridiagondlni a je tvaru
a1 apz 0 - .. 0
a21 Q22 023

0 azx ass

0

An—1n—1 Qn—-1n

0 e e O a]n.’nil [e7%9%

Definice 4.4. Matice A € M, se nazyva ryze ridkové diagondlné dominanini,
jestlize
n

lail > Y lagl,  i=1,...,n. (4.4)
j=1
J#i
Véta 4.2. Jestlize A € M, je ryze tadkové diagondlné dominantni, je requldrnd.

Dukaz. Pfedpokladejme, Ze A neni reguldrni. Pak systém Ax = o mé netrividlni
feSeni & = (v1,...,2,)T. Necht |zg| = | max |z;|. Podle pfedpokladu je xj # 0.
<i <n

Nyni, i-t4 rovnice systému Ax = o je tvaru
n
E Qi L5 = 0
Jj=1
a k-ta rovnice muze byt zapsana ve tvaru

n
ApkLTr + E ApjT; = 0,

i=1
i#k
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tj.

Prechodem k absolutnim hodnotdm dostaneme

n n

.
lax] < |akj|M< > laxgl,

lzk| —

j=1 j=1
ik ik
coz je spor s predpokladem (4.4). Matice A musi tedy byt regularni. O

Definice 4.5. Symetricka matice A € M,, se nazyva pozitivné definitni, jestlize
x” Ax > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € R™.

Véta 4.3. Pozitivné definitni matice je requldrni.

Dukaz. Predpokladejme, Zze A je singularni, tzn. Ze systém Ax = o ma netrivialni
feseni 2’ # 0, Ax’ = o. Pro tento vektor 2’ plati 2’7 Az’ = 0, coZ je spor s pozitivni
definitnosti matice A a tedy A je regulédrni. |

Vétsina vypocetnich algoritmi numerické linedrni algebry méa spole¢nou za-
kladni strukturu, kterou lze popsat takto:

1. Dany problém se pfevede na ,redukovany“ problém.
2. Resi se tento redukovany problém pii vyuziti jeho specialni struktury.
3. Reseni ptivodniho problému se zpétné ziské z feSeni redukovaného problému.

Umluva. V celé této kapitole budeme predpokladat, ze A € M,,. Tuto skuteénost
nebudeme zdlraznovat, pokud nemitize dojit k nedorozumeéni.

§ 4.2. Gaussova eliminaéni metoda

Nejznameéjsi primou metodou pro FeSeni systému linearnich rovnic je Gaussova eli-
minacni metoda ,,GEM“, kterou lze rovnéz zahrnout do vyse uvedené tiidy algo-
ritma. Hlavni myslenka této metody spociva v prevedeni daného systému Ax = b
vhodnymi ekvivalentnimi tpravami na systém Rax = c¢ s horni trojuhelnikovou
matici R, tj. problém se prevede na redukovany problém. Této etapé rikame primy
chod. Tento systém ma stejné feSeni jako puvodni systém Ax = b a jeho feSeni
lze snadno ziskat zpétnou substituci (za predpokladu r;; #0,i=1,...,n):

n

ci— Y. TikTk
k=i+1 .
o= — i=nn—1,...,1. (4.5)
T

Jelikoz systém Rx = c fesime od posledni rovnice, ika se této etapé zpétny chod.



96 4. PRIME METODY RESENi SYSTEMU LINEARNiCH ROVNIC

V prvém kroku algoritmu se vhodny nasobek prvni rovnice odecité od zbyvaji-
cich n—1 rovnic tak, aby koeficienty u 1 ve zbyvajicich rovnicich byly rovny nule;
tedy x1 zustava pouze v prvni rovnici. Tento postup je mozny pouze za predpo-
kladu, ze a;1; # 0. Splnéni tohoto predpokladu lze dosdhnout vhodnou vyménou
rovnic, tj. nalezenim alespon jednoho prvku a;; # 0.

Uvedeny postup lze vhodné zapsat pomoci maticovych operaci aplikovanych
na matici

air o a1, | by

az1 -+ Gan | b2
(A|b) =

anl et Ann bn

Prvni krok GEM vede na matici (A’ | b') tvaru

i /
ay; QA2 ay, | by
i /
a a b
22 on | U2
(4| b)) = , .
0 a, a,. | b

a tento krok mizeme formalné popsat takto:
(a) Urdi prvek a1 # 0, r =1,2,...,n, a pokrac¢uj krokem (b);
jestlize zadné takové r neexistuje, nelze pokracovat.

(b) Vyméi prvni a r-ty fadek matice (A | b). Vysledkem je
matice (A | b).

(¢) Proi=2,3,...,n, ode¢ti ndsobek (4.6)
[
ail

prvniho fadku od i-tého fadku matice (A | b). Vysledkem
je matice (A’ | b').

Cisla l;; se nazyvaji multiplikdtory. Prvek a,, se nazjva hlavnim prvkem nebo
také pivotem.

ZapiSme tento postup uzitim maticového nasobeni:

(A[b)=Pi(Ab),  (A'|b)=Gi(Ab) =GP (ADb), (4.7)
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kde P; je permutacéni matice a Gy je dolni trojuhelnikovd matice (P, G1 € M,,):

0 .- 1
1 1 v i 0
P=11 0 --- ; G = )
1 1y 0 o1

Pii ndsobeni permutacni matici P; se vyméni prvni a r-ty fadek matice A. Prvky
permutaéni matice P; jsou dany vztahy p; = 1,7 # 1,r, p1. =1, p,1 =1, p11 =0,
prr = 0, p;; = 0 pro ostatni ¢, j.

Matice GG1 se nazyva Frobeniova matice. Matice Py, (G1 jsou regularni a plati

1 0
L
ln1 O 1

v . 7~ 7 / .7 2N~ ’ v
Je ziejmé, Ze systémy Ax = b, A’z = b’ maji stejné feSeni. Je totiz:

Ax* =1b = G1P1A.’13* =Az*=0b = G1Pb

*

Az=b = P'G'Az=Az=b=P'G]'Y = =z=z"

Po prvnim elimina¢nim kroku je vysledna matice (4’ | b') tvaru

b
b I

kde A je Ctvercova matice fadu n — 1. Nyni aplikujeme vysSe uvedeny algoritmus
(4.6) na systém (A | b) a postup pak opét opakujeme. Oznacime-li (A®) | b)) =
(A|b), (A |b) = (A® | b?) atd., lze uvedenou proceduru zapsat takto:

U A alll aiT
=

(A |b) = (AD | pM) = (A | BP) = . = (A [ b™) = (R|e), (4.8)

kde R je pozadovana horni trojuhelnikova matice. Matice (A®) | b®)) v této
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posloupnosti je tvaru

X X X X X
0 x X X X | X
0 X X X X
0 0 X X X
k k k
_(AD A up »
GECHE (4.9)
O Ay b

Matice Aﬁ) je horni trojithelnikova matice fadu (k — 1), (k > 2). Piechod (A®) |
b)) = (A®+D) | p*+D) spociva v aplikaci algoritmu (4.6) na matici (A% | S,
coz je matice typu (n —k +1) x (n — k + 2). Prvky matic A:(Lli), Ag) a vektoru bgk)
se pri této transformaci neméni. Stejné jako v prvnim kroku lze tuto transformaci
vyjadrit maticové

(A(k) | b(k)) _ kak(A(kﬂ) | b(k—l)) (4.10)
(R7 C) = Gn—lpn—l . G1P1(A | b) (411)
s odpovidajicimi permutacnimi maticemi Pj a Frobeniovymi maticemi G}, tvaru

1 e 0

Gy = !
—lky1k
0 —lnk 1
Zde opét ¢isla L, e = k+ 1,...,n se nazyvaji multiplikdtory.

GEM rovnéz dava velmi dilezity vysledek:

Véta 4.4. Jestlize GEM lze provést bez vymeény tadki, pak matici A lze rozloZit
na soucin dolni a hornt trojuhelnikové matice

A =LR, (4.12)

kde matice R = (ri;), L = (I;;) jsou definovdany takto:

(i) . .
m—{ Gy E=Ld (4.13)
0, t=5+15+2,....n
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Q
0, i=1,2,...,5—1, j>2
=4 1, i=j, j=1,...,n (4.14)
oD /g0 i— i1
i =j R

lij jsou prislusné multiplikdtory dané algoritmem (4.6).
Dukaz. Jestlize neménime poradi fadka, je P, = Po = ... = P,_1 = E. Nyni

z (4.10) a (4.11) plyne, ze
R=Gp_1...G14,

a tedy
Grlayt . .G R= A (4.15)
Dale
1 0
Gt = :
Lit1,)
0 lnj 1
Odtud je ziejmé, ze
1 0
G*l G71 _ 121
1 b = .
lnl o ln,n—l 1

Z algoritmu (4.6) plyne, Ze prvky matice R jsou dany vztahy (4.13). Polozime-li
nyni L = Gy'...G, "}, plyne ze (4.15) tvrzeni véty. a

Poznamka 2. Jestlize GEM nelze provést bez vymény fadkd, definuje tento al-
goritmus rozklad matice PA:
PA=LR, (4.16)

kde P = Pn—lpn—Z e Pl.

Pri praktickém vypocétu ovSem nevime predem, které fadky budeme muset

vyménit, takZze neni mozné urc¢it sou¢in PA a pak provést rozklad. Rozklad je
ovsem mozné provést pomoci nasledujici tvahy:
Necht napiiklad je tfeba pii vypoctu vyménit k-ty a j-ty fadek, k < j. Pokud
bychom to védéli pfedem a provedli vyménu pred zacatkem vlastni GEM, pak
v matici AY), by byly oproti sou¢asnému stavu vymeénény celé fadky k-ty a j-ty,
v matici obsahujici mezivysledek pro vypocet L by byly vymeénény jen spocitané
¢asti obou radkd, tedy sloupce 1,. .., k—1. Mizeme tedy provést ptislusné vymeény
a zaznamenat si, které radky byly vymeénény.
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Pro toto zaznamenéni neni potieba pracovat s celymi permuta¢nimi maticemi,
ale sta¢i tzv. permuta¢ni vektor p. Na za¢atku vypocétu polozime p = (1,...,n)7
a pri vymeéné fadkd vymeénime stejné radky i ve vektoru p. Pak jeho i-ta slozka p;
udéva puvodni ¢islo fadku matice A v matici PA. Tj. jestlize napfiklad po ukonceni
vypodtu je p = (3,5,1,4,2), pak matice PA v (4.16) je postupné tvofena tfetim,
patym, prvnim, ¢tvrtym a druhym fadkem matice A.

Trojihelnikovy rozklad (4.12) resp. (4.16) mé velky vyznam pro FeSeni systému
linedrnich rovnic. Jestlize zndme rozklad (4.16), pak systém Ax = b lze ihned Fesit
pro libovolny vektor b. Je totiz

PAx = LRx = Pb.
Reseni =* nyni najdeme fesenim dvou systémii s trojihelnikovymi maticemi:
Lu = Pb, Rx=u

za predpokladu r;; # 0,4 = 1,...,n. Prvni systém m4 dolni trojuhelnikovou matici
a TeSime jej tedy od prvni rovnice, druhy systém méa horni trojthelnikovou matici
a feSime jej od posledni rovnice.

Podivejme se na pocet nasobeni a déleni pro pfimy chod GEM.

Podle algoritmu (4.6) je v prvnim kroku zapotiebi vypoéitat (n — 1) multipli-
kétort, coz znamend (n— 1) déleni. Kazdy prvek prvni rovnice véetné pravé strany
musi byt nasoben kazdym multiplikdtorem, tzn. Ze v prvnim kroku je zapotfebi
celkem n — 1+ n(n —1) = (n — 1)(n + 1) nasobeni a déleni (ndsobicich operaci).
Na j-tém kroku se pak pozaduje (n — j) + (n — j + 1)(n — j) nésobicich operaci.

Pripomenme nyni, ze

- o o mm+1) N, m(m+1)(©2m+1)
1=m, =mmro) = .
2 2. 2 ;3

6
Jj=1 j=1

Pak celkovy pocet nasobicich operaci pro pfimy chod je roven

n—1
) ) 2n3 + 3n2% — b5n
S =) —j+2) =

Jj=1

Podobneé lze ukézat, ze pro zpétny chod, tj. pro feSeni systému Rx = c je zapotiebi

n2—|—n

n—1
1+Z((n—j)+1): 5

nasobicich operaci. Celkovy pocet nasobicich operaci pro GEM je roven

2n3 4+ 3n2 — 5n n2+nin3—|—3n2—nwn3

6 2 3 AEER
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Obdobnym zpisobem lze spocitat pocet s¢itani a od¢itani. Pocet téchto operaci

pro GEM je:

Je zfejmé, Zze pocet aritmetickych operaci velmi rychle roste s rostoucim n. Tento

2n3 + 3n2% — b5n

6

n3

e

fakt ukazuje pro né&ktera n nasledujici tabulka ([4]):

n | nasobeni/déleni | séitani/odéitani

3 17 11

5 65 50
10 430 375
50 44150 42875
100 343300 338250

Zminime se nyni o problémech s vybérem pivoti. Vidéli jsme, ze GEM selhava,
jestliZe hlavni prvek je roven nule. V tomto pfipadé lze vyménit potadi rovnic. Ale
problematické situace nastava, jestlize néktery z pivoti je blizky nule: v tomto pri-
padé lze vypocet provést, ale ziskané vysledky mohou byt zcela chybné. Ilustrujme
tuto skute¢nost na zndmém piikladu Forsytha a Molera (viz [6]):

Priklad 4.1. Aplikujme GEM na matici

0,0001 1
A_<1 1)

Multiplikétor lo; = 1/107% = 10%. Matice

10
(L 1)

@ _ o, ( 0,0001 1 (1 0
Az _R_(o —10t ) EE e 1)

nebot 1 —10* ~ —10%. GEM definuje rozklad matice A na soudin matic L a R, co

je ale v tomto pripadé
0,0001 1
LR—<1 0»

—

tedy tato matice se nerovnd matici A. Vysledek lze vysvétlit faktem, Ze prvek
al¥) = 0,0001 je velmi maly, coz mé za nasledek velky multiplikétor a pii jeho po-
uziti se prakticky vylou¢i malé vstupni prvky (1 —10* ~ —10%). Tomuto problému
se muzeme vyhnout vyménou fadka matice A.

Uvazujme tedy matici

0 1 0,0000 1Y) _ (1 1
PlA_(l 0><1 1>_<0,0001 1)
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a aplikujeme GEM na matici Py A. Nyni lo; = 1074,

1 0 1 1 11
RZGlPlA:(—104 1)(—104 1):<0 1)’

(1-10"%~1),

1 0 1 1

Tomuto postupu obecné fikdme Gaussova eliminace s ¢dstecnym vybérem hlav-
niho prvku (pivota). Tento postup spocivd v tom, ze v kazdém kroku vybirdme
v prislusném sloupci prvek maximalni v absolutni hodnoté, tj. urcime p tak, aby
(k)|
k

|a(k)| = max |a,
Pk k<i<n '’

a vymeénime p-tou a k-tou rovnici.

Dalsi vhodnou modifikaci GEM je dplny vybér pivota. Tato procedura znamena,
7e na j-tém kroku vybirdme prvek maximélni v absolutni hodnoté ze submatice
AL, .

af)

= max (k)‘
. ij |
i,j=k,....,n

a

Pak vylouéime nezndmou x4 pomoci r-té rovnice ze zbyvajicich (n — j) rovnic. Pro
provedeni 1. kroku této procedury je tfeba n? — 1 porovnani absolutnich hodnot
koeficientti. Druhy krok vyzaduje (n—1)? — 1 porovnani a celkovy pocet porovnani
je roven

"y ~ n(n—1)(2n+5)
Z::(k -1) = 5 .

k=2

Poznamka 3. Vyménu rfadkia u GEM s ¢asteénym vybérem pivota resp. fadku
a sloupci u GEM s aplnym vybérem pivota lze realizovat opét prostiednictvim
permutacnich matic.

Priklad 4.2. Systém
2171 + 4172 — X3 = -5

1 + x2 — 3x3 = —9
4y + 190 + 223 = 9
Teste
1) GEM bez vybéru pivota,
2) GEM s ¢asteénym vybérem pivota.

Resent.
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1) GEM bez vybéru pivota:
2 4 —-1|-5
(A b)=A0 M)y =] 1 1 —3|-9

Prvek a11 =2 = o1 = %, l31 =

(A® | b)) =

— ~ N
o o w
| |
EN| = >
I
G T[S
! |
—
o v5 o

Prvek ag) =—-1 =I5 ="1.

[\)
IS
|
—
|
ot

(A(3) | b(3)) = 0 -1 _% _%
43 129
0 0 3| 5

Nyni Fesime systém A®z = b3 tj.

2171 —|—4I2 — T3 = -5

5 13

—Xg — T3 = ——
27978 2
43 129

a5 .= 1
27 g

Resime od posledni rovnice (zpétny chod):
I3:3, ZCQZ—l, Ilzl.

Matice L je v tomto pfipadé tvaru:

1 0 0
_ 1
L= 5 10
2 71
a matice R = A®)

2 4 -1
_ 5
R=10 -1 -2
0o o %

Snadno se ovéii, ze A = LR.
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2) GEM s ¢asteénym vybérem pivota:

2 4 —1|-5
(A [b)=@AM )= 1 1 -3|-9
41 2| 9

Je |asi| = max |a;1] = vyménime 1. a 3. rovnici:

Hlavni prvek a11 =4 = o = %, l31 = % Odtud

4 1 2
() | p@y = 3 7 45
(AT =10 § -3 -%
7 19
0 I —2|-L
Jelikoz |a§22)| = max(|ag22)|, |a§22)|), vyménime 2. a 3. fadek, tj. matici A

vynasobime permutacéni matici Ps, kterd je tvaru

100

P={(00 1],

010

tj.

4 1 2| 9

@) | p)y) = 7
PBAT6) =10 I —2|-%

7
0 3 -3|-%

Odpovidajici multiplikdtor I3, = % a vyslednd matice

4 1 2 9

3) | p®)y = 7
AP b =| o 7 2| -1
0 0 —4|_12

'S

14 1



§ 4.2. Gaussova eliminacni metoda 105

Tento systém opét fesime od posledni rovnice a opét dostaneme:

I3:3, .IQZ—l, I1:1.
Dale
0 0 1
PP = 1 0 0 ,
0 1 0
4 1 2
PPA=] 2 4 -1
1 1 -3

Snadno se ovéri, ze GEM definuje tento rozklad matice PA, P = P, P;:

PA = LR, kde L = P, P (GoP,G1P1) Y,

a tedy
1 0 0 4 1 2
L=|3 1 0|, R=[0 I -2
1 3 43
131 0o o -2

Nyni se jesté zminime o aplikaci GEM na specidlni typy matic (dikazy viz
(4], [13]).
Véta 4.5.

a) Necht matice A je ryze tadkové diagondlné dominantni. Pak GEM lze provést
bez vymeny Tadkid a sloupci.

b) Necht matice A je pozitivné definitni. Pak GEM lze provést bez vymény vadka
a sloupci.

Za ptredpokladu, zZe vSechny pivoty al(ﬁc), k=1,...,n, jsouruzné od nuly, GEM
definuje rozklad matice A na soucin dolni a horni trojihelnikové matice A = LR
(fikdme, Ze se jednd o LR rozklad nebo LR faktorizaci). Z algoritmu GEM je
ziejmé, ze tento primy rozklad nemusi existovat dokonce i pro velmi jednoduché
matice. Zabyvejme se nyni otazkou, kdy lze takovy piimy rozklad provést.

Véta 4.6. Necht vSechny hlavni minory matice A € M, jsou rizné od nuly, tj.

an £0, ... ,detA #£0.
a1

a12
ail 75 0,
22

Pak matici A lze rozloZit na soucin dolni a horni trojihelnikové matice.
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Dukaz. (indukci) Je-li n = 1 a prvek aj; # 0, je jasné, Ze tvrzeni véty plati,
nebot existuji nenulové ¢isla C11, b11 tak, ze allp = Cllblla tJ A= OB, C= (611),
B = (b11).

Necht nyni podle indukéniho pfedpokladu tvrzeni plati pro matici A,—1 €
M, _1 a dokdzeme, Ze plati i pro matici A € M,,.

Matici A, _1 lze tedy vyjadrit ve tvaru A,_1 = Cp,_1Bp_1, kde Cp,_1 je dolni
trojuhelnikova matice a B, 1 je horni trojuhelnikova matice. Matici A zapiSeme
blokové takto:

A1n
A2n
A = Anfl . _ An—l u
- . - T )
v QApn
An—1,n
an1 ot OGpp—1 Ann

kde vektory u, v jsou vektory dimenze n— 1. Hledejme nyni matice C', B, A = CB,
rovnéz v blokovém tvaru:

_ Cnfl o _ anl Yy
¢= ( T cun )7 B= o’ by, )
Zde x,y jsou neznamé vektory fadu n — 1 a bnp, Cpyn jsou nezndmé prvky matic
B, C. Podle pravidla o nasobeni blokové danych matic dostavame z rovnice A =

CB:
An—l u o Cn—an—l Cn—ly
< o7 ann ) - < "B, 1 x®Ty+ cunbnn ) (4.17)
Podle predpokladu je matice A, _1 regularni a tedy jsou reguldrni i matice C),_1,
B,,—1. Porovnéme-li ve vztahu (4.17) prvky v odpovidajicich pozicich, dostaneme:

An—l = Cn—an—l
Cn—ly =u
et (4.18)

T —
T Y+ Cnnbnn = ann

Ze vztahti (4.18) lze ur¢it vektory @,y a &isla cup,bnn, z nichz jedno lze volit
libovolné (# 0). To znamend, ze existuje dolni trojihelnikova matice C' a horni
trojuhelnikova matice B tak, ze A = CB. |

Poznamka 4. PfedepiSseme-li matici C' diagonélni prvky rovny 1, je rozklad jedno-
znaény. Na druhé strané, GEM bez vybéru pivota rovnéz definuje rozklad A = LR.
Odtud plyne, ze L = C, R = B. Odtud plyne, Ze neexistence primého rozkladu
matice a selhani GEM bez vybéru pivota se dd objasnit stejnymi pfi¢inami.

Priklad 4.3. Je ddna matice A:

A:

=N =
TR N
N = W



§ 4.3. Systémy se specialnimi maticemi 107

Pokusme se matici A rozlozit na souc¢in C'B. Porovnanim prvka v pozici (i, 5)
matice A a prvka v pozici (4,7) matice CB dostaneme (pfedpokladame ¢;; = 1,
1=1,...,n)

1="bu1 | 2=cubn = co1 =2
2 =101z | 4 = ca1b12 + b2 ba2 =0
3=bis | 1l =coabiz+by = byz=-5H

J

C31 = 4
nelze uréit c3o, nebot bay = 0.

4 = c31b11
5 = c31b12 + c32b22
2 = c31b13 + c32b23 + b33

4

Odtud
1 00 1 2 3
C = 2 1 0 B = 0 0 -5
4 7

=0.

, 2
Rozklad neni mozny, nebot ’ ’

2 4

V piikladé 4.2 v ¢asti 1) byl proveden pfimy rozklad matice na souéin horni
a dolni trojihelnikové matice. Pokud bychom chtéli udélat rozklad

2 4 -1 111 0 0 Uil U12 U113
1 1 -3 = 121 122 0 = 0 U22 U223
4 1 2 131 132 133 0 0 uss3

porovnanim jednotlivych prvkid, dostaneme soustavu rovnic:

lihiuyn = 2 loyuyr = 1 lziu1; = 4
liiuie = 4 laruis +loupe = 1 l31u12 + lg2u22 = 1
liiuis = =1 laruiz +loous = =3 lz1u13 + l3ou23 + l33usz = 2

Méame 9 rovnic pro 12 neznamych, feSeni tedy neni urceno jednoznacné. Rozklad
vypocteny v ptikladé 4.2 bychom dostali volbou l11 = leg = I35 = 1.

I kdyz GEM definuje rozklad matice na soucin trojihelnikovych matic, je nékdy
vhodné mit k dispozici algoritmus, ktery tuto faktorizaci provede primo. Tento
postup je vhodny zejména v piipadech, kdy je tfeba fesit vice systému s toutéz
matici A, (viz [4], [13]).

§ 4.3. Systémy se specialnimi maticemi

Ptedchozi véty lze s vyhodou uZit i v piipadech, kdy matice A mé specidlni struk-
turu a predpokladat specialni tvar rozkladu matice.
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Véta 4.7. Necht matice A € M,, je symetrickd a spliiuje predpoklady predchozi
véty. Pak existuje takovd horni trojihelnikovd matice T € M,,, e A=TTT.

Dukaz. Podle predchozi véty existuje rozklad A = CB. Nechf ¢;; = 1,i=1,...,n
a rozklad je tedy jednoznacny. Nech_t’ D je diagonalni matice s prvky d;; = by,
i=1,...,n, na diagondle. Polozme B = D! B. Pak A lze zapsat ve tvaru

A =CDB.
Zde B je horni trojuhelnikova matice s jedni¢kami na diagonale. Déle plati
A = A" = (¢DB)" = B"DC”.

BT je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale, DC” je horni troj-
thelnikova matice. Z jednoznacnosti rozkladu plyne:

B"=c, DC'=B.
Nyni polozime ~
T =vVDB,
kde /D je diagonélni matice s prvky v/di; = /by, @ = 1, ..., n, na diagonale.
Nyni B B B B
77T = B"VDVDB = B'DB = A.
Dostali jsme pozadovany rozklad matice A. O

Dusledek. Necht T' je matice uvedend v predchozi vété. Pruky této matice jsou
urceny vztahy:

t11 = /a1

aij .
tlj:—, j:2,...,’n

1—1
aii_ztlzi7 i:27"'7n (419)
=1

i

1 1—1 . ’

tij = t_ (aij — Ztlitlj> pro j >1
=1

tij =0 pro 7> ]

Diikaz plyne ihned porovnanim odpovidajicich prvka ve vztahu A = T7T.
Uvedena metoda se nazyva metoda Choleského nebo také metoda druhych

odmocnin.

Poznamka 5. Je-li A pozitivné definitni matice, probiha vypocet bez komplikaci.
V tomto pfipadé jsou vSechny prvky matice 7" readlné. Obecné mtze mit matice T’
ryze imaginarni prvky. Tyto prvky se vyskytuji v celém rfadku matice a pfi dalsim
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vypoctu se imaginarni jednotky vyrusi. Tento rozklad vede opét na feSeni dvou
systému s trojihelnikovymi maticemi:

Pocet nasobicich operaci Choleského metody je piiblizné n3/6; pfitom je tfeba
jesté vycislit n druhych odmocnin.

Priklad 4.4. Choleského metodou feSte systém
1 + 209 — a3 =1

2$1 —|— 2172 —|— 4173 = 3
—r1 + 4172 + 8173 = 6.

Reseni. Najdeme rozklad matice A ve tvaru T7T = A. Prvky matice T vypocteme
ze vztahti (4.19).

tin=1, tip=2, tiz3=-1,

tao = \az — 135 = iV/2,

1 .
toz = —(ags — tiztiz) = —i3V/2,
oo

t33 = 4/ Q33 — (t%3 + tgg) =5.

Matice je tvaru

1 2 -1
T=| 0 iv2 —i3V2
0 0 5
Nyni fesime T7z = b, tj.
1 0 0 zZ1 1
2 iv2 0 2z | =1 3
-1 —i3v2 5 23 6

Reseni tohoto systému je vektor z = (1, —iy/2/2,2)7. Nyni fesime Tz = 2z

1 2 ~1 T 1
0 ivV2 —i3v2 o | = —iv2/2
0 0 5 T3 2

Reseni tohoto systému (a tedy i feseni daného systému) je vektor

x = (0, %, )T

(SN

Pfimy rozklad matice na soucin trojuhelnikovych matic lze také pouzit pro
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tridiagonalni matice. UvaZzujme t¥idiagondlni matici A:

ail ai12 0 e 0
a1 a2 Gg3 0
A = 0
Gn—1,n
0 e 0 Gn,n—1 Qnn

Hledejme rozklad matice A ve tvaru: A = LU

lll 0 A 0
121 122 0 s 0
L=] 0 I3 I N
0 0 ln,nfl lnn
(4.20)
1 U2 0 0
0 1 u23 0
U =
1 Un—1,n
0 0 1

Je t¥eba ur¢it (2n — 1) prvk matice L a (n — 1) prvkd matice U, tedy celkem
(3n — 2) prvki. Tyto prvky lze uréit z nasledujicich rovnic:

ail =ln

A i—1 = liyifl, ) 2, 3,... ,n

aii = liji—1ui—1, + iy, 1=2,3,...,n
i=1,2,....,n—1.

)

(4.21)

) )

Qi1 = ligUsiq1,

Tyto rovnice se snadno ziskaji porovnanim prvkt matice A s odpovidajicimi prvky
souc¢inu LU. Uvedend metoda se nazyva Croutova.

Véta 4.8. Necht A € M,, je tridiagondlni matice s vlastnostmi:

@i i—10ii+1 7 0, i=2,3,...,n—1,

|a11] > |azz], o

|aii| > |aii-1| + laiiv1], i=2,...,n—1, } A Tddkove diagondine
dominantni

|ann| > |an,n71 |

Pak matice A je requldrni a hodnoty l;;, i = 1,...,n, vypoctené ze vztahi (4.21)
jsou ruzné od nuly.

Dtikaz viz [4].
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Dusledek. Jsou-li splnény predpoklady véty 4.8, lze matici A rozloZit na soucin
dolni a horni trojuhelnikové matice tvaru (4.20).

Poznamka 6. Pocet ndsobicich operaci pro realizaci Croutovy metody je (5n—4),
pocet séitacich operaci (3n — 3).

Jestlize matici A vyjadiime ve tvaru A = LU, pak systém Ax = b lze opét
jednoduse Tesit takto:

Ly = b

Az =b = {U:B -

Priklad 4.5. Croutovou metodou feSte systém

2171 — X2 =
X1 —|— 4172 —|— T3 =
To + 313 — 214

2$3 — 3$4 =

GUN = O

Reseni. Podle vztahii (4.21) uréime prvky matic L a U:

a12

o _ _ _ _ 1
’L—]. 111—a11—2, UJ12_E__§
i=2 loo = age — lpjuis =4 —1(—3) =3
lo1 = a2 =1
u a237172
=7 =9 =3
loa 5 °
=3 lso=asz2 =1, l33=oass—lspugg=3—-12=2
asq 2 18
33 5
1=4 l43 = Q43 = 2, l44 — A44 — 143u34 =-3- 2(_%) = _%
Matice L a U jsou tvaru
2 0 0 0 1 -3 0 0
9 2
I_ 1 5 0 0 7= 0 1 5 0
25 ’ 18
0 1 5 0 0 1 —3
o o 2 -2 o 0 0 1

Nyni fesime systém Ly = b. ReSenim je vektor y = (2, %, —%, —%)T. Nyni feSime

systém Uz = y. Resenim tohoto systému, a tedy i daného systému, je vektor
o= (3816 9 5T

152 15> 50 3

§ 4.4. Vypocdet inverzni matice a determinantu

S problémem feSeni systému Ax = b souvisi také problémy vypoctu inverzni ma-
tice a determinantu matice.
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Vypocet inverzni matice k matici A je ekvivalentni feSeni systému
AX = E,

kde X = A™! F je jednotkovd matice. Nechf X = (;;). Pak Fesit systém AX = F

znamena fesit n systému tvaru

T11 1 T12 0 Tin 0
Z21 0 T22 1 Tom 0

A - A - A - ,
Tnl 0 Tn2 0 Tnn 1

tj. FfeSime n systému s toutéz matici A a s rliznymi pravymi stranami. K feSeni
téchto systémi lze uzit nékteré z jiz uvedenych pfimych metod (napt. GEM).

Priklad 4.6. Uzitim GEM naleznéte matici inverzni k matici

2 -7 4
A= 1 9 —6
-3 8 5

Resend. Resit systém AX = F, kde X = (;;) je inverzni matice, znamen4 fesit n
systému vzdy s toutéz matici A. Postup pii aplikaci GEM zapiSeme do tabulky:

ai1 G2 a;3 b' b> b*
2 -7 4 1 0 0
1 9 -6 0 1 0
-3 8 5 0 0 1
2 -7 4 1 0 0
0 2 -8 -3 1 0
0o -2 1 3 0 1
2 -7 4 1 0 0
0 L 8 -1 1 0
0o o #] gt

Prvky inverzni matice X = (x;;) ziskdme FeSenim systému rovnic

2 =7 4 T11 1
0 % -8 T21 = —% )
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2 —7 4 Xr12 0
0 22—5 —8 22 = 1 5
0 0 4?7 I32 1
2 -7 4 X113 0
0 % -8 23 = 0
0 0 4—; 33 1
Vysledna matice je tvaru
1 93 67 6
X:A—lzﬁ 13 22 16
35 5 25

Je tfeba poznamenat, Ze vypocet inverzni matice je tiikrat ,drazsi“ nez feseni
systému Ax = b. Z téchto duvodid je vhodné se ,vyhnout“ pfimému vypoctu
A~ kdykoliv je to mozné. Linedrni systém bychom nikdy neméli fesit explicitnim
vypoctem inverzni matice.

Pro zajimavost uvedeme jesté dva uzitecné vzorce pro vypocet inverze matice
B, ktera se ponékud lisi od matice A ([6]):

1. Shermaniv-Morrisoniv vzorec. Necht u, v jsou vektory, A € M,, je reguldrni
matice. Pak
(A—uv?)' = A7 ra(A tuwT A7),

kde
1

“= (1 —vTA1u)’

za predpokladu v A tu # 1.

2. Woodburyho vzorec. Necht A,U,V € M,
A-vvhHt=Aa"tr A 'UE -viAa )y tvtat,

za predpokladu, ze E — VT A71U je regularni.
Poznamka 7. Tyto rovnice ukazuji, jak lze vypocitat inverzni matici k matici
A —uv”, resp. A—UVT bez explicitniho vipoétu této inverzni matice, zname-li
matici A7

Piiklad 4.7. Je ddna matice A € M,, a matice k ni inverzni A=! € M,,:

11 1 -3 -1 1
A= 2 4 5 a Al= 14 2 -3
6 7 8 —-10 -1 2
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Necht u = v = (1,0,0)?. Odtud

Nyni

(AP +ad fuwT AT = (A —wv?) 7t =

N N[ B

Nt N[N W

[T SN e

Poznamka 8. Vime, ze GEM bez vybéru hlavniho prvku definuje rozklad matice
A ve tvaru

A=LR,

kde L je dolni trojuihelnikovd matice s 1 na diagondle, R je horni trojuhelnikova
matice. Z tohoto vztahu plyne ihned vzorec pro vypocet determinantu matice A,
nebot

det A = det Ldet R = det U = [ al}.
i=1

Vypocet pomoci GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku vede na rozklad
PA=LR,

kde det P = (—1)", r je poCet vymén Fadki béhem vypocétu. Odtud

det PA = (~1)" det A = [ ] !
i=1

neboli

§ 4.5. Metody zaloZené na minimalizaci kvadratické formy

V tomto odstavci se budeme zabyvat metodami, které jsou zalozeny na mini-
malizaci kvadratické funkce, jejimz jedinym minimem je feSeni rovnice Ax = b.
Budeme predpokladat, Ze matice A je symetrickd a pozitivné definitni.
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Véta 4.9. Jestlize A je pozitivné definitni matice, pak Teseni systému Ax = b je
ekvivalentni minimalizaci kvadratické funkce

Q(x) = %wTAEB —z"b. (4.22)

Tato kvadratickd funkce md jediné minimum, kterého nabyvd v Teseni systému
Az = b, tj. pro z* = A~ 'b.

Dukaz. Jednozna¢nost minima plyne z pozitivni definitnosti matice A. Necht
x* = A~'b. Uvazujme rozdil Q(z* + Az) — Q(x*), kde Az # o. Pro tento rozdil
plati

Q(x* + Ax) — Q(x*) = %(m* + Azx)TA(z* + Ax) — (=% + Az)Tb —

1 1
— §:c*TAw* +z*Th = §AwTAA:c.

Matice A je pozitivné definitni a tudiz Az” AAx > 0 pro Az # o. To znamen4, ze
Q(z* + Ax) — Q(z*) > 0, tj. Q(z* + Azx) > Q(z*), a tedy x* realizuje minimum
kvadratické funkce Q.

Necht nyni & realizuje minimum kvadratické funkce Q). Necht dale v € R™
je libovolny vektor. Uvazujme vektory tvaru z = & + twv, ¢ je redlné cislo. Tyto
vektory lezi na piimce vychéazejici z &. Vypoc¢téme hodnotu funkce @ pro z. Je

1
QT+ tv) = 5(37: +to)T A& + tv) — (& +tv)Tb =
L7, . 1 744 1 .7
= -3 AT + —tv" AT + —tz" Av +
2 2 2
1
+ §t2UTA'U —&b" — toTb.
JelikoZ A je pozitivné definitni, je #7 Av = vT A%. Odtud
1 1
Q(Z + tv) = gzﬁTA:% + tvT Az + itszAv —&"b — tvb.

Funkce ) ma minimum v bodé &, to znamena, ze

dQ(& + tv) _o
de t=0 -
kde 40(3
W =vT A% + tvT Av — 0Tb.
A odtud

vl A2 —0vTb = 0
vI(Az —b) = 0.
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Vektor v je libovolny vektor z R™. Posledni vztah znamend, Ze vektor AZ — b je
ortogonalni ke vSem vektorim v € R™ a odtud plyne, ze AZ — b = o. Vektor &
tedy je feSenim systému Ax = b, a protoZe A je pozitivné definitni, je & = x*. O
Dusledek. minQ(x) = Q(x*) = —%bTA_lb.

Dukaz. Q(z*) = %w*TA x* — x*Tb, x* je presnym Fesenim systému Az = b,
a tedy Az* = b, 2*7 = bT A~1. Dosazenim do predchoziho vztahu ihned plyne
tvrzeni. ]

Podivejme se nyni na geometrickou interpretaci hledani minima kvadratického
funkcionalu @ (viz [12], [18]). Necht x* je feSeni systému Az = b a necht x =

x* + s. Pak

T —|—lac*Tb:1 ¥+ 8)TA (2" +8) — m*+sTb—|—1:c*Tb:13TAs.
Q) .

2 2 2
Plocha L
S={s=(s1,.. .,sn)T|§sTAs = konst.}
je hyperelipsoid v proménnych s1,. .. s, se stftedem v s = o, tj. va*. Tedy i rovnice

Q(x) = konst. predstavuje hyperelipsoid. Protoze A je pozitivné definitn{ existuje
ortogondalni matice P takovéa, Ze matice

PTAP=D
je diagonalni matice s kladnymi vlastnimi ¢isly A; matice A na diagonale. Prove-
deme-li transformaci proménnych

T

3

z=PTs, z={(z1,...,2n)

dostaneme .
sTAs=2"Dz = Z iz
i=1
Odtud plyne, ze hyperelipsoid méa své osy ve smérech z; a délky téchto os jsou

vr S 1 .
Primo ameérne —=, i = 1,...,n.

Tyto geometrické ivahy budeme nyni ilustrovat na jednoduchém ptikladeé.

Priklad 4.8. Uvazujme systém

21‘1—1‘2 =1
—x1+2x, = 1,

jehoz ptesné feseni je z* = (1,1)7.

1
Q(x) = 5(2&6% + 2:6% —22129) — (21 + x2)

Q") = -1.
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Rovnice elipsy je dana vztahem %STAS = ¢, ¢ = konstanta
L2 2
5(251 + 2585 — 28182) = c.

Obrazek 4.1 ukazuje tvar elipsy pro ¢ = 1.
Vlastni ¢isla matice A jsou A1 = 3, Ao = 1. Tedy rovnice pfislusné elipsy je

15F b

051

1+

151 4

Obr. 4.1: Elipsa %(25% +2s2 — 2s152) = 1.

Vlastni vektor piislusny vlastnimu é&slu A\ = 3 je tvaru (M) = %(—1, nHT

a vektor pifslusny vlastnimu &slu Ao = 1 je z(®) = %(1, )7, takze

rem(a)

Na obréazku 4.2 vidime prubéh kvadratického funkcionalu Q(x).

Obecné schema minimalizace funkce () bude takové, ze vybereme pocatec¢ni
aproximaci &' a pak uréime x? tak, ze zvolime né&jaky smér v! a vzdalenost t; ve
sméru v'. Obecné pak

k! :mk+tkvk, i=1,2,...

Vektory v* se nazyvaji smérové vektory.
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Obr. 4.2: Prubéh kvadratického funkcionalu Q(x), Q(x*) = —1

Popisme nyni jednu z metod tohoto typu, a to metodu nejvétsiho spadu.

Necht ! € R" je po¢ate¢ni aproximace presného feseni x* a polozme r! =
b— Ax!; vektor r! se nazjva reziduovy vektor. Nasim cilem je najit takovy vektor
vl € R, ||[vl|| = ||A=! — b]|, pro ktery

iQ(a/:1 + tol) =mazx, teR.

dt t=0
Geometricky lze tuto metodu vysvétlit takto:
x = x! +tv!, t € R, je piimka prochazejici body x! a v'. Kvadratickd funkce Q
je plocha v R™ a bodum lezicim na uvedené primce odpovida kiivka na této plose.
Nyni heddme takovy smér, tj. takovy vektor v', ve kterém ma plocha nejvétsi
spad.

Vypoétéme hodnotu funkce @ pro body na piimce x = x' + tv:

Q' + tv) = %wlTAwl + o' (Az! —b) + %t2v1TAv1 —z'"b.

Dale q L )
t
w = 'UlT(Aml —b) + tol” Avt (4.23)
a pro t = 0 dostaneme
d 1 1 1T 1
—Q(z" +tv) =v (Axz" —b).
dt t=0

Pii pfedepsané normé bude skalarni soucin maximalni v piipadé, ze v! = Az! —b.

To znamena, ze ve sméru v' = —r! ma plocha @ nejvétsi spad.
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Nyni musime v tomto sméru najit takovy bod x?, pro kter§ Q nabjva mi-
nimélni hodnoty. Budeme tedy hledat minimum kvadratické funkce Q(z! — tr!)
jedné proménné t. Ze vztahu dQ(z! — tr!)/dt = 0 plyne

T T
rirl el Art =0

.
1Tyl

_Ti .
rlt Arl

Funkce Q(x! — tr!) je konvexni vzhledem k proménné ¢, nebot

t1 =

d?Q(x! —trl)

I = vlTAvl > 0.

To znamena, Ze v bodé t; se realizuje jediné minimum. Matice A je pozitivné
. T - . .
definitni a ! # o, a tedy r!” Ar! > 0. Dalsi aproximace je tvaru

1T 1
2 1 r.r a1
—T

rlt Aprl

Uvedena metoda se nazyva metoda nejvétsiho spddu a jeji algoritmus ma obecné
tvar:

8T,k
et

_—r
T
rk* Ark

Nyni odvodime diilezité vztahy mezi rezidualnimi vektory r*. Z (4.24) plyne

Pt = gh 4 (4.24)

kT
AxFtt = AxF + TiArk, rkF =b— AzF
rk” Ark
& T
Tk
e
AzFtt — b= AxF — b+ TiArk, r* =b— AzF.
rk” Ark
Odtud
Rl gk
rhtl = gk 7 Ark Pk =b— Ax”
rk” Apk
neboli

PPl = ek o ArF

k+1

Dale pro skalarni soucin vektoru r a rF plati

T T T
PRk = (0P Lt AR TR = R ek R Ak =
T
T o
-
rk Ark

a ¥ jsou ortogonalni.

T
=r rk" Ark =0,

coZ znamena, ze vektory r*+1
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Ukézeme, Ze pro posloupnost generovanou metodou nejvétsiho spadu plati:
Q"0 < (=¥, k=1,2...

Pocitejme rozdil

rkT Apk
Tk Tk KTk \ 2
rtort T r*ort T 1({rr KT gk
= T —_ r =
rkT Apk rk Apk 2 \ pkT Apk
Tk Tk
ror T 1 rr T
= 7 7 (Axk —b) + = 7 o Ark ) =
rk’ Ark 2 pkt Apk
T T
e W no L ogr L 1(rR rk)?
= —F— |- r+trr)=—0c—7F—"<0=
rk* Ark 2 2 pkt Apk

= Q") <Qh).
Odtud také plyne konvergence metody nejvétsiho spadu (viz [18]).
P¥iklad 4.9. Resme metodou nejvétsiho spadu systém
201 —x9 = 1
—x1+2x, = 1,

jehoz presné feseni je * = (1,1)T. Zvolme pocateéni aproximaci ! = (0,1)7, je
Q(x!') = 0. Pak

T

rl=b—Ax'=(2,-1)T arl rl =5, P APl =14,

Dalsi aproximace x? je tvaru

= ()i (5)- () -5

Dale 45 54
r? =b— Ax® = (3/14,3/7)7, P22 = 106’ 2T A P2 = 106
odtud
o5 — 5/7 _’_ﬁ 3/14 _ % - ( 0,89826
9/14 54 \ 3/7 1 1 ’
Q(x3) = —0,988518. Prvni tii iterace ukazuje obrazek 4.3 spolu s elipsami o rovnici

(257 + 253 — 25152) = ¢, na nichz jednotlivé iterace lezi.

Dalsi metodu patfici do této skupiny je metodu sdruZeniych gradienti. Tato
metoda byla navrzena v roce 1952 Hestenesem a Stiefelem a nyni se velmi ¢asto
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25

15r

-0.5
-1

Obr. 4.3: Metoda nejvétsiho spadu

uziva pro feseni velkych a fidkych systému s pozitivné definitnimi maticemi. Z hle-
diska teoretického je tato metoda pfima, ale pri praktické realizaci je to metoda
itera¢ni. Podrobny pos této metody lze nalézt napf. v [18].

Podivejme se nyni na otazky stability algoritmt a vlivu zaokrouhlovacich chyb
pri feSeni systému Ax = b.

§ 4.6. Stabilita, podminénost

V tvodni kapitole jsme uvedli definici stability. Nyni podrobné probereme otazky
stability pfi feSeni systému linearnich rovnic.

Definice 4.6. Algoritmus pro feSeni Ax = b se nazyva stabilni, jestlize vypoctené
feseni & je takové, ze
(A4 &)& = b+ b,

kde £ a db jsou malé; £ se nazyva chybovd matice.

Poznamka 9. ,Malost* matice nebo vektoru lze ,mérit“ bud na zdkladé jejich
prvkl nebo vypocétem normy.

Podivejme se nyni na GEM bez vybéru pivota. Lze ukazat ([6]), Ze vypoctené
feSeni & vyhovuje systému
(A+ &)@ =b,
pricemz

€l < en®oll Alloop + O(1?),
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kde A) = (al(f)), AM = A, jsou redukované matice v elimina¢nim procesu, p je
strojové piesnost (= 107% pro jednoduchou piesnost, = 10716 pro dvojnasob-
nou presnost), ¢ je konstanta a g se nazyva ristovy faktor a je ddn vztahem

max max

k)
1,7 J
S

a

Q =
max
3

Jestlize oy = max |a§1j)|, Q= max |a§kj)|, pak o lze vyjadfit takto:
i, ’ 1,7 ’

max (g, g, ..., Qy)

Q:
aq

Pro libovolnou matici mohou prvky matic A®) rist libovolné a tedy i faktor o
mize byt velky (podrobnéji viz [6]). Ilustrujme tento fakt na piikladu:

Priklad 4.10.

—10 —-10
L (10710 1 @ _ (10 1
A=40= ( 1 2 ) - AT= ( 0 —10'

Ristovy faktor

max (a1, a2)  max (2,101%) 1010
Q = = =
a1 2 2

Resime-li linedrni systém s touto matici, nemtzeme ocekavat malou chybovou
matici £.

Resme napf. systém

|
—

10710171 + X2 =
T + 2172 =3

Uzitim A®) vypoéteme x; = 0, 2o = 1, zatimco pFesné fedeni je 1 = 1, zo = 1
(pfi zaokrouhlovéani na 9 cifer).

P¥i GEM je vektor b = b") modifikovan na vektor b®: b® = (1,3 -1010)7 =
(1,107, Tento fakt ukazuje, ze GEM bez vijbéru pivota je obecné nestabilni
procedura. Ale na druhé strané muze byt tato procedura stabilni pro nékteré
specidlni typy matice.

Nésledujici tabulky ukazuji srovnani riznych metod z hlediska stability ([6]).
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§ , P

I. Matice systému je libovolna
Metoda  Pocet Stabilita
nas. operaci
GEM bez n3 o
1 - 5 nestabilni
vybéru pivota
GEI\V/I S cas.tecnym %3 + O(n?) porovnéani stabilni
vybérem pivota
GEI\V/I S upl’nym %3 + O(n?®) porovnéani stabilni
vybérem pivota
II. Specialni typy matic
Matice Metoda  Focet Stabilita
nés. operaci
Symetricka GEM bez n stabilni
vybéru pivota
n? ,
Symetrické Choleského g T n drubjch stabilni
odmocnin
Diagonéalné GEM bez n3 o
. p s . 5 stabilni
dominantni vybéru pivota
Tridiagonalni Croutova O(n) stabilni

7 predchozich tvah bychom neméli nabyt dojmu, ze stabilita algoritmu zaru-
Cuje, ze vypoctené feseni bude presné. Vlastnost, kterd se nazyva podminénost,
ale také prispiva k presnosti nebo nepfesnosti vypocteného vysledku.

Podminénost problému je vlastnost problému samotného. Jak jsme jiz uvedli
v tvodu, podminénost se tyka toho, jak se FeSeni zméni, jestlize se zméni vstupni
data. Tento problém nastava pii praktickych aplikacich, kdy vstupni data ziskana
méfenim nebo pozorovanim jsou zatizena chybami. Ve skutec¢nosti tedy musime
fesit problém, ktery neni zadan puvodnimi daty, ale daty s ,,poruchami“. Otazkou
tedy je, jaky vliv maji tyto poruchy na feSeni. Ilustrujme tento fakt na prikladeé.

Priklad 4.11. Pfedpokladejme, Ze v néjakém podniku jsou dvé oddéleni. V prvnim
oddéleni pracuje 101 Zena a 10 muzt, v druhém oddéleni 10 Zen a 1 muz. Necht
prvni oddéleni dostane za ¢asovou jednotku 111 K¢, druhé oddéleni 11 K¢é. Ptame
se, jaka je mzda Zeny a muze za Casovou jednotku?

Oznac¢ime-li 1 mzdu Zeny a xs mzdu muZe, vede Gloha na systém rovnic

101z + 10xy = 111
10z; + 2 11
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Je ziejmé, Ze feSeni tohoto systému je: x1 = 1, zo = 1. Ale vedouci se rozhodl
druhému oddéleni pridat, aby posilil ,pozici“ jediného muze a zvysil ¢astku na
11,10 K¢. Systém rovnic je tvaru

101z + 10z = 111
].0171 + T = 11,1

OvSem fFeseni tohoto systému je £; = 0, £ = 11,1. To znamené, Zze mald zména
na vstupu (pravé strany) mé za nasledek velkou zménu na vystupu. Spocitejme
¢islo podminénosti podle vztahu uvedeného v tvodu.

_ ||relativni chyba na vystupul|

P |relativni chyba na vstupu|| -

K vyjadfeni tohoto ¢isla pouzijeme norem vektort. Necht

* X * ~ z ~
x —( ) S el = o] + o] = 2 cc—( ) = @ =111

T2 €2
111 - 111 .
b= ( 1 ) = ||bl; =122, b= ( 1.1 ) = ||b], = 122,1
Nyni
lz* =2l 111
llz*[1 2
= 18 S ~ 6770.
o p-b 0L
[16]1 122

Jedné se o Spatné podminénou tlohu.

Pro vysetfovani podminénosti systému linedrnich rovnic je vhodné definovat
¢islo podminénosti matice.

Definice 4.7. Pro libovolnou pfidruzenou maticovou normu definujeme cislo
podminénosti matice A vztahem

k(A) = Al A7)

Rekneme, 7e matice A je dobie podminéna, jestlize k(A) ~ 1 a Spatné podminéna,
jestlize k(A) je podstatné vétsi nez 1.
Je jasné, ze k(A) > 1, nebot
1=|B| = [[AATY| < A AT = k(A).

Vypoc¢téme ¢islo podminénosti matice A z predchoziho piikladu:

101 10
A :(10 1) = |4 =111

) 1 10 )
A= < ~10 101 ) = 47 =11
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Tedy k(A) = 1112 = 12321, coZ opét znamen4, Ze A je $patné podminéna.

§ 4.7. Analyza chyb

Necht nyni matice A je ddna s poruchou 6 A a vektor b s poruchou db. Tedy misto
systému Ax = b Fesime systém (A + JA)(x + dx) = b+ db.

Véta 4.10. Necht A je reguldrni matice a necht pro néjakou pridruenou mati-

covou normu plati:
1

I0A] < -
A=
Reseni & = x* + dx* systému (A + §A)(x + dx) = b+ 0b aprozimuje reseni =*
systému Ax = b s chybou

It M (180, 15D, 125)
Tz IA R

Ditkaz. Z predpokladu ||§A| < 1/||A~!|| plyne
|AT0A| < AT l9A] < 1,

a tedy podle véty 1.5 je matice (E + A~10A) regularni a plati

1 1

E+A154)7Y < < '
I )l 1—[[A-16A| — 1— || A1 ||oA]]

(4.26)

Upravime systém
(A+d5A)(x* 4+ 0x™) = b+ b

nasledujicim zptsobem:
ATH A+ 6A)(x* +6x*) = A1 (b+0b)

(E+ A715A) (" + 6x*) A™Y(b + 5b)
x* +ox* = (E+A15A)TAT(b+0b).

Na druhé strane€ je
" = (E+ A 0A) Y (E+ A 15A)z"
a odtud
"+ 0z —a* = (E+A15A) H {ATH(b+ob) —x* — A5 Az},

t].
dx* = (E+ A"16A) 1A (0b — §Ax™).
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Prechodem k normé dostaneme
[6a*|| < [[(E+ A 6 A) 7| |A™| (6Bl + I5A] [|=*]]),

nebot pridruZzend maticova norma je souhlasnéd s danou vektorovou normou.
V dalgich tpravach uzijeme vztahu (4.26):

* —1
192" _ 1A~ <||5b||

N A +||6A||)
Tl = T4 547 \Jl2"]

Jelikoz [|Az™|| = [|b]], je [[b] < [|A[l "], a tedy [z~|| = [|b]|/[|All. Odtud

== _ __[IAZ1IA] (|5b|| |5A|)'

(| = 1 = [JA=H[ |5 Al \ flof - [lAll
Uzijme nyni vyjddfeni pro ¢islo podminénosti k(A4) = ||A|.]]A7!|| a dostaneme
pozadovany odhad (4.25). m|

Poznamka 10. Jestlize 6b = o, ukazuje predchozi véta vliv poruchy matice A na
relativni chybu feSeni. V tomto ptipadé

6o k(A) 64|
o] = AT 4]
1—k(A)-—r

SV

Jmenovatel zlomku na pravé strané této nerovnosti je mensi nez 1. Tedy, dokonce
i za predpokladu, ze |6 Al /|| A|| je malé éislo, chyba FeSeni mtize byt zna¢n, jestlize
k(A) je velké ¢&islo. Stejny zavér plati i v pifpadé existence poruch A i db. Cislo
podminénosti k(A) md tedy zdsadni vjznam pokud jde o citlivost feseni vzhledem
ke vstupnim datim.

Predpokladejme nyni, Ze matice A je ddna piesné, ale vektor b je dan s poru-
chami. Tedy misto systému Ax = b fe$ime systém A(x + dx) = b + ob.

Véta 4.11. Necht A je requldrni matice a vektor b # o. Jestlize b resp. dx jsou
poruchy vektoru b resp. x, pak
Iobll__ 16 _ o 1901
RAYB] = ] o

Dikaz pravé nerovnosti je disledkem véty 4.10 a dtikaz nerovnosti vlevo lze
nalézt v [6]. Zde uvedeme interpretaci véty. Tato véta ¥ika, ze relativni chyba Fesend
muze byt tak velkd jako ¢islo podminénosti matice A ndsobené relativni chybou
vektoru b. Jestlize ¢islo podminénosti neni ptilis velké, potom malé zmény vektoru
b maji za nasledek malé zmény FeSeni. Vratme se k pfedchozimu ptikladu. Zde je

162" | 2 0.1 " T
<111°.— ~ 10,1 = .
Hm*”l = 129 )Ly T ('rlva)
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Skute¢nd relativni chyba je 11,2/2 = 5,6.

Je tfeba poznamenat, Ze horni hranice chyby je podstatné vyssi. Tento fakt
vyplyva z celkové koncepce odhadu chyb v numerické matematice, kdy vzdy uva-
zujeme horni odhad chyb, tj. nejhorsi mozny pripad.

Priklad 4.12. Velmi zndmym piikladem $patné podminéné matice je Hilbertova
matice:

1 1 1
13 3 o
1 1 1 1
2 3 4 n+1
A =
i 1 1 1
n n+1 n+2 2n—1

Pro n = 10 vzhledem k normé || . ||1 je k(A) = 3,5353.10'3. Je vhodné si povsim-
nout, ze determinant této matice je velmi maly.

Objasnime nyni prakticky vyznam véty 4.10.

Predpokladejme, Ze vypocet v pohyblivé fadové ¢arce se zaokrouhlovanim na

v

[ ¢ [[90]] _t
2l ~5107t, Sl as107t
A (]

Za piedpokladu, ze k(A) ~ 10* a 5.10*" " < 1, dostaneme z odhadu ve vété 4.10:

H(Sm*H < 1001—15-{-1'
= —

Tato skutecnost vede k nasledujicimu zavéru:

Jestlize Tesime systéem Ax = b v pohyblivé Fddové édrce se zaokrouhlovanim na
t desetinngch mist a k(A) ~ 10, pak vypoctené feSeni & je spravné na (t —a —1)
desetinngch mist.

Necht nyni & je vypoctené feSeni (jakoukoliv metodou). Uvazujme reziduovy
vektor 1 = b — AZ. Zdalo by se logické, Ze kdyz ||r| je malé &islo, je & dobrou
aproximaci presného feSeni. Ale nésledujici piiklad ukazuje, Ze tomu tak byt ne-
musi.

Priklad 4.13. Uvazujme systém

1 2 1\ 3
1,0001 2 zs )\ 3,0001 /-

Tento systém ma jediné feseni «* = (1,1)7. Pro aproximaci & = (3,0)7 je rezidu-
ovy vektor tvaru

b Am 3 B 12 3\ 0
- — \ 3,0001 1,0001 2 o)~ \ 00002 )
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Tedy ||7]|c = 0,0002, ale ||x — &||oc = 2.
Z geometrického hlediska lze tuto situaci vysvétlit takto:
Reseni systému je prisecik piimek

l1: x1 + 229 = 3, lo:  1,0001z1 + 229 = 3,0001.

Bod & = (3,0) lezl na pfimce l; a pfimky I3 a Iy jsou téméf rovnobézné, coz
implikuje, Ze bod (3,0) lezi blizko pfimky 2, 1 kdyZ se podstatné 1is{ od priseéiku
pfimek v bodé (1,1).

Matematicky lze tento jev objasnit néasledujici vétou.

Véta 4.12. Necht T je aprozimace Teieni systému Ax = b s requldrni matici A.
Pak pro pridruZenou maticovou normu plati:

l* =2l < [l 147", (4.27)
% < k(A)%, za predpokladu b # o. (4.28)

Dikaz. Jer = b— AZ = Ax* — A% = z* — & = A~ 'r, nebot A je regularni
matice.
7 vlastnosti pfidruzené normy plyne:

e — 2| = A7 | < A7 ]I

Dale b = Ax* a tedy ||b|| < || Al ||=*||, tj- [|=*]] > ||b]|/||A]|. Pouzitim vztahu (4.27)
nyni dostaneme
A -1
£ : Zl| A 11IA]
]| o]

7]l = k(A)
O

Tato véta rika, ze relativni chyba aproximace & zdvisi nejen na reziduovém
vektoru, ale tak€ na cisle podminénosti matice A. VypocCtené feSeni tedy bude
dostateéné presné pouze v piipadé, Ze soucin c¢isla podminénosti a relativniho
rezidua ||7]|/||b|| je malé ¢islo. Vratme se nyni k pfedchozimu ptikladu a vypoctéme
¢islo podminénosti matice A vzhledem k || . ||. Je

-1 _ ( —10000 10000
~\ 5000,5 —5000 )’
|Alloe = 3,0001, || A=Yl = 20000, tzn.
k(A) = 60002.

Cislo podminénosti je velmi velké, coz znamena, Ze i v pfipadé, Ze norma rezidu-
ového vektoru je malé ¢islo, chyba aproximace mutze byt velka.
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Poznamka 11. Necht A je pozitivné definitni matice. Uvazujme spektralni normu
|A]l2 = v/o(AT A). ProtoZe je A pozitivné definitni, plati

[Allz2 = max A;
1<i<n
A7 = (min )
Cislo podminénosti k(A) je v tomto ptipadé tvaru

k(A) =

Vratime-li se ke geometrické interpretaci hledani minima kvadratické funkce v od-
stavci 4.5, je rovnice sT As = ¢ rovnici hyperelipsoidu, jehoZ kanonicky tvar je

n

2 ~
E Aizi =cC.
i=1

Je-li tedy matice A dobfe podminéna, k(A) =~ 1, jsou hyperelipsoidy blizké kulo-
vym nadplochdm a naopak pro k(A) > 1 jsou hyperelipsoidy protahlé.

max \;
min \;

Cviceni ke kapitole 4

1. Reste systém GEM a) bez vybéru hlavniho prvku, b) s ¢asteénym vybérem
hlavniho prvku, ¢) s plnym vybérem hlavniho prvku:

1 — X2+ 2x3 — x4 = -8

21 — 229 + 323 — 314 = —20

r1 + x5 + x3 = -2

r1 — X2 + 4xgz + 3x4 = 4
(Reéeni: xr1 = —7, To = 3’ T3 = 2’ Ty = 2)

2. Uzijte Gaussovy elimina¢ni metody s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku
pro feseni soustavy

X9 —|— I3 = 0
2171 + 2172 + 3563 = 1.
xr1 + 2{E2 + r3 = 5
3. Ukazte Ze matici A nelze rozlozit na soucin horni a dolni trojuhelnikové
matice:
1 1 1 1
1 1 0 2
A= 2 2 3 0
-1 -1 -2 2

Reste nyni systémy Ax = by, Az = by, kde by = (7,8,10,0)7, by =
(7,5,10,0)7. Uzijte GEM a ukazte, Ze systém Ax = b; ma nekone¢né mnoho
feSeni a systém Ax = bz nemd zadné reseni.
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4. Choleského metodou FeSte soustavu

X1 =+ i) + I3 = 3
T +5$2+5ZE3 = 11 .
xr1 + 5r9 + 143 = 20

5. Reste systém Hx = b s Hilbertovou matici H:

a)
1 1 1 1
L 3 35 1 3
11 1 1 1 1
2 3 4 5 6 0
= 11 1 1 1 =
H 3 4 5 6 7 b 0
i1 1 1 1 0
1 5 6 7 8 0
11 1 1 1
5 6 7 8 9

b) Dale feSte tento systém s matici H=H+6H a porovnejte vysledky

1,0 0,5 0,33333 0,25 0,2
0,5 0,33333 0,25 0,2 0,16667
H+6H = 0,33333 0,25 0,2 0,16667 0,14286
0,25 0,2 0,16667 0,14286 0,125
0,2 0,16667 0,14286 0,125 0,11111
1
0
b=10
0
0
(a) Reseni s matici H:
x = (25, —300, 1050, —1400, 630)7"
b) Reseni s matici H:
& = (28,02304; —348,5887; 1239,781; —1666,785; 753,5564)T.)

6. Piesné feSeni systému

1,13321 + 5,281z = 6,414
24,1471 — 1,21075 = 22,93

je x = (1,1)T. Reste tento systém se zaokrouhlovanim na 4 cifry

a) GEM bez vybéru hlavniho prvku,
b) GEM s ¢éstenym vybérem hlavniho prvku.
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10.

11.

12.

(a) 21 = 0,9956, 5 = 1,001; b) z; = 1,000, 22 = 1,000.)

Uvazujme systém
T + 2562 =2
2$1 + 3262 = 3,4 y

jehoz piesné feseni je = (0,8;0,6)”. Vypoctéte reziduovy vektor pro apro-
ximaci & = (1,00;0,48)7 a vektor skute¢né chyby feseni. Vysledky vysvétlete
graficky.

Vypoctéte matici inverzni k matici

1 -2 3
A= -2 4 -5
1 -5 3

(spravnost vysledki zkontrolujte vypoétem AA~1).
Najdéte p¥imy rozklad A = LU (I;; =1,i=1,2,3)

-5 2 -1
A= 1 0 3
3 1 6
1 0 0 -5 2 -1
(Regenf: L=| —-02 1 0 |,u=| 0o 04 28 |)
-06 55 1 0 0 -10

Choleského metodou fesSte soustavu

X1 —|— Xro —|— I3 = 2
x1 + 5:172 + 5:173 = 5
xr1 + 5172 + ].4173 = 8

Choleského metodou feste systém

r1 + 3:172 - 2:173 - 2:175 = 0,5
3r1 + 4z — dx3 + x4 — 35 =54
—2x7 — 529 + 3x3 — 224 + 225 = 5,0
To — 223 + dxy + 325 = 7,5

—2171 — 3:172 + 2:173 + 3:174 + 4:175 = 3,3

(Reseni: =* = (—0,60978; —2,2016; —6,8011; —0,8996; 0,1995)7")
Croutovou metodou feste systém

4$1 + 3:172 = 24
3r1 + 4z — x3 = 30
—x9 + 4dx3 = —24.

(Resent: z* = (3,4, —5)T.)
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13. Necht A je pozitivné definitni matice. Ukazte, Ze

a) a; >0,i=1,2,...,n,

b) max a; = max |a;|.
1<i<n i

Kontrolni otazky ke kapitole 4

1. Je mozné provést rozklad A = LR, respektive PA = LR pro singuldrni
matici A7

2. Popiste, jak byste pomoci GEM fesili tuto tlohu:
Je dano m systému linedrnich rovnic vzdy s toutéz matici A. Tato tloha

mize byt zapsana ve tvaru
AX =B,

AeM,, B=(b1,...,by), X = (x1,...,%,) jsou matice typu n x m, b;,
b, x;, v =1,...,m jsou vektory.

3. Lze uzit elementarni matici F; definovanou vztahem (A1; # 0)

1
_G21 . 0

aii

E,

|
-

_an1 1
ail

pro transformaci matice A = A() na matici A® v Gaussové eliminaéni
metodé?

4. Lze pouzit Choleského metodu pro feseni systému s matici

5. Je mozné rozlozit matici

3 3 2
A= -1 -1 4
2 8 -2

na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice?



Kapitola 5

Iteracni metody reseni
systému linearnich rovnic

Uvazujme systém linedrnich rovnic
Az =b (5.1)

s regularni matici A € M,,. Oznacéme, stejné jako v predchozi kapitole, * pfesné
feSeni tohoto systému,
x* = A"'b. (5.2)

P#imé metody zaloZené na rozkladu matice A nejsou vhodné vzhledem k dobé
vypoctu a narokidm na paméf poditace v pripadé, Ze matice A je dosti velk4.
V praxi se s takovymi maticemi setkdvame napt. pti numerickém feseni parcidlnich
diferencialnich rovnic, kdy se ¢asto vyskytuji matice fddu n > 10000. V téchto
piipadech je pouziti Gaussovy elimina¢ni metody velmi narocné. Na druhé strané
tyto matice jsou casto Fidké, tj. maji velké procento nulovych prvkid, ale tato
vlastnost se ,ztraci“ uzitim metod pfedchozi kapitoly. Pro feSeni takovych tloh lze
uzit t¥idy metod, které se nazyvaji iteracni metody. Tyto metody neméni strukturu
matice A a pozaduji uchovani pouze nékolika vektord fadu n.

§ 5.1. Princip itera¢nich metod

Zakladni myslenka itera¢nich metod spociva nejdiive ve vyjadieni systému Ax = b
v ekvivalentnim tvaru

z=Tx+g, T e M,, (5.3)

x* je TeSeni systému (5.1) pravé tehdy, kdyz x* je feSenim systému (5.3), * =
(F — T)flg za predpokladu, ze E — T je regularni.
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i . . e v 7 v 7z 3 oo v e
Necht ° € R je libovolna poc¢ateéni aproximace. Posloupnost {wk}kzo urcend
rekurentné vztahem

bt =Tak 1 g, k=0,1,... (5.4)

se nazyva iteracni posloupnost a matice T' se nazyva iteracni matice.
Budeme se nyni zabjvat dvéma problémy:

a) Jak zvolit 1itera¢ni matici I, t). jakym zpusobem prevest system (5.1) na
Jak lit i ¢ni ici T, tj. jaky Gsob Fevést systé 5.1
systém (5.3)7

(b) Za jakych pfedpokladi posloupnost {:I:k};io konverguje pro libovolnou po-
Catecni aproximaci k pfesnému feseni x*?7

Vsimnéme si, ze vztah (5.4) mize byt také zapsan jinym zptisobem:
Je
! =Tz"+g,
2 =Tzl +g=T(Tx°+g)+g=T2"+(T+E)g, 55)
. 5.5

xhtl = Thigd 4 (TF - TF1 4+ + E)g.

Mocniny matice T budou hrat ziejmé dilezitou tlohu v nasich dalsich tvahéach.
Podivejme se na posloupnosti mocnin matic obecné.

Definice 5.1. Rekneme, 7Ze matice H € M,, je konvergentni, jestlize

lim H* = lim H...H = O,
k—oo k— 00 N=——
k-krat

kde O je nulova matice.

Priklad 5.1. Matice H = (

(1) o

a odtud je zfejmé, ze lim HF = O.

k—o00

) je konvergentni. Je totiz

), o [@ 0

wr (3)

Bl N
= O

o= O

NN
= O
Sles ool

Véta 5.1. ([8]) Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) H je konvergentni matice.

(i) klirn |H*|| = 0 pro né&jakou pridruzenou maticovou normu.
— 00

(i) o(H) <1 (o(H) je spektralni polomér H).

(iv) klim H*x = o pro libovolngj vektor = € R™.
—00
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1
Priklad 5.2. Matice H = ( -
i 2

) neni{ konvergentni, nebot o(H) = 1.

V nasich dalsich ivahach budeme pouzivat poznatkti o norméch vektort a ma-
tic z kapitoly 1.

Vratme se nyni k itera¢nimu procesu (5.4). D¥ive nez dokdZzeme hlavni vétu
o konvergenci iteracniho procesu, dokdzeme toto lemma:

Lemma. Necht o(T) < 1. Pak E — T je reguldrni a plati
(E-T)'=E+T+T%+... (5.6)

Dukaz. Prvni ¢4st tvrzeni plyne z disledku véty 1.5. Dokdzeme platnost (5.6).
Necht
Sp=E+T+T*+...+T™.

Pak
(E-T)Spm=(FE-T)E+...+T™) =E-T™"
Jelikoz o(T') < 1, je matice T konvergentn{ a tudiz lim T™+! = O. Odtud

m—00

lim (E —T)S, = E,

m—00

COZ znamena, ze
(E-T)'=E+T+T%*+...

Hlavni vétu o konvergenci itera¢niho procesu (5.4) lze formulovat takto:

Véta 5.2. Posloupnost {wk};io urdend iteraénim procesem (5.4) konverguje
pro kaZdou pocdtecni aprozvimaci x° € R™ prdvé tehdy, kdyz o(T) < 1, pFicemz

lim «* = a*, * = Tz* +g.

k—o0

Diikaz. Necht z° € R” je libovolna poéateéni aproximace. Podle vztahu (5.5) lze
aproximaci "1 zapsat ve tvaru:

bt = 70 (TR TR 4 4T+ E)g.

Necht o(T) < 1. Pak podle véty 5.1 je matice T konvergentni a podle lemmatu je
(E — T) reguldrni. Odtud plyne, ze

lim ! = lim T2 + lim (T +.. .+ T+ E)g=0+4 (E-T) g = z*.

k—oo k—oo k—o0

Necht nyni itera¢ni proces (5.4) konverguje k limité «* pro kazdou pocéatecni apro-
ximaci 2 € R”.
Necht ¥ = TxF1 +g, k=1,2,..., 2* = Tx* + g. Pak

z* — b =T(x* — 2" 1) =.. =TFax* — ). (5.7)
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Odtud pro libovolny vektor x° € R™ plati
klim (x* — :Bk) = klim Tk(w* — wo) =o.

Necht nyni z € R" je libovolny vektor a polozme z° = x* — z, pak

klim Thz = klim Tk(w* —(z* - 2)) = o,
coz implikuje, podle véty 5.1, ze o(T) < 1. O

Poznamka 1. Kriteria pro zastaveni vypoc¢tu mohou byt napf. nésledujici:

L. ||lzktt — x*||/||z*|| < e, kde || . || je néjakd vektorova norma a € > 0 je
pozadovand presnost,

2. [P < e([[A] Iz + [[Bl]), kde #FHt = Ax*+t — b,

maticovd norma je pfidruzend dané vektorové normé, a ¢ > 0 je pozadovana
presnost.

Vime, Ze pro pfidruzenou maticovou normu plati ||T|| > o(T"). Nutnou a po-
stacujici podminku o(T) < 1 lze pak ve vété 5.2 nahradit podminkou postacujici:
IT]| < 1. Tuto skute¢nost zformulujme jako disledek.

Dusledek. Necht pro néjakou pidruzenou maticovou normu plati | T|| < 1. Pak
posloupnost {wk}zozo generovand iteracnim procesem (5.4) konverguje k Tesent
x* = (E —T) g pro kazdou pocdtecni aprovimaci z° € R™. Ddle plati

la* = &*|| < |17 2* — 2], (5.8)

[eals
la* — 2| <
1[I

|t — xC]. (5.9)
Dukaz. Jak jiz bylo uvedeno, prvni ¢ast diikazu plyne ze skute¢nosti 1 > ||T'|| >
o(T) a je tedy dtisledkem ptedchozi véty. Ale dikaz lze rovnéz provést aplikaci
Banachovy véty o pevném bodé:

Uvazujme zobrazeni F': R™ — R", Fo = Tx + g. Ukdzeme, Ze toto zobrazeni
je kontrakce v prostoru R" vzhledem k metrice o(x,y) = || — y||, R™ je tplny
metricky prostor. Je totiz

[Fz — Fyl| = |T(x - y)l| < |7l |z -yl = qllz -yl

To znamen4, ze F je kontrakce s koeficientem ¢ = ||T'||. Z Banachovy véty o pevném
bodé plyne tvrzeni a rovnéz vztah (5.9).
Pokud jde o odhad dany vztahem (5.8), plyne ihned ze vztahu (5.7), nebot

la* — &t = | T*(z" — 2%)I| < |T]*]lx* — °].
O

Pripomenme jesté zajimavy vysledek, tykajici se vztahu pfidruzené normy ma-
tice a jejiho spektralniho poloméru: Pro kazdou matici A a libovolné € > 0 existuje
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pfidruzend maticovd norma s vlastnosti ||A]] < o(A) + &. Tedy o(A) je infimum
v8ech pridruzenych norem matice A ([16]).

Vratme se nyni k iteraénim procestum. Jelikoz vztah (5.8) plati pro kazdou
pridruzenou maticovou normu, plyne z pfedchoziho

l* — 2| ~ (o(T))"||2® — a*||. (5.10)

Predpokladejme, ze o(T) < 1 a z° = o je pocatecni aproximace. Chceme-li do-
sahnout relativni chyby nejvyse 107¢, je podle vztahu (5.10) zapotiebi k iteraci,
pricemz pro k plati

(o(T))* <107,
tj.

ko>t

> ool -1

§ 5.2. Jacobiova itera¢ni metoda

Volbou iterac¢ni matice T' lze ziskat konkrétni iteracni metody.

Matici A zapiSme ve tvaru

A=D-L-U,
kde
ail 0
D= ,
0 Ann
0 0
I — —asz1 7
—0nl T —Anp,.n—1 0
0 —ai2 -+ —ain
U =
—Q0p—1,n
0 0

D je diagondlni matice, L je dolni trojihelnikovd matice s nulami na diagonale
a U je horni trojihelnikova matice s nulami na diagonale.
Rovnici Az = b zapiSeme ve tvaru (D — L — U)xz = b a transformujeme ji na
rovnici
Dx = (L+U)x+b.



138 5. ITERACNi METODY RESENi SYSTEMU LINEARNiCH ROVNIC

Za predpokladu, Ze a; # 0, ¢ = 1,...,n, je matice D reguldrni a z predchozi
rovnice lze vypocitat x

z=DYL+U)x+ D 'b. (5.12)

Tento vztah vede na maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody. Oznacéime-li Ty =
D~Y(L +U), je tato metoda tvaru:

"t = T2 + D', (5.13)
kde T; = (t;;) je Jacobiova iteraéni matice, t;; = —Z” pro i # j, t;; = 0 pro
1 =1,...,n. Matice Ty ma tedy nulové diagonalni prvky a je tvaru

0 G2 _Gin
an an
_ %21 0 _%n
Ty=| o2 ag | (5.14)
_On1_ On2 0
a’nn a’nn

Ve slozkéch vektoru ¥ lze Jacobiovu iteraéni metodu zapsat takto:

n
Qij b; ,
xf"'l:— E —J:r?—k— i=1,...,n; k >0. (5.15)
— Qi o
Jj=1
j#i
Pro realizaci vypoctu to znamend, Ze z pruni rovnice vypocteme x1, z druhé
Ta, obecné z k-té rovnice vypocteme xy aZ z n-té rovnice vypocteme x, a na pravé
strané takto ziskaného systému jsou prvky matice T';.

7 véty 5.2 ihned plyne véta o konvergenci Jacobiovy itera¢ni metody:

Véta 5.3. Posloupnost {mk};io generovand metodou (5.13) konverguje pro kaz-
dou pocdtecni aprozimaci z° € R™ prdvé tehdy, kdy? o(Ty) < 1.

Priklad 5.3. Jacobiovou itera¢ni metodou feSte systém
].0171 - 2562 - 2563 =6
—x1 + 1020 — 223 =7
—x1 — x2 + 10x3 = 8,

jehoz piesné feseni * = (1,1,1)T.

Resend. Jacobiova itera¢ni metoda je tvaru
1 k k
15(6 + 225 + 2z3)

ot = (7 + af + 225)
1

k
x3+1 = 58 + % + k)
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Necht 2° = (0,0,0)7. Pak

0,6 0,90 0,970 0,9918
zt=1| 07 =1 0,92 x> =1 0,976 ' =1 0,9934
0,8 0,93 0,982 0,9958

Matice T’y je v tomto pripadé tvaru

0 02 02
T;=( 01 0 02 o(Ty) = 0,285
01 01 0

a || Ts||oc = 0,4. Podle véty 5.3 je posloupnost {x*} konvergentni.
Pro odhad chyby plati (viz (5.9))

* k HT]”]OCO 1 0
T - <————|x —x ,
coz v nasem pripadé pro k = 4
0,4*
|z* — 2|0 < 0 50,870,034,

Na druhé strané, skute¢na chyba ||z* — x*||o ~ 0,008. Vztah (5.9) udavé totiz,
jako obvykle v numerickych metodach, horni odhad chyby.

Pro nékteré specidlni typy matice A je zaru¢ena konvergence Jacobiovy iteraéni
metody.

Véta 5.4.
a) Silné radkové sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze Tddkové diagondlné dominantni, tj.

n

|aii|> Z |aij|, 1=1,...,n.
j=1
J#i

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kazZdou pocdtecni aproximaci
z¥ € R™.
b) Silné sloupcové sumaéni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagondiné dominantni, tj.
n
|ak;€|> Z |aik|, k=1,...,n.

i=1

i £k
Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kazZdou pocdtecni aproximaci

0 n

" € R™.
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Dikaz.
a) Spoéitejme normu || . ||oo matice Ty = D=Y(L +U). Je

n n
_ = Gij
ITslloe = 12%3%{71; ] = 1550 Z ii
i Z
J#i
Jelikoz n
laiil > > lagl,
j=1
J#i
je .
Yo%l <1, i=1..n
— | Qig
=1
a odtud ||Ts||c < 1. Podle dtsledku véty 5.2 je Jacobiova itera¢ni metoda
konvergentni.

b) Podle piedpokladu Jacobiova metoda konverguje pro matici A”. To zna-
mend, ze o(D~1(LT + UT)) < 1. Polozme X = D~1(LT + UT). Tato matice
m4 stejna vlastni ¢isla jako matice X = (L + U)D~!. Dale matice XT m4
stejnd vlastni ¢isla jako matice s ni podobna

D'X'D=D Y L+U)D'D=D"HL+U)=Ty
a odtud plyne, ze o(T;) < 1 a je splnén predpoklad véty 5.3.
O
Matice A systému prikladu 5.3 je ryze fadkoveé i sloupcové diagonalné domi-
nantni.

Geometricky vyznam Jacobiovy metody budeme ilustrovat na ptrikladu systému
dvou rovnic:

Priklad 5.4. Uvazujme systém

li: anwy + aexe = by
lo: a91x1 + assxe = bo.

Tyto rovnice jsou rovnice pfimek 1, lo. Jacobiova itera¢ni metoda je tvaru:

Ih: xllﬁ'l - _EI’; + b_l
ail ail (5.16)

k41 as1 bo

ly: a5t = ——af + =

a2 a2

a itera¢ni matice

T; = aii
a21

a22
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ma charakteristickou rovnici A2 + a12a91 /a11a22 = 0.

Ze vztahi (5.16) bezprostiedné plyne geometricky vyznam této metody:

kBod k(xlf+1,x’§) lezi na piimce Iy, bgd (x’f,xé“lz lezi na pifmce lo. Bod
(zh T 251 je prisecikem pimek xy = 2}t a xy = 2}

Graficky je tato metoda ilustrovana na obr. 5.1.

10 2%, —x,—1.5=0

X

Obr. 5.1: Jacobiova itera¢ni metoda

Poznamka 2. Vlastni &isla matice Ty jsou dana vztahem \? = —a12a21/a11a22.
Vyménime-li pofadi pfimek (za pfedpokladu, Ze a;; # 0, i,7 = 1,2) budou vlastni
¢isla tohoto systému rovna pievracenym hodnotdm d¢isel A, coz mé za nasledek
zménu konvergentniho procesu v proces divergentni a naopak.

§ 5.3. Gaussova-Seidelova iteraéni metoda

P¥i pouziti Jacobiovy metody pfi vipoétu ¥ musime uchovavat v paméti po-

¢itace cely vektor x*. Jistou modifikaci Jacobiovy metody je metoda, ktera pii
vypoctu slozky :cf“, 1 < i < n, pouziva jiz vypoctené slozky :c’f“, ceey xffll.
Popisme nyni tuto metodu podrobnéji. Uvedeme nejdtive zapis po slozkach a poté

prejdeme k maticovému zapisu.

Uvazovana metoda mutze byt zapsana takto:

k+1

CL11.CC1+ + CL12I§ + ...+ aln:cfl = b1
k+1 k+1

a21x1+ + a22x2+ + ...+ aznl'ﬁ = by

anlsc]f"'l + an2x§+l + ot apnzktl = b,
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neboli
1—1 s n s b
x§+1:_§ —Lphtt — § —Lah 4 —, i=1,...,n. (5.17)
o A =it (77 A4

Tato metoda se nazyva Gaussova-Seidelova metoda.

Vztah (5.17), ktery je v podstaté ziskany obdobnym postupem jako u Jacobiovy
metody, je vhodny pro praktické pouZiti.

Maticovy zapis Gaussovy-Seidelovy metody lze ziskat takto:

Ae=b = (D-L-U)x = b
(D—Lx = Ux+b.

Za predpokladu, ze a; # 0,7 =1,...,n, je matice D — L regularni a
x=(D-L)'Uz+(D~-L)""b.
Polozime-li T = (D — L)71U, je Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda tvaru
"t =Tgak + g, g=(D—-L)""b. (5.18)

Véta 5.5. Posloupnost {wk}zio generovand Gaussovou-Seidelovou iteracni me-
todou (5.18) konverguje pro kazdou pocdtecni aprozimaci x° € R™ prdvé tehdy,
kdyz o(Tg) < 1.

Dukaz. Véta je piimym dusledkem véty 5.2. |
Poznamka 3. Vztah (5.18) umoziiuje stanovit kritéria pro konvergenci metody.

Véta 5.6. Necht jsou splnény predpoklady a), b) véty 5.4. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocdteéni aprozimaci x° € R™.

Dukaz.

Ditikaz provedeme pouze pro ryze fadkové diagonalné dominantni matice.

Necht A je vlastni ¢islo matice Tg = (D — L)~'U a necht = (x1,...,2,)7 je
odpovidajici vlastni vektor. Odtud plyne, Ze

Tex= = (D-L) 'Wx=Xx = Ux=\D- L)z,
neboli vyjadieno ve slozkach vektoru x
n A
— Z Qi L5 = /\Zaijxj.
j=it+1 j=1
Posledni vztah mtizeme prepsat takto:

i—1 n
/\aiixi = -\ E AjjTj — E Qi Ty, 1 S 7 S n.
Jj=1 Jj=i+1
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Necht |zx| = max |x;|. Nyni pro i = k dostaneme z pfedchoziho vztahu
1<i <n

k—1 n
Mlags] < A lawsl + Y laxg],
j=1 j=k+1

COZ znamena, ze

k—1 n
I ke =D largl | <D ]
j=1

j=k+1

neboli

n
> ]

j=k+1

k—1
laxk] = lak;]
j=1

Matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

Al <

(5.19)

n

lake] > Y laxgl,

j=1
J#k

coz také znamena, ze
k—1 n
lakk] = Y law| > D k], (5.20)
=1 =k
Nyni z (5.20) a (5.18) plyne, ze |A| < 1 a tedy o(T¢) < 1 a véta je dokdzdna. O

Priklad 5.5. Systém v prikladé 5.3 feSte Gaussovou-Seidelovou iteraéni metodou.
Reseni. Gaussova-Seidelova metoda bude konvergovat pro kazdou pocateéni apro-
ximaci, nebot matice systému je ryze fadkové diagonalné dominantni.

Tato metoda je nyni tvaru

Necht 20 = (0,0,0)7. Pak

0,6 0,9392 0,994630
xt=1| 0,76 x? = 0,98112 x> =1 0,997869
0,936 0,99203 0,9992499

Nyni [l — 23 ~ 0,005,
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Iteracni matice T je tvaru

0 02 02
Te=| 0 002 0,22 o(Te) = 0,101.
0 0,022 0,042

Podivejme se nyni na geometricky vyznam Gaussovy-Seidelovy metody.

Priklad 5.6. Uvazujme systém dvou rovnic:

li: anwy + apwe = by
lo: a1w1 + azws = by

Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda je tvaru

a1z b1
l1: x]f+1 = ——:10’2c + —
a11 a11 (5 21)
asy bo '
lo: x§+1 = ——:C’f“ + —
a22 a22
era¢ni matici Tg lze v tomto pripadé jednoduse ziskat dosazenim x z prvni
It tici T 1ze v tomto pripadé jednod kat d M1

rovnice do druhé rovnice:

a2 b1
ly: x]fﬂ = k=
a1 a1

a12a21 ba az1b1

ly: ahtt = 2=k =2 =

2
a110a22 a22 a22a11

Iterac¢ni matice T

a12

0 —-——=

Ta = a1
a12a21

0 —=

a110a22

je singularni. Vlastni ¢isla této matice vyhovuji rovnici

(12021
A (A 011022) 0
tj. A1 =0, A2 = a12a21/a11a22.
Z geometrického hlediska bod o soufadnicich (x]fﬂ, x%) lezi na ptimce [; a bod
(1 251 lezi na primce Iy, Tato skutecnost je ziejmé ze vztahi (5.21).
Graficky je iteracni proces znazornén na obr. 5.2.

I v tomto ptipadé, pii zméné poradi rovnic, konvergentni proces se zméni na
divergentni a naopak.

Vidéli jsme, ze pro ryze fadkové diagonalné dominantni matice Jacobiova
i Gaussova-Seidelova metoda konverguji. Pfirozené vznika otazka, zda toto plati
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Obr. 5.2: Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

i pro jiné typy matic a jestlize ano, kterd z metod konverguje rychleji. Ale obecné
jsou obory konvergence téchto dvou metod rizné a jen Castecné se prekryvaji.
Porovnat obory konvergence téchto metod 1ze pouze ve specidlnich piipadech.

Véta 5.7. (Stein-Rosenberg). ([5]) Necht pro prvky matice A plati a;; < 0 pro
vSechna i #j a ay; > 0,1=1,...,n. Pak plati pravé jedno z ndsledugicich tvrzeni:

(a) 0<o(Tg) <o(Ty) <1
(b) 1< o(Ty) < o(Tc)
(c) o(Ty) =0o(Tc) =0
(d) o(Ty) = o(Tc) = 1.

To znamend, Ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova metoda konverguje
rychleji.

Podle této véty pro systémy v prikladé 5.5 konverguje Gaussova-Seidelova me-
toda rychleji nez Jacobiova, nebot o(Tg) < o(T). Uvedeme jesté jednu vétu ty-
kajici se Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.

Véta 5.8. Nechl A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova metoda
konverguje pro kazdou pocdtecni aprorimaci.

Dikaz viz [5].

§ 5.4. Relaxaéni metody

Na zakladé piedchozich vysledki lze vyslovit hypotézu, ze existuji jednoduché
matice T', pro které odpovidajici iteracni proces konverguje rychleji nez v pripadé
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Gaussovy-Seidelovy metody. Uvazujme tfidu matic T,, zavisejicich na parametru
w a budeme se snazit vybrat parametr w optimalnim zpusobem, tj. tak, aby ¢islo
o(T,,) bylo co nejmensi. Specidlné uvazujme tuto t¥idu matic:

T, = (D —wL)™'[(1 —w)D + wU]

Parametr w se nazyva relaxacni parametr a odpovidajici metody se nazyvaji rela-
zacni metody.

Pro 0<w<1 seiteracni metody nazyvaji metodami dolni relazace. Tyto
metody jsou vhodné v pripadé, Ze Gaussova-Seidelova me-
toda nekonverguje.

Pro w=1 je relaxacni metoda totozna s Gaussovou-Seidelovou meto-
dou.
Pro l<w se metody nazyvaji metodami horni relazace, nebo castéji

SOR metodami (SOR = Successive Over-Relaxation). Tyto
metody lze uzit ke zrychleni konvergence Gaussovy-Seidelovy
metody.

Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
" = (D —wL) (1 —w)D +wU]z" + w(D —wL)™'b (5.22)
a zapis v jednotlivych slozkach je tvaru
k+1 ko, W — k+1 - k
i =1 —wi + a bi — ; aix; = j;rl aij; | - (5.23)

Je pfirozené zabyvat se otazkou, pro které hodnoty parametru w bude iterac¢ni
proces (5.22) konvergovat. Dalsi otazkou je optimalni volba parametru w. Na prvni
otazku obecné neexistuje vycerpavajici odpovéd, ale nésledujici vysledek je velmi
dilezity.

Véta 5.9. (Kahan). Necht a;; #0,i=1,...,n. Pak

o(T) > |w—1].

Dukaz. Pfipomerime, ze D — wL je dolni trojuhelnikové matice tvaru

ail 0

Ap1W “ee e Qnn,
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Q.

Je ziejmé, ze det D = det(D — wL) =

K2

D=t

Zabyvejme se nyni charakteristickym polynomem ¢(\) matice T,:

o(\) = det(T,, — AE) =
=det D" det(D — wL)det(T,, — \E) =
=det D"t det(D — wL)(T,, — \E) =
=det D' (D —wL) (D —wL) '[(1 - w)D +wU] — \E) =
=det D' (1 —w)D +wU — (D —wL)\E) =
=det (1—w—ANE+wD "(U+AL)).
©(A) je charakteristicky polynom; jeho hodnota v bodé A = 0 je rovna determi-

nantu dané matice T,,. Z vlastnosti kofent charakteristického polynomu a z pted-
choziho vztahu vsak déle plyne, ze

©(0) = ﬁ Ai = det (1 —w)E+wD™'U),

kde \;, i = 1,...,n, jsou vlastni ¢isla matice T,,. Matice (1 — w)E +wD 71U je
horni trojahelnikova matice s prvky 1 — w na diagondle. Odtud plyne, ze

det (1-w)E+wD™'U) = (1 —w)™

n
Nyni z rovnosti [[ A; = (1 — w)™ nutné plyne, ze o(T,,) =

max |\|>|1—w|. O
i=1 <i <n

1<
Poznamka 4. Z piedchozi véty plyne, Ze ma smysl uvazovat pouze w € (0,2).

Uvazujeme-li nyni stejny systém jako v prikladu 5.4, je ptislusnd iterac¢ni matice
T, tvaru
aiz

l1—w ——w
T, = aii
a1 a12a21
w1l -w) —=wr+(1-w)
a2 a110a22
a vektor .
b1 bo biazi 4
g,=|—w,—w—-—uw

ail a2 a110a22

Geometricky jsou iterace této metody znézornény na obr. 5.3 a 5.4.

Nasledujici véty udavaji postacujici podminky pro konvergenci relaxa¢ni me-
tody pro nékteré typy matic.

Véta 5.10. (Ostrowski-Reich). Pro pozitivné definitni matici A plati o(T,,) < 1
pro vsechna w € (0,2).

Dikaz viz [5].



148 5. ITERACNi METODY RESENi SYSTEMU LINEARNiCH ROVNIC

Obr. 5.3: Relaxa¢ni metoda pro w = 0,5

Il: 2x,-X ,-1.5=0

Obr. 5.4: Relaxa¢ni metoda pro w = 1,4
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Poznamka 5. Z této véty plyne jako dusledek véta 5.8.

Pokud jde o optiméalni hodnotu parametru w, tj. hodnotu w € (0, 2), pro kterou
je konvergence relaxac¢ni metody nejrychlejsi, uvedeme bez diikazu pouze tuto vétu

([5])-
Véta 5.11. Necht A je tridiagondini pozitivné definitni matice. Pak o(Tg) =

0*(Ty) < 1 a optimdlni hodnota relaxacniho parametru je ddna vztahem

2

1+/1-03(Ty)

W = Wopt =

Pri této volbé je o(T,) = |1 — w|.
Priklad 5.7. Uvazujme systém

2$1— I3 =1
—$1—|—2£C2—£C3:0
— Ty + 223 =1,

jehoz piesné feseni je z* = (1,1,1)7.
Matice tohoto systému je t¥idiagonélni a pozitivné definitni a jsou tedy splnény
predpoklady véty 5.11. Pro spektralni poloméry itera¢nich matic plati

o(Ta) = o(Ty)?

a optimalni hodnota relaxa¢niho parametru w je dana vztahem

2
o T T )

Spektralni polomér itera¢ni matice pro relaxac¢ni metodu je roven o(7.,,,) = |1 —

wopt|.
Jacobiova matice je tvaru

0 05 0
T;=| 05 0 05
0 05 0

Vlastni ¢isla této matice jsou Ay = 0, Aoz = +v2/2. Tedy o(Ty) = V2/2,
o(Te) =1/2a )
Wopt = ——————= =~ 1,172.
I J/Io12

Za optimalni hodnotu parametru w lze tedy vzit hodnotu 1,17. Pro tuto hodnotu
relaxa¢niho parametru je o(7,,,) = 0,17.

Ze vztahu (5.10) plyne, 7ze pro dosazeni relativni chyby fadové 1073 je tfeba
provést 5 iteraci, zatimco v pfipadé pouziti Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody
je tfeba provést 10 iteraci.
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Pro dany systém a w = 1,17 je relaxa¢ni metoda tvaru

it = —0,172F + 0,585(1 + =)
ah T = —0,1725 + 0,585(xf T + 2%)

bt = 01725 + 0,585(1 4 25™1)
Pro poéatecéni aproximaci ° = (0,0,0)” dostaneme

z! = 0,585 z} = 0,3422 z} = 0,7852

22 =0,685752  x% =0,802329 2 = 0,920878
23 =0,9377849 3 = 0,9509221 3 = 0,9847401
x4 =0,9818660 x4 = 0,9888078 % = 0,9960467
28 =0,9965353 x5 = 0,9975632 25 = 0,9992465.

Z vysledkt této kapitoly je zfejmé, ze pro o(T') < 1 iteradni proces konverguje
a pro o(T) > 1 ur¢ité diverguje.

Pov§imnéme si nyni chovéni posloupnosti v pfipadé o(T") = 1. Touto otdzkou
se nebudeme zabyvat podrobné, ale upozornime na zajimavé geometrické chovani
nékterych iteracnich posloupnosti.

Definice 5.2. Necht {"}° ) je posloupnost generovan itera¢ni metodou (5.4)
s pocatecéni aproximaci ° € R™. Rekneme, Ze vektor z° generuje cyklus fadu p,
p €N, p>2, jestlize P = a0, pficemz x* # x°, k=1,2,...,p— 1.

Samoziejmé se predpokladd x° # x*.
D4 se ukazat (viz [23]), Ze pro systém tvaru

xr1 + kIQ = b1
Tr1 — k{Ez = bz,

kde k # 0, nastane pro Jacobiovu metodu cyklus fddu 4 pro kazdou pocatecni
aproximaci. V tomto pfipadé o(T;) = 1. Pro Gaussovu-Seidelovu metodu nastane
cyklus fadu 2, ale a7 od 1. aproximace, tj. vlastné s pocateéni aproximaci Tx°.
Graficky jsou cykly pro tyto metody znézornény na obr. 5.5, 5.6.

Zajimava situace se objevuje u relaxacni metody. Uvazujme systém tvaru

T1 +x2=1
qry + x2 = 1.

Odpovidajici relaxa¢ni matice T, a vektor g, jsou tvaru

1l—w —w w
Tw - ) g, =
—qw(l-w) q’+(1-w) w(l —qw)
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Obr. 5.5: Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

> x,-3x,+6=0

Obr. 5.6: Jacobiova itera¢ni metoda
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Pro w = 2 je matice T5 a vektor g2 tvaru

-1 -2 2
T2 = ) 92 =
2g 4qg-—1 2(1—2q)

Charakteristicky polynom
e(N) = A2+ A2 —4q) +1
ma kofeny

/\172 =—-1+ 2(] + 2\/q(q — ].)

Pro ¢ € (0,1) jsou tyto kofeny komplexné sdruzené a jejich absolutni hodnota
je rovna jedné, tedy o(T2) = 1. Vlastni ¢isla A1, A\ mohou byt také vyjadiena
v goniometrickém tvaru

A2 =cospEising

a lze ukazat ([23]), ze

—_

g==(1+cosyp).

[\

V préci [23] je dokdzano, Ze cyklus Fddu p > 2 existuje tehdy a jen tehdy, kdyz
© =2nl/p,0 <1< p/2. Vztah ¢ = (1+cos ¢)/2 umoziiuje nalézt systém generujici
cyklus daného fadu p vhodnou volbou p, [.

Napi.: pro ¢ = 0.5((1+ cos 27 ) = 0.17257 existuje cyklus fadu 11 (viz obr. 5.7)
pro g = 0.5((1+cos2m45) = 0.578217 existuje cyklus fddu 40 (viz obr. 5.8).

Obr. 5.7: Cyklus fadu 11, podateéni aproximace z° = (0, 0).
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Obr. 5.8: Cyklus fadu 40, podateéni aproximace z° = (0, 0).

Vsechny body cyklu fadu p = I/s lezi na elipse, jejiz stfed je pfesné feseni x*.
Rovnice elipsy je tvaru

0
0.0 2x3 0

2, T3 213 02
xl+?+2x1x2—7—2x1:(x1) + +2x1x2—7— a3,

(@3)*
q

kde z° = (29, 29) je poc¢atecni aproximace.
Pro riéiznou volbu pocatec¢nich aproximaci dostavdme mnozinu soustfednych
elips.

Poznamka 6. Jestlize v iteracnim procesu (5.4) nastava cyklus, pak o(T,) =
1. Ale opak neplati. Je-li o(7,,) = 1, nemusi v itera¢nim procesu nastat cyklus.
Otéazky cyklu iteracnich metod jsou podrobné studovény v [23].

Cviceni ke kapitole 5

0,2 0,3 —-0,1
1. Je matice H = 0,7 —0,15 0,05 konvergentni?
0,2 0,0 0,6

2. a) Jacobiovou, b) Gaussovou-Seidelovou itera¢ni metodou Feste systémy

107 — 229 — 223 =06 200 — 29+ x3=-1
—x1 + 1022 — 223 =7 31 + 32 + 923 = 0 .
—x1 — 22 + 10x3 =8 3x1 + 3z9 + 53 = 4
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3. Ukazte, Ze pro systém

1 + 2o =

21 —e)xy + a2 + x3 =
T3 + x4 = —1
—(1—¢)%x +z4= 5

(0 < € < 0,1) Jacobiova metoda konverguje a Gaussova-Seidelova metoda
diverguje.

. Ukazte, ze pro systém

2{E2 + 4$3 =0
T — x2 — w3 = 0,375
xr1 — T2 + 2{E3 =0

diverguje Jacobiova i Gaussova-Seidelova metoda.

Ukazte, ze pro systém

41 +3x90 = 24
3r1 +4x9 —x3 = 30
—x9+4x3 = —24

Jacobiova iteraéni metoda konverguje. Zvolte poditeéni aproximaci x° =

(1,1,1)7 a vypoctéte x! a x2.

Ukazte, ze pro systém

3$1 + 2{E2 + 2{E3 = 1
2$1 —|— 3{E2 —|— 2{E3
21 + 229 + 323

1l
I
= O

Jacobiova iteracni metoda diverguje a Gaussova-Seidelova metoda konver-
guje.

Dokazte, Ze pro systém

101 — a9 4+ 223 — 314 = 0

x1 + 1029 — 23 + 224 5
2x1 + 3x9 + 2023 — x4 = —10
3x1 + 2x9 + a3+ 2024 = 15

Jacobiova iterac¢ni metoda konverguje. Kolik iteraci je tfeba k nalezeni feSeni
s chybou mensi nez 10~4?
(Reseni: k£ > 17.)
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8.

10.

11.

12.

Ukazte, ze pro systém

41 + 3292 + 223 = -1
T, + dx9 + 4x3
2$1 — X2 — 75[:3 = 4

Jacobiova metoda konverguje. Zvolte pocatecni iteraci z° = (1,1,1)7 a vy-

poctéte ! a x2.

. Ukazte, ze pro systém

3rx1+x9+2x3 = 2
2171 —|— 4172 —|— T3 =
—X1 — T2 — 3173 = -1
Gaussova-Seidelova metoda konverguje. Zvolte po¢atecni iteraci 2° = (0,0,0)”
a vypoctéte prvni dvé iterace.

Ukazte, ze pro systém

2$1—I2—I3 = 3

—r1 4+ 322 — 223 =

—3r1 —x2+4x3 = -—1
Jacobiova itera¢ni metoda diverguje.
Ukazte, ze pro systém
6x1 + 322 = 10
3$1 + 5:172 — T3 = 5
— X9 —|— 4173 = —6

Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda konverguje. Zvolte pocatecni aproxima-
2

cix® = (1,1,1)T a vypoctéte x! a 2.
Systém

4:171 + 3:172 = 24

3r1 + 4z — 23 = 30

— X9 + 43 = —24

m4 presné feseni =* = (3,4, —5)7. Uzijte Gaussovy-Seidelovy itera¢ni me-
tody a relaxac¢ni metody s parametrem w = 1,25. Porovnejte vysledky po
provedeni 7 iteraci. Vypoctéte optimalni hodnotu parametru w.

(Reseni: o(Tg) = 0,625, o(To,,.) = 0,24, wopt =~ 1,24.)
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13. Systém
10,@1 — To =9
—ZC1—|—1OZC2— 2173:7
— 29 + 1023 =6
R Ty . o .
(pFesné feseni * = (%, %, %) ) feste relaxa¢ni metodou s w = 0,5, w =
1,1 a vypoctéte optimélni hodnotu parametru w,,; a reste systém relaxacni
metodou s timto parametrem.

Kontrolni otazky ke kapitole 5

k

1. MiZe byt v itera¢nim procesu ¥+ = T'x* 4 g itera¢ni matice T singularni?

2. V prikladu 6 Jacobiova metoda pro systém
3$1 + 2562 + 2563 = 1

0
-1

2x1 + 3z + 223

21 + 229 + 323

obecné nekonverguje, nebot o(7T;) > 1. Pfesto pro po¢ateéni aproximaci
2o = (0,0,0)7 itera¢ni proces konverguje k feseni (1,0, —1)%. Pro¢?

3. Uvazujte systém

Tl — T2

r1+x9 =
Co znamena fakt, ze T7 = E?

4. Jestlize matice A neni ryze fadkové nebo sloupcové diagonalné dominantni,
miuZe Jacobiova itera¢ni metoda konvergovat?
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Interpolace

V této kapitole budeme zkoumat problém aproximace funkci. Tento problém spo-
¢iva vétsinou v nalezeni aproximace funkce f pomoci vhodné kombinace funkci
z néjaké t¥idy funkci. UvaZzujme tiidu funkci jedné proménné:

¢($§a07- .. ,(Ln),

kde ag,...,a, jsou parametry, jejichz hodnoty charakterizuji jednotlivé funkce
v této t¥idé. Ustfednim problémem aproximace je kriterium pro volbu téchto pa-
rametrt. U interpolacni aprorimace pozadujeme, aby parametry byly vybrany tak,
Ze na mnoziné navzajem ruznych bodu {z;}7 , plati

(xiza0,...,an) = f(zi), i=0,...,n.

V nékterych pripadech jsou pfedepsény i hodnoty derivaci v né€kterych bodech.

V pripadé metody nejmensich ¢tverct se parametry ao,...,a, vyberou tak, aby
veli¢ina
N
Q(CL(), R aan) = Z(f(xj) - 1/’(5171';@0, v 7an))27 n < N7
§=0

nabyvala minimalni hodnoty. Dalsim typem aproximace je CebySevova aproxi-
mace, kde hleddme takovou aproximaci, kterd minimalizuje maximalni absolutni
hodnotu rozdilu funkce f a aproximace ):
min  max |f(x) — ¥(x;a0,...,a,)]
(ao,-.,an) z€[a,b]
V dalsim se zaméfime pouze na linearni aproximaci, tj. budeme se zabyvat funk-
cemi tvaru

w(% agp, ..., an) = aowo(x) +...+ G/n’l/Jn(fI;) )

kde funkce ¥;, i = 0,...,n tvofi bazi linedrniho prostoru dimenze n + 1. Do této
tridy patii i klasicka polynomidini interpolace

U(z;ag,. .., a,) = apx™ +a12" 1 4+ ... +a,
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a trigonometrickd interpolace
Y(x5a1,...,a,) = ag + a1€'” + aze®” + ..+ a,e™?, (i? = —1)

Polynomiélni interpolace se uziva predevsim k aproximaci funkci danych tabulkou
a je také dulezitym zékladem pro nékteré typy formuli numerického derivovani
a integrovani. Do t¥idy linedrnich interpolac¢nich problémii také patti splajnovd in-
terpolace. Ve specidlnim ptipadé kubickych splajni se pozaduje, aby funkce 1 byla
dvakrat spojité diferencovatelna pro z € [zg, z,] a byla totozna s kubickym poly-
nomem na kazdém subintervalu [x;, z;11] daného déleni g < 21 < ... < z,. Splaj-
nové interpolaci je nyni vénovana znacné pozornost, protoze poskytuje vhodny na-
stroj pro interpolaci empirickych kiivek a slozitych matematickych funkci. Roste
také jeji uziti pri priblizném feseni diferencidlnich rovnic.

§ 6.1. Polynomialni interpolace

Nejjednodussi tlohu linearni interpolace lze formulovat takto: Jsou dany body z;,
1=0,1,...,n, x; # x pro i # k a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(z;) = fi,
1=0,1,...,n. Je tieba najit algebraicky polynom P, stupné nejvyse n takovy, ze

P’n,(xl):flv i:O,l,...,n.

Umluva. Body z;, i = 0,1,...,n, 2; # x, pro i # k, budeme nazjvat uzly,
polynom P,, interpolacni polynom. Jako dfive ozna¢me II,, mnozinu vSech redlnych
polynomi stupné nejvyse n tvaru

Po(z) = apz™ + a1z" t + ...+ ay.
Véta 6.1. Pro (n+ 1) dangch dvojic cisel
(4, fi), 1=0,1,....n, x; #xLproi #Kk,
ezistuje prdavé jeden polynom P, € II,, takovy, Ze
P, (z;) = fi, i=0,1,...,n. (6.1)

Dukaz.
Jednoznacnost: Predpoklddejme, Ze existuji dva interpolacni polynomy P,, @, €
I1,, spliiujici podminky (6.1), tj.

P (i) = Qn(zi) = fi, 1=0,1,...,n.

Polozme R, (z) = P,(r) — Qn(x). Je ziejmé, ze R, € II, a dale R,(z;) = 0,
i1=0,1,...,n, tzn. R, mé alespon n + 1 rtiznych korenii. To je ale spor s predpo-
kladem, Ze R, je polynom stupné nejvyse n. Odtud plyne, Ze polynomy P, a @,
musi byt totozné.

Existence: Existenci dokdzeme tak, ze prislusny polynom sestrojime. Nejdiive se-
strojime polynomy [;, ¢ = 0,1,...,n s témito vlastnostmi:
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(a) I; je polynom stupné n,

0 proi #j
1 pro i = j.

(b) liz;) =

Je zfejmé, ze
lLi(x) = Ai(x —x0) ... (x —zi—1) (@ — Tig1) - .- (. — ).

Konstantu A; uréime tak, aby byla splnéna podminka [;(z;) = 1, tedy

1
Ai= (@i —x0) .. (@i — i) (@ — @ig1) - (@i — xp)
a odtud
i) = (x—20)...(x —xi—1)(@ —mig1) ... (& — ) (6.2)

o (Il — ZC()) e (ZCZ — Iifl)(Ii — ZCZ'+1) e (ZCZ — In)

Definujme nyni polynom P, vztahem:
Pu(@) =lo(@)fo+ (@) fr+ ...+ ln(x)fu =D L) fi. (6.3)

Snadno se ovéfi, Ze tento polynom spliiuje interpolacni podminky (6.1), a protoze
je linedrni kombinaci polynomt stupné n, je polynomem stupné nejvyse n. o

Interpola¢ni polynom tvaru (6.3) nazyvame Lagrangeovym interpola¢nim po-
lynomem nebo presnéji Lagrangeovym tvarem interpola¢niho polynomu.

Umluva. Polynomy l;, i = 0,1,...,n, definované vztahem (6.2) budeme nazyvat
fundamentalni polynomy.

7 jednoznacnosti interpola¢niho polynomu rovnéz plyne, Ze interpolacni poly-

nom stupné nejvyse n pro polynom Q,, stupné n je tentyz polynom, tj. P,(z) =

PoloZzme

wnt1(@) = (x —x0) ... (. —2p) = H(w — ;).

i=0
Je zfejmé, ze
n
wir (@) = (2 —wo) . (2 — xim1) (@i — Tig1) .. (2 — xp) = H (z; — ok)-
o

PouZitim téchto vztahu lze fundamentalni polynomy zapsat ve tvaru

() = wn+1(z) i .
i) (I—xi)wg_‘_l(xi)’ 0,1,...,n. (6.4)
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Priklad 6.1. Sestrojte Lagrangeiv interpola¢ni polynom, je-li dano:

12 3 | 12147

Resent. V tomto ptipadé je n = 3, hleddme tedy polynom P; € II3.

B (x—=1)(z—2)(z—-5) (x = 0)(z —2)(xz—5)
B =2 mye . A oa -2 -5
(= 0)(z —1)(z —5) (z—0)(z—1)(z—2) B
+12(2—0)(2—1)(2—5) +147(5—0)(5—1)(5—2 N
=23+ 22—z +2.

Pfiklad 6.2. Sestrojte interpola¢ni polynom pro funkei f(x) = x 4 sinz v uzlech
o = 9, T = 3, T = 4,5, T3 = ].0, T4 = 5,5, I5 = 12,5

Resend. Jelikoz n = 5, hleddme polynom Ps € II5. Na obr. 6.1 jsou znazornény
fundamentalni polynomy [;, ¢+ = 0,1,...5, na obr. 6.2 je zndzornén ¢arkované
polynom Ps a plnou ¢arou je znazornén graf dané funkce.

Fundamentalni polynomy I;, ¢ = 0,...,n maji zajimavou vlastnost, splnuji

totiz identitu
n

> li(x)=1 VzeR.

i=0
Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze interpolaéni polynom P,, € II,, pro funkci f, ktera
je polynomem stupné nejvyse n, plati P,(z) = f(x), Vx € R. Tedy i pro funkci
f(x) = 1, kterd je polynomem nultého stupné, tvrzeni plati. Uvedeny vztah dale
vyjadiuje skutecnost, ze polynomy [;, ¢ = 0,...,n jsou jisté ,vahy“ pfifazené
hodnotam f;,i=0,...,n.

Dalsi zajimavou vlastnost interpola¢niho polynomu dostaneme pomoci nasle-
dujiciho vypoctu:
Plati

Dale vime, ze
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Fundamentalni polynom lo(z) Fundamentalni polynom [ (z)

2 Xl X2X4 X0X3 X5 14

Fundamentalni polynom I (z)

Fundamentalni polynom l4(z) Fundamentalni polynom I5(z)

Obr. 6.1: Fundamentalni polynomy [;
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14 —

12+

10 |

14

Obr. 6.2: Lagrangetuv interpola¢ni polynom pro f(z) = sinz v bodech (z;, f;), i =0,...,5

tj.
n w;
Wnt1(2) Z =) =1,
i=0 ¢
neboli 1
u}n+1(£€) — n
Odtud

n
Hodnoty (zf;i)/ Zo (xi”ij) tvoii tzv. barycentrické soufadnice bodu (x, P,(x))
j=

v roviné vzhledem k bodim (z;, f(x;)), i =0, ..., n. Tato formule je navic z vypo-
¢etniho hlediska velmi efektivni — pii uréenych hodnotach w; je vypocet hodnoty
P, (z) linearni vzhledem k n. Problémy mohou ale nastat pro x blizké nékterému
uzlu z;, kde pfi déleni vyrazem z —x;, ktery je blizky nule, dochazi k velké relativni
chybé.

Poznamka 1. Danou tlohu interpolace 1ze rovnéz fesit metodou neuréitych ko-
eficienttt. Tato metoda spoc¢iva v nasledujicim. Podminky (6.1) zapiSeme ve tvaru

systému linedrnich rovnic pro neznamé koeficienty a;, 1 = 0,1,2,...,n,
aox?—l—alx?*l—i—...—i—anzo, 1=0,1,...,n.
Jestlize body z;, i = 0,...,n, jsou navzajem razné, ma tento systém pravé jedno

feSeni. Ale tento postup je prili§ tézkopadny a nevhodny pro vétsi pocet uzli.
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Necht nyni P,_; je Lagrangetv interpola¢ni polynom v uzlech xg,...,z,_1.
Rozdil f(z) — Pp—1(z) vydélme soufinem (z — zg)...(x — xp—1). Tento podil
v bodé x = x,, vyjadiime ve tvaru

f(xn) - Pn—l(xn) f(xn) — Pn—l(xn)

n—1 - wn(xn)

3=0 H

Definice 6.1. Vyraz f[xo,...,T,] ve vatahu (6.5) nazyviame pomérnou diferenci
7ddu n funkce f v bodech xg, ..., x,.

Polozme f(x9) = flxo]. Déle

flro, 1] = f(@o) + f(x1) _ flwo) = f(:vl),
Top—T1 T1— T To — 1

f(xo) n f(x1) f(x2)

(zo — @) (w0 —x2) (w1 —w0) (21 — 22) (22 — T0)(T2 — 21)

flxo, x1, 2] =

Poznamenejme, Ze pomérnd diference je symetrickou funkci svych argumenti,
tedy hodnota pomeérné diference nezavisi na poradi uzla x;.

Lagrangetiv interpola¢ni polynom je po teoretické strance velmi dtlezity. Je
zékladem pro odvozeni metod numerického derivovani a integrovani. Ale pro prak-
tické vypocty, zejména pro velky pocet uzlii nebo pfi zméné poctu uzlt (kdy je
tfeba pfepoditat vSechny polynomy [;), je vyhodnéjsi pouzit nékteré z formuli,
které nyni uvedeme.

Véta 6.2. Interpolacni polynom P, € II,, pro body (z;, fi), i =0,1,...,n, miZe
byt zapsdan ve tvaru

P, (z) = fo+ (x — o) flxo,z1] + ... + (x — 20) ... (¥ — Zp—1) f[x0, - . ., ). (6.6)

Dukaz. Budeme postupovat tak, ze vhodnym zptsobem vyjadiime Lagrangeuv
interpola¢ni polynom a dalsi ipravou dostaneme vyjadieni (6.6). Necht P, € II,, je
Lagrangetv interpola¢ni polynom pro dané body (z;, fi), ¢ = 0,1,...,n. ZapiSme
tento polynom ve tvaru

Pn(l') ZP()(w) + [Pl(l') — P()(l')] +...+ [PJ(LL') — Pj_]_(ac)] + ...

6.7
o+ [Pa(z) — Pa1(2)], o0



164 6. INTERPOLACE

kde P; € II; je Lagrangetiv interpola¢ni polynom pro body (z;, f;),i =0,1,2,...,j
Pocitejme rozdily P;(x) — Pj_1(x):

(2 wj+1 I 1 C R
Pj(x) - Z o (xz)fz ; CErPAeatl
 win(e wipi (@)  w(x)
CED) ;H f”Zfz C—e) (@) @—z)w @)
Pro wjy1 a w; plati
win(@) =[J@-w), wil@)=][@-2) = wil)=(—z)w@).
1=0 i=0

Déle pro derivace funkci w; a wj;1 mame

Wi (@) =wj(2) + (2 —zj) wi(z) = wj, (@)= (wi(_)xj)w;(xi) proz: #jj
w;(z; pro i = j.

Téchto vztaht nyni uzijeme pro vypocet rozdila Pj(z) — Pj_1(x):

e @) e ),

PJ() PJfl() (x—xj)w;+1($])fj+; (SL'_=T1) J+1(‘Tz) i
IT1C R S RS S
= e >;w;+l(xi) i >;w§+l<xi>
= w;(x)flzo, ..., z]

Kazdy rozdil P;(x) — Pj—1(z) pro j =0,1,...,n mizeme tedy vyjadfit ve tvaru

PJ(I) — ijl(x) = (.CC - Io) NN (I — $j,1)f[I0, NN ,.’,Ej].

Odtud a z (6.7) nyni plyne, Ze interpolaéni polynom muze byt zapsin ve tvaru
(6.6). O

Interpolaé¢ni polynom (6.6) se nazyva Newtontiv interpolaéni polynom.

Jesté jednou pfipomindme, Ze pro dané body (z;, fi), ¢ = 0,1,....,n, x; # xx
pro i # k, je interpola¢ni polynom uréen jednoznacné, tzn., ze Newtonuv interpo-
la¢ni polynom je totozny s Lagrangeovym interpolacnim polynomem, lisi se pouze
formou zapisu.

Dusledek 1. Nechtx; € [a,b],i=0,...,n, x; # x) proi # k. Necht f € C™[a,b].
Pak ezxistuje bod 6 € (a,b) takovy, Ze
1

flwo, o an] = — ™) (). (6.8)
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Dukaz. Funkce ®(z) = f(x) — P,(z) m4 alesponi (n + 1) nulovych bodt v [a, b]:
o, ..., T,. Podle Rolleovy véty ma funkce ®((z) = f()(z) — pim (x) alespon
jeden nulovy bod 6 € (a,b):

F(0) = P (9) =0,

F(8) = P (0).
Na druhé strané, ze vztahu (6.6) plyne
PM(0) = nlflxo, ..., 0

n

a odtud 1
- ™)) = flxo, ...,z
O
Poznamka 2. Lze ukizat ([22]), ze
; L)
lm  flxo,..., 2] = —f (z0), (6.9)
Ti—T0 mn.
i=1,...,n
neboli 1
flzo, .. wo) = — [ (o). (6.10)
———— n!
(n+1)krat
Dusledek 2. Necht Q,_1 je polynom stupné nejvyse n — 1. Pak
anl[an---axn] =0. (611)
Je-li Qn(x) = 2™, pak
Qnlzo, ..., x5 = 1. (6.12)

Dukaz. (6.11) plyne ihned ze skutecnosti, Ze interpola¢ni polynom pro @Q,_1
je tentyz polynom a tedy posledni ¢len ve vyjadieni (6.6) musi byt roven nule.
Vztah (6.12) plyne z nasledujiciho: Necht P, je interpolaéni polynom pro funkci

Qn(x) = 2™ v uzlech xq, ..., z,_1. Rozdil 2" — P,,_1(x) je tedy polynom stupné n
s kofeny v bodech zg,...,x,_1, cOZ znamend, ze tento rozdil lze vyjadrit ve tvaru
2" = Ppg(x) =(x —xg)...(x —xp_1),

Déle ze vztahu (6.5) pro pomérnou diferenci plyne pro x = x,,

a — Po_1(xy)

- TH— - Qn[x(),,l‘n]

H (xn — ;)

=0

Lemma. Plati identita

(xo — xn) flzo, .-y xn) = flTo, .-y Tn—1] — flz1, ..., 2] (6.13)
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Dukaz. Necht P, € II, je interpola¢ni polynom spliiujici podminky (6.1). Ze
vztahu (6.6) plyne
P N(@) = flaos .y wna](n — 1)1 +
+ flzo, -y xn](nle — (n— DN zo + ... + zp—1)). (6.14)
Vyménime-li ve vztahu (6.6) body zg a x,, dostaneme

P Y() = flam, @1, ..., 2n_1](n — 1) +
+flxn, 21,y Zne1, o] (Rl — (n— DN zp + 21+ ...+ 2poq)) =
= flz1,.. ., za)(n — ! + (6.15)
+flzo, - xn](nle — (n— DN (x1 + ... zp)).
Odectenim vztahti (6.14) a (6.15) dostaneme pozadovanou identitu (6.13). O
Poznamka 3. Uvedené lemma znamend, ze pomérnou diferenci n-tého tadu lze

rekurentné vyjadrit pomoci diferenci radu n — 1:

f[xlw"axn] _f[x()u"wxn—l]
Ipn — X

flxo, ... zn] = (6.16)

Na zakladé tohoto rekurentniho vztahu lze sestavit nasledujici tabulku pomérnych
diferenci:

v fi flrs, ziga] flwi, wig1, wigo]
o Jo T, T

x1 fi i % > flzo, 1, 73]

xT2 f2 )

> flxo, ..., n]

VoV

fn > :f[xn—l,;vn] > flxn—2,Tn-1,2n]

Tn

Je jasné, zZe pro konstrukci Newtonova interpola¢niho polynomu jsme uzili hod-
not oznacenych .

Priklad 6.3. Pro hodnoty uvedené v p¥ikladu 6.1 sestrojte Newtontiv interpolacni
polynom.
Reseni. Sestavime podle vztahu (6.16) tabulku pomérnych diferenci:

i fi flwi, viga] Jlwi, iy, Tigo) flwi, Tig1, Tigo, i3]
L 1 .

2 12 42 i 9 > 1

5 147

Py(z)=24z+4(z—De+az—1)(z—-2) =242 -z +2.
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Pro vypocet Newtonova polynomu jsme uzili hodnot leZicich na ,diagondle”.

Pfipometime jesté, ze z definice pomérné diference (vztah (6.5)) plyne, Ze po-
mernd diference zdvisi linedrné na funkci f: pro libovolnd redlnd ¢isla a,b a funkce
f, g definované v bodech x;, i =0,1,...,z,, plati:

(af +bg)[xo, ..., zn] = a(f[zo, - .., zs]) + b(g[zo, - .., zn])

§ 6.2. Chyba interpolace

Zabyvejme se nyni otazkou, s jakou piesnosti bude interpola¢ni polynom P, € II,
aproximovat danou funkci v bodech rtiznych od bodi x;,7 = 0,1, ..., n. Jaky bude
rozdil E(z) = f(Z) — Po(Z) pro T # x;, i = 0,1,...,n? Odpovéd davé nésledujici
veta:

Véta 6.3. Necht f € C"V[a,b] a necht uzly x; € [a,b], i =0,1,...,n, r; # x}
pro i # k. Necht ddle P, € II,, je interpolacni polynom spliugjici podminky (6.1).
Pak ke kazdému bodu T € [a,b] existuje bod & € (a,b) tak, Ze plati:

- y _ wn41(E) i) -
- P, () = ———- , = . 6.17
F@) — Pula) = IS, E= €@ (6.17)
Dukaz. Sestrojme Newtontiv tvar interpola¢niho polynomu podle vztahu (6.6)
pro uzly xzg,...,x,, . Je tedy tfeba najit interpolacni polynom P, +; € II,4;.

Tento polynom je podle (6.6) tvaru
Poi1(z) = fo + (x — mo) flwo,m1] + ... + (. — x0) ... (x — ) fwo, - - -, T, T

Jelikoz P, 41 je interpola¢nim polynomem i v bodé Z, je f(Z) = Pp4+1(Z). Ale na
druhé strané

Poi1(Z) = P (Z) + (T — x0) ... (T — xn) flxo, - - -, T, T

neboli
f(@) — Po(z) = (T —x0) ... (T — xp) flzo,- .., Tn,T]
Zde .
wni1 () = [[(@ = @)

i=0
Nyni podle dtsledku 1 je

N

flzo,. o0, 7] = m

a odtud plyne tvrzeni. Vztah (6.17) jsme dokézali pouzitim Newtonova interpo-
la¢niho polynomu. Ale z jednozna¢nosti interpola¢niho polynomu plyne, Ze vztah
plati pro polynom vyjadieny v libovolném tvaru. O

Poznamka 4. 7 duisledku 1 je jasné, ze bod £ zavisi na z. Této skuteénosti si
musime byt v€domi pii dalsich tivahéch a operacich tykajicich se chyby interpolace.
Rozdil E(Z) = f(z) — P, (Z) nazyvame chybou interpolace v bodé Z.
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Jestlize | £+ (z)| < My,41, V2 € [a,b], 1ze chybu interpolace ohraniéit shora
takto

B@)] < o o @)

Tento odhad zavisi na vlastnostech interpolované funkce a na volbé uzli x;. Vznika
tedy otazka, jak volit uzly z;, aby maximalni absolutni hodnota wy,+; byla na
daném intervalu co nejmensi. Toho lze dosdhnout tak, Ze za uzly z; zvolime kofeny
nékterych specidlnich polynomt. O tomto pfistupu nyni struéné pojedname.

Umluva. T¥idu v8ech normovanych polynomi stupné m, tj. polynomt tvaru
2™+ amo12™ 4+ ag

oznad¢ime II,,,.

Definice 6.2. Rekneme, Ze polynom Q,, € II,, ma ze vSech polynomt tiidy II,,

nejmensi odchylku od nuly na intervalu [—1, 1], jestlize plati

_max [Qm()] < _max [Sm(z)]

pro vSechny polynomy S, € II,,.

Véta 6.4. T,,(z) = cos(marccosx), x € [—1,1] je polynom stupné m s koefici-
entem 2™ 1 w 2™, m > 1.

Dukaz. Je Tyo(x) =1, Ti(x) = x. Déle pouzijeme vztahu
cos(m + 1)a + cos(m — 1)a = 2 cos a cos mav.
Polozime-li o = arccosz, dostaneme
Tt () + Tin—1(2) = 22T (2),
tj.
Tnt1(z) = 22T (x) — Trn—1(2). (6.18)

Necht nyni podle indukéniho pifedpokladu je 17, polynom stupné m s koeficientem
2m=1 y 2™. Pak z rekurentniho vztahu (6.18) ihned plyne, ze T,+1 je polynom
stupné m + 1 s koeficientem 2™ u z™*1. O

Uvedeme nyni nékteré dilezité vlastnosti polynomt 7,. Z rekurentniho vztahu
(6.18) plyne

To(z) =22% -1,  Tz(x) = 42> — 3z, Ty(z) = 82* — 822 +1,  atd.

Polynom T, m& m korent, které jsou realné, rtizné a vsSechny lezi v intervalu
(—1,1), nebot pro né plati

cos(marccosxy) = 0

2k+1
marccos:ck:T_Fﬂ', k=0,1,....m—1
2k+1
T = COS + m, k=0,1,....m—1 (6.19)

2m
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Dale je
max [T, (z)| = 1.
—1<x<1
Této maximalni hodnoty nabyva T, se stiidavymi znaménky v (m + 1) riiznych
bodech intervalu [—1,1]:

| cos(m arccos )| = 1

k
o =cos X, k=0,1,...,m (6.20)
m

Véta 6.5. Polynom T,,(z) = 21"™T,(x), m > 1, md na intervalu [-1,1]
nejmenst odchylku od nuly ze vsech polynoma tridy I1,,.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze existuje polynom Q., € II,,, ktery ma na intervalu
[—1, 1] mensi absolutni hodnotu nez polynom T,. Uvazujme polynom

Rm—l(x) - Tm(x) - Qm(fb)
Je zfejmé R,,—1 € II,,,_1 a v bodech xy = cos(kw/m), k =0,1,...,m plati
sign (Tm(xk) — Qm(:zrk)) = sign (21_m(—1)k — Qm(:zrk)) = (—l)k

nebot podle piedpokladu |T,,(z)| = 21™™, |Qm(zx)| < 2'~™. Polynom R,,_1
méni tedy znaménko mezi body zxj, i1, £ = 0,1,...m — 1. Odtud plyne, ze
tento polynom stupné m — 1 méa m riznych korenti. Dospéli jsme ke sporu. Pred-
pokladejme nyni, Ze existuje polynom @,,, s maximalni absolutni hodnotou rovnou
maximélni absolutni hodnoté polynomu 7},. Neni-li aspoii v jednom bodé, ve kte-
rém nabyva polynom T, extrému, polynom Q,, roven polynomu 7},, dostaneme
spor jako vyse. Je-li viak v takovém bodé Q,,(x) = T),(z), ma polynom R,, i
v tomto bodé dvojnasobny kofen a urc¢ime-li pocet kofenti polynomu R,,_1 jako
vyse, dojdeme opét ke sporu, ktery dokoncuje ditkaz véty (viz [18]). a

Definice 6.3. Polynomy T}, se nazyvaji Cebysevovy polynomy.

Jestlize se pfi interpolaci omezime na interval [—1, 1] a za uzly interpolace zvo-
lime koteny CebysSevova polynomu,w, 1(x) = 27 "7}, 41(z), miZeme najit odhad
chyby ve tvaru

(6.21)

nebot

n =27
[ ax w1 ()]

Chyba je v tomto pfipadé nejmensi mozna. Pii interpolaci na libovolném intervalu
[a, b] uZijeme linearni transformaci

x:%((b—a)z—kb—l—a), z €[-1,1].
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Pfi této transformaci se kofeny z, k = 0,1,...,n, polynomu 7T}, transformuji
na kofeny

1
Tp = 5((1) —a)zk +b+a).
Odhad chyby interpolace nyni bude

M1 (b— a)n+1

|f(j7) - Pn(:f)| < (n =+ 1)! 22n+1

K dalsim otazkam tykajicich se chyby interpolace se vratime v dalsi casti této
kapitoly.

§ 6.3. Interpolace na ekvidistantnich uzlech

Nyni predpokladejme, ze body z;, + = 0,1,...,n, jsou ekvidistantni, tj. existuje
realné Cislo h # 0 takové, Ze

r; = xg + 1h, i=0,...,n.

Cislo h obvykle nazyvime krok. Vypocteme pro Lagrangetiv interpola¢ni polynom
P,y € II,,_4, ktery je interpola¢nim polynomem v uzlech zy,...,x,—1, funda-
mentalni polynomy [;:
li(z) = —wn(x)l

(z — ;) wy, (i)

Pocitejme hodnoty téchto polynomi v bodé z,:

oy —  wn(En)
R A APA Y
B (X —0) « - (T — Tp—1)

(ZCn — xz)(arl — Io) e (ZCZ — Iifl)(Ii — ZCZ'+1) e (ZCZ — Infl)

Nyni je &, —x; = xo+nh—(xg+ih) = (n—1i)h. Dosazenim do pfedchoziho vztahu
dostaneme:
nn—1)...(n—(n—-1))

) = e T - G=1)G—G+D).. (=1

Odtud
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Hodnotu f(z,,) 1ze zahrnout do souctu s koeficientem
n—n [T _
o (1) =1

@)~ Paa(aa) = (-1 (%) 5 (6.22)

a vysledkem je

Definice 6.4. Vyraz

n

A= ()" (’;‘) fixs (6.23)

=0

se nazyva n-ta obycejnd diference v bodé x;.

Napi.:
Alfo = —f(zo) + f(zo +h) = —fo+ f1
A?fo = f(z0) — 2f(xo + h) + f(x0 + 2Rh) = fo — 2f1 + fo
Afo=—fo+3fi —3f2+ f3
atd.

Obdobnym zptisobem jako pro pomeérné diference lze i pro obycejné diference
dokazat rekurentni vztah:

ARFLf = A (AR f) = AV fiy — AR, (6.24)
Lemma. Na ekvidistantni mnoziné uzli {x;},_, plati

A" fo
flzo, ... xn] = e

(6.25)

Diikaz 1ze provést matematickou indukci — viz cviceni.

Nékteré dalsi vlastnosti pomérnych a obycejnych diferenci lze nalézt napi.
v [22].
Véta 6.6. Necht uzly z;, i = 0,1,...,n jsou ekvidistantni, x; = xo + ih, h > 0.
Pak Newtonuv interpolacni polynom lze zapsat ve tvaru
— A fo
Pu(zo+th) = fo+ Y i tt—1)...(t—j+1), (6.26)

J=1

kde x = xg + th, t je novd proménnd, t € R.

Dukaz. Bod z, ve kterém pocitdme hodnotu interpola¢niho polynomu, vyjadiime
pomoci kroku h, x = z¢ + th, t je nova proménna. Nyni

T —x; =z +th — (xo +ith) = (t —i)h.
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Vime, ze Newtoniiv polynom je tvaru

P, (x) = fo+ flro,xz1](x —xo) + ...+ (x — ) ... (x — p—1) flx0, - - - s Tn]-

Uzitim vztahu (6.25) upravime j-ty ¢len tohoto polynomu:

A fo
(x — o) ...(x —zj_1) flzo,...,x;] = (x—xo)...(x—:cj,l)m
a dale, v disledku toho, 7e © — x; = (¢t — i)h, dostaneme
t...(t—7+1 .
(.I — ZC()) NN (I — $j,1)f[I0, NN ,.’,Ej] = %A]ﬂ)
a odtud plyne (6.26). m|

Obdobnym zpisobem jako vétu 6.6 1ze dokazat nasledujici vétu 6.7.

Véta 6.7. Necht uzly z;, i =0,1,...,n, jsou ekvidistantni, x; = xg + ih, h > 0.
Pak Newtonuv interpolacni polynom lze zapsat ve tvaru

Pn(acn—i—sh):fn—l—z%s(s—i—l)...(s—i—j—l), (6.27)
= F

kde x = x,, + sh, s € R.
Dukaz. V tomto pfipadé se bod = vyjadii pomoci bodu z,: x = x, + sh, s € R
je nova proménnd a interpolacni polynom sestrojime v bodech z,,, ..., %o, Tn—; =
Ty — jh, tj.
P(x)=fo+ (x—zp)fln, Tn-a1]+ ...+ (& —2n) ... (¢ —z1) fXn, ..., 20].
O

Definice 6.5. Formule (6.26) se nazyva Newtondv interpolaéni polynom pro in-
terpolaci vpfed. Formule (6.27) se nazyva Newtondv interpolacni polynom pro in-
terpolaci vzad.

Schematicky lze znazornit pouziti formuli vpied a vzad takto:

oo loap
=J9 AQ

1 f1 Af AQ:;O

Z2 f2 Afy 1

T3 f3 AR
0

. . : 'Az - ////

Tp—2 fn72 Afn—2 A2f 3 _—

Tn-1 fono1 Afn_q ____fjl:_Q

T fn T
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Diference oznacené — se pouzivaji pro formuli vpred, diference --- se pouzivaji
pro formuli vzad.

Poznamka 5. Z ponékud modifikované tabulky diferenci tzv. Fraserova diagramu
lze odvodit celou fadu uziteénych interpolacnich formuli. Tento diagram lze najit
napf. v [18].

Zminime se nyni o minimalizaci chyby v pfipad€, ze uzly jsou ekvidistantni.
Zfejmé ma na velikost chyby rozhodujici vliv chovani funkce w,,41. Uzitim substi-
tuce x = z¢ + th lze funkci w, 41 vyjadiit ve tvaru

Wnt1(7) = wnpp1(vo +th) = K"t — 1) ... (t — n), teR.
Nyni budeme vySetifovat chovani funkce
et)=tt—1)...(t —n). (6.28)

pro t € [0,n]. Nejdiive si véimnéme, Ze funkce ¢ je lichd nebo sudd (v zévislosti
na n) vzhledem k bodu (%,0). Tento fakt plyne ze vztahu

p(t) = (=1)""p(n — 1),
tedy ¢ je suda, je-li n liché, a licha, je-li n sudé. Dale

t+1
Odtud plyne, Ze na intervalu [i,i+1],7 = 0,...,n—1, 1ze hodnoty funkce ¢ ziskat
pomoci hodnot funkce na intervalu [i — 1, ¢] vynasobenych faktorem (¢t+1)/(t —n).
Ovsem tento faktor je vzdy zaporny pro t < n. To znamena, ze znaménka funkce
¢ se budou stiidat pii pfechodu z jednoho intervalu na interval néasledujici. Navic

t+1 <
t—n

pro t € [0, "T_l) Tedy, extremalni hodnoty funkce ¢ na jednotlivych intervalech
[i,7+ 1] budou v absolutni hodnoté klesat az do st¥edu intervalu [0, n], a pak v di-
sledku symetrie opét porostou. Vné intervalu [0, n] funkce ¢ v absolutni hodnoté
velmi rychle roste. Tato skutecnost je ilustrovana na nasledujicich dvou piipadech
— obr. 6.3 a 6.4 ilustruji pribéh funkci wy a ws. Z uvedenych poznatki plyne
nasledujici zavér: Veli¢ina |wy,11(Z)| bude minimalni, a tedy i chyba interpolace
bude minimalni, jestlize pro interpolaci v bodé T vybereme n + 1 uzli nejblizsich
bodu Z. V ptipadé, ze bod Z lezi na zacatku tabulky, je vhodné uzit Newtonovu in-
terpolacni formuli vpied, lezi-li bod Z blizko konce tabulky, je vhodna Newtonova
interpolaéni formule vzad. Pro hodnoty Z lezici vné intervalu [z, ] 1ze o¢ekavat

zna¢nou chybu interpolace. V tomto pfipadé hovorime o eztrapolaci.

Priklad 6.4. V nasledujici tabulce jsou dany hodnoty Besselovy funkce 1. druhu
fadu nula. Aproximujte hodnotu této funkce v bodé z = 1,5. Uzijte Lagrangeovych
polynomi riznych stupiiti a porovnejte vysledky s presnou hodnotou.
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150 - B
100 - *

—100 [ *
—150 B
—200 [ *
—250 B

Obr. 6.3: Polynom w4 (z) = (z — 2)(z — 6)(z — 10)(x — 14)

1000 B
800 - b
600 - b
400 B
200 B

—200 B
—400 B
—600 - b
—800 - b

—1000 ; X2
2 4 6 8 10 12 14
X

T
o

Obr. 6.4: Polynom ws(z) = (z — 2)(z — 5)(x — 8)(z — 11)(z — 14)
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T 1,0 1,3 1,6 1,9 2,2
f(z;) | 0,7651977 0,6200860 0,4554022 0,2818186 0,1103623

a) Linedrni interpolace: bod Z = 1,5 lezi mezi 1 = 1,3 a x5 = 1,6, zvolime za
uzly interpolace 1,3; 1,6.

1,5—1,6 15— 1,6
(L5~ 1.6) -0,6200860 + ————_ . 0,4554022 = 0,5102968

P(1.5) = (1,3—1,6) 16-1,3

b) Pro aproximaci polynomem druhého stupné zvolime uzly 1,6; 1,3; 1,9. Do-
staneme pfibliznou hodnotu

P5(1,5) = 0,5112857.

¢) Pro polynom tfetiho stupné zvolime uzly 1,6; 1,3; 1,9; 1,0 a dostaneme hod-
notu
P5(1,5) = 0,5118127.

d) Pro polynom ¢tvrtého stupné uzijeme vSech uzld a vyslednd hodnota je

P4(1,5) = 0,5118200.

e) Pro polynom prvniho stupné uzijeme nyni uzlt o = 1, z; = 1,3. Je
Pi(1,5) = 1,17752595.
f) Pro polynom druhého stupné uzijeme nyni uzlt zg = 1,6, z1 = 1,9, 25 = 2,2.

Je
Py(1,5) = 1,73385945.

Porovnédme vypoc¢tené hodnoty s pfesnou hodnotou f(1,5) = 0,5118277:

a | ~ 1,53.1073

f(1.5)
f(1,5)] ~ 5,42.1074
f(1,5)] ~ 1,5.107°
f(1,5)] =~ 7,7.10°°
(1,5)
(1,5)

3

o o

o,

f(1,5)] ~ 6,6.1071
f

Je jasné, ze v ptipadech e), f) je chyba (vzhledem k extrapolaci) podstatné vétsi.
Prenechavame ctenafi, aby se pokusil navrhnout algoritmus pro konstrukci ta-
kové posloupnosti polynomu. Nelze vSak ocekavat, ze ve vSech pripadech se bude
s rostoucim poctem uzll zvySovat také presnost aproximace (viz odstavec 6.4).

@

)
)
)
)
)
)

—

| ~ 1,22

)
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Na zavér tohoto odstavce ukazeme zajimavy pfiklad pouziti interpolac¢niho
polynomu.

Priklad 6.5. Dokazte, Ze plati

n—1

S d <n—l];m> _ (o Em =2t

— 1\!'n!
pors n (m—1)In!

Reseni: Necht
m—z)(n—1—2)...(2—1x)

n!

fz) =

a sestrojme interpolacni polynom P, _; stupné n — 1 pro ekvidistantni uzly dané
hodnotami zg =0, h = 1:

o« A r—xo)(®x—x0—h)...(x —x0 — (K —
Poi(z) = ZAhka( 0)(z — 2o h)k!( o — (k—1)h)

k=
n—

= O

zx—-1)...(x —(k—1))

= A fo

a dale
Po_i(zo + k) = Po_y(k) = f(k) =0, prok=2,....n—1.
Odtud
i k n—k
AFfo = Tz:(:)(_l)k_r (T)f(fo +rh) = (_1)kT )

a protoze funkce f je polynomem stupné n — 1, musi byt totoZna s polynomem
Pnfl, tedy

n—1
(n—z)(n—1-x)...(2—2) eN—kz(x—1)...(x — (k—-1))
n! Z(_l) n k!
k=0
Pro x = n + m dostaneme pozadovanou formuli

n—1

Sy (M) = ey

P n (m—1!n! "’

nebo dalsi transformaci (vyménou role n a m a polozime-li i = m — k)

G 1t (n+m m_1(n+m—2)!
Z(_l)m 1%(71—:—1'):(_1) 1((n+— l)lm!)'

i=1
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§ 6.4. Obecny interpola¢ni proces

Uvazujme nyni nasledujici problém: V intervalu [a, b] vybereme uzly tvofici neko-
necnou trojuhelnikovou matici:

20
:17(()1) xgl)
I(()2) 1‘52) xéQ)
(6.29)
() () ()

T Ty Ty R o

Pro danou funkci sestrojime posloupnost Lagrangeovych interpolac¢nich polynomu
P, tak, ze k sestrojeni P,, uzijeme (n + 1)-ho fadku matice (6.29), tj.
P2y = f2\™), i=0,1,...,n

K2 3

Ptame se: Bude posloupnost { P, } konvergovat stejnomérné k funkci f na intervalu
[a, b] 2 D4 se ukézat, Ze pro kazdou matici (6.29) existuje t¥ida funkci, pro niz plati
stejnomérné konvergence, ale tato t¥ida je podstatné uzsi nez Cla, b].

Véta 6.8. (G. Faber). Pro kaZdou matici (6.29) existuje spojita funkce, pro kterou
prislusnda posloupnost interpolacnich polynomi nekonverguje stejnomérné k f na
intervalu [a, b].

Dikaz je uveden v [15].

Ve Faberove vété se mluvi o neexistenci stejnomérné konvergence posloupnosti
P, k f.Neni ale vylouceno, ze v nékterych bodech konverguji polynomy P, k funkci
f. Nasledujici priklad ilustruje moznost divergence interpolac¢niho procesu v jed-
notlivych bodech.

Véta 6.9. (S. N. Bernstejn). Interpolacni polynom P, sestrojeny pro funkci |x|
na ekvidistantni mnoZiné uzli intervalu [—1,1] (tak, Ze xo = —1, 2, = 1) nekon-
verguje s rostoucim n k |x| ani v jednom bodé intervalu [—1,1] rdzném od bodd
~1,0,1.

Diikaz je opét uveden v [15], ptiklad je ilustrovén na obr. 6.5.

Zajimavy piiklad — piiklad Rungeho — je uveden v [8]. Tento piiklad se tyka
interpolace funkee f(z) = 1/(14+2?), z € [—4, 4], a interpola¢ni proces je ilustrovan
na obr. 6.6.

Na druhé strané plati:

Véta 6.10. (I. Marcinkiewicz). Pro kaZdou spojitou funkci f existuje takovd ma-
tice (6.29), Ze odpovidajici posloupnost interpolaénich polynomi konverguje stej-
nomérné k funkci f na intervalu [a,b].
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Obr. 6.5: Interpola¢ni polynomy pro f(z) = |z| na ekvidistantnich uzlech

Obr. 6.6: Interpolaéni polynomy pro f(z) = 1/(1 + 22) na ekvidistantnich uzlech



§ 6.5. Iterovana interpolace 179

Diikaz lze opét nalézt v [15], kde je obecnému interpolaénimu procesu vénovana
zna¢na pozornost.

Poznamka 6. Zvolime-li v pfedchozich piikladech za uzly kofeny Cebysevovych
polynomt definovanych vztahem (6.18), dostaneme konvergentni proces. Chovéani
posloupnosti odpovidajicich interpolac¢nich polynom je zfejmé z obr. 6.7, 6.8.

0.6

04 r

-1.1 XO X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X81-1

Obr. 6.7: Interpola¢ni polynom Pg € IIg pro f(z) = |z| na CebySevovych uzlech

§ 6.5. Iterovana interpolace

Interpola¢ni problém nemusime fesit ihned jako celek pro vSechny dané uzly, ale
miZzeme zacit s mensim poctem uzlt a postupné zkonstruovat cely interpolac¢ni
polynom. Timto problémem se budeme nyni zabyvat.

Pro danou mnozinu bodt {(z;, f;); ¢ = 0,1,...,n}, oznacme
Pigiy..ip, €U, k<n
takovy polynom, pro ktery
Pigiy ..o (xi;) = fi; j=0,1,... k.

Lemma. Plat?

P,(x)=fi,, j=0,1,....k (6.30)
Py s (@)= — Poa@) @ =) (6.31)
0k Tig = Zio | Py 4o () o —my

Tento postup nazyvame iterovanou interpolact.
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1.5

Obr. 6.8: Interpolaéni polynom Pg € IIg pro f(z) = 1/(1 + 2?) na Cebysevovych uzlech

Dukaz. Vztah (6.30) je zfejmy. Abychom dokézali (6.31), ozna¢ime pravou stranu
R(z) a ukdzeme, Ze m4 charakteristické vlastnosti interpola¢niho polynomu. Z¥ejmé
R je polynom stupné nejvyse k. Podle definice P; P, i, e

R(Ilo) = Piomik71(xio) = fios

R(‘rzk) = Hllk (‘Tzk) = fiku
(@i, — wig) fi; — (i, — @) fi .

()...’L'k717

R(z;. ) = = f.

(2:,) o i
proj=1,...,k—1. Tedy R = P, ;,, coz plyne z jednoznacnosti interpola¢niho
polynomu v daném bodé x. O

Podle vzorce (6.31) lze vypocet usporadat napiiklad takto:

ro fo=Fo
T fi=h
T2 fo=P
3 f3=Ps

(6.32)

3(z) Pias(z) Poias(z)

Prvni sloupec tabulky obsahuje pfedepsané hodnoty f;. Hodnoty v dalsich sloup-
cich poéitdme podle vztahu (6.31). Je naptiklad

(.I — IO)P12 — (I — IQ)POl
T2 — X0 '

Poi2(z) =
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§ P

Uvedeny algoritmus (6.32) se nazyva Nevilliv algoritmus.

Priklad 6.6. Je dana tabulka hodnot funkce f. UZzijte Nevillova schematu pro
vypocet f(1).

i fi Piiv1 Piivvit2  Piigiito,i43

0 1
2 3 2

3 2 4 8/3

5 5 -1 17/3 49/15

To znamenad, ze f(1) =~ 49/15.
Pro snazsi pouziti na pocitaci zavedme nasledujici oznaceni. Polozme
Tij = Pijiimjt1,..i-1-
Rekurentni vztahy (6.31) mizeme nyni zapsat takto

(x —ai )T j1(x) = (v — 2)Ti 1 j-1(x) Jj=123,...

T; (x) =

Ti — Tj—j i:j,j+1,---
Tio = fi, i=0,1,...,n
a pak
Tnn = POl...n-
Prislusna tabulka je tvaru
k= 1 2 3

Zo Jo = Too

x1 Ji="Tio Ty

To Ja="Ts T T

x3 f3="T30 T T2 Ts3

(6.33)

Jako kriteria pro zastaveni vypoctu lze uzit nerovnosti
|T;;i — Ti1,i-1] < e,

kde € je predepsand pfesnost. Jestlize tato nerovnost neni splnéna, pfida se dalsi
uzel x;41.



182 6. INTERPOLACE

Zavérem tohoto odstavce pfipomeiime Aitkentiv algoritmus ([11]). Ten je rovnéz
zaloZzen na vztazich (6.30), (6.31), ale pouzivé jinych polynomt béhem vypoctu.
Tabulka je nasledujici:

k=20 1 2 3
To Jo=Fo
1 h=h Py
9 fo=Ps Py P12
T3 f3=P3 Pos Po13 Poias

Pfiklad 6.7. Pro tabulku hodnot z pfikladu 6.6 vypoctéte f(1) pomoci Aitkenova
schematu.

zi fi Poi Poi  Poia

1
3 2

2 4/3 8/3
5 9/5 31/15 49/15

o W N O

Tedy f(1) =~ 49/15.

Obé schemata dévaji tentyZ vysledek, nebot se jednd o uZziti interpola¢niho
polynomu v uzlech g =0, x1 = 2, x2 = 3, 3 = 5.

§ 6.6. Inverzni interpolace

Nyni ukazeme, jak lze uzit interpolace k nalezeni priblizného korene funkce. Tento
proces budeme nazyvat inverzni interpolaci. Pfedpokladejme, Ze funkce f, f’ jsou
spojité v [a,b], f'(z) # 0 v [a,b] a necht ¢ je kofen funkce f lezici v intervalu
[a,b]. Necht z; € [a,b],i=0,1,...,n, x; # 2 pro i # k a necht f(x;) = y;, i =
0,1,...,n. Nasim tikolem je najit ptibliZnou hodnotu kotfene £. Budeme postupovat
takto: Sestrojime interpola¢ni polynom P, (y) pro funkci f~!(y) v bodech

(yiv'ri)v xi:fil(yi)v i:()vla"'vna
tj.
Paly) = [~ (i), i=0,1,....,n.
Protoze 0 = f(£), je € = f71(0) a za pfibliznou hodnotu kotene ¢ lze vzit &islo
P, (0). Pro vypocet lze s vyhodou uzit iterované interpolace.
§ 6.7. Sestavovani tabulek

Nyni se zabyvejme nasledujicim tkolem: Je tfeba sestavit tabulku hodnot néjaké
funkce tak, aby chyba pfi interpolaci hodnot funkce polynomem daného stupné m
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nepfevysila €. V takovém piipadé fikdme, Ze tabulka pripoust: interpolaci stupné
m. Tabulky, se kterymi se vétsinou setkdavame, pripoustéji linearni interpolaci. Bu-
deme se zabyvat tabulkami s ekvidistantnimi uzly. Otazka tedy je: Jak zvolit krok
h, aby pfi linedrni interpolaci byla chyba mensi nez £? Necht z je bod, ve kte-
rém mame spocitat pribliznou hodnotu. Polozme ¢ < z < x; a f aproximujeme
interpola¢nim polynomem

f(z) = Pi(z) + E(x),
substituce x = x¢ 4 th, t € (0,1) je novd proménné, vede ke vztahu

h2t(t — 1)

f(.’L'() + th) =P (ZC() + th) + 2

£(9).
Protoze |t(t — 1)| < %, musi pro krok & platit
h? max | £ ()| < 8e.

Piiklad 6.8. Necht je tfeba sestavit tabulku funkce sinx na intervalu [0, 5] tak,
aby chyba linearni interpolace byla mensi nez 0,5.1076.
Reseni. Je
f(z) =sinz = |f'(x)| <1
Z predchoziho plyne
h? < 41075,
h <21073

Prenechavame ¢tenari posoudit otazku pripustnosti kvadratické interpolace.

§ 6.8. Hermitova interpolace

Obecné lze predepsat hledanému polynomu nejen funkéni hodnoty, ale také hod-
noty derivaci. Pfesnéji: Jsou déna redlnd éisla x;, ¢ = 0,1,...,m, x; # xx pro
ik f® k=0,1,... n; — 1, pficemz

Y ni=n+1. (6.34)
1=0

Hermitdv interpolacni problém spociva v tom, ze je tfeba najit polynom P, € II,,
takovy, ze

PP @) =f% i=01,....m; k=0,1,...,n — 1L (6.35)

V kazdém uzlu z; je tedy predepsana nejen funkcéni hodnota, ale také hodnoty
prvnich (n; — 1) derivaci.
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Véta 6.11. Pro dand redlnd ¢isla x;, 1 =0,1,...,m, x; # x proi #* k, a hodnoty
fi(k), k=0,1,...,n; — 1, existuje prdvé jeden polynom P, € II,,

m
Zni:n—Fl,
i=0

takovy, Ze jsou splnény podminky (6.35).

Obecny dikaz nebudeme provadét, ale uvedeme nyni konstrukci Hermitova
interpola¢niho polynomu v jednodussim pripadé, kdy v kazdém uzlu z;, i =
0,1,...,m, pfedepiSeme funkéni hodnotu f; a hodnotu prvni derivace f/. Je tedy
tfeba najit polynom P, € II,,, 2m + 1 = n, takovy, ze

P2m+1(xi):f’ia { :0715"'7m

P2/m+1(xi): / ( :0715"'7m

79

(6.36)

Polynom Ps,,,+1 budeme hledat ve tvaru

m

Pamia(x) = Y ha(@) fi+ Y ha(@) ],
1=0

i=0

kde h;, h; jsou polynomy stupné 2m + 1 pro m > 0. Polynomy h;, h; je tfeba
vybrat tak, aby byly splnény podminky (6.36), tj.

hix‘ :(5717 i,’:()’l, 7m
( J) J J (6.37)
hi(z;) = 0, 1,7=0,1,...,m
hi(z;) =0, i,j=0,1,...,m
_ (6.38)
R(zj) = b,  4,j=0,1,...,m,

kde 6;; = 0 pro i # j, 0;; = 1 pro i = j (Kroneckeriiv symbol). Sestrojme nejdfive
polynomy h;: Polynom h; je polynom stupné 2m + 1, ktery ma podle (6.37) kofeny
Ty - vy Ti—1, Tit1, - - -, Tm, PriCemz jsou vSechny tyto kofeny dvojnasobné, tj. 2m
kofenii. Protoze h; je polynom stupné 2m + 1, plyne odtud, Ze je tvaru

hi(z) = ti(x)(x —20)? ... (z —zi_1)*(x — 2i11)? ... (T — Tn)?,

kde t; je polynom stupné prvniho. Bez ijmy na obecnosti lze psat
_ 2 o 20 . 2 _ 2
hi(z) = ui(x) (z :co)2 oo (z :cz,l)z(:zr Zit1) 2. (=) -
(,Ti — LL'()) e (,Ti — xi—l) (,Ti — xi—i—l) e (,Ti — LL‘m)
= w(@)i3(),
kde [; je fundamentalni polynom odvozeny pii konstrukci Lagrangeova interpo-
la¢niho polynomu a w; je linearni polynom: u;(z) = a;x + b;, @ = 0,1,...,m.
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Koeficienty a;, b; uréime z podminek

(@) (@) + 2u@l@)(@) =0 =

Odtud

polynom wu; je tvaru
ui(x) =1 —2(x — x;)li (), i=0,1,...,m
a hledany polynom h;:
hi(z) = (1 —2(x — ;) li(2:)) 13 (z), i=0,1,...,m. (6.39)

Obdobné sestrojime polynomy h;: h; je polynom stupné 2m + 1 a ma podle (6.38)
koteny xo,1,...,Tm, pri¢emz kofeny xo,T1,...,Ti—1,Tit1,---,Tm jsou dvojna-
sobné, tj. celkem 2m + 1 kofenti. Pfedpokladany tvar polynomu h; je

hi(z) = Ai(z — ) (x — 20)? ... (x — 2i_1)% (. — 241)% . (2 — 2)?,
coz lze opét bez jmy na obecnosti zapsat ve tvaru
hi(z) = Bi(z — )1 (x)
a hodnotu B; uréime tak, aby h}(x;) = 1, tj.
B; = 1.
Polynomy h; jsou tvaru

hi(z) = (z — x;)1%(x), i=0,1,...,m. (6.40)

Hermittv polynom pro dané hodnoty (6.36) mé tvar

Pomy1(z) = Z hi(z) fi + Z hi(z) fi
=0 i=0

s polynomy h;, h; danymi vztahy (6.39), (6.40).

Poznamka 7. Pro m = 0 dostavame nejjednodussi Hermitav polynom, ktery je
prvniho stupné a je dany vztahem

Pi(z) = f(a) + (z —a)f'(a).

Pro urceni tohoto polynomu potfebujeme dvé podminky — hodnotu funkce a deri-
vace v daném bodé.
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Priklad 6.9. Najdéte Hermittv interpolac¢ni polynom, je-li ddno

| 0 1 4
fil2 5 1
11 -1 2

K2

Polynomy [; jsou tvaru
() =L@ —)@—4), L) =—to@-4), D) = Lo@-1)

Podle (6.39), (6.40) dostaneme pro h; a h;

ho(z) = o5 (x — 1)%(z — 4)2(2 + 53), ho(z) = La(z —1)%(z — 4)?
hi(z) = 5-22(z — 4)*(7 — 4z), hi(z) = §a%(z — 1)(z — 4)2
hao(z) = g% (x — 1)%(34 — Ta), ho(z) = 5 (x — 4)2%(z — 1)?

Hledany polynom Ps5 € II5 je tvaru
Ps(z) = 16(@ — 1)%(z — 4)%(2 4 52) + 5x22(z — 4)*(7 — 42) +
+ st (z — 1)2(34 — o) + a(z — 1) (z — 4) -
— o -1z —4)? + S(z — 4)2?(z — 1)~
Pfiklad 6.10. Pro funkci f(x) = x+sin z sestrojte Hermittiv interpola¢ni polynom
spliujici v uzlech zo = 5,5, z1 = 12,5, 2 = 3 podminky (6.36). Je ziejmé, ze
P5; € II5. Na obr. 6.9 jsou grafy polynoma h;, h;, i = 0,1,2, obr. 6.10 znazortuje
graf funkce f (plnd ¢éra) a graf p¥isluného polynomu Ps (arkovang).
Chyba interpolace pro Hermitv interpola¢ni polynom muze byt odvozena stej-

nym zpusobem jako pii Lagrangeové interpolaci. Odpovidajici vétu lze formulovat
takto:

Véta 6.12. Necht funkce f je (n+1)-krdt diferencovatelnd v intervalu [a, b] a necht
jsou ddny body x; € [a,b], i = 0,1,...,m, x; # x pro i # k. JestliZe polynom
P, €1l,,

m

Zni:n—i—l,

=0

splniuje interpolacni podminky
P () = fO) (), k=0,1,...,n; — 1; i=0,1,...,m
pak ke kaZdému T € [a,b] existuje & € (a,b) tak, Ze

@) - Pale) = RS 0@, 6= do) (6.41)
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0.8

0.6

0.4

0.2

2% X X114 2%, %X X114

Fundamentalni polynom hq(z) Fundamentalni polynom h1(z)

2 X X X114

1 2

2 % Xo X114

2 %, Xo X114

Fundamentalni polynom h1(x) Fundamentalni polynom ha(x)

Obr. 6.9: Fundamentalni polynomy h;, h;
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T T T T T T T
14 . —

12+

10 -

Obr. 6.10: Hermittv interpolaéni polynom Ps € IIs pro funkci f(z) =  + sinz

kde

Wnt1(x) = (& —x0)™ ... (. — 2p)"™.

Poznamka 8. Odvozeni tvaru Hermitova interpola¢niho polynomu v obecném pii-
padé lze najit napf. v [2], [18]. Pro konstrukci Hermitova interpola¢niho polynomu
lze také s vyhodou uzit Lagrangeova polynomu. Postup je nasledujici: Zapisme
Hermitv polynom P, € II,, pro hodnoty (6.35) ve tvaru

Pp(z) = P (2) + wint1(2) Hn—m—1(2),

kde P,, € II,, je Lagrangeiv polynom pro hodnoty (xi,fi(o)), 1= 0,1,...,m,
Wt = (@ —20)...(x — =), Hyp—m-1 € I—m_1 je polynom stupné nejvyse
n —m — 1 a uréime jej ze zbyvajicich (n — m) podminek, tj. z podminek

PR@)y=f®  k=1,...n—1, i=01,...,m. (6.42)
Podminkami (6.42) je polynom H,,_,,—1 urcen jednoznacné.

Priklad 6.11. Najdéte Hermitv interpolac¢ni polynom, je-li déno:

|0 1 2
filt -1 0
f10 0 0
o

Reseni: Budeme hledat polynom P € Ilg ve tvaru

PG(ZC) = PQ(ZZ?) + u}g(.CC)Hg(ZC) s
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kde ws(x) = z(z — 1)(z — 2) a polynom Hj € Il3, Hs(x) = az® + bx® + cx + d,
sestrojime tak, aby platilo P§(0) = 0, Pi(1) = 0, P§(2) = 0, P§(0) = 0. P, je
Lagrangetv interpola¢ni polynom pro body (0, 1), (1,—1), (2,0) a je zfejmé tvaru

Py() = (3z — 1;(1‘ -2) '
Pak
Ps(z) = w + (e — 1) (@ — 2)Hy(a) .

Pocitejme prvni a druhou derivaci polynomu Fg:

Pi(z) = 6302_ ! + (322 — 62 + 2)H3(x) + x(z — 1)(z — 2) Hj(2)

Pl(x) = 3+ (62— 6)Hs(x)+2(32% — 62 + 2)Hj(x) + 2(x — 1)(x — 2)HY ()

Z interpolacnich podminek pro derivace nyni plyne:

7
Pi(0)=0 = 0:—§+2H3(0)
1
Pi(1)=0 = 0:—§—H3(1)
5
P{(0)=0 = 0=3+4H'3(0)—6H;5(0)
Odtud
7 7
H;0)=- = d=-
2(0) = § :
1 1
Hs()=-- = a+b+c+d=-=
2 2
5 5
H3(2):_Z = 8a+4b+2c+d:—1
—4H}(0) + 6H3(0) =3 = —4c+6d=3
Vypocteme
ST 1,105 3
4 8 16 167
tedy

1
Hs(z) = E(39:c3 — 1052% + 30z + 28) .
Vysledny Hermittiv polynom je

Ps(z) = w + 1—16x(:17 —1)(z — 2)(392® — 10522 + 30z + 28) .
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S Hermitovym interpola¢nim polynomem jsme se uz vlastné setkali v matema-
tické analyze. Pfipomerime si Taylortiv vzorec tvaru

(x —a)®

f(x) = f(a) + (z —a)f'(a) + Tf”(a) + ...

z—a)” x —a)*t!

kde & lezi v intervalu uréeném body a, x, tj.
(x —a)"*' i
Torgr T ©

a P, € II,, je v podstaté Hermittv interpola¢ni polynom v pfipadé, Ze je dan
pouze jeden uzel x¢y = a a pozadujeme v tomto uzlu rovnost derivaci az do fadu n
vcetné.

7 predchozich Gvah plyne, Ze vypocet tvaru Hermitova interpolac¢niho poly-
nomu muze byt ¢asové dosti ndro¢ny. PopiSeme alternativni postup zalozeny na
Newtonové tvaru interpola¢niho polynomu (viz napf. [2])

Piedpokladejme, e jsou dany hodnoty (z;, f*)(x;)),i =0,...,m, k=0,...,n;—

m
1 a necht Y n; = n + 1. Piedpokladejme déle, ze f € C"*l[a,b], x € [a,b],

. =0
1=0,...,m.

Definujme pomeérné diference s nasobnymi uzly vztahem

f(nj—l)(xj)

f[ZCJ,,IJ]:W, j:0,...,m
nj
a obecné
f[x()a L0, L1, s L1y ,,’Em,...,.’lfm] =
N—— ——
no ni Uz
1
= (f[x()v -5 L0, L1, y L1, 7xma"'axm]_
Tm — L0 N———
no—1 ni MNom
_f[x()u"wx()axlu y L1, .,J]m,...,fﬂm])
——_— ——
no ni N —1

Sestaveni tabulky diferenci.

1. sloupec: uzly interpolace, pricemz kazdy uzel opakujeme tolikrat, jaka je jeho
nasobnost — x; n;-krat, i =0,...,m.

2. sloupec: odpovidajici funkéni hodnoty f(@@) §=0,...,m.

3. sloupec: pomérné diference, jsou-li sousedni uzly rtzné, jinak prvni derivace
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4. sloupec: opét pomérné diference, jsou-li sousedni uzly riazné, jinak druhé de-
rivace délené 2!

posledni sloupec ((n + 2)-ty): pomérna diference f[zg,...,Z0,-- -, Tm,-- -, Tm)
—————

Tabulka pomérnych diferenci.

ro  fo
zo [ = o) £ (x0)
0 0 > f/(x ) > 2! > f///( )
zo
noq xo fo o - # 3!
ro  fo
r
1 fi = f[.’L‘(),iCl] >~ [/ (@)= flro,21]
xTr1—T0
21 .fl > f’(xl) > (1) >
ni T fl > f/(xl) ?
1 fi
z2  fo = f[.’L‘g,iCl] > [/ (w2)— fz1,20]
N . . . L1—%o
T2 fi

Nyni sestrojime Newtonav interpola¢ni polynom stejnym zptsobem jako dfive:

' 2 /" (o)
Pu(z) = f($0)+($—$o)f(170)+(50—170)T+---+
(no—1)
+ (x—Io)noflfi(Io)+(I—I0)nof[$ov---,iﬂo,$1]+
(nop — 1)! ————
no
+ (@ —20)"(x — 1) flzo, ..., o, 1, 21] + ... +
——
no
+ (z—z0)™(x — 1) flxo, ... 20, T1,. .., 1]+ ...+
S—— ——
no ni
+ (x—20)™(x —x1)™ . (= T) "™ 20y L0y Ty e e e T -
————— —_—————
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Lze ukazat, Ze tento polynom splnuje interpola¢ni podminky pro Hermitv poly-
nom, t.j.

P(k)(:ci) = f(k)(a:i), 1=0,....m, k=0,...,n;—1
a je tedy totozny s hledanym Hermitovym interpola¢nim polynomem.

Poznamka 9. Pro vypocet hodnoty tohoto polynomu v daném bodé Z lze také
pouzit iterovanou interpolaci.

Priklad 6.12. Sestrojte Hermituv interpola¢ni polynom, je-li dano:

i |0 1 2
fil1 2 129
f10 7 448
70 - 1344

Tabulka pomérnych diferenci:

x;  fi
0 1 0
0o 1= ; ~ 0 .
0 1 - > 1 = ~ 4
> 1 > 5 > 11
1 2 6 > 6
> 7 > 57 > 23 >1
1 2 >120 72 > 8
> = 201 = 39
2 > >321> = 150
8> 3
2 129> 672
2 129
Pr(z) = 14+0(x—0)+0x—0)*+1(z—0)7>+4(z—0)>@x—1)+
+ 11(z —0*(x — 1) +6(z — 0)*(x — 1)*(x — 2) +
+ 1z —-0P3@x—-1)2%(x-2)2%=...=

= " +1.

U Hermitovy interpolace se mizeme setkat s pfipady. kde v posloupnosti deri-
vaci zadanych v nékterém z uzll jsou ,mezery“ (lakundrni interpolace). V téchto
pfipadech se miize stat, Ze zadana tloha neméd feSeni, nebo mé fesSeni vice v za-
vislosti na geometrické struktufe sité uzli interpolace a mezer v posloupnostech
predepsanych hodnot. Zde uvedeme pouze ilustracni priklady, podrobnéji se lze
s problematikou lakunarni interpolace seznamit napiiklad v prehledovém ¢lanku
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[10]. Jak lze snadno ovéfit, Gloha nalézt Hermitv interpola¢ni polynom nem4 fe-
Seni pro hodnoty:

€X; Zo X1 i)
filfo — [
fi A

jestlize ;7 = %(,T() + z3).
Naopak tloha pro hodnoty

€T; i) T To
filfo — [
fi 1
f_// {/

3

ma jediné Teseni.

§ 6.9. Interpolace pomoci splajnu

Dosud uvedené interpolacni metody aproximuji danou funkci jednim interpolac-
nim polynomem na celém intervalu. Tento postup neni vZdy vyhodny, nebot lokélni
chovani aproximované funkce ovliviiuje v tomto pripadé celkové chovani aproximu-
jici funkce. Tato skutecnost vedla na myslenku aproximace ptvodni funkce ana-
lytickymi funkcemi po ¢astech. Takovymi funkcemi jsou napfiklad polynomidlni
splajny. Jejich nejdilezitéjsim reprezentantem jsou kubické splajnové polynomy.!

Definice 6.6. Necht je ddna funkce f definovana v intervalu [a,b] a mnozina
bodi, které nazyvame uzly, a = v9 < 1 < ... < z, = b. Kubicky interpolacni

splajn S € C?[a,b] pro funkci f vyhovuje nasledujicim podminkam:

a) S je kubickym polynomem S, na subintervalu [z;,x;+1] pro kazdé j =
0,1,...,n—1;

b) S(z;) = f(z;), 7=0,1,...,n;
¢) Sjt1(zj41) = Sj(xj41), =0,1,...,n —2;
d) S;'—‘,—l(xj-‘rl) = S;'(‘Tj-‘rl)) .7 =0,1,....n—2;

e) S;'/-i-l(xj-l-l) = S;—I($j+1), ] = 0, 1, vy — 2;

ITermin splajn je fonetickym pirepisem anglického slova ,spline“, které oznacuje zafizeni na
kresleni kiivek. Jde o pruznou Sablonu, ktera se vytvaruje do zddaného tvaru; v nékterych bodech
se upevni zavazi.
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Jelikoz pii této konstrukci existuji dva volné parametry, je mozné pozadovat,
aby byly splnény jedny z nésledujicich podminek:

(i) S"(zg) =95"(xn) =0, (6.43)
(i) S'(xo) = f'(z0), &' (xn) = f'(zn), (f € CMa,])

Spliiuje-li kubicky interpola¢ni splajn S podminku (i), nazyva se pfirozeny splajn,
v piipadé podminky (ii) jde o dplng splajn.

Poznamka 10. Je ziejmé, %e podminky b)—e) zarucuji, ze S € C*[a, b].

Nyni uvedeme konstrukci kubického interpolac¢niho splajnu S. Kubické poly-
nomy na intervalech [z;,z;41], 7 =0,1,...,n — 1, uvazujme ve tvaru

Sj(x) = aj + bj(x — x;) + cj(x — 2;)° + d;j(z — x5)°

Je jasné, ze
Sj(x;) = aj = f(x;).
Z podminky c¢) dale plyne

a1 = Sjr1(zir1) = Si(xj1) =
=a; +bj(wjs1 — x;) + cj(xje1 — x5)* + dj(zj01 —x5)3, j=0,1,...,n—2.
Zavedme nyni oznaceni
hj =11 — xj, 7=0,1,...,n—1.
Daéle polozme a,, = f(x,). Z pfedchoziho vztahu nyni plyne, Ze
ajy1 = aj +bjh; +c;h +d;h3,  j=0,1,...,n—1 (6.44)
Definujme obdobné b, = S’(x,,). Nyni
Si(x) = by + 2¢j(x — a5) + 3d; (2 — x;)?
a odtud Sj(z;) =b;, j=0,1,...,n — 1. Aplikaci podminky d) dostaneme
bjt1 =bj +2c;hj +3d;h5,  j=0,1,....n—1. (6.45)

Polozme nyni ¢, = S”(x,)/2 a aplikujme podminku e). V tomto pfipadé jsou
vysledkem vztahy

Cj+1 = ¢j + 3d;h;, 7j=0,1,...,n—1. (6.46)

Nyni je nasim tkolem urcit koeficienty b;, c;, dj, 7 = 0,1,...,n. Uzitim vztahd
(6.44), (6.45), (6.46) sestavime systém rovnic pro neznamé koeficienty c;. Nyni
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popiSeme tento postup. Z rovnice (6.46) vypocitdme d; a dosadime do rovnic
(6.44) a (6.45) a dostaneme nové rovnice

2
CLj+1 :aj+bjhj+gj(20j+0j+1)7 jZO,].,...,TL—]. (647)
a
bjy1 =bj +hj(c; +¢jra),  j=0,1,...,n—1 (6.48)
Vyftesime rovnici (6.47) nejdiive pro b;:
1 h;
bj = 1(aj41 — a5) — 5 (2¢; + 1) (6.49)
j

a pak zmensime index j o jednicku:

1 hi_
bj1 = s—(a; —a;-1) — =3 =(2¢5-1 + ;) (6.50)
j—1

Nyni dosadime vyjadfeni (6.49) a (6.50) pro b; a bj_1 do rovnice (6.48) (kde jsme
snizili index o 1):

hj-1¢j-1 4 2(hj—1 + hj)ej + hjcja =
3 3 _ (6.51)
= _(aj+1 - a’J) - —(aJ - ajfl)v J = 1725 cee, = 1.

hj hj_l
Systém (6.51) je systém linearnich rovnic pro neznamé koeficienty ¢;, j =0, ..., n.
Znéame-li ¢;, spocitdme ze vztahu (6.49) koeficienty b; a ze vztahu (6.46) koeficienty
d;. Otézkou zlstdva, zdali je soustava (6.51) Fesitelnd a jestlize ano, zda je FeSeni
jediné. Odpovéd na tuto otdzku pro pfirozené splajny dava nasledujici véta.

Véta 6.13. Necht f je funkce definovand na intervalu [a,b]. Pak f md jediny
prirozeny kubicky interpolacni splajn splriujict podminky S” (a) = S”(b) = 0.

Dukaz. Necht {x;},i=0,...,n, je déleni intervalu [a,b]: a = xo < z1... < xp =
b. Okrajové podminky (i) implikuji, Ze
cn=295"(x,)/2=0, 0= S5"(z0) = 2co + 6do(z0 — T0),

tj. co = 0. Rovnice ¢g = 0, ¢, = 0 spolecné se systémem (6.51) tvoi{ linearni
systém Ac =g, ¢ = (co,...,cn)T, kde A € My 41 a b je vektor dimenze (n + 1):

1 0 0 0
ho 2(h0 —|— hl) hl “e. 0
0 h1 2(h1 + hz) ho

hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
0 0 . L
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0
3 3
h—l(az —ap) — h—o(al —ap)
g= :
3 3
hn—l (an - anfl) - hn—Q (anfl - an72)
0

Matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni. Podle véty 4.2 je regularni a dana
soustava méa jediné TeSeni, tzn. existuje jediny kubicky interpolac¢ni splajn. O

Obdobné véta plati i v pfipadé, Ze jsou pfedepsany okrajové podminky (ii).

Poznamka 11. Matice A je t¥idiagondlni a pro feSeni uvedeného systému lze uzit
Croutovy metody, nebot jsou splnény predpoklady véty 4.8.

Na zavér tohoto odstavce uvedeme odhad chyby pro okrajové podminky (ii).

Véta 6.14. Necht f € C*[a,b], max,<.<p |f P (x)] = M. Pro kubicky interpolacni
splagn S splriugici okrajové podminky S’(a) = f'(a), S’(b) = f'(b) plati

5M
f _ < A
arilgi(b | (:E) S(fl')| 384 O<I;l<ar§fl(x]+1 .’L'])

Dukaz viz [4].

Odhad chyby pro pfirozeny splajn zavisi rovnéz na (z;+1 — x;)*, ale tento od-
had Ize velmi obtizné vyjadrit. Splajny hraji dilezitou tlohu nejen pii interpolaci
funkci, ale i pii jinych typech aproximace. Lze je zkonstruovat tak, Ze zachova-

vaji geometricky tvar funkce (napf. konvexitu). Uplatiiuji se také ve statistice pii
vyhlazovani dat.

Pfiklad 6.13. Sestrojte pfirozeny kubicky interpola¢ni splajn pro funkei f(z) =
1/(1 + 2?) na intervalu [0, 3]. Za uzly zvolte body 2o =0, 21 = 1, 22 = 3.
Resent. V tomto pfipadé je tfeba sestrojit 2 kubické polynomy So, Si

So(z) = ag + box + cox? + doz3
S1(x) = a1 +bi(z —1) +cr(xr —1)% + dy(z — 1)3.

Jeho = X1 — Xy = 1, hl = T2 — I1 = 2,0,0 = f(O) = ]., ay = f(l) = %,
az = f(3) = 5. Systém (6.51) je tvaru (S”(z0) = 0 = co, S"(22) =0 = ¢2)

Co = 0
3 3
Coho + 2(h0 + h,l)Cl + thQ = —(CLQ — al) — —(CLl — ao)
hi ho

CQZO.
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Odtud po dosazeni za hg, hi1, ho, ag, a1, az dostaneme
co=0 =3 co=0
0 — ) 1 — 207 2 — N

Déle uzitim vztahii (6.49) resp. (6.50) vypocteme

A ze vztahti (6.46) vypocteme

1 — 1
do—%, dl—_—.

Obr. 6.11: Kubicky splajn pro funkci f(z) = 1/(1 4 z?)

Na zaveér tohoto odstavce ukdzeme pouziti splajnt v grafice (viz [4]). Pokusime
se v obrazku 6.12 aproximovat pfirozenymi kubickymi splajny k¥ivku, kterad tvofi
jeho horni hranici (obrazek 6.13).

Pomoci dostatecné jemné sit€ je mozné piiblizné stanovit funkéni hodnoty
kiivky, pfiéemz v mistech, kde se kfivka rychleji méni, je vhodné volit sit hus-
t&ji. Na dvou mistech (oznaceny kiizkem) je poruSena hladkost kiivky, proto ji
rozdélime na tii ¢asti a kazdou budeme aproximovat zv1ast.

V tabulce 6.1 jsou uvedeny uzly a funkéni hodnoty pro jednotlivé ¢asti kiivky.
Po vypocétu dostaneme tii splajny, jejich koeficienty jsou v tabulce 6.2. Obrazek
6.14 ukazuje rozdil mezi ptivodni k¥ivkou (éarkované) a nalezenymi splajny (plnou
Carou).
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Obr. 6.12: Pavodni obréazek
f(x)
al
7L
6
S+
4
3k
2k
1
1 1 1 1 1 1 x
s 10 15 20 25 30
Obr. 6.13: Aproximovana kiivka
Kiivka 1 Kiivka 2 Kiivka 3
z;  flzi) @ flxi) o f(xi)
1 30 17 45 21,7 41
2 3,7 20 7,0 28 4,3
5 39 23 61 29 41
6 42 24 56 30 40
7 57 25 58
8 6,6 27 52
10 71 277 41
13 6,7
17 45

Tabulka 6.1: Hodnoty bodi na jednotlivych kfivkach
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Splajn 1
iox ai = f() b; ¢ d;
0 1 3.0 0,786 0,000 -0,086
1 2 3.7 0,520 -0,257 0,034
2 5 3.9 0,086 0,052 0,334
3 6 42 1,019 1,0583 -0,572
4 7 5,7 1,408 -0,664 0,156
5 8 6,6 0,547 -0,197 0,024
6 10 7.1 0,049 -0,052 -0,003
7 13 6,7 0,342 -0,078 0,007
8 17 45

Splajn 2
iox a; = f(x;) b; (& d;
0 17 45 1,106 0,000 -0,030
1 20 7.0 0,289 -0272 0,025
2 23 6,1 20,660 -0,044 0,204
3 2 5.6 0,137 0567 -0,230
4 25 5,8 0,306 -0,124 -0,089
5 27 5,2 1,263 -0,660 0,314
6 27,7 41

Splajn 3
iox a; = f(x;) b; ¢ d;
0 277 4.1 0,749 0,000 -0,910
1 28 43 0,503 -0,819 0,116
2 29 4,1 0,787 0470 0,157
3 30 3,0

Tabulka 6.2: Koeficienty jednotlivych splajnii
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Obr. 6.14: Kubické interpolac¢ni splajny

Cviceni ke kapitole 6

1. Najdéte Lagrangetiv interpola¢ni polynom, je-li ddno

z; | 0 1 2 5
fil2 3 12 147

(P3(z)=2®+2%2 —2+2)

2. S jakou piesnosti lze vypoéitat /115 pomoci Lagrangeova interpola¢niho
polynomu pro funkci y = /z, kdyz vybereme za uzly interpolace xo = 100,
x1 = 121, 9 = 1447
(|E(115)] < 1,6.1073.)

3. Pro pfipad ekvidistantnich uzld a tfibodového Lagrangeova vzorce najdéte
takovy odhad veli¢iny h®f”(z), ktery v intervalu uréeném tiemi body za-
ru¢uje chybu metody mensi nez 10~¢, d je pfirozené &islo. Pouzijte tohoto
vysledku k odhadu nejvétsi hodnoty kroku h, kterého lze uzit k interpolaci
funkce f(z) = sinz na intervalu [—m, 7] s chybou mensi nez 10710,

(h <1,15.1073.)

4. Necht [;, i =0,1,...,n jsou fundamentalni polynomy. Dokazte:

a) Je-li ;(0) =¢;, i=0,1,...,n, pak

1 pro j7=0
ZCiUC‘g: 0 pro j=1,2,...,n
(-)"zoz1...7p pro j=n-+1
(N4vod: Vyuzijte jednoznacnosti interpola¢niho polynomu.)

5. Necht xzg,...,x, jsou libovolna celd ¢isla g < 1 < ... < x,. Ukazte, Ze
kazdy algebraicky polynom stupné n tvaru

Qz)=a2"+az" ' +... +a,
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6.

7.

8.

9.

10.

nabyva v bodech xg,...,x, hodnot, z nichz alespon jedna je v absolutni
hodnoté vétsi nebo rovna n!/2™.
(Navod: Napiste interpola¢ni polynom pro @ v bodech xg,...,xz,, uZijte

jednoznacnosti a porovnejte koeficienty u z.)

Najdéte Newtonav interpolac¢ni polynom, je-li dano

2|0 2 3 5
fil1 3 2 5

(Ps(x) = 3% — 2a? + B+ 1))

Je dana tabulka

| -3 0 1 2
fil-13 2 3 12

Uzitim inverzni interpolace najdéte pfiblizné kofen rovnice f(x) = 0 lezici
v intervalu [—3,0].
(o~ —2,13.)

Vypoctéte fundamentélni polynomy I;, ¢ = 0,1,...,n, jestlize za uzly inter-
polace zvolime koteny Cebysevova polynomu

Tht1(x) = cos ((n + 1) arccos z).

VI = 22(—1) :
(i) = 1—22(-1) cos((n—i—l)arccosx)’xizcos 2i+1 -

(n+1)(x— ;)
i=0,1,...

’n')

a) Uzijte vhodného Lagrangeova interpola¢niho polynomu stupné jedna,
dva, tfi a ¢ty¥i pro aproximaci hodnoty f(2,5), jestlize je dano

i 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8
fi | 0,5103757 0,5207843 0,5104147 0,4813306 0,4359160

( Uzly stupenn  aproximace
2.4: 2.6 1 0,4958727
2.4: 2.6: 2,2 P 0,4982120
2,4; 2,6; 2,2; 2,8 3 0,4980630
vechny 4 0,4980705 )

b) Navrhnéte algoritmus pro obecny piipad tlohy a).
Necht f(z) =€%,0<a < 2.
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a) Aproximujte f(0,25) uzitim linearni interpolace s uzly zo = 0, 21 = 0,5.
b) Aproximujte f(0,75) uzitim linearni interpolace s uzly xo = 0,5, z1 = 1.
¢) Aproximujte f(0,25) a f(0,75) uzitim kvadratické interpolace s uzly
$0:0,$1:1,I2:2.
Které aproximace jsou lepsi a proc¢?
(a) 1,32436, b) 2,18350, ¢) 1,15277; 2,01191. Vysledky a), b) jsou lepsi apro-
ximaci, nebot jsou zvoleny vhodné&jsi uzly.)
11. Uzijte Nevillova schematu pro urceni aproximace ve cviceni 8.
12. a) Aproximujte v/3 uzitim Nevillova schematu pro funkci f(z) = 3% a uzly
$0:—2,$1:—1,172:0,563:1,564:2.
b) Opakujte ¢ast a) uzitim Aitkenova schematu.
13. Uzitim iterované inverzni interpolace naleznéte priblizné feseni rovnice x —
e * =0, je-li dano
Z; 0,3 04 0,5 0,6
e® | 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
(f71(0) ~ 0,567142.)
14. Aproximujte f(0,05) uzitim Newtonovy formule pro interpolaci vpied, je-li
déano
x; 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
f(x;) | 1,00000 1,22140 1,49182 1,82212 2,22554
(f(0,05) ~ 1,05126.)

15. Jsou dany hodnoty funkce f: f(a), f(b), f(c) v blizkosti jejiho maxima nebo
minima. Ukazte, Ze pro bod z, ve kterém se realizuje maximum nebo mini-
mum, ptiblizné plati

o 02 =) f(a) + (¢ —a®) f(b) + (a® = b°) (<)
2{(b—c)f(a) + (c—a)f(0) + (a = b) f(c)}
16. Sestrojte Hermittv interpolacni polynom pro hodnoty

a) b)
fil-1 0 1 il 1 =1 o0
fil 00 0 ffllo o
o

(a) Ps(x) = %x3(5—3x2), b) Ps(z) = (31:—1)(17—2)/24—:6(17—1)(17—2)(%4-

14—550 - %3:17 ).)



Cviceni ke

kapitole 6 203

17. Uzt

e nasledujicich hodnot pro konstrukci Hermitova interpola¢niho poly-

nomu a pro urceni hodnoty sin 0,34.

Z; sinz; | (sinz)|p=a,
0,30 | 0,29552 |  0,95534
0,32 | 0,31457 |  0,94924
0,33 | 0,32404 | 0,94604
0,35 | 0,34290 |  0,93937

(sin0,34 ~ 0,33350.)

18. Interpolace funkce dvou proménnych.

a)

Linearni interpolace.
Necht z; < T < wiv1, ¥ < 7 < y;01. Uzitim linearni interpolace nejdrive
pro x a pak pro y dokazte, ze

[(@9) = (1-a)(1-0)fij +B(1—a)fij+1+a(l1=B) fir1j+aBfiy1j+1,
kde a = (% — ;) /(wiv1 — xi), B= (T —v;5)/Yj+1 — ¥5), fis = f(wi, ;)

Interpolace funkce dvou proménnych v obecném pripadé.
Je dana tabulka

(a1,b1) -+ (an,b1)

(a1,b2) -+ (an,b2)

(alabk) e (anabk)

a hodnoty funkce f(z,y) v téchto bodech. Uzitim interpolace najdéte
pfiblizné hodnoty f(Z,7), (Z,7) # (a:,b;), i =1,...,n,5=1,... k.
(N4vod: Pro kazdy fadek tabulky sestrojte interpola¢ni polynom a takto
ziskanych hodnot uZijte k interpolaci.)

19. Uzitim cv. 18b feSte tuto tlohu. Je déna tabulka hodnot funkce f(z,y) =

erty:

N 0,7 0,9 1,5

0,7 | 4,05519 4,95303  9,0250
1,1 | 6,04964 7,38905 13,46373
1,3 | 7,38905 9,02501 16,44464

Sestrojte interpola¢ni polynom 2. stupné ve sméru = a 2. stupné ve sméru y

a uré

(f(l’

ete pfibliznou hodnotu funkce v bodé (1,1).
1) =~ 7,38905.)
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20. Naleznéte piirozeny kubicky interpola¢ni splajn pro f(x) = cos?’z a uzly

3
2o =0, 1 = 5, 12 = 3.

(So(@) =1- gra+ z52% Si() = (v - §) + (2 - §)° — gz — §)°))

Kontrolni otazky ke kapitole 6

1. Je mozZné sestrojit Hermituv interpolac¢ni polynom pro nasledujici hodnoty?

z; |0 1 2
fl1 0 1
e
2. lze pro danou mnozinu (n + 1) ¢isel co, c1,. . . ,¢,, jedinym zpisobem sestrojit

polynom P € II,, spliiujici podminky

P({L‘()) = CO7 P/(xl) = C]_, ey P(n)({L‘n) = cn?

3. Jsou dany dvojice &isel (x4, fi), i = 0,1,...,n, 2; # x) pro i # k.

a) Lze najit pravé jeden polynom @ stupné nejvyse n — 1, ktery splituje
podminky Q(x;) = fi, i =0,...,n?

b) Lze najit pravé jeden polynom R stupné alespoii n + 1, ktery splituje
podminky R(z;) = fi, i =0,...,n?

4. Je mozné modifikovat Nevillovo, pfipadné Aitkenovo schema na konstrukci
Hermiteova polynomu?

5. Predpokladejme, ze chceme feSit tuto tlohu interpolace funkce dvou pro-
ménnych:
Naleznéte polynom P tvaru P(x,y) = ao + a1z + agy spliujici podminky
P(,Ti, yi) = f(xi,yi), 1= 07 1, 2.
Je moZné najit takovy polynom pro libovolnou trojici bodt (z;,¥;), ¢ =
0,1,27
Jak to dopadne v piipadé, ze 2° = (-1, 1), z! = (0,0), 2% = (1,1)?

6. V jakych pripadech bude splajn roven interpola¢nimu polynomu?



Kapitola 7

Numerické derivovani

Pri feSeni praktickych tloh je nékdy tfeba najit derivaci funkce dané tabulkou.
Mize se také stat, ze v dusledku slozitého analytického vyjadfeni je bezprostfedni
vypocet derivace obtizny. V takovych pripadech uzivame numerického derivovdni.
Na zakladé poznatkt z predchozi kapitoly je zfejmé, ze formule pro numerické
derivovani lze ziskat derivaci interpola¢niho polynomu a polozit

f'(x) = P (x).

Obecné vsak numerické derivovani je operace méné presnéd nez interpolace, nebot
ze skuteCnosti, ze hodnoty funkce a aproximujiciho polynomu jsou blizké, neplyne
jesté ,blizkost* hodnot derivaci. Probereme nyni problém numerického derivovani
podrobnéji.

§ 7.1. Numericky vypocet derivace

Umluva. I[zg,...,z,, 7] bude oznacovat nejmensi uzavieny interval obsahujici
body xg,...,ZTn, .

Jsou dany body (x;, f;), i = 0,1,...,n, x; # xx pro i # k. Necht P, € II,, je
Lagrangetiv interpola¢ni polynom pro tyto body, tj.

f(z) = Pp(x) + E(x), (7.1)
kde

P = Y@l B =000, e—g), e,
=0

Derivujme vztah (7.1):
f'(x) = P, (z) + E'(z) =

= >t + S22 o e+ 2220 joney (ra)
=0
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vvvvvv

Jestlize pozadujeme vypocet derivace v nékterém z uzlovych bodt z;, coz byva
nejcastéjsi uloha, je pfedchozi formule tvaru

n

Pa) = Yt g+ 2 ), =0t g e
i=0 ’

Oznacme fj' piibliznou hodnotu derivace v bodé z;. Ta je tedy ddna vztahem

n

f]/ = ZZQ(IJ)JCZ

i=0

a vyraz
wnt1(7;) (n+1)

udava chybu této aproximace, {; = &;(z;). V obecném piipadé lze druhy ¢len
chyby v (7.2) vyjadiit takto:

Véta 7.1. Necht

Wn-l,-il(l')f(n-i-l)(g)7 56][,@0,--'71'71755]

(n+1)!
je chyba pii Lagrangeové interpolaci. Necht f"2) je spojitd v intervalu Iz, . . .,
X, x]. Pak ezistuje n € I[xg,...,Tn,x] takové, Ze
1 d 1
] (2 2 D (n+2) ().
(n+ 1) dz O =G/ W

Dukaz. UvaZujme Lagrangeuv interpolac¢ni polynom v bodé x # x;, kde i =
0,1,...,n,

n

F) = ki) i+ 2ot o)

— (n+1)!
Pro l; uzijeme vyjadieni
Z’L(I) = wn+1Ex) ’
(x — i) wy g (2i)
a pak
- wn+1(2) wWn+1(%) n(ni1)
flz) = fi+ f ().
; (z—wi)wppq (@) (n+1)!

Protoze « # x;, 1 = 0,1,...,n, miZzeme tuto rovnost vydélit w,1(z) a derivovat

d(&>:_z fi + L A (1)

dz \ wny1(2) i (z— 2wy () | (1) de
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Uvazujme jesté nyni dalsi bod (41, fnt1)s Tnt1 € I[To, .- Tn, ], Tny1 # T, 24,
i=0,1,...,n Pak
n+1
wipa(@) = [[@—2) = wira(@) = (@ = 2ng1) wnra (@)
i=0
Wnia(®) = w1 (@) + (@ — Tpg1) wypa(z) =
i — Tpt1) Whaq (T roi #n+1
= W () = ( +1)wn (i) P # (7.4)
Wna1(Tny1) proi=n+1
Sestrojme nyni Lagrangetv polynom pro body (x;, f;), i =0,1,...,n+1:
fo) =5 D) g wniale) s (r.5)
xTr) = i T),s .
(@ —zi)w () (n+2)!
T =71(x) € I[xg, ..., ZTnt1,x]. Vztah (7.5) nyni ponékud upravime:
wn+2(x)
x) — ntl =
I (x—xm)w;”(wf .

n

=2 Saalt) fy g 222l o),

{E _'rl n+2(x1) (7’L—|—2)'

=

V dalsim pouzijeme vztahi (7.4):

Wn+1(x)
Xr)— ——F——Jn =
f( ) wn-}-l(xn-',-l) +1
- (z — In+1) wnt1(7) L wnt2(T) (o)
lz (z —x;)( xn+1)w;l+1(aci)fl (n+2)!f (7):
Tuto rovnici vydélime (z — zp41) wpt1(2):
f(@) _ Jr+1 _
(x - In+1) Wn+1(517) (517 - xn+1) Wn+1(xn+1)
— - fi 1 (n+2)
N ; (@ = i) (@i — Tng1) Wiy () Tt 2)!f ™)
neboli
f(x) _ fat1
wn-i-l(x) wn-l-l(xn-i—l) _
T — Tn41

- i 1 (n+2)
; (x =) (x5 — Tpy1) w1 (2) +(n—|—2)!f (7).
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Piechodem k limit& pro 2,1 — 2 dostaneme (f("+2) spojita v I)

d T ~ i 1
awn—fl()x) - ; (x — xi)2fw;l+1($i) + it 2)!f(n+2)(77)7 (7.6)
n € Ilxg,...,Tn,x]
Porovnanim (7.5) a (7.6) plyne tvrzeni véty. m|
Vyslednd formule pro vypocet derivace v bodé = # x;, 1 = 0,1,...,n, je tvaru

(n+1)! (n+2)!

577761[170,---,%1733]

F@) = > s+ 1@ o gy | 1@ gy
1=0

Poznamka 1. Pro vyssi derivace plati obdobny vztah

1 d* k!
— = Mgy = (n+k)
n! dzk £ (n+k)! / (n)-
V praxi se Casto setkavame s pripadem, kdy mnozina uzla z;, ¢ = 0,1,....,n

je ekvidistantni. Je-li celkovy pocet uzld lichy, je vhodné prifadit uzlim kladné
a zaporné indexy a to takto:

T—pye: 3 T=1,20, L1y, L,

xi:$0+ih, ’L::tl,,:l:l,h>0
Priklad 7.1. Odvodte formuli pro vypocet derivace v prostfednim ze t¥{ uzli:
r—-1,T0,T1, ;3 = T + ’Lh, i = +1.
Reseni. Sestrojime Lagrangetiv interpola¢ni polynom pro hodnoty

T; | -1 T X1

filf-r fo f
Je f(z) = P2(x) + E(x)
(x — zo)(z — x1) (x —z_1)(x — 1)
f@) = (z_1 —xo)(z_1 — l'l)f71 (zo — x-1)(z0 — wl)fo *

ws(x) = (x —z—1)(x — xg)(x — x1). Derivujeme
20 —x9 — x 20 —x_1—x 20 —x_1—x
f’(x)z%f,l— h21 ~fo+ 2h21 Cfi+
1 d

S (@) 7€) + grws(e) o (£7(),
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kde jsme polozili x; = xg + ih, ¢ = +1, a pro x = x¢p mame

/o) = g (—fa )~ (o). (77)

Vsimnéme si jesté geometrického vyznamu této formule — viz obr. 7.1. Zde fj =
(=f=1+4 f1)/2h je pfiblizna hodnota derivace v bodé g, coz geometricky znamend
smérnici sefny urcené body (x_1, f—1) a (z1, f1). Stejnym zptsobem lze odvodit

a

3.5

Obr. 7.1: Se¢na uréend body (z—1, f-1), (1, f1) (¢4rkované) a te¢na v bodé (z, fo) (Gerchovang)

i formule pro vypocet derivace v bodech xz_1, x1:

2
Flw) = o (=3 + 4o — i) + = £(E 1) (7.8
2
F@) = 5p(fr = 4o +35) + () (7.9

Tyto formule se nazyvaji tribodove.

Piiklad 7.2. Uzitim formuli (7.7), (7.8) a (7.9) vypoctéte derivaci funkce f(z) =
logz + 2 v bodech 0,5, 1, 1,5; h =0, 5.
Reseni:

= i(—310g(0,5) + 41log(1) — log(1,5)) = 1,6740,

2h
1
1o = ﬁ(—log(0,5) +log(1,5)) = 1,0986,
1
f1= ﬁ(log(o,f)) —4log(1) + 31log(1,5)) = 0,5232.

Pfesné hodnoty jsou f'(0,5) =2, f'(1) =1, f/(1,5) = 2/3.
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Poznamka 2. Vs§imnéme si, ze chyba ve vzorci (7.7) je rovna pfiblizné poloving
chyby ve vzorcich (7.8), (7.9). To je logické, nebot (7.7) uzivd hodnot v bodech
lezicich po obou stranich xg, ale vzorce (7.8), (7.9) pouze hodnot lezicich pouze na
jednu stranu od z_; resp. x1. Formule (7.8) a (7.9) jsou tedy vhodné pro vypodet
derivace v blizkosti koncovych bodt intervalu, nebot nemusime mit k dispozici
hodnoty vné intervalu.

Pfti pouziti formuli pro numerické derivovani se setkavame jesté s dalSim pro-
blémem. Jestlize hodnoty f; jsou dany s chybou ¢;, mize tato okolnost podstatné
ovlivnit vyslednou hodnotu f;. UkdZeme to na pfipadé formule (7.7). Necht f; je
pfresné hodnota, ﬁ je pribliznd hodnota v bodé x;, ¢ = 0, 1. Celkovou chybu T'
l1ze odhadnout takto:

2

T| < L7 f, h ’
| |_ﬁ(|f—1—f71|+|fl—f1|)+€

F"(E0)| < e +en) +

1@

kde |f; — fz| < g;; polozme

e = max(e1,6-1), M; = [max]|f”’(:c)|.
xr—1,T1
Pak 2
€
Tl <=+ —Ms.
Tl < h+ g Vs

Prvni ¢len chyby (nap¥. chyba zptsobend zaokrouhlovanim) zavisi nepfimo Gmérné
na h, druhy ¢len (chyba metody) zavisi pfimo imérné na h. Vznikd problém, jak
volit h, aby celkova chyba byla minimalni. Hledejme tedy minimum funkce

e h?
B =<+ L.
g(h) h+6 3

Ze vztahu ¢'(h) = 0 dostavdme bod minima

e o2
opt — .

M3
Pro obecny pfipad je problém podrobné popsan v [1], [18].

Poznamka 3. V piipadé, Ze hodnoty f; jsou dany s malou pfesnosti (napt. byly
ziskédny empiricky), neni vhodné pouzit formuli pro numerické derivovani ptimo,
nebot by mohlo dojit ke zkresleni vysledkt. V takovych pfipadech je 1épe nejdiive
naméfené hodnoty ,,vyrovnat* metodou nejmensich ¢tvercti a pak teprve derivovat.

Postupem uvedenym vyse lze ziskat formule pro numericky vypocet derivaci
vyssich radu. Jako priklady lze uvést tyto tfibodové formule:

2

f(x-1) = %(f—l —2fo+ f1) —hf"(E-1) + %f(4)(77—1)
2

F(a0) = ap(Fr =260+ 1) — o= 7o)

2
F/@1) = (o= 2o+ ) + (@)~ f O )
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§ 7.2. Diferenéni aproximace

Zminime se jesté o jiném zpusobu priblizného vypoctu derivace. P¥i numeric-
kém feSeni diferencidlnich rovnic se u nékterych metod aproximuji derivace dife-
rencemi (diferenéni{ metody). Ukdzeme, jak se v takovych pfipadech aproximuji
prvni a druhé derivace. Stejné jako v prikladé 7.1 uvazujme tfi body x_1 = x¢ — h,
g, T1 = zo + h. Pfedpokladejme, ze f méa dostateény pocet derivaci v okoli zg.
Napisme nyni Tayloriv rozvoj v bod€ zo:

2 3
Flao+h) = Flro)+ e (o) + o ) + O (wo) + (7.10)

ht hb h6
+Ef(4)($°) + gf@(%) + af(G)(UCO) +O(h"),

2 3
flro=h) = flan) =h'e0) + o £ o) = Grf V) @D
Rt R s) R () 7
+If (w0) — af (zo) + af (o) +O(h").

Ze vztahu (7.10) nyni dostaneme aproximaci prvni derivace ve tvaru

f(apy = TEOT hlz —J@) oy,

Vyraz (f(xo + h) — f(x0))/h se nazyva pravd diferencéni derivace.
Ze vztahu (7.10) plyne

/(o) = L) i(“ =1 4 om.

Vyraz (f(xo) — f(xo — h))/h se nazyva levd diferencéni derivace.

Prava a leva diferen¢ni derivace aproximuji f’(z¢) s chybou fddu O(h) (tj. chyba
se chové pfiblizné jako kh, k = konst.). Jestlize vztahy (7.10) a (7.11) odeéteme,
dostaneme aproximaci derivace, ktera je fadu O(h?):

f/(IO) _ f(zo + h)2_hf(170 —h) + O(hQ).

Tato aproximace se nazyvé centrdlni diferenéni derivace. Souctem vztaht (7.10)
a (7.11) se ziskd aproximace druhé derivace v bodé zo:

f//(xo) _ f(xO +h) - 2f}(;250) + f(wo - h) + O(hz) '

Poznamka 4. V§imnéme si, Ze ve vSech uvedenych piikladech jsme nezndmé hod-
noty f'(xo), f"(xo) aproximovali jistymi formulemi zavislymi na kroku h, ktery
zde hraje roli parametru. V nasledujicim odstavci ukazeme, jak 1ze téchto formuli
uzit k ziskani aproximaci vyssich rada.
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§ 7.3. Richardsonova extrapolace

Technika znamé jako Richardsonova extrapolace se ¢asto pouziva pro ziskani
vysledkt vyssich fada presnosti uzitim formuli nizsich fada presnosti. MysSlenka
této metody pochazi uz od Archimeda (cca 200 pf. n. l.). Vysvétlime nejdiive
obecny postup a pak ukazeme aplikaci na numericky vypocet derivace.

Necht N(h) je formule, kterd aproximuje nezndmou veli¢éinu M a necht fad
této aproximace je O(h?). Navic predpokladejme, Ze aproximace N (h) veli¢iny M
muze byt vyjadiena ve tvaru:

M = N(h) + ki1h* + O(h?), (7.12)

kde k; je konstanta. NapiSeme-li tento vztah s h/2 misto s h, dostaneme

M:N(g)—i—kl(g)z—i—O((g)“). (7.13)

Vynésobme rovnici (7.13) étyfmi a odeéteme od ni rovnici (7.12):
3M = 4N(g) — N(h) 4+ O(h%),

odtud

+O(h%).

Polozme Ny(h) = N(h) a

_ AN (%) — Ni(h)

Na(h) 3

(7.14)
Veli¢ina N2(h) je novou aprozimaci veliciny M a vdd této aprozimace je O(h*).
Tento postup lze zobecnit takto: Pfedpokladejme, Ze chyba aproximace N (h) ve-
liciny M mtze byt vyjadfena ve tvaru

m—1
M =N(h)+ > kh¥ +O(h*™),

j=1

kde ki,...,km_1 jsou konstanty. Aproximace N,(h) fadu O(h?7), j = 2,3,...,m
jsou definovany vztahy

AN (%) = Nja(h)
N 4i-1 1

N;(h) (7.15)
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a vypocet lze usporadat do tabulky:

Ny (h)

Ni(5)  Na(h)

Ni(%) Na(%) Ns(h)
Ni(k) Na(§) Ns(h) Na(h)
Ni(4£) No(Z) Ns(B) Ny

Poznamka 5. Uvedeny postup se nazyva Richardsonova extrapolace. SnaZime se
totiz ziskat hodnotu pro h — 0, tj. jedné se o extrapolaci z kladnych hodnot h.

Je zfejmé, Ze centralni diferencni derivace mize byt vyjadfena ve tvaru (viz
(7.10) a (7.10))

_ _ 2 4
) = LE I IC ) I gy - B 0wy + 00 (716
V tomto pfipadé je
~ f(wo+h)— f(xo — h) _ f"(wo)  9(x0)
Ni(h) = o7 y ki=-— 6 kz——w- (7.17)

Piiklad 7.3. Uzijte formuli (7.16) a (7.15) pro vypocet druhé derivace funkce
f(z) =z e® v bodé zy = 2 s krokem h = 0,2
Reseni: Je

Ny(h) = N1(0,2) = ! (£(2,2) — £(1,8)) = 22,414160

0,4
N (0,1) = 22,228787
N1(0,05) = 22,182565

Dalsi aproximace jsou usporaddany v tabulce

N1 (0,2) = 22, 414160

Ny(0,1) = 22,228787 Np(0,2) = 1D =M0O2) — 99 166996

N1(0,05) = 22,182565 No(0,1) = w — 22167158

N3(0,2) = 282200 -N2002) _ 99 167168

Pro srovnéni — pfesnd hodnota f/(z) = e* 4+ xe® v bodé z¢ = 2 je 22,167168.
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Poznamka 6. Jak uvidime v kapitole 9, l1ze Richardsonovy extrapolace s vyhodou
pouzit i pro numericky vypocet integralu.

Cviceni ke kapitole 7

1.
2.

Odvodte formuli (7.8), (7.9).
Odvodte pétibodovou formuli ve tvaru

1

4
= m(f—z —8f_1+8f1— f2) + Z_Of(5)(€)7 T s <E<m

fo

Uzitim formuli (7.7), (7.8), (7.9) vypoctéte derivace funkce v danjch bodech

x| —0,3 -0,1 0,1 0,3
f; | —0,20431 —0,08993 0,11007 0,39569

(f'(—0,3) ~ 0,35785, f/(—0,1) ~ 0,78595, f'(0,1) ~ 1,2141, f'(0,3)
~ 61,6422.)

a) Necht f(z) = 2% sinz. Aproximujte hodnotu f’(1,05) uzitim h = 0,05 a
h = 0,01 ve formuli (7.7), jsou-li ddny hodnoty:

i 1,0 1,04 1,06 1,10
flx;) | 1,6829420 1,7732994 18188014 1,9103448

b) Opakujte ¢ast a) pro pfipad, Ze vSechny funkéni hodnoty zaokrouhlite
na Ctyri desetinna mista.

(2,27403, 2,27510.)

Uzitim formule (7.7) najdéte prvni derivaci funkce f(x) =1/(1 + z) v bodé
z = 0,005. Uzijte a) h = 1,0, b) h = 0,01 a vysledky porovnejte s pfesnou
hodnotou. Vysvétlete!

. Pouzijte formule (7.16) a (7.15) k vypoctu hodnoty N3(h) pro nésledujici

funkce a kroky h:

a) f(x)=Ilnz, g =1,0, h=0,4
b) f(z) =2+ €%, 29=10,0,h=0,4
c) flx) =2%sinz, 29 = 1,05, h =0,4

Vysledek porovnejte s pfesnymi hodnotami.

Kontrolni otazky ke kapitole 7
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1. MuZe byt prvni krok Richardsonovy extrapolace, tj. vztah (7.14), popsén
pomocf interpolace uréené body (h?, N1(h)), ((4)2, N1(%))? Jaks je hodnota
prislusného interpola¢niho polynomu v bodé 07

2. Je vyhodné pouzit pro numericky vypocet derivace podle formule (7.2), ve
které jsou jako uzly pouzity kofeny Cebysevova polynomu (viz kapitola 6)?
(Névod: |T/(z)| < n? pro z € [-1,1].)

3. Je mozné pouzit hodnot z piikladu 1 pro vypocet "/ (z;), s = —1, 0, 1?7 Staci
v tomto pripadé aproximace funkce polynomem druhého stupné?
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Kapitola 8

Ortogonalni polynomy

V této kapitole se budeme zabyvat urcitymi polynomy, které budou velmi uzi-
tec¢né pri konstrukei formuli numerického integrovani. Zde uvedeme pouze definice
publikace [21].

Necht II; stejné jako dfive zna¢i mnozinu vSech polynomu stupné nejvyse j
a I:Ij mnozinu vsech normovanych polynomi stupné j, tj. polynomu s koeficientem
rovnym jedné u nejvyssi mocniny.

Necht w je funkce, o které predpokladame, Ze je integrovatelné a nezadporné na
intervalu [a, b] a w(z) > 0 skoro vSude na [a, b]. Takovou funkci budeme nazyvat
vahovou funkct.

Déle definujeme skalarni soucin

b
(f.g) = / w(a) f(2)g(x) dz

pro vSechny funkce, pro které existuje konecny integral

(f; ) =/ w(z) f2(x) dz < +oo.

Jestlize (f, g) = 0, fikame, Ze funkce f, g jsou ortogondlni na intervalu [a, b] s vahou
w.

Nasledujici véta dokazuje existenci posloupnosti navzajem ortogonalnich poly-
nomt vzhledem k vahové funkci w.

Véta 8.1. Pro danou vahovou funkci w na [a,b] existuji polynomy p; € II;,
7 =0,1,2,..., takove, Ze

(pispe) =0 pro i #k. (8.1)

Tyto polynomy jsou jednoznacné definovany vztahy
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pir1(z) = (& = 8i01)pi(x) = 7ipica(x) pro i >0,
kde p_1(x) =0 a
dit1 = (xpi, pi)/(pispi) pro i >0

b
(xpi, i) :/ w(x)xpf(a:) dz

a
%2 _ 0 pro 1 =0,
(pi i)/ (Pi-1,Pi-1) pro i >1.
Dikaz. Polynomy p;, j = 0,1,2,..., lze sestrojit rekurentné pomoci Gramova-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ([21]). ad

Kazdy polynom p € Il 1ze zfejmé vyjadrit jako linedrni kombinaci ortogonal-
nich polynomd p; € II;, i < k. Mame tedy:

Diisledek. (p,p,) = 0 pro vsechny polynomy p € Il,,_1, p, € II,,.

Véta 8.2. Necht {p;} je systém polynomi ortogondlnich s vahou w na intervalu
[a, b].

Plati: KaZdy polynom p; md vSechny koreny redlné, rizné a vsechny leZi v in-
tervalu (a,b).

Drtikaz lze najit v [21].

Neékteré vahové funkce se vyskytuji v praxi dosti casto, prislusné ortogonalni

polynomy se uvazuji ve standardnim tvaru, v némz je koeficient u 2™ obvykle
rtzny od jedné. Uvedeme nyni nékteré specialni ortogonélni polynomy.

1. Legendrovy polynomy P, jsou ortogondlni na intervalu [—1,1] s vahou
w(z) = 1.

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

P, (z)Py(x) dz = 2 (8.2)

/1 0 pro n #m,

-1

b) Plati rekurentni vztah

2n+1 n
Pn+l($): n+1$Pn(J;)_n+1Pn_1((E), n:172,37
Je
3, 1
P()(.’L'):l, Pl((E):J," P2($):§x _57'”

¢) Polynomy P, vyhovuji diferencidlni rovnici

(1 —2%)y" — 22y’ +n(n+ 1)y =0.
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2. Cebysevovy polynomy T, jsou ortogonalni na intervalu [—1, 1] s vahou w(z) =

1/4/1— 22,

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

. 0 pro n#m,

Tn(x)Th,
/_1 7(961—)_ I(;C) dr=¢ 7 pro n=m=0, (8.3)
pro n=m#0.

B}

b) Plati rekurentni vztah

Tht1(z) = 22T (x) — T ().
Je
To(z) =1, Ti(z)=z, To(x)=22>—-1,...

¢) Polynomy T, jsou FeSenim diferencidlni rovnice
(1 —2%)y" —azy +n’y =0.

S témito polynomy jsme se jiz setkali, kdyz jsme hledali polynomy
s nejmens{ odchylkou od nuly na intervalu [—1, 1].

3. Laguerrovy polynomy L, jsou ortogonélni na intervalu [0, c0) s vahou w(z) =
% a > —1.

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

oo - 0 pro mn #m,
/0 e Ly(x,a) Ly (z,a) de = T(a+n+1)

my pro n =m,

(8.4)
kde T je gamma funkce.

b) Plati rekurentni vztah

2n+a+1l—zx n—+ «

L,(z,a) —

Lonalm0) === )

Ly_1(z,q)
Je
Lo(z,0) =1, Li(z,a0)=—-2x4+a+1, ...

¢) Polynomy L,, jsou FeSenim diferencidlni rovnice

2y’ + (a—x+ 1)y +ny =0.
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4. Hermitovy polynomy H,, jsou ortogonédlni na intervalu (—oo, +00) s vahou
w(z) =e
Vlastnosti:

a) Ortogonalita

o 0 o nF#m,
/ == H,y(2) Hyn () d = pro n# (8.5)
—0 2"nly/m pro n=m.

b) Plati rekurentni vztah
Hyi1(z) =22H,(x) — 2nH,—1(2)

Je
Ho(z) =1, Hi(x) =2z, Hy(z)=42%-2,...

¢) Polynomy H,, jsou feSenim diferencidlni rovnice

y" —2zy’ + 2ny = 0.

Dalsi vlastnosti ortogonalnich polynomt p,, dava nasledujici véta.

Véta 8.3. Necht {p;} je systém polynomi ortogondlnich s vahou w na intervalu
[a,b]. Pak plati:

1. Necht 1 < x93 < ... < x, jsou koteny polynomu p,, To = a, Tpy1 = b.
Pak kazdy interval [xg,xk+1], & = 0,1,...,n obsahuje prdvé jeden kofen
polynomu ppy1.

2. ph(x)pp—1(z) —pl,_1(x) pp(z) >0Vz €R, n > 1.

Dukaz lze najit v [21].

Cviceni ke kapitole 8

1. Ukazte, Ze funkce ¢g = 1/v2m, ¢1(x) = (1/\/7)cosz, ..., ¢n(x) =
(1/y/7) cosnx, dpi1(z) = (1/4/7)sinz, ..., ¢pap—1(z) = (1//7)sin(n — 1)z

jsou ortogonalni na [—m, 7| s vahou w(z) = 1.

(N4vod: uzijte trigonometrickych identit pro cos(ma £ nx), sin(max + nx).)
2. Dokazte vztahy (8.3).
3. Dokazte, ze pro kazda pfirozena cisla ¢, j plati
Ty(2)Tj(2) = 5[Tij (@) + Tji—jy (@),

kde T; je CebySeviiv polynom stupné i.
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Obr. 8.1: Legendrovy polynomy P,
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Obr. 8.2: Laguerrovy polynomy Ly, a =1
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Obr. 8.3: Cebysevovy polynomy T,

Obr. 8.4: Hermitovy polynomy Hj,
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Kontrolni otazky ke kapitole 8

1. Necht {¢g,...,d,} je ortogonalni systém funkci na intervalu [a,b] s vahou
w. Je tento systém linearné nezavisly?

2. Tvofi ortogonalni polynomy p,,...,pg definované ve vété 8.1 Sturmovu po-
sloupnost?
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Kapitola 9

Numerické integrovani

§ 9.1. Kvadraturni formule, stupen presnosti, chyba

Zabyvejme se pribliznym vypoctem integralu

b
1(f) = / f() da. (9.1)

Z definice Riemannova integralu a z jeho geometrického vyznamu plyne, Ze je
prirozené hledat aproximaci tohoto integralu ve tvaru

n

I(f) = Z Aif (@3), (9.2)

i=0
kde body z; € [a,b],i=0,1,...,n, aredlnd ¢isla A;, i =0,1,...,n, nezdvisi na f.

Definice 9.1. Vyraz
QUf) = Aif(x:) (9:3)
i=0

budeme nazyvat kvadraturni formuli, ¢isla A;, i = 0,1,...,n, koeficienty kvadra-
turni formule a navzajem rtzné body x;,7 = 0,1, ..., n, uzly kvadraturni formule.

Poznamka 1. M&jme integral

! dx
B /71 (1+22)y/1—22

Pocitejme tento integral pomoci formule (9.2). V pfipadé, ze body —1, 1 jsou uzly
kvadraturni formule, nemizeme tuto formuli pouzit, nebot integrand mé singu-
larity v téchto bodech. V tomto pfipadé lze vhodné vyjadiit integrand pomoci
vahové funkce (kap. 8) takto

B bow(x) B 1
I —[1 ) dz, w(x)—im.
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Pro vypocet tohoto integralu uzijeme opét formule tvaru

n

Low(x) N 1
L Gren ¥~ 2 ATy

i=0

Singularitu integrandu jsme tedy zahrnuli do vahové funkce, jejiz funkéni hodnoty
nevystupuji explicitné v kvadraturni formuli. Myslenku pouziti vahovych funkci
v integrandu lze zobecnit a z tohoto divodu se budeme obecné zabyvat problémem
aproximace integralu

nﬂ=/wmﬂwm (9.4)

formuli tvaru (9.3), tj.
b n
/ w(e) f@) e~ S A (). 9.5)
a i=1

Vahovou funkci je rovnéz vhodné zavést v pripadech, kdy pocitame celou fadu
podobnych integralt a do funkce w mutzeme zahrnout ¢ast spole¢nou vSem in-
tegrandiim. Kvadraturni formule jsou vétSinou odvozeny integraci interpolacniho
polynomu a z tohoto divodu je vhodné vybrat vahovou funkci tak, aby funkci f
bylo mozné dobfe aproximovat interpola¢nim polynomem.

Ve formuli (9.5) vystupuji uzly a koeficienty. Vzniké tedy otdzka, jak vybrat
tyto parametry. Jaké je kritérium presnosti, tj. pro které funkce nastane ve vztahu
(9.2) resp. (9.5) rovnost? Jakd je chyba této aproximace?

Rozdil

b n
R(P) = [ wl@)f(e) do =Y Aif(a) (9.)
a i=0
budeme nazyvat chybou kvadraturni formule.
Obecny tvar chyby zde nebudeme uvadét, ale u kazdé kvadraturni formule, kte-

rou se budeme zabyvat, uvedeme pfislusny tvar chyby. Elegantni diikaz obecného
tvaru chyby podal G. Peano (viz napt [5], [8]).

Definice 9.2. Rekneme, 7e kvadraturni formule
ma stupen presnosti N, jestlize
R(')=0, j=0,1,...,N, RNt #0. (9.7)

Poznamka 2. V této definici se jedna o algebraicky stupen pfesnosti, ne o chybu
kvadraturni formule.
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Piiklad 9.1. Urcete stupeii pfesnosti kvadraturni formule Q(f) = f(a) + f(—a),
1
0 < o <1 pro vypocet integralu [ f(z)dz.
51

Reseni: Pro funkci f(z) = 20 je
1
R(2°) = /1d;v —(1-1)=0.
~1

Je-li f(z) =, pak
1
R(w):/xdx—(a—a)zo.
21
Dale

R(2?) = /xde — (@ + ()} = ; — 207,
-1

Je-li a? # %, pak méa kvadraturni formule stupen presnosti roven jedné. Pro a =

Y3 je

R = [ 24— (5 + -5 =0

Rty = [ 2t (5 + (5D £o.

Pro a = @ je stupen presnosti kvadraturni formule roven trem.

Véta 9.1. Kvadraturni formule uZivajici n + 1 uzld md stuperi presnosti nejviyse
2n + 1.

Dukaz. Predpokladejme, Ze kvadraturni formule

pro vypocet integralu (9.4) ma stuperi presnosti 2n + 2. Necht z;, ¢ =0,1,...,n,
jsou uzly kvadraturni formule. Polozme w2, (z) = (z — z0)%...(z — 2,)?, w24
je polynom stupné 2n + 2. Pocitejme nyni chybu kvadraturni formule pro vypocet
integralu f; w2 (z)w(z) da:

b

n b
Rli) = [ wl@)wdso) do =Y Awd (o) = [ @) do

a =0
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nebot w%+1(xi) =0,i=0,1,...,n. Jelikoz pfedpoklddame, ze N = 2n + 2, plyne
z tohoto vztahu:

b
2 2
R i) = [ (@) do=o
a
Toto je spor, nebot integral z nezdporné funkce se nemiize rovnat nule. Stuper
presnosti kvadraturni formule je tedy nejvyse 2n + 1. o

Poznamka 3. Funkce uveden v piikladu 9.1 ma pro a = v/3/3 maximélni stupei
presnosti.

Véta 9.2. Kwadraturni formule ziskand integract interpolacniho polynomu urce-
ného body (x;, f(x;)), 1 =0,...,n, md stuperi presnosti alespori n.

Dukaz. Necht P, € II,, je Lagrangeiiv tvar interpola¢niho polynomu funkce f
v bodech z;, : =0,1,...,n:

Pak

@) = Pafa) + B@) = S b)) + 22 006, 6=l
i=0 )

Vynasobme tuto identitu vahovou funkci w a integrujme v mezich od a do b:

n

b b
[ @)@ e =Y 5@ [ wlolie) do+

=0

b

Polozme

b
Ai:/ w(z)l;(z) de, 1 =0,1,...,n.

7 ptedchoziho vztahu plyne, Ze integral

s chybou
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Ve vyjadfeni chyby vystupuje (n+1)ni derivace funkce f, tzn. ze chyba kvadraturni
formule bude rovna nule pro funkce 1, z, ..., z™ a stupen presnosti bude alespon n.
O

Priklad 9.2. Ukézeme, Ze formuli v prikladé 9.1 lze ziskat integraci interpola¢niho
polynomu:
Necht P; € II; je interpola¢ni polynom pro funkci f v uzlech —a, a:

T —« T+ «

Pie) = 22 (-a) + 2 (a).

Integraci dostaneme

ZH S?j@—aw ﬂizk+a = f(=a) + f(a).

«

Poznamka 4. Jsou-li ddny uzly kvadraturni formule xg, ..., z,, 2; # T pro
i # k, muZzeme vzdy najit koeficienty Ao, ..., A, tak, aby stupen pfesnosti byl
roven n, nebot systém rovnic

b

ZAixf = /ka(x)dx, k=0,...,n
i=0

a

mé prave jedno feseni. Pro dané uzly existuje tedy pravé jedna posloupnost ko-
eficienti Ag, ..., A,. Na druhé strané mizeme tyto koeficienty ziskat integraci
interpola¢niho polynomu a chyba kvadraturni formule je v takovém pfipadé dana

vztahem
b

/ w(T)wn+1 (:C)f("+1) (&)dz.

a

1

R(f) = (n+1)!

V zavislosti na vlastnostech uzlti a vahové funkce lze tento integral dale upravit
(nap¥. metodou per partes) tak, ze ve vyjadieni chyby bude vystupovat f(V+1)(n),
kde N je stupen presnosti dané formule.

Véta 9.3. Necht vahovd funkce w je sudd vzhledem ke stiedu s intervalu [a,b]

a necht uzly x;, i = 0,1,...,n, jsou symetricky rozloZeny vzhledem ke stredu s.
Pak koeficienty kvadraturni formule (ziskané integraci interpolacniho polynomu
v uzlech x;, i =0,...,n) odpovidagici symetrickym uzlim jsou stejné, tj.

Ai :Anfi; i:O,l,...,n. (98)

Dtikaz lze najit napf. v [1].
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UvaZzujme takovou ,symetrickou“ kvadraturni formuli. Tato formule bude
presné pro libovolnou funkci f lichou vzhledem ke stfedu s intervalu [a,b]. Pro
takovou funkci je totiz

/ () f () dz = 0

a na druhé strané
n

Q) =D Aif(x:) =0,
i=0
nebot f(Il) = —f(xn,i), Al = An,i, 1= 0, ].7 cee, .
Necht nyni (n 4 1), tj. pocet uzll této symetrické kvadraturni formule, je ¢islo
liché. Tato formule bude zfejmé piesna i pro polynom

a—i—b n+1
Pn+1(:v):(:v— 5 ) )

nebot P,y1 je lichd funkce vzhledem ke stfedu s = (a + b)/2. Podle piedchozi
véty vime, ze kvadraturni formule odvozend integraci interpola¢niho polynomu ma
stupen presnosti alespni n. Ukazeme nyni, ze tato symetrickd kvadraturni formule
mé pro (n + 1) liché stupen presnosti alespoii n + 1. Je totiz

n

b
/ Pn_;,_l(l')w(fl') dx = ZAiPn-i-l(:Ei)u

i=0
kde Poy1(z) = (z — 1(a +b))" L.
Dale
b b b [ n ‘
/ Pi1(z)w(z) de = / " Mw(z) do — / Z d;x’ | w(z)de =
a a a =0

Stupen presnosti kvadraturni formule je alespon n, a proto
b n n n )
[ X |ww ar =3 a [ S de]
a \j=0 i=0 j=0
A odtud plyne
b n
/ 2" Mw(z) de = Z Ayt
a i=0

a to znamena, ze stupen presnosti kvadraturni formule je alespon n + 1.
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Zabyvejme se nyni otazkou vybéru uzli a koeficientt kvadraturni formule.
V praxi jsou Casto uzly dany vnéjsimi okolnostmi nebo se uziva ekvidistantnich
uzl. Ale na volbu uzli a koeficientti se také miizeme divat z hlediska stupné ptes-
nosti. Formulujme nyni nejcastéjsi pozadavky na uzly a koeficienty kvadraturni
formule:

a) nejsou pfedem déna zadnd omezeni{ ani na uzly ani na koeficienty kvadraturni
formule,

b) jsou pfedepsiny vSechny uzly, obvykle ekvidistantni,

c) jsou pfedepsany pouze nékteré uzly, napt. koncové body intervalu nebo body,
v nichz je chovani funkce vyznacné,

d) pozaduje se rovnost vSech koeficienti.

§ 9.2. Gaussovy kvadraturni formule

Zabyvejme se nejdiive pripadem, kdy nejsou dana zadna omezeni ani na uzly ani
na koeficienty kvadraturni formule. Je zde tedy problém: muzeme vybrat uzly
a koeficienty tak, aby bylo dosazeno maximalniho stupné piesnosti?

Na tuto otédzku dava odpovéd nasledujici véta:

Véta 9.4. Necht kvadraturni formule

n

Q) = Z Aif (ws)

i=0

pro vypocet integrdlu (9.4) md stuperi presnosti alespori n. Necht {p,}, pn € I,
n=0,1,... tvofi ortogondlni systém na intervalu [a, b] vzhledem k vahové funkci w.
Pak tato formule md stuper presnosti 2n+1 prave tehdy, kdyz uzly této kvadraturni
formule jsou koteny polynomu ppy1 € I,yy.

Dukaz. Necht kvadraturni formule Q(f) méa stupeii pfesnosti 2n + 1. Definujme
polynom wy 41 € II,,4; vztahem

n

wari(@) = [[ (@ = a2),

=0

kde z;, i = 0,1,...,n, jsou uzly dané kvadraturni formule. Podle ptredpokladu
je kvadraturni formule pfesna i pro polynom u,wy,+1, kde u,, € IL, je libovolny
polynom.

Je tedy

b n
/ Wnt1(@)up (2)w(z) de = Z Aj wni1 (i) un(z;).

=0
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Pravd strana této rovnosti je rovna nule, nebot wy,,11(x;) = 0,4 =0,1,...,n, a tedy
pro libovolny polynom wu,, € II,, plati

b
/ w(z) wpt1(z)uy(z) dz = 0.

Polynom w,, 41 je ortogonalni s vahou w ke vSem polynomutm ze t¥idy II,,, tzn.
Ze polynom wy41 je totozny s polynomem p, 41, ktery nalezi systému polynomu
{pn} ortogonélnich s vahou w na intervalu [a, b], p,, € IL,,, (véta 8.1 a jeji disledek).

Uvazujme nyni systém {p,} polynomi ortogonalnich s vahou w na intervalu
[a,b]. Sestrojme kvadraturni formuli, jejiz uzly jsou kofeny ortogonédlniho poly-
nomu ppyi1. Z véty 8.2 vime, ze vSechny kofeny tohoto polynomu jsou realné,
navzajem ruzné a vechny lezi v (a, b).

Uvazujme formuli majici stupen presnosti alespori n. Takovou formuli lze
snadno sestrojit integraci interpola¢niho polynomu (viz véta 9.2). Necht Q(f) je
takova formule a ukazeme, Ze ma stupen presnosti 2n + 1.

Necht Po,11 € 3,41 je libovolny polynom stupné 2n + 1. Z¥ejmé mulizeme
tento polynom zapsat ve tvaru

Pony1(2) = pogr (2)un(z) + 70 (),

kde u,, je podil pti déleni Py, 41/pnt1 & 7 je zbytek pfi tomto déleni. Je ziejmé
Tn, Up € 1,.

Aplikujme nyni na Ps, 11 sestrojenou kvadraturni formuli a vypoctéme chybu
aproximace integralu

b n
R(Papt1) = / w(z) Papy1(v) dz — ZAiPZn-i-l(«Ti) =

@ =0

b n
- { [ wle)un @pas (@) do - zAiunm)an(xi)} n

b ) =0
+ {/ w(x)ry, (z) doe — ZAﬂ“n(ﬂCz)} )

Vyraz v prvni zavorce je roven nule, nebot polynom p,, 11 je ortogondlni s vahou w
k polynomu u,, a navic p,4+1(z;) =0, =0,...,n, nebot uzly kvadraturni formule
jsou kofeny polynomu p,+1. Vyraz v druhé zévorce je rovnéz roven nule, nebot
stupeti presnosti kvadraturni formule je alespoii n. Odtud plyne R(Pay+1) = 0 pro
libovolny polynom z Ila, 11 a tedy stupeil pfesnosti kvadraturni formule je 2n+ 1.

O

Definice 9.3. Kvadraturni formule, jejichz uzly a koeficienty jsou vybrany tak,
aby bylo dosazeno maximalniho stupné pfesnosti, se nazyvaji Gaussovy kvadra-
turni formule.

Uvedend véta uvadi podminky pro uzly kvadraturni formule. Vlastnosti koefi-
cientt této kvadraturni formule jsou obsazeny implicitné v pfedpokladu, Ze stupen
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presnosti je alespon n. Formule se stupném piesnosti n miizeme snadno sestrojit
integraci interpola¢niho polynomu (véta 9.2). Koeficienty mZzeme tedy spodcitat
takto (viz poznadmka 4):

b
A = / w(z)l;(z) de, 1=0,1,...,n, (9.9)
kde z;, i = 0,1,...,n, jsou kofeny ortogondlniho polynomu, p,+1(z) = wpt1(z),
li(z) = Pnt1(2) i=0,1,...,n,

P (@) (@ — )

jsou pfislusné fundamentalni polynomy v Lagrangeové interpolacnim polynomu.

Jiny zpusob vypoctu koeficientti vychéazi pfimo z definice stupné presnosti.
Pozadujeme-li totiz, aby kvadraturni formule méla stupen pfesnosti n, pak musi
byt splnény podminky:

b n
/ w(z)z® dz = ZAZ'I?, k=0,1,...,n. (9.10)
@ i=0

Vime, Ze v8echny uzly x;, i =0,1,...,n, jsou redlné, rtizné a viechny lezi v (a,b).
Odtud plyne, ze determinant soustavy, tzv. Vandermondiv, je rizny od nuly a sou-
stava mé jediné feSeni, a tedy Gaussova kvadraturni formule je urcena jedno-
znacne.

Véta 9.5. Pro koeficienty Gaussovy kvadraturni formule plati
b
a) A; >0, i=0,1,...,n, b) ZAi:/w(x)d:r.

Dukaz.

a) Gaussovy kvadraturni formule maji stupeii pfesnosti 2n + 1 a jsou pfesné
i pro polynomy ZJ2», 7 =0,1,...,n, coz jsou polynomy stupné 2n:

5 = (rtesies m)z '

Pro vypocet integralu I(13) = f: w(z)l? (z) dz tedy plati

/ w(z)l3 (x) do = Z Al2 ().

=0

Jelikoz l;(z;) = &5, 4,5 =0,1,...,n, plyne odtud

b
A; :/ w(z)l?(z) da > 0, j=0,1,...,n. (9.11)
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Navic porovnanim vztahti (9.9) a (9.11) dostavadme zajimavou rovnost
b

/b w(:zc)lj2 dz = / w(z)l;(x) dz, i=0,1,...,n. (9.12)

a

b) Aplikaci Gaussovy kvadraturni formule na funkci f(z) = 1, pro kterou je
samoziejmé kvadraturni formule pfesna, ihned dostaneme

O

Véta 9.6. Necht f € C?"+2[a,b]. Chybu Gaussovy kvadraturni formule lze vy-
jadrit ve tvaru

_ eI ()
R(f) = (2n +2)!
kde wpi1(x) = ppi1(x) V .

Dukaz. Funkci f vyjadifime pomoci Hermitova interpola¢niho polynomu Ps,41 €
II5,4+1 spliiujiciho podminky

b
/ w(a:)pi_,_l(:z:) dz, n € (a,b), (9.13)

Pony1(xi) = f(x4), 1=0,1,...,n,
Py 1 (@) = f(2i), i=0,1,...,n,

kde z;, i = 0,1,...,n, jsou uzly Gaussovy kvadraturni formule. Podle kapitoly 8
vime, ze funkci f lze pomoci tohoto polynomu vyjadfit ve tvaru

f(x) = Pany1(x) + E(),
kde
Pania(w) = Y hi(@) f(ai) + > hi(@) f' (i),
i=0

=0
Blo) = 22l jensng), - gto)

Pfipomindme, Ze v tomto ptipadé wy,11(x) = pnt1(x), prr1 je ortogonilni polynom
(s vahou w na [a, b)).
UZijeme nyni tohoto vyjadfeni pfi vypoc¢tu chyby kvadraturni formule:

n

b
R(P) = [ w(@)f@) de = Y Aif ) =

=0

b n
= {/ Py (z)w(z) de — Z AiP2n+1(l“i)} +

i=0

+ { / Ba)w() dz - AiE(:vi)} .

=0
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Vyraz v prvni zavorce je roven nule, nebot formule mé stupen pfesnosti 2n + 1;
dale E(z;) =0,i=0,1,...,n, nebot py4+1(x;) =0,7=0,1,...,n. Odtud plyne

bw(x)p? i (x
Ry = [ H) e g a,

Funkce f € C2"+2)[q, b] a funkce wp? , ;| je nezaporna a integrovatelna v [a, b]. Lze
tedy uzit druhé véty o stfedni hodnoté integralu'. Vysledkem je nasledujici tvar
chyby Gaussovy kvadraturni formule:

(2n+2) b
R =gy [ w@ta@ s e @b

O

Popisme nyni podrobnéji konstrukci Gaussovych formuli pro piipad [a,b] =
[-1,1] a w(z) = 1 Vz € [-1,1]. To znamend, ze hleddme Gaussovu formuli pro

vypocet integralu
1
-1

Polynomy, které jsou ortogonalni na intervalu [—1, 1] s vahou w(x) = 1, se nazyvaji
Legendrovy polynomy (viz kap. 8) a oznacujeme je P,. Z rekurentniho vztahu

2n+1 n

P(gc)—n—_|_1

Poi1(z) = i zP,

P,_1(z), n=12,...

Py(z) =0, Pi(z) = z, plyne, Ze je-li stupenn polynomu P, &islo sudé, obsahuje P,
pouze sudé mocniny x, je-li stupen polynomu ¢islo liché, obsahuje polynom pouze
liché mocniny . Odtud déale plyne, kofeny polynomu P,, jsou symetricky rozlozeny
vzhledem k bodu 0. Uzly z;, ¢ = 0,1,...,n, Gaussovy kvadraturni formule jsou
kotfeny Legendreova polynomu P, 1 a koeficienty lze spocitat takto ([18]):

o 2(1 — ,Ti)2 i = n
A; = CESE AR =0,1,...,n. (9.14)

Vyslednd formule je tvaru

f(2n+2) (a

1 *n'x' 7)171:17—:17-2:1704—
/_lf(a:)dx—;/hf( i)+ Gnr2) /—11-1})( )2dz, a€(=1,1). (9.15)

Tato formule se nazyva Gaussova-Legendreova kvadraturni formule.

IDruh4 véta o stiedni hodnoté integralu — nékdy se také nazjva zobecnéna véta o stiedni
hodnoté integralu: Necht ¢ € Cf[a,b], ¢ integrovatelnd v [a,b] a neméni znaménko v [a,b]. Pak
existuje bod 7 € (a,b), ze

/ " p(apb(a) de = o(r) / () d.

a
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Legendrovy polynomy uvedené v predchozi kapitole splnuji vztah

1 9 2
P dr = .

Tyto polynomy nemaji koeficient 1 u nejvyssi mocniny. Polozme nyni

1

pn(fp) = apn(x)a

kde a,, je koeficient u ™ v polynomu P,. Pak

Odtud

Lze ukazat [18], [20], ze
e
- 2n(pl)2’

A z toho plyne, ze chyba Gaussovy-Legendrovy formule muze byt vyjadiena ve
tvaru )

AR C)) 2 2 ((n + 1)1

2n+2)! 2(n+1)+1 (2(n+1))! '

Podobnym postupem lze vyjadrit chybu i pro dalsi kvadraturni formule.

Qn

R(f) =

Vipoéet integralu na libovolném intervalu [a,b] lze vhodnou substituct prevést
na vypocet na intervalu [—1,1] a poté pouzit formule (9.15).

Pfiklad 9.3. Odvodte Gaussovu-Legendrovu formuli ve tvaru

1

/ﬂ@M%AM@®+&ﬂm)

-1

Resend. Legendritiv polynom druhého stupné je tvaru
3 1
PQ(I):§I2—§
Jeho kofeny jsou xg = —\/5/3, T = \/5/3, a to jsou dva uzly kvadraturni formule.

Nejprve spocitame koeficienty kvadraturni formule integraci interpola¢niho po-
lynomu. Uzijeme vzorce (9.9), kde w(z) =1 a

_ V3
T— 3

_2v3"’
3

T+
2

s

l()(,T) = ll(fL‘) =

“f
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Koeficienty

1 1
A() = /l()(l‘)d,f = 1, Al = /ll($)d$ =1.
-1

-1
Vysledné formule je tedy tvaru
V3 V3

[ H@do = 7= 22+ £C2) + B). (9.16)

Samoziejmé, ze koeficienty Ag, A; miizeme urcit také feSenim systému (9.10):

Ao+ A1 = 1dx =2

3 3
—Aog +A1§ =

I
o

1
‘{
1
/ rdx
-1
Odtud pak ihned plyne, ze Ag = A; = 1.
Priklad 9.4. UkéZeme jesté jeden zpiisob konstrukce Gaussovych formuli. Uva-
1
zujme formuli Q(f) = Ao f(z0) + A1 f(x1) pro vypocet integralu [ f(z)dz. Vime,
-1

ze takové kvadraturni formule muZze mit nejvyse stupen presnosti 2n + 1, coz je
v naSem piipadé 3 (viz véta 9.1). Podminky pro dosazeni tohoto stupné pfesnosti
jsou dany rovnicemi R(z*) =0, k=0, 1, 2, 3, tj.

1
Ag+ A1 = /1de‘ =2
21
1
Aoxg + A127 = /LL‘d,T =0
-1
i 2
Agxs 4+ Ajz? = /x2d:1: =3
1
1
Aozzrg + Am% = /xgd:z: =0
21

Uzly xo, z1 jsou kofeny polynomu ws(z) = (z — xo)(z — 21) = 2% + a12 + az. Je
tfeba uréit koeficienty Ay, As. Postup je nésledujici:
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Vynasobime prvni z vyse uvedenych rovnic as, druhou a; tfeti jedni¢kou a secteme
je. Pak druhou rovnici vynasobime ag, tfeti a; ¢tvrtou jednickou a opét secteme:

2
az(A() + Al) + al(A()CC() + Al.’L'l) + A().’L'g + Al.%'% = 2a9+ g
2
ag(A()x() + Alxl) + al(A()CC(Q) + Al.%'%) + A().’L'(S) + Al.%'% = gal .

Vime, Ze 27 + a17; + az = 0, i = 0, 1, a proto jsou levé strany téchto rovnic rovny
nule:

2 1
0 = 20;2 4+ g = ag = —g
0 = aj .
Pak polynom ws(z) = 2? — 3, odtud zo = —@, r1 = @ Koeficienty Ay, A;

ziskdme z prvnich dvou rovnic: Ag = A; = 1.
Poznamka 5. Vime, Ze chyba Gaussovy kvadraturni formule miZe byt vyjadfena

ve tvaru
f(2n+2) (77)

b
R(f) = @n+2) /a w(z)p? ., (z) dz.

Veli¢ina f; w(x)p2 ,, (x) dz nezavisi na volbé funkce f. Je tedy pro vsechny funkce
stejnd. Vypoétéme nyni chybu kvadraturni formule pro funkci f(z) = 22"*2. Tato
chyba je tvaru

b n
R(x2n+2) — / w(x)$2n+2 dr — Z Ai.’IJ?n+2.
e i=0
Z vy$e uvedeného vztahu plyne, ze pro f(x) = 22"*2 je

b
R(I2n+2) — %/ w(x)pi+1($) dz

a odtud ,
[ @ @) do = R 2)

Vyraz pro chybu Gaussovy kvadraturni formule mtzeme zapsat takto:

(2n+2)
R(P) = L ),

Tedy napft. pro Gaussovu-Legendrovu formuli pro n =1 je

_ [9)
4!

R(f) R(2*), a € (-1,1)
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N 4 4
R(:z:4):/_1:c4 dz — <—§> + (?) = %

R(f) = 370,

kde

a odtud

Poznamka 6. Nejjednodussi Gaussova-Legendreova formule je tvaru:

1

/ F(z)dz = 2£(0) + @ . 9.17)

-1

Zde totiz n = 0, Legendriv polynom P (x) = = mé kofen z¢o = 0 a pak

1 1
Ay = /lo(x)dx = /ldzzr =2.
21

-1

Vypocet chyby R(f) v tomto pfipadé:
Je R(x?) = 2/3 a odtud

R(f) = 2 21"(8) = = f"(8), B (~1,1).

23 3
Jak uz jsme se zminili diive, obecny tvar chyby kvadraturnich formuli doka-
zal G. Peano. Ukazeme nyni na piikladé Gaussovy-Legendrovy formule myslenku
tohoto dikazu.
Méjme formuli

JECSY (—?) 7 (?) FR().

-1

Jednda se o Gaussovu-Legendrovu formuli pro n = 1. Vime, Ze stupen presnosti
této formule je N = 3. Piedpokladejme, ze f € C*[—1,1]. Uvazujme Tayloriiv

rozvoj funkce f v okoli bodu x = —1 ve tvaru
fa) = F0 + D+ )+ DD @ ez e T o),

kde zbytek r3(z) je zapsan v integralnim tvaru

ro(z) = % / FD ) (@ — 1ydt.
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Funkci f miZeme nyni zapsat takto
f(l') = P3($) +T‘3($), P; ells.

Aplikujeme nyni na takto vyjadfenou funkci danou kvadraturni formuli a podci-
tejme chybu:

Vyraz v prvni zévorce je roven nule, nebot stupen presnosti kvadraturni formule

je N =3, a tedy
) 1
— (4) _
3'/ /f y3dt | dx
-1

NE} V3
—% / FA ) <—§ —t>)3dt+ /f<4>(t) <§ —t>)3dt
1 -1

Definujme nyni funkci (z — t)i jako funkci proménné ¢ takto:

(o — 1)} — (x—1t)3 x>t

0 r<t.

Na obrazku 9.1 vidime priubéh funkeci (—? —t)? a (? — t)3. Tyto funkce se
nékdy nazyvaji ,useknuté“ mocniny a zavedli jsme je proto, aby integra¢ni meze
v pfedchozim vyjadfeni byly konstanty, coz pak umozni dalsi vypocet. Mame tedy

integral
1

f):é/ /f<4>(t)(a:—t)idt dz—

-1 1

1 \/g 3 1 \/g 3
FD ) <__ _ t) dt+ [ f@ ) <— - t) dt
/1 3 + /1 ’ +
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1.6

1.4 *

1.2+ —

0.8 —

o = ‘ >
—V3/3

Obr. 9.1: Funkce (—@ - t)i a (? — t)i

Integracni meze jsou konstanty a mtizeme zaménit poradi integrace v prvnim in-

tegralu.
1 1

R(f) = 30 /f(4)(t) /(x—t)idx dt—
1

1 3 L 3
_% /f<4>(t) <_§—t>+dt+/f(4)(t) <§—t>+dt =

1 -1

1 1 1 \/g 3 \/g 3
SN DY | (Y . Y A
3!/1 / ' P\

Vyraz
1 \/g 3 \/g 3
R.((x —t)}) = /(x —t)3dr — <—? — t) — <? — t)
+

-1

[u—y

je chyba dané kvadraturni formule pro funkei ¢(z) = (z — t)4.
Polozme nyni K (t) = 3 R,;((x — t)3) a chybu kvadraturni formule mtiZeme

zapsat ve tvaru
1

R(f) = / FODE @,
21

kde K je Peanovo jddro.
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Podivejme se nyni na vlastnosti funkce K:

1

3 3
K(t):% /(a:—t)idx—<—§—t> —<§—t>
+

—1

Z vlastnosti funkce (z —t)3 plyne, Ze

/1(96 —t)3da

Pro funkci K plati:

oo () (5
+

Vysetfeme nyni chovani této funkce postupné na intervalech [—1,—+/3/3],

[=/3/3,V3/3], [V3/3,1].

3 24

(1) te[-1,-v3/3] = K(t) = 3 <@ + (+§ + t)3 - (_3 - t)3) _ a+v*
4

(2) te[-V3/3,V3/3] = K(t) = 4 <M - (8- t)g)

(3) te[V3/3,1]= K(t) = (154?4

Prtbeéh funkce K je zachycen na obrazku 9.2. Z pfedchoziho plyne, ze funkce K
je integrovatelna a neméni znaménko. Pro vypocet integralu

R(P) = [ 190K B

l1ze pouzit druhé véty o stfedni hodnoté integralu:

1

R() :f(4)(a)/K(t)dt, ae(=1,1).

-1

1
Nyni je mozné vypocitat [ K(t)d¢, ale protoZe tento integral nezavisi na funkei
21

f, lze pouzit postupu uvedeného v poznamce 5:

1
8
R(2%) = = a soucasné R(z?) = 4! / K(t)dt.

-1
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0.01
0.009 | ]
0.008 | 4
0.007 | ]
0.006 |- .
0.005 | ]
0.004 | .
0.003 | .
o0.002| ]
0.001 | | —

o ; ‘ .
-1 —V3/3 o v3/3 1
Obr. 9.2: Pribéh Peanova jadra.
Odtud
i 18 1
/K(t)dt =S = T
1
takze

R(f) = —fD(a).

Pfiklad 9.5. Uzitim Gaussovy-Legendrovy formule (pro n = 3) vypoctéte integral

/1 dx
1 1+I27

(pfesnd hodnota je 7).

Resent.

1
/ de 2.0,651145 2.0,347855 ~ 1,5668347.

1422 T 1+ (0339981 | 1+ (0,861136)2

V naésledujici tabulce jsou uvedeny uzly, koeficienty a chyba Gaussovy-Legend-
rovy formule pron =1,2, 3.
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no| A; R(f)
+0,577350 = £ 23 1 2 f D ()

2 | 0 8 59 (2)
+0,774597 — i@ 5

3 | +£0,339981 0,651145 | s f®) (a3)
+0,861136 0,347855

Obrazky 9.3 a 9.4 ilustruji geometricky vyznam Gaussovy-Legendrovy formule.
Graf funkce je zndzornén plnou carou a graf polynomu, ktery integrujeme, je zna-
zornén carkované.

0.9 |
0.8 |
0.7 |
0.6 |

0.5 |
0.4 |
03 |
0.2 |, .
0.1 | 4

X0 X X2

—1 -0.7746 0 0.7746 1

Obr. 9.3: Gaussova-Legendreova kvadraturni formule, n = 2

Necht vahova funkce w(x) = 1/v/1 — 22, [a,b] = [—1, 1]. Polynomy, které jsou
ortogonélni na tomto intervalu s uvedenou vahovou funkci, jsou CebySevovy poly-
nomy. Kvadraturni formule pro vipodcet integralu f 1/4/1 — 22 f(x) dx se nazyva
Gaussova-Cebysevova kvadraturni formule. Tato formule je tvaru

ZA f(as) &l FEdm) l<n<l.

/_1 N TR 2m )

Nésledujici tabulka udavéa koeficienty, uzly a chybu této formule pron = 1,2, 3.
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0.9 |
0.8 |
0.7 |
0.6 |
0.5 |
04 S
0.3 |, A
0.2 | R

0.1 f 8
XO Xl X2 X3
—1-0.8611 -0.34 0.34 0.8611 1

Obr. 9.4: Gaussova-Legendreova kvadraturni formule, n = 3

1 +¥2 z =@ ()

2 0,44 5| w0
+0,92386

3 ’ s Lf(s)(n?))
10,38268 4 5160960

Vidime, Ze u jednotlivych formuli jsou vSechny koeficienty stejné a rovné
w/(n+1).

Piiklad 9.6. Uzitim Gaussovy-Cebysevovy kvadraturni formule (n = 2) vypoctéte
integral

! dx
/4 (1+22)v1 — a?

(pfesna hodnota je 7/+/2).
Resent. Je

1 dx T 1 1 1 5
o 5 + + 5| =57
1 (@22 +1)vV1i—22 3 V3 1+0 V3 7
1+ $ 14+ (%

Laguerrovy polynomy jsou ortogondalni na intervalu [0, 00) s vahou w(x) = e™*.

Kvadraturni formule pro vypocet integralu fooo e * f(x) dz se nazyva Gaussova-
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Laguerrova kvadraturni formule. Formule je tedy tvaru

* . oy (D)2
/0 et f(@) doe = Aif(xs) + 2(n+1))!

=0

fEMAI(y), 0<y<oo.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny uzly, koeficienty a chyba této formule pro
n=1723:

i A R(f)
1 0,585786 | 0,853553 | &£ ()
3,414214 | 0,146447
2 | 0,415775 | 0,711093 | & f(©)(70)
2,294280 | 0,278512

6,289945 | 0,010389
3| 0,322548 | 0,603154 | L £(®)(v3)
1,745761 | 0,357419
4,536620 | 0,038888
9,395071 | 0,000539

Pfiklad 9.7. Uzitim Gaussovy-Laguerrovy kvadraturni formule (n = 1) vypoctéte

o0
/ zte % dux,
0

(pFesnéd hodnota je 4!).
Resend.

/ rte™" dz ~ 0,853553.(0,585786)* + 0,146447.(3,414214)* ~ 20,00006.
0

Pro vypocet integralu ffooo efmzf(:c) dzx 1ze uzit Gaussovy-Hermitovy kvadra-
turni formule. Tyto formule jsou tvaru

/OO e f(x) dz = Z Aif(z5) + %J[@nﬁ)(ﬁ)a —00 < f3 < 00.

- i=0
Uzly této kvadraturni formule jsou kofer;y Hermitova polynomu ortogonalniho na
intervalu (—oo, 00) s vahou w(z) = e~* . Nasledujici tabulka uvadi uzly, koefici-
enty a chybu této formule:
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1 | £0,707107 | 0,886227 | ¥Z f(4)(3)
2 0 1,181636 | 2% f©)(3,)

+£1,224745 | 0,295409
3 | £0,524648 | 0,804914 | 2= f®)(3;)
+1,650680 | 0,081313

Piiklad 9.8. Uzitim Gaussovy-Hermitovy kvadraturni formule (n = 3) vypoctéte

integral
o 2
/ |z]e™ du,
—o0

(pFesna hodnota je rovna 1).
Resend.

/ 7| e~ dz ~ 2(0,524648.0,804914 + 1,650680.0,081313) ~ 1,1130364.

— 00

vvvvvv

toucim poctem uzla konverguje posloupnost Gaussovych formuli k presné hodnoté
integralu. Tuto vlastnost nemaji vsechny kvadraturni formule, obecné totiz neni
splnén predpoklad, Ze soucet absolutnich hodnot koeficienti je stejnomérné ohra-
ni¢eny pro vSechna n. Pro Gaussovy formule vSak tento pfedpoklad splnén je —
viz véta 9.5b (podrobnéji viz [18], [20]).

Gaussovy formule tvofi velmi dilezitou tiidu kvadraturnich formuli. K jejich
zhodnoceni a pouziti se vratime v zavéru této kapitoly.

UkéazZeme nyni na ptikladech nékteré dalsi zajimavé vlastnosti Gaussovych for-
muli.
Uvazujme integral

= 1wx¢x
J_[q()ﬂ@+fF@d’ (6.18)

kde vahovéa funkce je sudé a funkce f neni licha. Pocitejme tento integral. Substi-
tuce y = —x vede na integral

e f(=y)
/= /_1w(y)f( d-
Odtud

= 1’[1}1'&1' 1’[1}1'&1'_ 1’[1}1' X
ZJ_KJ()ﬂ®+fF@d +[4()ﬂ@+fF@d S RGE
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J = l/1 w(x) dz. (9.19)

Necht nyni w(z) = 1, pak J = 1 a vypoc¢téme tento integral pomoci Gauss-
ovych-Legendrovych formuli. Polozme

W
PO = @ o

Je

n

QUF) = Y AiF (@) = 3 D A (i) + F(-a)) =
=0

=0

N =

1=0

tj. Q(F) = J. To znamen4, ze Gaussova-Legendreova formule dava pfesnou hod-
notu integralu. Zde jsme pouzili skutecnosti, zZe uzly x; jsou symetricky rozlozeny
vzhledem k bodu 0 a koeficienty odpovidajici symetrickym uzlim jsou stejné (véta
9.3). A déle, vime, Ze pro koeficienty Gaussovych formuli plati

n 1
ZAi = / w(z) dz,
i=0 -1

coz znamena v pripadé Gaussovych-Legendrovych formuli

1=0

Priiklad 9.9.
1 1
d T
a)J:/ 75”:/ — % _de=1,
1 1 + e—2;E . et + e

! dx ! e’ T
b) J = - de =T
1 V1 —a22(1 + e 2%) 1 V1 —22%(e® +e7 %) 2

§ 9.3. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Nyni se budeme zabyvat kvadraturnimi formulemi, pro které jsou piedepsany
vsechny uzly. Podrobné vySetfime pfipad ekvidistantnich uzld.
Necht je tedy ddno déleni intervalu [a, b]:

a =rg<x1<...<xp =0,

x; =x0+ih,i=0,1,....,n, h=(b—a)/n.
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Necht nejdfive P, € II, je Lagrangeiv interpola¢ni polynom pro body

(4, f(x;)), i=0,1,...,n. Stejnym zpisobem jako ve vété 9.2 dostaneme formuli
b n 1 b

[ @i ar=3 4t + gy [ 0@ @@ ar 920)

Cisla A; = f; w(x)li(z)dz, i =0,1,...,n, se nazyvaji Cotesova &isla a jsou tabe-

lovana. Uvedend formule se nazyva Newtonova-Cotesova formule uzavieného typu,
v tomto pripadé integracni meze jsou uzly kvadraturni formule. Zfejmé je stupei
presnosti této formule alespon n. V nékterych pfipadech lze vyjadieni chyby zjed-
nodusit ([1], [8], [18]). Je-li vahova funkce suda vzhledem ke stfedu s = (a + b)/2
a Cislo n je sudé, a protoze uzly jsou v tomto pfipadé symetricky rozlozeny vzhle-
dem ke stfedu s, je podle poznamky za vétou 9.3 stupen pfesnosti této kvadraturni
formule n + 1. To znamena, ze ve vyjadieni chyby bude vystupovat f("*2). Toho
lze dosdhnout integraci per partes chybového ¢lenu (viz poznamka 4).
Uvedeme nejjednodussi typy téchto formuli (w(z) = 1).

a) Necht n = 1. Funkci f aproximujeme polynomem P; € IIy, tj.

F@) = T2 0) - T2 gy ¢ C AN gy

—a

Integraci

[ @y de =222 @ + o) + 5 [ @ a)a - 7€) do.

Spocitejme nyni chybu

1 b
R =5 [ @=a)e-nf(©) d
Za predpokladu, Ze f” je spojitd na intervalu [a,b], lze uzit druhé véty
o stfedni hodnoté integralu, nebot funkce u(z) = (2 — a)(z — b) neméni
znaménko na intervalu [a, b]. Chybu lze nyni vyjadfit takto:
f// n b b—a)d
r) =10 [ ae—naw =L, a<n<n

Vysledna formule je tvaru

[ 4=t 0@+ s - rw e

Kvadraturni formule Q(f) = 1(b — a)(f(a) + f(b)) je obsah lichob&Znika,

a proto se tato formule nazyva lichobéznikové pravidlo.
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b) Necht n = 2. V tomto pfipadé aproximujeme f polynomem P» € II5, neboli
f nahradime parabolou. Vyslednd formule je tvaru

o=t (s (432 +00) - (552 s
(9.22)

Toto pravidlo se nazyva Simpsonovo nebo také parabolické pravidlo. Dikaz
viz cviceni.

Piiklad 9.10. Uzitim a) lichobé&znikového, b) Simpsonova pravidla vypoctéte in-

tegral
/1 dz
o 1422
(pfesnd hodnota je 7).
1
dx 1 1 3
— ~ — 1 — —
a)/o 1+ a2 2( +2) 1

1
dz 1 4 1 47
b —— = (l4+4-+ =] ==
)/Ol—i-acz 6<+5+2) 60
Na obrazku 9.5 vidime pribéh integrované funkce a plochy ohranic¢ené ¢arkova-

nou kfivkou, které se pouzivaji k pribliznému vypoctu integralu lichobéznikovym
a Simpsonovym pravidlem.

Obr. 9.5: Lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo pro funkei f(z) = H%

Aproximujme nyni funkci f interpola¢nim polynomem v bodech x1, ..., z,_1,
tj. pouze ve ,vnitinich“ uzlech intervalu [a, b]. Stejnym zptisobem jako diive ob-
drzime formuli

’ S 1 ’ (n—1)
/a o) de = 32 S + gy / (@) wnr (2) O (€) e,
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kde A;,i=1,...,n, jsou opét Cotesova c¢isla. Tuto kvadraturni formuli nazyvame
Newtonovou-Cotesovou formuli otevieného typu, integracni meze nejsou uzly kva-
draturni formule. Zfejmé je stupen presnosti této formule alespon n — 2. Je-li opét
vahov4 funkce sudé vzhledem k s = (a+b)/2 a n je ¢islo sudé, je presnost formule
n—1.

Odvodime nyni nejjednodussi formuli tohoto typu (w(z) = 1, n = 2). Vahova
funkce je v tomto pripadé suda a ukéazeme, ze presnost této formule je 1.

Funkci f aproximujeme interpola¢nim polynomem P, € Il v bodé ((a +

/2, 1((a+)/2),
@ =1 (5)+ (o= 50) 1o, e=ca

2
(Po(x) = f((a +b)/2)). Integrujeme:

[ 52 o23) r
:@_a)f(“;b) +/: (f— gb) f1€) da.

Vypocteme nyni chybu

b
a+b
)= [ (o550 ) roa
Tento integral budeme pocitat metodou per partes a to takto:
¥ b
we) = [ (-5 ) @ ot = 1)

W) = (- 252, v =0 e,

(pro vypocet v’ jsme uzili véty 7.1). Je ziejmé u(z) = (x — a)(x — b)/2 a u(a) =
u(b) =0 a u(zr) <0 pro Vz € [a,b]. Pro nas integral mame

R(P) = [ule)o(a)ls ~ [ u@p'(@)de =3 [ (@ = a)a b)) do

Za predpokladu, ze f € C?([a,b]), lze uzit druhé véty o stiedni hodnoté integralu,
nebot funkce © neméni znaménko na tomto intervalu:

ges b —a)3
) =-L2 [e-ae-pa = L), e @

Vysledna formule

f"(m)

/ab @) do = (b— )f <a —2|— b) N (b ;4a)3
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se nazyvé obdélnikové pravidlo, nebot Q(f) = (b—a)f((a+0b)/2) je obsah obdélnika
o stranach (b —a) a f((a +b)/2).
1
Pfiklad 9.11. Uzitim obdélnikového pravidla vypoctéte [1/(1+ 2?) dz. (presné
0

hodnota je w/4.)
Resent.

1
dx 1
~1 =4/5.
/0 14 a2 1+1/4 /

Nésledujici tabulky ukazuji piehled nejuzivanéjsich Newtonovych-Cotesovych
kvadraturnich formuli.

Newtonovy-Cotesovy formule uzavieného typu:

b —a —a)?
L[ s ar= 500 + ) - C ), a<ar<b

[t (o (252) o) (52) £

a<ag<b

b
3. | f(z)dz = b-a <f(a)+3f <a+b_Ta>+3f<a+2b;a>+

3 (b—a\’ 4
+f(b))_%(T> W (as), a<az<b

b
4. / f(z)de = bg_o" (7f(a)+32f <a+ bjTa) +12f (a+ b_Ta) +
b—a b—a\' 8

a<ag<b
Formule 3. se také nazyva Newtonovo pravidlo nebo pravidlo 3/8.
Newtonovy-Cotesovy formule otevieného typu:
b 3
b b—
5./f(:c)dx_(b—a)f<a_2|— )—I—( 24a) 1 (as), a<as<b

6. /abf(x)dx—b;a <f<a+b_Ta)+f<a+2b;“>)+

_ 3 en
+<b CL> f(OZG)7 a<O[6<b

1
5
a+3b_“)>+§<b_a) fHar), a<ar<b
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b —a —a —a
8./f(x)d:c:b24 <11f<a—|—bT>+f<a+2bT)+
+f(a+3b_Ta> +11f<a+4b;a)>+

95 (b—a\®
90 (4)
+ i ( s > Y (as), a<ag<b

Priklad 9.12. Na zavér tohoto odstavce uvedeme zajimavy priklad. Uvazujme
integral

sin? zdx,

O\m\:\

jehoZ pfesnéd hodnota je 7/4. UkéZeme, Ze vSechny Newtonovy-Cotesovy formule

LR

0.9 - —

o.8 =

0.7 - =

0.6 - =

0.5 -

o.a -

0.3

o.2

0.1

o L
o va V2

Obr. 9.6: Integrace funkce f(x) = sin? z.

dévaji pfesnou hodnotu 7/4:

Vime, ze uzly Newtonovych-Cotesovych formuli jsou ekvidistantni a jsou syme-
tricky rozlozeny vzhledem ke stfedu s intervalu [a,b]. V naSem piipadé s = 7 /4.
Vsechny tyto formule maji stupen pfesnosti N > 1, a tedy zejména pro funkci

f(x) =1 plati

jus
2

0 =0 =0 2

Na druhé strané z vlastnosti funkce f(z) = sin®z, = € [0,7/2] plyne opét ze
symetrie uzli vzhledem k bodu s = 7/4, ze

f@a) + f(m/2 —2i) =1.
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Ziejmé plati z; = in/2, xp—; = 7/2 — x;, a odtud

n n

SO A () = 2 S A () + Fr/2 - 22)) =

l\’)l»—~

n
2 =32 4
i=0 i=0 i=0
nebot koeficienty odpovidajici symetrickym uzltim jsou stejné.
Podivejme se jesté na vypocet tohoto integralu pomoci Gaussovy-Legendrovy
formule (9.17). Nejd¥ive je tfeba uzit substituce tak, abychom dany integral pie-
vedli na integral s mezemi —1, 1.

O\MH

1
1)
sin2xdx—'y——:17—l‘ g/sm y+ dy.
-1
Nyni tato formule d4 hodnotu

1
1
il /sin2 Mdy = T ogin?
-1

s
4 4 4 4 4

Dostali jsme opét pfesnou hodnotu. Gaussova-Legendreova formule je totiz pro
pfipad n = 0 totozna s obdélnikovym pravidlem pro interval [—1, 1]!

§ 9.4. Lobattova kvadraturni formule

Zminime se strucné o pripadu, kdy jsou pro kvadraturni formuli predepsany pouze
nekteré uzly. Problematiku objasnime pro integral

If)—/llf(:r)d:r

Nasim tkolem je najit kvadraturni formuli tvaru

Q(f) = Aof (- +ZAfxl+Anf<>

=1

Celkovy pocet nezndmych je 2n: uzly x1,...,x,-1 a koeficienty Ag, Aq,..., A,.
Lze ocekavat, Ze presnost takové formule bude 2n — 1, nebot miZeme pozadovat
splnéni nasledujicich podminek:

1 n—1
/ 2P de=Ag(-1)" + > Aiaf + 4,  k=01,....2n-1
-1 i=1

Necht nyni P, € II; je interpola¢ni polynom pro funkci f v bodech -1, 1; je
ziejmé
1—x 1+
-1
(1) +

Pi(z) = f(D).
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Dany integral vyjadrime ve tvaru
/ Py (z)dz + / f@) = Pi(@) w(z) dz (9.23)
1 - x2 ’

kde w(z) = 1 — 22
Nyni pro vypocet druhého integralu sestrojime Gaussovu kvadraturni formuli
s vahou w(x):

/ S 1_$2 J@ = R@) 0y e 0 Y 4,10 ZBiled), (9.24)

1—x:
i=1 i

Zde A; jsou koeficienty Gaussovy kvadraturni formule pro vahovou funkci w(x)
1—-2%axy, ..., z,_1 jsou kofeny ortogonalniho polynomu s vahou w(z) = 1 —
na intervalu [—1,1].

Pfipominame, Ze z vlastnosti ortogonalnich polynomu plyne, ze x; # =+1,
t=1,...,n — 1. Vypoéteme-li pfimo integral v (9.23), dostaneme poZadovanou
kvadraturni formuli

72

/f )da ~ Ao f(— +ZAfo+Anf() (9.25)
kde
A; = Ai i=1,....n—1,
1—a?

AOZl_ZA l—l—:cZ

n_l_ZA 1—xl

Tato formule se nazyva Lobattova kvadraturni formule. Koeficienty a uzly této
formule jsou tabelovany a lze je najit napf. v [18]. Lze ovétit, Ze tato formule m4
pfesnost 2n — 1 a chybu lze vyjadfit ve tvaru ([18]):

£ ()

1
/ wap () dz, T € (-1,1),
-1

wan(z) = (22 = 1)(z — 21)%...(# — x,—1)%. (Pro odvozeni tohoto vztahu lze uzit
Hermitova interpola¢niho polynomu.)

Priklad 9.13. Pro n = 3 je Lobattova kvadraturni formule tvaru

| taar=g <f(—1) +5] (—?) +5f (?) +f(1)> -

2
—mf 6)(77)7 ne(=1,1).
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Vypoc¢itame pomoci této formule integral:

1

d 11 1 1 1
/1—$2z6 5 t5 S +5 +5 | =155
T

najdéte formuli ve tvaru

Q(f) = Aof (1) + A1 f(21).

Reseni: Lze ocekavat stupeti presnosti N > 2. Z podminek R(2°) = R(z') =
R(z?) = 0 plyne

Ag+A1 = 2
A()(_l) +Aiz1 = 0
2
AQ(_1)2 + All'% = g .
Polynom w(x) = (x +1)(x — x1) = 2% + a17 + az mé kotfeny x¢g = —1, z1. Je tieba

urcit kofen x;. Jako u odvozeni Gaussovy formule vynasobime prvni rovnici as,
druhou ay, tfeti jednickou a secteme. Vysledkem je rovnice

2
2a2 + g = 0 .
Odtud az = —1/3. Polynom w(z) = 2? 4+ a;x — 1/3 mé kofen zp = —1 tedy

1—a; —1/3 =0 odkud a; =2/3 a kofen x; = 1/3.
Koeficienty Ag, A; uréime z prvnich dvou rovnic: Ag = 1/2, 4; = 3/2. Vy-
sledna formule je tvaru

1 3.1
=-f(-1)+-f(5).
QU =371+ 5/()
Koeficienty této formule lze rovnéz ziskat integraci interpola¢niho polynomu v bo-
dech 9 = —1, z; = 1/3. Odtud pak snadno ziskdme vyjadieni chyby

1

R = [ prgar, 6= e

-1
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§ 9.5. CebySevova kvadraturni formule

Podivejme se nyni na kvadraturni formuli z vypocetniho hlediska. Formule

n

b
[ )@ dom Y- ifa)

=0

pozaduji (n+ 1) ndsobeni a n séitani. Jestlize vSak jsou vSechny koeficienty stejné,
tj. A= A;,1=0,1,...,n, pak je tfeba pouze jedno nasobeni a n s¢itani.
Kvadraturni formule tohoto typu

b
/ w(z) f(z) do ~ AZ £ () (9.26)

se nazyvaji Cebysevovy kvadraturni formule. Tyto formule maji jesté dalsi uzitec-
nou vlastnost, a to:

Jsou-li ddny hodnoty f(z;) s chybami ¢;, pak vysledna chyba zptsoben4 t&émito
nepfesnostmi bude nejmensi pravé v pfipadé, kdy A = A;,i=0,1,...,n.

V uvedené formuli (9.26) mame k dispozici (n + 2) ,volnych®* parametrit —
koeficient A a uzly xg,x1,...,%,. Lze ofekavat, Ze presnost formule bude n + 1;
muzeme totiz pozadovat splnéni rovnic

b n
/ 2w (z) dx:Afo, k=0,1,...,n+ 1. (9.27)

Z prvni rovnice ihned plyne

1 b
A = / w(z) da.
n+1/,

Ale fesit soustavu (9.27) neni jednoduché zalezitost. Pro interval [—1,1] a va-
hovou funkci w(x) = 1 fesil tuto tlohu P. L. CebySev a nalezl feseni pro n =
0,1,2,3,4,5,6. Pro n = 7 dokézal, Ze uzly x; jsou komplexni ¢isla.

Timto problémem se rovnéz zabyval S. N. Bernstejn a ukazal, Ze pro n > 8
nem4 tato tloha feseni ([2]). Tedy pro interval [—1,1] a vahovou funkei w(z) =1
lze sestrojit CebySevovy formule pro n = 0,1,2,3,4,5,6,8 a tyto formule jsou

tvaru
n

! 2
[ @ = g S e + RO,

Chybu této formule lze vyjadrit napf. uzitim Peanovy véty ([8], [5]).

I kdyz Cebysevovy formule uvedeného tvaru lze sestrojit pouze pro maly pocet
uzli, je tento polet dostatecny, nebot jak ukdzeme déle, uzivime obvykle kvadra-
turnich formuli nizsich fada.
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Piiklad 9.15. Odvodte Cebysevovu kvadraturni formuli ve tvaru

1

/ F(@)de ~ A(f(z0) + f(z1) + f(z2)).

-1

Reseni: V tomto ptipadé miZe byt stupeii piesnosti N > 3. Ze vztahii R(20) =
R(xl) = R(xQ) = R(IB) = 0 dostavame

A +29+29) = 2
A({EO —|— X1 —|— IQ) = 0
(9.28)
A(af +af+a3) = 3
Al +a3+23) = 0.

Z prvni rovnice plyne, ze A = 2/3. Necht nyni ws(z) = (z — xo)(x —21)(z — z2) =
2%+ a12% 4 azx + a3 je neznadmy polynom, jehoz kofeny jsou prave uzly zo, 1, To.
Déle prvni rovnici vynasobime ag, druhou as, tieti a1, ¢tvrtou jednickou a secteme.
Vysledkem je rovnice

2
2a3 4+ -a1 =0.
3t 3m
7 Newtonovych vztaht mezi kofeny a koeficienty plynomu plyne:

a
I0—|—I1—|—I2:—a—, kdea():].,
0

takZe z druhé rovnice systému (9.28) plyne, ze a; = 0. Tedy také a3 = 0. Koeficient
as ur¢ime opét pouzitim Newtonovych vztahi:

az
Tox1 + T1T2 + o2 = a— . (929)
0
7 vyse uvedené soustavy rovnic plyne
To+ T +T2 = 0
a:g + x% + x% = 1.

Odtud
(x0—|—x1—|—x2)2—(:17(2)—|—:17%—|—:17§) =-1 =

1
= 201 + T1X2 + XXy = —5 .

A 7 (9.29) plyne, ze ag = —1/2.
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Polynom ws mé koeficienty : ap = 1, a1 = 0, aa = —1/2, ag = 0, tedy w3 =
2% — 1/2 a kofeny tohoto polynomu jsou

V2 V2
,T():—T, .”[,'1:0, $2:7.
Vysledné formule je tvaru
QN = 2=+ 10)+ D).

Chybu této kvadraturni formule lze spocitat integraci chyby pii interpolaci poly-
nomem P, € Il v uzlech —\/5/2, \/5/2:

1

[ ala? = DI eleds = 51V
1

a pouzit podobného postupu jako pri odvozeni chyby obdélnikového pravidla.
P¥iklad 9.16. Uzitim Cebysevovy formule

1
[ swar=2 lf <—§> FHO) 4 (?)

vypoctéte integral
/1 da
1 1 + xz ’

1
— 4 -1 1
+ 350l ) <n <1,

jehoZ presné hodnota je m/2.
Resend.

~ = +1l+——eg | =—- =155
2 2 2 )
21+ 3 1_’_(_@) 1_’_(@) 9

Pro ilustraci uvedeme jesté dalsi formule Cebysevova typu

f< \/§> +f<§> +F15f(4)(a), -l<a<l,

/1 dz 2 1 1 14 _

3

o [ rma (B2 [
n=3: [1f(x)dx 5 f 3% +f E +

V5 —2 V5 +2
3V5

n=1: /_llf(:c)d:c

2
(6)

—1<a; <l

+f
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Vidime, ze pro n = 1 dostavame formuli totoznou s Gaussovou-Legendrovou
kvadraturni formuli. Tento vysledek bylo mozné ocekavat a je diisledkem toho, ze
v této formuli jsou oba koeficienty stejné.

§ 9.6. Slozené kvadraturni formule

s
/ sin z dz,
0

jehoz presnd hodnota je 2. Vypocitejme nyni tento integral lichobéznikovym pra-
vidlem:

Uvazujme integral

Q(f) = g(sinw—i—sinO) —0.

Vysvétleni spociva v tom, Ze lichobéznik v tomto pfipadé degeneruje v tisecku
[0, 7].

Rozdé&lme nyni interval [0, 7] na dva subintervaly [0, 7/2], [7/2, 7] a na kazdém
z nich aplikujme lichobéznikové pravidlo:

T % T
/ sinxdx:/ sinxdx—i—/ sinz dx ~
0 0 =

2

NW(, 0+ si 7T)+7r(, 7r+, )77r
i sin sm2 1 sm2 sinm =5

Pii rozdéleni intervalu na ¢ty¥i subintervaly délky 7/4 dostaneme

/” . V2+1
sinz dzr = .
O 4

Uvedeny postup lze aplikovat i na dalsi typy kvadraturnich formuli. Postupu-
jeme pritom takto:

Dany interval rozdélime na M subintervalii a na kazdém z téchto subintervalid
aplikujeme kvadraturni formuli @Q(f). Tim je déna na intervalu [a, b] nova kvad-
raturni formule, kterou budeme nazyvat sloZenou kvadraturni formuli a budeme
psat

QM(f)=>_ Q).

Pokud je déleni intervalu [a,b] ekvidistantni s krokem h, budeme rovnéz uzivat
oznaceni Qp(f), h=(b—a)/M.

Nyni se budeme podrobnéji zabyvat slozenym lichobéznikovym pravidlem,
které patii k nejuzivanéjsim formulim tohoto typu.

Necht je ddno déleni intervalu [a, b]:

a ::Z?0<$1<...<IMZZ),
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pfiéemz x;11—x; = h,i=0,1,..., M —1, h > 0. Na kazdém subintervalu [x;, z;1+1]
aproximujeme lichobéznikovym pravidlem integral

LTi+1 3
[ f@ e = 0@ + S - 116, w6 <,

Pro dany integral dostaneme

M—1 %H p M1 3 M—
/f dx—Z/ v = 23 () + fai) - Z 16,
i=0 i=0
(9.30)
Podivejme se nyni na chybu této aproximace. Je
h3 M-1
"
= —— 7). . 1
f) 12;f(€) (9:31)

Piedpokladejme, ze f” je spojitd v [a,b] a polozme L = maxga<z<p f”(z), | =

minagxgb f”(:l?). Pak
M-1

<> &) <ML

=0

1 M-—1
<42 flEe) <L
1=0

Nyni, protoze f” je spojitd, musi nabyvat kazdé hodnoty mezi svou maximalni
a minimdlni hodnotou na intervalu. Odtud plyne, Ze existuje takové £ € [a, b], Ze

S

-1

f7(&)-

Sis

(€)=

Il
=]

Kdyz se vratime k vyjadfenim (9.30), (9.31), lze zapsat chybu ve tvaru

rip=-L g

a aproximaci integralu sloZenym lichobéznikovym pravidlem

[ )= Bis0) #2600+ 25 0) + S~

_\3
(imﬁ f1€),  a <g<b.

(9.32)

Tedy
QY() = 5 (F (o) +27() + .+ 2 (enr) + Faar).
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Obr. 9.7: Slozené lichobéznikové pravidlo, f(z) = 1/(1 + x2), Q(f) = 1,55

Poznamka 8. Z tvaru chyby v (9.32) je vidét, Ze s rostoucim poctem intervall
konverguji aproximace k pfesné hodnoté integralu.

Geometricky vyznam slozeného lichobéznikového pravidla ilustruje obr. 9.7,
kde M = 4. Graf dané funkce je vyznacen plnou ¢arou, odpovidajici lichobézniky
jsou vyznaceny carkované.

Pti aplikaci slozeného lichobéznikového pravidla je vihodné polozit M;, = 2F,
k =0,1,2,... a po¢itat postupné hodnoty formuli Q*(f), k = 0,1,..., tj. na
kazdém kroku zdvojnéasobit pocet subintervali. Vyhodou tohoto postupu je sku-
teCnost, Ze jiz jednou vypoctené hodnoty funkce f se pouziji ve vSech dalsich
krocich. Tuto vlastnost obecné kvadraturni formule nemaji, napf. pfi pouziti slo-
zenych Gaussovych formuli, je tieba vzdy znovu spoc¢itat vSechny funkéni hodnoty.

Pro toto déleni intervalu muzeme zapsat slozené lichobéznikové pravidlo ve
tvaru, ktery je vhodny zejména pro uziti na pocitaci. Snadno lze totiz ukazat, ze

27«:71 l_
R N RS = DF] (R~  0) | R CES
=0

kde My, =2% k=0,1,...
Diikaz tohoto vyjadfeni ponechdvame do cviceni.

Rozdélme nyni interval [a,b] na 2M subintervali s délicimi body a = xy <
1 < ...<woy =b, ki —x;—1 = h, h = (b—a)/2M. Na kazdém subintervalu
délky 2h aplikujme Simpsonovo pravidlo. Vysledna formule

/abf@c)dw:

M-1 M

Fla)+2 3 flag)+4>  flaz1)+ f)| —

j=1 j=1

w| =
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b—a 4 £(4)
mo S, a<n<b,

se nazyva sloZené Simpsonovo pravidlo.
Vyraz pro chybu se odvodi stejnym zptisobem jako u slozeného lichobézniko-
vého pravidla.

0.1 + B

° -1 -0.75 -0.5 -0.25 (0] 0.25 0.5 0.75 1
X

Obr. 9.8: SloZené Simpsonovo pravidlo, f(z) = 1/(1 + z2), Q(f) = 1,5667

Obr. 9.8 ilustruje geometricky vyznam slozeného Simpsonova pravidla pro
M = 2, tj. h = %, tj. interval [~1,1] rozdélime na 4 subintervaly délky h = 1
a na 2 subintervalech délky 2h = 1 aplikujeme Simpsonovo pravidlo. Grafy dvou
pfislusnych parabol jsou vyznaceny ¢arkovane.
Nyni opét uvedeme zajimavy priklad tykajici se aplikace slozeného lichobézni-
kového pravidla.
Mg¢jme integral
1
f (@)
K= / —— duz. (9.34)
o fl@)+ f(1-=2)
Obdobnym zpiisobem jako pti vypocétu integralu (9.18) lze ukdzat, ze K = % Apli-
kujme nyni slozené lichobéznikové pravidlo na vypocet tohoto integralu. Polozme
[0 p—C)
f@)+f(1—=x)
Je jasné, ze
Fz)+ F(1—z)=1. (9.35)
Dale vime, Ze uzly déleni jsou ekvidistantni a zp;—; = 1 —a;, h = 1/M. Aplikujme
nyni slozené lichob&znikové pravidlo na funkci F(z). Je
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= ﬁ (%F(ZEO) +F(:Z?1) +"'+F(IM71) + %F({EM) +

1 1
-|-EF(I—:co)—|-F(1—a:1)—|—...—|—F(1—:cM1)+§F(xo))
Vezmeme-li v tivahu (9.35), dostaneme
1 /1 1 1
M
Fy=—|-4+M-1)+2-) ==
() = 537 (5+ 00 -1 +3) =3

Vidime, ze slozené lichobéznikové pravidlo dava presnou hodnotu integralu K.

§ 9.7. Adaptivni kvadraturni formule

Jak jsme jiz uvedli, slozené kvadraturni formule obvykle uzivaji ekvidistantniho
déleni intervalu. Ale tento postup neni vhodny v piipadé, kdy integra¢ni inter-
val obsahuje jak subintervaly, kde funkce znacné osciluje, tak také subintervaly,
kde funkéni hodnoty se neméni pfilis rychle. To znamend, Ze v prvnim pfipadé je
vhodny mensi krok déleni, aby pfislusna kvadraturni formule vhodné vystihla cho-
vani funkce, v druhém ptipadé krok déleni muze byt vétsi. Efektivni metody, které
mohou prizpusobit délku kroku variaci funkce, se nazyvaji adaptivni kvadraturni
formule.
V systému MATLAB jsou uvedeny dvé metody tohoto typu:

1) QUAD — adaptivni kvadraturni formule zaloZena na Simpsonové pravidle,

2) QUAD 8 — adaptivni kvadraturn{ formule zaloZena na pravidle 3/8.

Vysvétlime struéné podstatu metody QUAD. Je tieba aproximovat integral

b
1(f) = / f(z) da

s chybou mensi nez ¢, ¢ > 0. Ozna¢me S(a,b) Simpsonovo pravidlo pro interval
[a, b],

S(a,b)zg(f(a)+4f(a;rb>+f(b)), ="
Pak . 5
/ f(z) dz = S(a,b) — %f(‘l)(r), a<T<b. (9.36)

Aplikujme nyni slozené Simpsonovo pravidlo pro dva subintervaly [a, (a + b)/2],
[(a+b)/2,b], tj. krok déleni je hy = h/2 = (b—a)/4. Aproximace integralu je nyni
tvaru

/abf(x)dx_ g (f(a)+4f (a+g> +2f(a+h)+4f (a—i—;h) +f(b)> _

h\*b—a
—(Z) T2 @5 = < b
<2> 180f (), a<T<h.

(9.37)
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Polozme

s(a,"T”> :%(f(a)+4f (w%) +f(a+h)>,
s(“%%) - % (f(a+h)+4f (a+gh) +f(b)>.

Vztah (9.37) mtZeme nyni zapsat ve tvaru

/f )dz = S ( “+b)+s<a;b,b> 1690f<4() (9.38)

Piedpokladejme nyni, ze f(*) se piflis neméni v [a,b], tj. pfedpokladejme, Ze
fW (1) = f4(F). Za tohoto predpokladu vztahy (9.36) a (9.38) implikuji

a+b a+b L h°
S(a, 5 )+S< 5 ’b>_E%f (1) = S(a,b) —

h® 16 a+b a+b
— W)= a,b) — a,—— | — —_— .
90/ (T)”15<S(’b) S<’ 2 > S( 2 b))

Uzijeme-li tohoto vyjadfeni ve vztahu (9.38), dostaneme

2)de— S < “—er) S(a;b,b) ~
zwysw) (o2 s(2220)|

Tento vztah znamena, Ze soudet (S(a, (a+b)/2)+ S((a+b)/2,b)) aproximuje dany
integral 15krat 1épe nez (tentyz soucdet) aproximuje hodnotu S(a,b).

To znamena, ze S(a, (a+b)/2)+S((a+0b)/2,b) bude aproximovat integral I(f)
s presnosti ¢, za pfedpokladu, ze S(a, (a +b)/2) + S((a +b)/2,b) se lisi od S(a,b)
o méné nez 15¢, tj. je-li

b b
‘S(a,b)—8<a,a;— >—s<“; b)‘ < 15e, (9.40)

h5
(4)
55 /).

Odtud

(9.39)

pak
-5 (0 22) -5 (200) < o

Je-1i tedy splnéna podminka (9.40), je integral aproximovan s dostateénou pres-
nosti.

Jaka je tedy zakladni myslenka programu QUAD? Testujeme, zda je splnéna
podminka (9.40). Je-li splnéna, je integral aproximovan s dostateénou presnosti.
Jestlize podminka (9.40) neni splnéna, aplikujeme vySe uvedeny postup na kazdy
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subinterval [a, (@ + b)/2], [(a 4+ b)/2,b] zvlast a pozadujeme, aby chyba byla na
kazdém z téchto subintervalt mensi nez /2. Pak je celkova chyba mensi nez e.
Je-li chyba aproximace na nékterém ze subintervalll véts$i nez /2, pak se opét
rozdéli tento subinterval na dva intervaly a pozaduje se, aby chyba aproximace
na kazdém z nich byla mensi nez /4. Postup opakujeme tak dlouho, pokud neni
dosazeno pozadované piesnosti.

Obr. 9.9 ilustruje pouziti adaptivni formule QUAD. Na ose x jsou vyznaceny
koncové body intervald, které odpovidaji déleni pfi realizaci procedury QUAD,

tolerance 0,03, Q(f) = —1,413.

a0 -

—40 + 4

3
Obr. 9.9: QUAD pro vypocet integralu f % sin %dm
1

Program QUAD 8 je konstruovan podobnym zpusobem zaloZenym na pravidle
3/8.

§ 9.8. Rombergova integrace

Lze ukéazat ([5], [18]), Ze slozené lichobéznikové pravidlo s krokem h muzeme vy-
jadrit ve tvaru

b
Qn(f) :/ f@)de + erh? + coh® + .o+ cnh®™ + a1 (R)RP™ T2 (9.42)

kde |apm41(h)| < Ay pro véechna h = (b—a)/M, M =1,2,...
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Na tomto vyjadfeni je zaloZena velice uzitetna a elegantni Rombergova kvad-
raturni formule. Posledni ¢len ve vyjadieni (9.42) je relativné maly a miZeme jej
tedy zanedbat,

m b
Q=1+ Yo, 1) = [ 1) an (9.43)
i1 a
Polozme
Po(y)=I(f)+cay+...+cny™. (9.44)

Je ziejmé P, € I, Pn(0) = I(f). Nasim tukolem je najit pfibliznou hodnotu
P,,(0). Budeme postupovat takto:
Z (9.43) a (9.44) plyne ptiblizny vztah

P (h®) = Qn(f). (9.45)
Uvazujme nyni posloupnost {Ax} déleni intervalu [a,b]; Ag: ©; = xo + ihy,

i=0,1,....,k, 50 =a, z, = b, hy = (b—a)/2F, k=0,1,...,m. Necht Qp, (f) je
hodnota lichobé&znikového pravidla odpovidajici kroku hy. Podle (9.45) je

Pp(hy) =~ Qn,(f), k=0,1,....,m. (9.46)
Pro funkci Py, (y) zndme (piiblizné) hodnoty v (m + 1) riznych bodech yi, = h} =

((b — a)/2%)2. Sestrojime pro tyto hodnoty (yx, Pm(yx)), k = 0,...,m, piislusny
Lagrangetiv interpola¢ni polynom:

Prn(y) =Y @) Pulyr) = Y le(y)Qn, (),
k=0 k=0
kde l;, k = 0,...,m, jsou fundamentédlni polynomy (rovnost plyne z jednoznac¢nosti

interpola¢niho polynomu). Spo¢itejme hodnotu P,,(0):

Pp(0) ~ > Ik(0)Qn (f) = Y dkQn,(f),
k=0 k=0

kde jsme polozili l5(0) = di, k = 0,1,...,m. Pro vypoéet daného integrilu jsme
nalezli formuli

b m
[ @ de x> du (6)
a k=0

kterou nazyvame Rombergovou kvadraturni formuli.
Rombergova formule patf{ mezi tzv. extrapola¢ni metody, nebof hodnotu
P,,(0) jsme ziskali extrapolaci (bod 0 lezi vné intervalu [h2 , h3]).

Poznamka 9. Vypocet integralu Rombergovou formuli 1ze velmi efektivné provést
uzitim Nevillova schematu pro iterovanou interpolaci.
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Polozme nejdtive Qp, (f) = Tko, K = 0,...,m. Vypocet lze uspoiadat do na-
sledujici tabulky (stejné jako u Nevillova schematu):
hi Too
h? Tho T11
h3 T To T
h3 T3 T3 T32 Ts3

kde (viz Nevillovo schema, kap. 6)

Tiiy) = (y— yifj)Ti.,jfl(y) —(y— yi)Ti71,j71(y) j=1223,...
' Yi = Yi—j ’ it =g,J+1L...
aproy=0ay = ((b—a)/2")? dostaneme rekurentni vztah
VT —Tioyj j=1,2,...,m
u= 1 Y =jj41,...,m (9.47)

Trm = P (0) = I(f).

Kazdy ¢len tabulky T;; pfedstavuje ve skutecnosti linearni kvadraturni formuli pro
krok délky h; = (b —a)/27:

Tij=aof(a) +arfla+hy) + ...+ a1 f(b—hy) +a; f(b).

Nékteré z téchto formuli, ale ne vSechny, jsou pro ¢ = k formule Newtonova
typu, napt. 111 je Simpsonovo pravidlo:

Ty = 3T — 3To0 = bga (f(a)+4f<a_2|—b) +f(b)>-

Poznamka 10. Lze ukazat ([4]), Ze pro chybu Rombergovy integrace plati

, )2 J+L NG )
zjij _ ‘/a f(;[;) dz = (b - a) ((b22zj) ) ( (;‘]) _"_sz)-:_z

pro funkci f € C%72([a,b]), Bajt2 jsou Bernoulliova ¢isla.

fEHD@E),  a<E<b,

Priklad 9.17. Uzijte Rombergovy kvadraturni formule pro vypocet foﬂ sinz dz.
Reseni. Polozme hg =7, hy = 5, ha = 7, h3 = 5. Prislusna tabulka hodnot Tj;:
h? Tio Ti T; Tis
h3 0
h? 1,57079630 2,09439511
h3 1,86911890 2,00455976 1,99857073
h3 1,97423160 2,00026917 1,99998313 2,000005
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Lze ukazat, Ze posloupnost na diagonale v takové tabulce bude konvergovat
k hodnoté integralu rychleji nez posloupnost {T;o}.

Rombergova metoda ma jesté jednu dilezitou vlastnost: umoznuje snadno pfi-
dat dalsi fddek — znamena to pouze vypocitat dalsi lichobéznikové pravidlo a uzit
vzorce (9.47). Vypocet lze totiz uspotddat tak, aby probéhl po Fadcich, tj. v po-
tadi Too, Tho, Th1, To0, To1, T2, ... Jako testu pro zastaveni vypoctu lze napii-
klad pouzit vztahu |Tpm — Tim—1,m—1| < €, € > 0 je pfedepsana tolerance, nebo
|Tmm - m,m71| <e.

Rombergova metoda patfi k velmi ¢asto pouzivanym metodam. Je vyhodna
predevsim v téch vypoctech, kde je pozadovana malé chyba aproximace. I kdyz
je tato metoda velmi efektni, neni ji mozné pouzivat univerzalné. Je to vhodna
metoda pro hladké funkce a je vzdy treba predpokladat existenci dostatecného
poc¢tu derivaci funkce f na celém intervalu [a,b]. V opafném piipadé neptinasi
Rombergova metoda zadné zrychleni konvergence oproti napi. slozenému lichobéz-
nikovému pravidlu.

Zminime se jesté strucné o kvadraturnich formulich s rychle oscilujicimi vaho-
vymi funkcemi, které se napiiklad vyskytuji pfi vypoctu Fourierovych koeficienti.
Aplikace znamych kvadraturnich formuli na integrély tohoto typu nedéva dobré
vysledky. Pficina selhani téchto metod je v rychlé oscilaci integrandu, o jehoz pri-
béhu nemaji pouzité metody dostatek informace. Vypoctem takovych integrala se
zabyval J. Miklogko ([14]).

§ 9.9. Metoda poloviéniho kroku, pouziti kvadraturnich formuli

Budeme se nyni zabyvat otdzkou volby kvadraturni formule. Uvedeme pouze fak-
tory, které mohou mit vliv na tuto volbu, ale obecna jenoznac¢na pravidla stanovit
nelze.

V pripadé, ze funkce je dana tabulkou, tj. jsou znamy jeji hodnoty na ekvi-
distantni mnoziné uzli, je vhodné pouzit Newtonovych-Cotesovych formuli.
Jestlize mtuzeme odhadnout derivaci dané funkce, je mozné stanovit z odhadu
chyby kvadraturni formule pocet uzld potfebnych k dosazeni pozadované pfes-
nosti. Tyto hodnoty se vsak v praxi obtizné odhaduji a navic Newtonovy-Cotesovy
formule vysokych fadt nekonverguji k pfesné hodnoté integralu (viz [15], [18] a pii-
klad 9.18). Proto se zpravidla postupuje tak, Ze uzijeme slozené kvadraturni for-
mule s niz§im poc¢tem uzlt a postupné zvysSujeme pocet intervali tak dlouho, az
se pocet desetinnych mist odpovidajicich zddané pfesnosti stabilizuje ve dvou po
sobé jdoucich aproximacich.

Runge navrhl ponékud preciznéjsi zptisob odhadu dosazené ptresnosti (tzv. me-
todu poloviéniho kroku). PopiSeme nyni tuto metodu. Z tvah v § 9.6 je vidét, ze
vypocet pomoci sloZzeného lichobéZnikového resp. Simpsonova pravidla muze byt
zapsan ve tvaru

1(f) = QY (f) + Kh?
resp.

I(f) = QY(f) + Ki?,
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kde K resp. K je soucin konstanty a druhé resp. ¢tvrté derivace f v jistych bodech
intervalu [a, b]. D4 se ukazat i obecné ([1]), Ze vypocet pomoci slozené kvadraturni
formule miize byt zapsan ve tvaru
M N b—a
M

viraz hV K se nazyva hlavni clen chyby a N — 1 je stupeii piesnosti kvadraturni
formule, K zavisi na N-té derivaci funkce f. Vypocet veli¢iny K je zpravidla dosti
obtizny. A proto se v praxi postupuje jinym zpusobem. Zdvojnasobime-li pocet
subintervalli, dostaneme aproximaci

h N
Hf)z(fM—HK1<§> .

Pokud se derivace funkce f v intervalu [a,b] pfili§ neméni, 1ze polozit K ~ Kj.
Plati tedy

I(f) = QY(f) + KhY,

1) = QM() + K (S)N

Z téchto dvou vztahti vypocteme konstantu K:

@V~ QY ()
2mN — 1V

K

Nyni pro dalsi aproximaci integralu obdrzime

Q*M(f) — QM(f)
N 1

I(f) = Q*M(f) +

Veli¢inu
_ ¥ - M(f)
B 2N —1
lze uzit pro odhad chyby. Pti vypoctu postupujeme takto: Pocitdme slozené kva-
draturni formule QM+, M, = 2¥My, My > 0, k = 0,1,2,... a na kazdém kroku
pocitame velic¢inu

r_ Q@Y(f) — QMx(f)

B 2N —1 '

Jestlize pro néjaké k = [ je |2!| < €, € je pozadovana piesnost, pak za novou
aproximaci integralu lze vzit hodnotu

I(f) = QM (f) + 2,

pfi¢emz chyba této aproximace |2!| < . V podstaté se jedna o aplikaci Richard-
sonovy extrapolace. Pro N = 2 je to pravé pfipad uvedeny v kapitole 7.

z

z
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Je-li funkce ddna analyticky, je tfeba vzit v tvahu jak Newtonovy-Cotesovy
vzorce, tak i Gaussovu kvadraturni formuli. Gaussovy formule dosahuji vyssi pres-
nosti pri uziti mensiho po¢tu uzli nez Newtonovy-Cotesovy formule a potiebuji
tedy pocitat méné funkénich hodnot funkce f. Maji rovnéz priznivéjsi chybovy
vyraz. Pozadované presnosti 1ze dosdhnout volbou Gaussova vzorce dostatecné vy-
sokého radu, nebot posloupnost Gaussovych formuli konverguje k pfesné hodnoté
integralu. Toto jsou vyhody Gaussovy formule v piipadé, ze pouzivame jednu for-
muli. Pii pouziti slozenych formuli je vSak aplikace Gaussovych formuli naro¢néjsi
oproti Newtonovym-Cotesovym formulim. Totiz, pfi déleni daného intervalu na
M, = 2F My, My = p¥irozené &islo, k = 0,1,2, .. ., intervalti Ize jiz jednou vypocte-
nych funkénich hodnot uzit ve vSech dalSich aplikacich Newtonovych-Cotesovych
formuli, ale neni tomu tak u Gaussovych formuli. A proto pouziti sloZzenych Gaus-
sovych formuli je naro¢néjsi. Pokud jde o slozena pravidla, lze doporucit pro hladké
funkce s vyhodou slozené lichobéznikové pravidlo a Rombergovu integraci. V pfi-
padé, Ze integrand v urcité oblasti daného intervalu znacné osciluje, ale v jiné
oblasti mé hladky priubéh, je vhodné pouzit adaptivnich formuli.

Na zavér tohoto odstavce si ukdzeme, ze Newtonovy-Cotesovy formule obecné
nekonverguji (viz [18]).

Priklad 9.18. Pocitejme pfibliznou hodnotu integrélu

4
/ _T arctand = 26516353
1+ 22
—4

Nasledujici tabulka pfibliznou hodnotu integralu urc¢enou pomoci Newtonovy-
Cotesovy formule pro dany pocet uzli a pro porovnani je uveden vysledek ziskany
sloZzenym lichobéznikovym pravidlem.

n | Newtonova-Cotesova formule | slozené lich. pravidlo
3 5,490 4,235

5 2,278 2,918

7 3,329 2,701

9 1,941 2,659

11 3,596 2,6511

13 1,335 2,6505

Pro M; = 27, tj. 129 funkénich hodnot by pomoci sloZzeného lichobé&znikova pravi-
dla vysSel integral pfiblizné 2,651617, zatimco Newtonova-Cotesova formule dava
hodnotu 2.977249 a pro n = 131 hodnotu 1, 556509.

§ 9.10. Integraly se singularitami

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali vypoc¢tem integralu

/ab f(z) da
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a predpokladali jsme, Ze funkce f mé dostateény pocet derivaci v intervalu [a, b].
Ale v praxi se Casto setkdvame s pfipady, Ze integral nebo jeho derivace maji
singularity v [a,b]. V tomto odstavci navrhneme nékolik zptisobt, jak postupovat
v takovych ptipadech.

Omezime se na singularity v krajnich bodech intervalu, nebot rozdélenim in-
tervalu na subintervaly lze ,zvladnout® i singularity uvniti intervalu.

P1i vypoctu takovych integrali se ukazuje velmi vyhodny postup s vahovymi
funkcemi. Dany integrand f lze totiz zapsat ve tvaru

f(@) = w(z)g(x),

kde w je vahova funkce zahrnujici singularitu, g je dostate¢né hladka funkce. Pro
standardni vahové funkce Ize uzit pfislusnych Gaussovych kvadraturnich formuli.
Jako priklad uvedeme formuli pro vypocet integralu

zde mame singularitu v levém krajnim bodé a vahové funkce je w(z) = 1/v/x.
Uréime ortogonélni polynomy s vahou 1//x na intervalu [0, 1]. Vime, Ze pro Le-
gendrovy polynomy plati:

1
/o P (z)P,(x)dx =0 pro m # n.

Dale, Legendriv polynom sudého stupné obsahuje pouze sudé mocniny x a je tedy
sudou funkci. Pfedchozi vztah pak mtzeme zapsat ve tvaru

1 1
0= /1 Py (2) Pop (z) da = 2/0 Py (z) Poy () dz, m#n.

Uzijeme-li nyni substituce 22 = g, dostaneme

/O %PM(\/@)PM(\/@ dy = 0.

Odtud, polynomy p,(x) = Pap(v/z), n =0,1,2, ..., jsou ortogonalni s vahou 1//z
na intervalu [0, 1]. Nyni jiz mizeme sestrojit kvadraturni formuli

Y9 L NT ol
/OWCUNZ;HJQ( i)

kde

a; = 7, 7=0,...,n,

z; je kladny kofen polynomu Py, 11y (polynom Py(,,41) mé kofeny +xo,...,+£xn,
x; #0,V¥i=0,...,n). Vypo¢teme nyni koeficienty H;, j =0,...,n:
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Necht A; je koeficient Gaussovy-Legendrovy formule odpovidajici kladnému
kofenu z;, j =0,1,...,n. Je

(2 —2f) ... (z+a;) (2 —22,y) ... (2% —22)

A' =
j (23 —ag) ... 2x) (25 —22,,) ... (¢F —22,)

—1)(172 - $?+1) cee (172 - 'r%n)

D@ =2t (@ a2

dz +

(@ —at )@ -2t y). (2P -2
2
x
j

+
)@ — a2, (2 a2,

8
<
roum)
8
N
Sio| ot

dx .

[\

8
<
—~

8

Il
| | |
,_\\“_l ,_\\,_. )—A\,_.
[\
8 ‘H
<)
—~|
SRR
Al V) (V]
[
onfoN
~

Prvni integral je roven nule, nebot integrand je lichd funkce. Pro druhy integral
uZijeme substituci z? = y:

o %]2 (o) = ) —ad)=ah) ay _
J (x] —z5). (17] - arj_l)(:zrj — xj_H) . (arj —x2,)2\/y
1
_ 1/ (—a3)--(y—25 Dy—af).. . (y—23) dy
a 271 (23 —ag)... (aF —a?_ ) (@3 —a%y)... (25 —aZ) Vg
1
= 3

Pro koeficienty H; tedy plati
HjZQAj, jZO,...,?’L,

kde A; je koeficient odpovidajici kladnému kofenu x; v Gaussové-Legendrove kva-
draturni formuli.

Obdobné postupujeme v ptipadé vahové funkce w(x) = /z, = € [0,1], pti
vypoctu integralu

/O 1 Vag(z) da.

Integrand ma tentokrat singularitu v derivaci. Polynomy ortogonalni na intervalu
[0,1] s vahou +/z jsou tvaru

1
pn(x) = ﬁ

kde P41 je opét Legendriv polynom stupné 2n + 1 (podrobnéji viz [18]).
Je-li tfeba vypocitat integral

l41<1fx)%g@ﬁda

Pony1(Vx),
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zvolime za vahovou funkci w(z) = (z/(1 — z))*/2. Polynomy ortogonalni s vahou
(z/(1 — x))*/? na intervalu [0, 1] jsou uréeny vztahem

1

pn(x) = ﬁT%H-l(\/E)u

kde T,41 je CebySevitv polynom stupné 2n + 1.
Pro vypocet nevlastnich integralt

/Ooof(x)d:c, /O;f(:z:)d:z:

muZzeme uzit pfimo Laguerrovy nebo Hermitovy kvadraturni formule.
Nevlastni integral

/Oof(x)dx, a >0,

jestlize existuje, muZzeme rovnéZz aproximovat uzitim vhodné kvadraturni formule
a to tak, Ze jej substituci ¢t = ! nejdiivé pfevedeme na integral

1y /1
/Ot—2f<¥> dt.

Neékteré dalsi zpiisoby vypoctu singularnich integréla lze najit napt. v [8], [18].

Cviceni ke kapitole 9

1. Urcete koeficienty Ag, A1, Az tak, aby presnost kvadraturni formule

1
[ f(@)do = Aof (=3) + Arf(0) + 42 (3) + R(S)

byla alesponi 2.
(AO = %7 Al - _§7 A2 -

wle

y
2. Urcete koeficienty Ag, A1 a uzel zy pro formuli
1
| VE£@) do = Aof(w) + Auf(1) + R().
0
(AO = %7 Al = %7 Ty = %)

3. Urcete algebraicky neznamé uzly xo, 1 a koeficienty Ag, A1 pro formuli

/O7T sinz f(x) de = Ao f(xo) + A1 f(x1) + R(f)

tak, aby bylo dosazeno maximéalniho stupné presnosti.

T 2
(A0:A1:17I0,1:§i 1—2)
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4.

10.

Odvodte Newtonovu-Cotesovu formuli otevieného typu pro interval [—2, 3]
S krgokem h=1.

(L f(a)dz = F(ALF(=1) + £(0) + f(1) +11£(2)) + £5p.f W (),
-2<n<3)

. Odvodte Newtonovu-Cotesovu formuli uzavieného typu pro interval [a, b] a

n =3 (tzv. prav1dlo 3/8).

/ flz dx_; (f(a)+3f(a+bT>+3f (a+bT) + f(b ))

5
-—%(b;ﬂ fO@m),a<n<b)

Odvodte Simpsonovo pravidlo.

Necht f € CO)([-

1,1]) a necht Ps € II5 je Hermittv interpolaéni polynom
s vlastnostmi P(z;) =

F(@:), Plai) = f'(x), i = —1,0, 1.
a) Ukazte, ze

[ Pa)de = F11)+ 81O + A+ 7D - 6

b) Formule v éasti a) pfedstavuje kvadraturni formuli pfesnou pro poly-
nomy stupné nejvyse 5. Ukazte, ze formule neni pfesna pro polynomy
stupneé 6.

Odvodte formuli Cebysevova typu ve tvaru

/‘f A(f(xo) + f(a) + f(a2)) + R(P).
A= 2 _ V2 V2 _ f(4 (77) 1 1
( —5»5170——7,5171—0502 —R— 360 ,—l<n<1)
Aproximujte integral
/4sinxdx—1—£
O 2

a) obdélnikovym, b) lichobéZnikovym, ¢) Simpsonovym pravidlem.
(a) 0,30055887, b) 0,27768018, c) 0,29293264. )

Nésledujici integraly vypoctéte a) lichobéznikovym, b) Simpsonovym pravi-
dlem. Vysledky porovnejte s pfesnymi hodnotami

2 0.1
1./ Inz dz, 2./ 25 dz, 3./ (sinz)? da.
1 0 0

(‘a) 1. 0,34657, 2. 0,023208, 3. 0,39270,
b) 1. 0,38583, 2. 0,032296, 3. 0,30543. )

@l
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Uzijte Newtonovy-Cotesovy formule uzavieného typu pro n = 3 (viz cv. 5)

pro vypocet
3
/ e du.
1

Uzijte a) slozeného lichobé&znikového, b) sloZeného Simpsonova pravidla pro
vypocet integrali:

3
1. /:C\/l—i—:vzdx, M =6,
0
1

(0,766801.)

2. / sinmzx dz, M =6,
0
27

3. / rsinz dx, M =38,
0

1
4. / z2e” dx, M =38.
0

Porovnejte ziskané aproximace s pfesnymi hodnotami.
(a)1.10,3122, 2.0,62201, 3. —5,9568, 4.0,72889,
b) 1. 10,20751, 2. 0,6366357, 3. —6,284027, 4. 0,7182830. )

Uzijte Rombergovy integrace pro vypocet hodnoty T} 4 pro nasledujici inte-
graly a vysledky porovnejte s pfesnymi hodnotami.

3w

a) /4 sinz dz b) /4 cosz dx
0 Fl

Uzijte Rombergovy metody integrace pro vypocet

2
_ 2
/ 22e™™ dz.
0

Cislo m uréete béhem vypoctu tak, aby [Ty m—1 — Tymm| < 1076,
(0,4227250.)

Dokazte vztah (9.33).

Uzitim Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule pro n = 2,3,4 aproxi-

mujte integral
3
/ e® sinx dz.
1

(11,141495; 10,948403; 10,950140.)

Opakujte cviceni 10 uzitim Gaussovych-Legendrovych formuli pro n = 1.
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18. Uzitim Gaussovy-Laguerrovy formule pro n = 2, 3 aproximujte integral

oo
/ e “sinx dx.
0

(n=2...0,432460, n = 3 ... 0,496023, pfesna hodnota je 0,5.)
19. Odvodte slozené obdélnikové pravidlo a navrhnéte piislusny algoritmus.

20. Navrhnéte algoritmus pro vypocet

/abf(x) dz

se zadanou presnosti €, ktery vychazi z pomérné hrubého déleni intervalu
[a,b] a uzivd metody poloviéniho kroku.

21. Pomoci Gaussovy-Cebysevovy formule pro n = 1,2 aproximujte integral

! COsS T

—1vV1— 22
(2,3884; 2,4041; pfesnd hodnota 2,40394.)

dx.

Kontrolni otazky ke kapitole 9

1. Déavaji vsechny Gaussovy-Legendreovy formule pro integral

5
/ sin® xdx
0

stejnou hodnotu /4 jako Newtonovy-Cotesovy formule?

2. Budou déavat Newtonovy-Cotesovy formule také pfesnou hodnotu integralu
(9.18)7?

3. Jaka je hodnota integrélu (9.18), je-li w licha funkce?
4. Jaky tvar mé slozené obdélnikové pravidlo?

5. Souvisi Rombergova integrace s Richardsonovou extrapolaci?
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Kapitola 10

Metoda nejmensich ¢tvercu

Pii interpolac¢ni aproximaci jsme pozadovali, aby interpolac¢ni polynom nabyjval
v danych bodech tychz hodnot jako aproximovand funkce. Ale v ptipadé, Ze hod-
noty funkce jsou dany empiricky a jsou zatiZeny ,Sumem®, neni tento pFistup
nejvhodnéjsi. V této kapitole se budeme zabyvat postupem, jimz se z funkénich
hodnot zatiZzenych nepresnostmi sestrojuje takova aproximace, ktera ,,vyrovnava‘“
empirické hodnoty v tom smyslu, Ze informace o pfesném pribéhu funkce obsazena
v namérenych hodnotach se zachova, ale ,Sum* se timto ,,vyrovnanim® odstrani.

Formulujme nyni tuto tlohu piesnéji:

Necht jsou dany body z;, j =0,..., N, z; # xy, pro j # k, redlnd funkce f, dale
realné funkce ¢;, ¢ = 0, ..., m, a hodnoty téchto funkei v bodech z;, j =0,...,N.
Je tieba najit koeficienty co, ..., c,, linedrni kombinace®

P (z) = codo(z) + ... + cmom(2) (10.1)

tak, aby funkce

(fi = Pm(x4))?, f5 = f(z;) (10.2)

-

Il
o

P (cor . sm) =
J

nabyvala minimalni hodnoty, tj. minimalizujeme soucet ¢tverci. Odtud plyne také
nazev metoda nejmendich c¢tverci. Funkci P,,, pro kterou p? nabjva minimalni
hodnoty, nazyvame nejlepsi aproximaci funkce f na mnoziné {xj}év:o.
Poznamka 1. Budeme se zabyvat pripadem m < N, nebot pro m > N je mozné
fesit tlohu interpolaci.

Umluva. Necht N

(f9) =D fla)f(x;) (10.3)

Jj=0

1Omezime se zde pouze na linedrni piipad, otdzky nelinedrni aproximace jsou studovany
napt. v [5].
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Obr. 10.1: Demonstrace metody nejmensich ¢tverci:

— — —— puvodni funkce
% % % % % hodnoty s ,Sumem®
— - —-— interpola¢ni polynom
odhad metodou nejmensich ¢tverci

oznacuje skalarni soucin funkei f a g na mnozing {x;}7 .

Funkce p?(co, . .., cm) je funkce m + 1 proménnych. Pii hleddni minima postu-
pujeme jako v analyze: derivujme (10.2) podle kazdé z nezndmych ¢, k = 0, ..., m,
a derivace polozme rovny nule, tj.

0 2 N m
8_; = —Qj;) <f; —;Ciébi(xj)) ¢x(xj) =0, k=0,...,m.

Uzitim (10.3) 1ze tyto rovnice zapsat ve tvaru

co(po,p0) + ci(do,01) + ... + cm(do,dm) = (f,00)
+ ..

co(d1,00) + c1(d1,¢1) +  cm(d1,0m) = (f,¢1)
. (10.4)

o(bmido) + ldmd) + oo+ cmlbmidm) = (frm)
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Vektorovy zapis soustavy lze odvodit nasledujicim zptisobem. Polozme

fo Py
f= , P = , P, =P(z;), i=0 , N
In Py
¢0($0) ¢m(l‘0) Co
A= 2 T
po(zn) ... bm(TN) CN
Pak P = Ac a

pP(e) = (f = P)'(f —P)=(f - Ac)" (f — Ac).

Systém (10.4) je potom mozné piepsat ve tvaru

Ge=d,
kde
((b()a(b()) s ((b()a(bm) (f7 (b())
G=A"TA= : : ,  d=ATf= : :
takze soustavu (10.4) lze také psat ve tvaru
ATAc = ATF. (10.5)

Nyni se budeme zabyvat otdzkami FeSitelnosti soustavy (10.4).

Definice 10.1. Soustava linedrnich rovnic (10.4) se nazyva normdini. soustava.
Jeji determinant se nazyva Gramuv determinant pfislusny funkcim ¢g, . . ., ¢um.

Definice 10.2. Rekneme, Ze funkce ¢y, . . ., ¢, jsou linedrné nezavislé na mnoziné
bodtl zg,..., 7N, jestlize jsou linedrné nezavislé vektory (¢o(zo), ..., do(rn))T,

vy (P (m0), -, i (zN)) T

Z definice plyne, Ze funkce ¢y, ..., ¢, jsou linedrné zavislé na mnoziné bodu
Zo, ..., TN, jestlize existuji &isla ag, ..., am, |ag| + ... + |am| # 0, tak, Ze plati

a()(b()(xj)-i-...-i-am(bm(,fj):(), 7=0,...,N.

Plati nasledujici tvrzeni

Véta 10.1. Gramuv determinant je ruzny od nuly prave tehdy, kdyzZ funkce ¢q,
.oy Om jsou linedrné nezdvislé na mnoziné bodid xg, ..., TN.



282 10. METODA NEJMENSiCH CTVERCU

Dukaz. Matice G = AT A je regularni pravé tehdy, kdyz ma hodnost m + 1.
Hodnost matice G je ovSsem rovna hodnosti matice A, jejiz sloupce tvori vek-

tory (¢o(z0),-- -, do(@n )T, .oy (dm(20),s- -+, dm(zn))T. Ty jsou linedrné neza-
vislé v pripadé, Ze funkce ¢y, ..., P, jsou linedrné nezavislé na mnoziné bodu
Zoy..-3TN- a

Poznamka 2. Ze vztahu G = AT A navic bezprostfedné plyne, ze G je pozitivné
semidefinitni, respektive pozitivné definitni (v p¥ipadé regularity).

Véta 10.2. Necht funkce ¢g, ..., Pm jsou linedrné nezdvislé na mnoziné bodi
Zoy - -, TN. Pak normdlni soustava (10.4) md jediné teSeni ¢, ..., ch, a funkce

Po(2) = oo (@) + - + € (2)

. g . , ve N
je nejlepsi aproximact funkce f na mnoziné {:cj}j:().

Dukaz. Funkce ¢y, ..., ¢, jsou linedrné nezavislé na mnoziné bodu zo, ..., xN.
Odtud plyne, Ze determinant soustavy, je rizny od nuly a soustava ma jediné

feSeni ¢, . .., ci,. Ukazeme, Ze pro toto feseni nabyvéa funkce p? minimalni hodnoty.
Polozme ¢* = (cf, ..., c},) a poditejme velicinu p?(c* + Ac), kde Ac # o.
pAc*+Ac) = (F-Ac"—AAe) ' (f—Ac" —AAc) =

(

= (f-A)(f-Ac) —AcTAT(f - Ac") -

— (f—Ac)TAAc+ Ac"ATAAc =

= p2(c") = AcT(ATf — ATAc) — (ATF — ATA )T Ac +
+ Ac'ATAAc

Clen (ATf — ATA ¢*) roven nulovému vektoru, protoze c* je feseni soustavy (10.5).
Navic je viraz Ac” ATA Ac kladny, nebot matice ATA je pozitivné definitni a Ac
je nenulovy vektor. Celkem tedy p?(c* + Ac) > p?(c*). O

Dusledek. Pro funkce ¢;(z) = 2%, i =0,...,m, m < N md normdlni soustava
jediné€ tesent.
Priklad 10.1. Uzijte metody nejmensich ¢tverct k nalezeni nejlepsi linedrni apro-

il -1 1
ximace pro hodnoty fp I 1 3 Z g (75

Reseni. Nejlepsi aproximaci budeme hledat ve tvaru
Pi(z)=co+ 1.
Veli¢ina p? je v tomto ptipadé tvaru

pz(co, 1) = (l—co+ 01)2 +B—co— 01)2 +(4—co— 301)2 +
+ (5 —Co — 501)2 + (6 —Co — 761)2
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a normalni soustava
5¢g + 1bcy = 19
15¢9 + 85c1 81,

jejiz Fesenije ¢ = 2, cf = % Hledan4 nejlepsi linearni aproximace je Py (z) = 2—}—%:1:
— viz obr. 10.2

7

Obr. 10.2: Vysledky prikladu 1.

Poznamka 3. Pro linedrné nezavislé funkce ¢;, ¢ = 0,...,m je matice normalni
soustavy symetricka a pozitivné definitni. Tyto soustavy lze fesit Gaussovou eli-
mina¢ni metodou nebo Choleského metodou (viz kapitola 4).

Zminime se podrobn&ji o volbé ¢;(x) = %, i = 0,...,m. V tomto piipadé
pfi vétsim stupni aproximujictho polynomu (m > 5) je soustava (10.4) Spatné
podminénd, tzn. ze feSeni je znacné citlivé na vliv chyb ve vstupnich datech a
na zaokrouhlovacich chybach b&hem vypocétu. D4 se totiz ukdzat (viz [18]), Ze
determinant soustavy je pfiblizné (N + 1) ndsobkem matice

1 1 _1
2 1
1 1 mi
2 3 m—+2
H= . . )
1 1 . 1
m—+1 m—+2 2m—+1

kter4 je klasickym piikladem $patné podminéné matice (inverzni matice ma velmi
velké prvky — pro m = 9 prvky fadu 10'?). Disledkem $patné podminénosti je
skuteCnost, ze pri feSeni soustavy zpusobi kazda zaokrouhlovaci chyba, které se
dopustime, mnohonasobné vétsi chybu v feSeni. Jiz pro m = 9 se mohou vyskytovat
pri feseni znacné obtize.
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Dalgim problémem je volba hodnoty m, tj. stupné polynomu (viz podrobné&ji
18], [17]).

Zvolime-li vSak za funkce ¢;, i = 0,...,m. diskrétné ortogondlni polynomy,
tj. plati-li pro funkce ¢;

(¢i,dr) =0 pro i #k,

tyto problémy odpadaji. Matice normalni soustavy je v tomto piipadé diagondlni
a soustava je tvaru

co(%o, ¢o) = (f,¢0)
c1(é1,é1) = (f,¢1)

em (b bm) = (frbm)

Odtud Ize snadno vypocitat koeficienty nejlepsi aproximace a

L),
D=2 (600" (106)

Pro metodu nejmengich étvercii lze s vihodou uzit diskrétnich Cebysevovych nebo
Gramovych polynom1.

a) Cebysevovy polynomy (diskrétni p¥ipad). Uvazujme skaldrni sou¢in

N
= Zf(xj)g(xa)

=0

kde za body z;, j = 0,..., N zvolime kotfeny CebySevova polynomu Tny1 (viz
kapitola 6). D4 se ukdzat (viz [17]), Ze

(T;,Tr) =0, proj#k, 0<j k<N

(To,To) =N +1, (1;,T;) =&, proj>o0.

(10.7)

Soustava (Ty,...,Tn) je pii danych tabulkovych bodech z;, j = 0,..., N, dis-
krétné ortogonalni.

b) Pfi aproximaci metodou nejmensich ¢tverct pro ekvidistantni tabulkové body
je vyhodné uzivat, kde je to mozné, lichého poctu bodd a prostfedni bod brat
rovny nule (N = 2L). Polynomy, které jsou ortogonélni na takové mnoziné bodi
se nazyvajl Gramouvy polynomy.

Podrobnéji: Pro N = 2L definujeme novou proménnou s predpisem x = x+hs,
tj. © = L + s, takze body z;, ¢t = 0,..., N, z; = z¢ + th jsou transformovany na
celoé¢iselnou mnozinu {—L,...,—1,0,1,..., L}.
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Gramovy polynomy G, j = 0,...,m, které jsou ortogonalni na ekvidistantni
mnoziné bodd {—L,...,—1,0,1,..., L}, s krokem h = 1, jsou definoviny reku-
rentnimi vztahy

Go(s) =1, Gi(s) =s,
_ _ (10.8)
2((N4+1)2— 42 .

Gin(s) = Gi(s) - G265 0(s), 5>
Poznamka 4. Z praktickych i teoretickych divodi se nedoporucuje pouzivat Gra-
movy polynomy pro m > 2v/N.

Priklad 10.2. Prodané hodnoty naleznéte nejlepsi aproximaci pomoci Gg, Gi,
Gs.

x; | 0,00 0,25 0,5 0,75 1,00

fi | 1,0000 1,2840 11,6487 2,1170 2,7183

ReSeni. Substituce z = 0,5 4 0,25s s novou proménnou s prevede pocatek
soufadnic do bodu = = 0, 5. Tabulkové body nyni jsou {—2,—1,0,1,2} a Gramovy
polynomy

Go=1, Gi(s)=s Gas)=s".

Je tfeba pouze vypocitat skalarni souciny (G;, G;), (f,G;), i =0,1,2. Je

2
(G, Gi) = Z G2(s) = (Go,Go) =5, (G1,G1) =10, (G2,G>) = 14,

s=—2

dale (f,Go) = 8,7680, (f,G1) = 4,2696, (f,G2) = 0,7382. Normalni soustava je

tvaru

5 = 8,7680
10c; = 4,2696
ldc; = 0,7382

a jeji Teseni je ¢f = 1,7536, ¢ = 0,42696, c5 = 0,05273. Nejlepsi aproximace
vyjadiena pomoci Gramovych polynomi je

Py(s) = 1,7536 + 0,42696s + 0,05273(s2 — 2).
Zpétnou substituci s = 4(x — 0,5) dostaneme vyjaddieni pomoci proménné x

Py(x) = 1,0051 + 0, 8642z + 0, 843727 .

Otéazkou chyby pfi aproximaci metodou nejmensich ¢tvercii se zde nebudeme
zbyvat. Tato problematika je podrobné rozebrana v [18]. Zminime se vSak struc¢né
o vyznamu této metody.

Metodu nejmensich ¢tvercii uzivime obvykle v piipadech, kdy se jedna o apro-
ximaci funkce, jejiz hodnoty jsou znamy pouze empiricky a jsou tedy zatizeny
chybami. Aproximace ziskand metodou nejmensich ¢tvercii musi mit dvé charak-
teristické vlastnosti:
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1. Musi byt dostatecné vysokého stupné, aby aproximujici polynom byl dobrou
aproximaci funkce.

2. Nesmi byt prilis vysokého stupné, aby se nepfesnosti v naméfenych hodno-
tach nezachovaly v této aproximaci.

Ma4-li aproximace ziskana metodou nejmensich ¢tverci tyto dvé vlastnosti, fikame,
ze vyrovndvd meérené hodnoty v tom smyslu, Ze informace o presném prubéhu
funkce se zachova, ale ,Sum® se vyrovnanim odstrani. Je-li P,, takova nejlepsi
aproximace, pak P, (z;), j = 0,...,N jsou ,vyrovnané“ hodnoty v bodech z;,
7=0,...,N.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny vyrovnané hodnoty aproximace Py z pfi-
kladu 10.2.

i | 0 1 2 3 4
7 0 025 050 0,75 1,00
fi 1,0000 1,2840 1,6487 2,1170 2,7183

Py(z;) | 1,0052 12740 1,6482 12,1279  2,7130
fi = Py(x;) | -0,0052 0,0100 0,0005 -0,0109 0,0053

Funkce p?(co, ¢1, c2) nabyva pro vypoétenou nejlepsi aproximaci P, své minimalni
hodnoty a to

4
P = (fi = Pa(w:))* =2,76- 107"
i=0
Cviceni ke kapitole 10

1. Pro hodnoty v ptikladé 10.2 naleznéte nejlepsi aproximaci tvaru Pj(z) =
Co + C12.
(Reseni: Py (z) = [,70784x + 0,89968)

2. Dokazte vztahy (10.7).

3. Metodou nejmensich ¢tverci najdéte polynom stupné druhého, ktery apro-
ximuje tyto hodnoty:
$i|-3 -2 -1 0 1 2 3
fi|4230—1—2—5

a) zvolte nejdiiv ¢;(z) = 2%, i = 0,1,2
b) uzijte Gramovy polynomy Gy, G1, Ga.

(Reseni: Py(z) = ¢;(56 — 1172 — 112?).)

4. (a) Pro hodnoty v prikladé 10.2 uzijte t¥ibodové formule a vypoctéte deri-
vace v bodech 0,25; 0,5; 0,75 (viz kapitola 7). V kazdém piipadé polozte
stfed formule do toho bodu, v némz pocitate derivaci.

(b) Uzijte aproximace ziskané metodou nejmensich ¢tverctt v piikladé 10.2
a vypoctéte derivace P v uvedenych bodech.

(¢) Porovnejte vysledky s hodnotami derivace pfesné funkce f(x) = e”.
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Rejstrik

uloha

Spatné podminéna, 9

dobfe podminéné, 9

korektni, 8

dobie podminéné, 9

¢isla Cotesova, 249, 251
¢islo podminénosti, 9, 124
¢len chyby, hlavni, 270

algoritmus
Aitkentv, 182
Nevillav, 181
stabilni, 11, 121

bod
cyklu fadu n, 34
funkce, pevny, 28
odpuzujici, 32
pritahujici, 32

chaos, 36
chod
primy, 95
zpétny, 95
chopping, 3
chyba
absolutni, 1
odhad, 1
interpolace, 167
metody, 6
primérni, 6
relativni, 1
odhad, 1

sekundarni, 6

cyklus fadu n, 34

derivace

centralni diferenc¢ni, 211

levé diferenéni, 211

pravéa diferenc¢ni, 211
derivovani numerické, 205
diagram Fraseriv, 173
diference

obycejna, 171

pomérné, 163

extrapolace, 173, 267
Richardsonova, 212

formule

kvadraturni, 225
Cebysevova, 257
adaptivni, 264
chyba, 226
Gaussova, 232
Gaussova-Cebysevova, 244
Gaussova-Hermitova, 246
Gaussova-Laguerrova, 246
Gaussova-Legendreova, 235
koeficienty, 225
Lobattova, 255
Rombergova, 267
slozena, 260
stupen presnosti, 226
uzly, 225

Newtonova-Cotesova
otevieného typu, 251, 252
uzavieného typu, 249, 252
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tribodova, 209
funkce

iteracni, 29

vahova, 217

GEM, 95
bez vybéru pivota, 122
s vybérem pivota
uplnym, 102
casteCnym, 102

interpolace
inverzni, 182
iterovana, 179
kvadraticka, 183
polynomiélni, 157
splajnova, 158
trigonometrické, 158

iterace k-ta, 33

kofen funkce, 23
separace, 23
zpfesnéni, 23

krok, 170

matice
Spatné podminéna, 124
dobfe podminéné, 124
Frobeniova, 97
iteracni, 134
Jacobiova, 138
Jacobiova, 66
konvergentni, 134
pasova, 94
tfidiagondlni, 94
permutacni, 97
pozitivné definitni, 95
ryze fadkové diagonalné
dominantni, 94
trojuhelnikova
dolni, 94
horni, 94
metoda
Aitkenova 62, 57
bisekce, 23
Choleského, 108

Croutova, 110
dolni relaxace, 146
Gaussova-Seidelova, 142
horni relaxace, 146
iteracni, 29
fadu p, 30
j-krokové, 29
Jacobiova, 138
jednokrokové, 29
Newtonova, 66
nejvétsiho spadu, 118
Newtonova, 40, 66
ptleni, 23
polovi¢niho kroku, 269
prosté iterace, 29
quasi Newtonova, 53
regula falsi, 50, 51
relaxacni, 146
sdruzenych gradientti, 120
secen, 48
Seidelova, 66
snizovani stupné, 83
Steffensenova, 59
tecen, 41
zdvojena, 81
multiplikatory, 96
multiplikativnost, 16

norma
matice, spektralni, 18
maticova

pridruzena k dané vektorové normé,

16
souhlasna, 16

odseknuti, 3

presnost
dvojnasobna, 4
jednoducha, 4
parametr relaxacni, 146
pivot, 96
vybér
tplny, 102
Castecny, 102
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podminénost, 123
¢islo, 9, 124
podminky Fourierovy, 44
polomér matice, spektralni, 18
polynom interpolacni, 158
Lagrangetiv, 159
Newtontv, 164
pro interpolaci vpred, 172
pro interpolaci vzad, 172
polynomy
Cebysevovy, 169, 219
fundamentélni, 159
Hermitovy, 220
Laguerrovy, 219
Legendrovy, 218
posloupnost
iterac¢ni, 134
Sturmova, 75
pravidlo
lichobéznikové, 249
slozené, 261
obdélnikové, 252
parabolické, 250
Simpsonovo, 250
slozené, 263
problém
blizky, 11
interpola¢ni
Hermitiv, 183
prvek hlavni, 96

rounding, 3

souhlasnost, 16
splajn
aplny, 193
prirozeny, 193
splajny
kubické, 158, 193
polynomiélni, 193
stabilita, 11
symboly O, o, 12
systém rovnic
Tesitelny, 94
nefesitelny, 94

tvar semilogaritmicky, pohyblivé fadové
carky, 3

uzly, 158, 193
ekvidistantni, 170

vektor reziduovy, 118

vzorec
Shermantv-Morrisontv, 113
Woodburyho, 113

zaokrouhleni, 3

znaménko
zachovani, 75
zmeéna, 75



