Linearni statistické modely II

1 Uvod

Prednésky z predmetu Linedrni statistické modely II nadvazuji na predmety , Pravdépodobnost a statis-
tika I, Il a Linedrni statistické modely I. Predpokladaji sa znalosti ziskané v tychto predmetoch. Odporicans
literatura k studiu je

Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.

Rao, C., R., Linedrni metddy statistické indukce a jejich aplikace, ACADEMIA, Praha, 1978.

Zvara, K., Regresni analyza, ACADEMIA, Praha, 1989.

2 Testy dobrej zhody

2.1 Multinomické rozdelenie

Majme urnu a v nej gulky k farieb. Pravdpodobnst vytiahnutia gulky i—tej farby je 6;, i = 1,2, ..., k,
0<0; <1, 01 405+ ...+ 6, = 1. n—krat nezdvisle tahdme vzdy jednu gulku s vratenim. Oznacime si jej
farbu. Nech

ndhodné premenn Xf") je pocet vytiahnutych guliek 1. farby v n tahoch

)

nahodné premenng Xén je pocet vytiahnutych guliek 2. farby v n tahoch

) je pocet vytiahnutych guliek k. farby v n tahoch.

!/
)

ndhodné premenna X ,g"
n)

Teda méme ndhodny vektor Xi,l = (Xf"),XQ(n), . X,gn))
nadobidajd hodnoty z {0, 1,...,n}. Pocitajme

Xi(n) su diskrétne ndhodné premenné, ktoré

P {X{”) =, XV =g, X = xk} .

Zrejme tato pravdepodobnost je nenulovd len pre z; € {0,1,...,n}, pricom x; + x5 + ... + 2x = n, inde je
nulova.

Pravdepodobnost postupnosti vytiahnutych guliek, ktord (postupnost) obsahuje z; guliek 1.farby, o
guliek 2.farby,...,z;, guliek k.farby je 67'6052...0,". Pocet moznych ”vytiahnutych postupnosti” guliek, ktoré
obsahuja x; guliek 1.farby, x5 guliek 2.farby,...,x; guliek k.farby je

()

B n! (n—axp)! (n—a1 — ... —xp_2)! B n!
=z ! (n—xy—w) ! T (n—x — o — o — 1) Tey! @) @olag!
teda
(n) n! T1NT2 Tk



prez; € {0,1,...,n}, z1+x2+...4+x, = n, inde je rovnd 0. Rozdelenie pravdepodobnosti dané pravdepodob-

nostnou funkciou (1) sa vold multinomické s parametrami n, 01, ..., 0 a znac¢ime XM Mu(n, by, ...,0%).
Poznamka 2.1: V Mu(n, 0, ...,0;) rozdeleni je k — 1 "nezavislych” parametrov.
Oznacme X;; ndhodnt veli¢inu

1, ak v i—tom fahu vytiahneme gulku j—tej farby,
0, inak,

P{X;=1}=0;, P{X;=0}=1-0,,
E(Xiy) = 0(1—0;)+10; = 0, D(X;;) = E(X;—0;)% = E(X])—E*(Xiy) = 0°(1—0;)+1%6; —07 = 6,(1—90;),
CO’U(XZ']',XZ'S) = g((X,‘j — Hj)(Xis — 95)) = E(XUX%) — 9]'93 = —93‘98

pre j # s, lebo ndhodn4 veli¢ina X;; X;s nadobtda len hodnotu 0.

Teda vysledok i—teho tahu popisuje ndhodny vektor

Xil 91 91(1 — 91) —9192 . —Glﬁk

X; 0o 0201 0s(1—0) ... —0a0k
Xi = 3 y g(XZ) = 0 = . 5 CO’UXZ' = . . .

Xik 9k —9k91 N Hk(l — Gk)

Zrejme plati X; ~ Mu(1,04,...,0;) (dokédzte ako cvicenie) a tiez X = >or X, pricom X, Xs, ..., X, st
nezavislé.

V dalSom oznacme

vVoi 0 ... 0 Vo1

0 VO, ... 0 V0,
D= . . |, u=| .| Q=1-UU.

0 UV VO

Veta 2.2: (Vlastnosti Mu(n, 6, ...,0;).) Nech XM ~ Mu(n, by, ...,0;), potom plati
(i) &X™)=ne,

?7,01(1 — 91) 77’L6192 . 771010]6
() X(") —n9291 n92(1 — 02) e —nﬁgﬂk
1) cov = 3
—n9k91 . n@k(l — Hk)

(iii) hodnost A(covX™) =k — 1.

(iv) jedna zovSeobecnend inverzia matice covX™ je

oy 0 0
1
(con(n)) - _ oy 0
0 1



Dokaz:
(i) pretoze XM = S X, je E(X(”)) =&Y X =Y E(X;) =n,

(ii)) Xi,Xa,..., X, sd nezavislé, preto

61(1 —6y) —6105 —6104
n n —050 O2(1—069) ... —020y,
COU(X_(n)) — COU(Z X’L) = ZCOUX’L' =n 2 1 2 2 ’ 2 )
i=1 i=1 : :
—0i0, coe k(1 —0y)
(iii) plati
/b 0 ... O 01
0 6, ... 0 02
cov(XM™)y=n || ) = (01,02, 00) | =
0 ... 0 0

= n[DD — DUU'D] = nD(I — UU’)D = nDQD,

(poznamenajme len, ze D je reguldrna matica a U'U = 1)

h(Q) > h(DQD) > (D~ 'DQDD ') = h(Q),

M(Q) = h(DQD) = h(nDQD) = h (covX™),
(Q je idempotentna)

MQ)=trQ=trI—UU) =trI;, — trUU =k —trUU =k — 1,
(iv)

(covx<">) [1D‘1D_1] (coux<")) — nDQD [:LD*D*] nDQD = nDQD = (con(")) :

n
teda
1 1 1
v Y 7= 0 0 40 0
1 1 1
lD_lD_lzl 0 N 0 0 N 0 _ 0 o, - 0
n nlo ' : : N : P
1 1 1
0 =)\ 0 A 0 R
je jedna zovSeobecnend inverzia matice covX ™. Q.E.D.

Poznamka 2.3: Lahko vidime, ze covX; = DQD.
Velmi ddlezité asmptotické vlastnosti nshodného vektora s M u(n, b, ..., 0x) rozdelenim pravdepodobnosti

dostaneme pouzitim mnhorozmernej centralnej limitnej vety a mnohorozmernej Sverdrupovej vety.

Veta 2.4: (Mnohorozmernd centrélna limitnd veta.) Nech &;,&,, ... si nezdvislé, rovnako rozdelené
nahodné vektory z R¥, ktoré maji strednii hodnotu p a kovarianént maticu V (s koneénymi prvkami). Ak

oznacime Z, = ﬁ(ﬁl — )+ ...+ ﬁ(&n — ), tak

Z, —2— N,(0,V)
n



(konvergencia v distribucii).
Dokaz: ndjdeme v knizke Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 185.

Veta 2.5: (Mnohorozmerna Sverdrupova veta.) Ak b: RF — R! je spojitd redlna funkcia a
€, —— &, tak b(€,) —— b(é).
Dokaz: jednorozmernej Sverdrupovej vety ndjdeme v knizke Andél, J., Matematickd statistika, SNTL,

Praha, 1985, str. 185.

Veta 2.6: (Asymptotické vlastnosti nahodného vektora X™.) Pre ndhodny vektor X™ plati:
() Yo = 7D (X" —n0) —— Ni(0,Q),

NG
k (Xg('n)_”ej)Z D 9

(ii) (n)X2 = Zj:l nej - Xh—1-
Dokaz:
(i) Plati

1 1

Y,=—D!'X;+Xo+..4X,—n0)=—D}X;-0+X,—-0+..+X,—0) =
\/ﬁ Xy +Xo+...+ n ) \/ﬁ ( 1 + Xo + ...+ )
= i(D*1x1 -D'9) + i(D*XQ ~-D'O) + ...+ i(D*Xn -D'9).
vn vn vn

Zrejme D7'X,, D' X, ... st nezdvislé k—rozmerné nghodné vektory, rovnako rozdelené, so strednou hod-
notou D~'0 a kovarianénou maticou D_l(coni)D_1 =D 'DQDD ! = Q. Preto podla mnohorozmernej

centrilnej limitnej vety (Veta 2.4) plat{

1 o 1 B I e
Y, = %D XM —n@)+ ..+ ﬁ(D X, -D7'0) = %D LxX™ — ng) % N (0,Q).
(ii) Funkciab: R* — R! dan4 predpisom b(z) = z'z je spojitd, Y,, = ﬁD_l(X(")—ne) % N(0,Q)
(podla (i), teda podla mnohorozmernej Sverdrupovej vety (Veta 2.5)

vy - L (xm "B-1p-1 (x™ _
(Y, =Y, Y, = - (X — na) D 'D (X - ne) =
1 1 n
= 0 ... 0 = 0 ... 0 x" _ o,
1 1 (n)
1 n n n 0 0 0 X - 77,92
= E(X£ )—n017X2( )—nﬁz,...7X,£ )—nﬁk) Vo2 Vo2 2
0 1 0 1 X(n) . nek
Vor Vo k
X{")—nel
X(ﬂ 0
(X —nb XSV —nby X — nb, |
N\ Ve T VE T Ve ;
X,(C“'Lnok
Vi
k (n) 2
= Z (XJ B nej) D Y/Y,
- nej n



kde Y ~ Ni(0,Q). Pretoze Q je idempotentnd matica, je I jej jedna zovSeobecnend inverzia a Y'Y =
(Y =0)Q (Y - 0) ~ xj g Cize

k ( ( .
J 2
E e, Xie—1- Q.E.D.

Poznamka 2.7:
(i)

j=1 J=1 j=1 J =1
m]? ()

ST g )

=1 ' = "

lebo Zle Xj(-n) =na Z?Zl 0; =1.
(ii) V praxi sa aproximécia x? pouzije ak né; > 5 pre vietky i = 1,2, ..., k.
(iii) Realizdcie ndhodnych veli¢in an), Xz(n), e XJ(") sa volaju empirické cetnosti a nfi,nbs,...,nb sa

volaju teoretické ¢etnosti.

2.2 Testy dobrej zhody pri zndmych (niekedy rusivych) parametroch

Majme ndhodny pokus, pri ktorom méze nastat & réznych vysledkov A1, ..., Ay, pricom pre i # j je
A;NA; =0 a Uk A, = Q (istd udalost), P(A;) = 6; € (0,1), i = 1,2,....k, Yr  P(A)=YF 0, =1
Tento pokus nezavisle opakujeme n—krat a ozna¢me

X j(-n) - pocet vyskytov vysledku A; (realizéciou tejto ndhodnej veli¢iny je empirickd Eetnost A;).
Zrejme X = (X XY ~ Mu(n, 6y, ..., 0)) (dokazte ako cvicenie).

Majme (hypotetické) hodnoty 619,629, ...,0k0, 0 < 00 < 1, i = 1,2,..,k, Zle 0i0 = 1 a testujeme
hypotézu

Hy: 0y =0g,...,0, =0 B3 Hy: neplati Hy

e (" = nbj0)?

Za platnosti Hy mé testovacia Statistika (n)X2 = Zj:l 7
nvjo

Ak realizdcia tejto Statistiky je vicsia ako x3 (1 — ) ( (1 — a)—kvantil chi® rozdelenia s k — 1 stupiiami

~ X3_, rozdelenie (asymptoticky).

volnosti), tak Hy zamietame (na hladine vyznamnosti a).

Priklad 2.8: Pri pokuse - hod mincou ozna¢me (vysledok) A; —padne ¢islo a Ay—padne znak (k = 2).

100—krat hodime mincou (n = 100), pricom 51—krdt sa objavilo ¢islo a 49—krdt znak. Ndhodnd veli¢ina

X£100) je pocet padnuti v cisla a X( 00) ; je pocet padnuti znaku pri tychto 100 hodoch, P(A;) =6;, i =1,2.
Testujeme
1 1
Hy: 60, = 2 0y = 3 x Hy: neplati Hy

(teda testujeme hypotézu, ze minca je homogénna, 619 = 039 = %)



(51 —1001)2 N (49 — 1001)2
1004 1004
0,95—kvantil x? rozdelenia je x?(0,95) = 3,84 a realizdcia testovacej statistiky je 0,04 < 3,84, nezamietame

Realizacia testovacej Statistiky (100)X2 je = 5—10 + 5—10 = 0,04. Pretoze

Hy (nezamietame hypotézu, ze minca je homogénna) na hladine vyznamnosti o = 0, 05.

Priklad 2.9: (Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, str.195.) Chceme testovat hy-
potézu, ze deti v Ceskoskovensku v roku 1957 sa rodili rovnomerne. Oznaéme p; pravdepodobnost, ze diefa
sa narod{ v i—tom mesiaci (prirodzene pre i=1 je to "leden”, pre i = 2 je to "tnor”, ata.) a nahodnu veli¢inu
X;—pocet narodenych det{ v i-tom mesiaci. Test zalozime na tdajoch z nasledujicej tabulky (udéva pocet

narodenych deti v Ceskoslovensku v roku 1957 v jednotlivych mesiacoch).

mesiac ¢ | realizdcia X; | pocet dni i np; %
1. 21 182 31 0,08493 | 21 465 3,731
2. 19 960 28 0,07673 | 19 393 16,578
3. 22 787 31 0,08493 | 21 465 81,420
4. 22 805 30 0,08219 | 20 773 198,769
5. 23 120 31 0,08493 | 21 465 127,604
6. 21 859 30 0,08219 | 20 773 56,775
7. 21 367 31 0,08493 | 21 465 0,447
8. 20 357 31 0,08493 | 21 465 57,194
9. 20 946 30 0,08219 | 20 773 1,441
10. 20 037 31 0,08493 | 21 465 95,000
11. 18 728 30 0,08219 | 20 773 201,320
12. 19 592 31 0,08493 | 21 465 163,435
by 252 740 365 1,00000 | 252 740 | 1 003,744

Keby bol pocet narodenych deti nezavisly na rocnej dobe, bola by pravdepodobnost narodenia dietata v
danom mesiaci imerngd poc¢tu dnf v tomto mesiaci (napr. pre ”leden” p; = % = 0,08493, pozri 4. stipec
tabulky). Vzhladom k zaokrihlovacim chybdm sa upravovali tieto pravdepodobnosti tak, aby ich vysledny
stcet bol 1. V tomto pripade n=252 740 a k = 12. Realizacia testovacej Statistiky (252740)X2 je 1003,744 a to
je viac ako 0.95-kvantil x?; rozdelenia (x%,(0,95) = 19,7). Preto zamietame Hy, Ze sa deti rodili rovnomerne

v Ceskoslvensku v priebehu roka 1957 (na hladine vyznamnosti 0.05).

2.3 Testy dobrej zhody pri neznamych parametroch

Casto sa stéva, ze 61,05, ...,0; multinomickéh rozdelenia nepoznime, alebo st funkciami nych parametrov
1,09, oy, (m < k —1). Tlustrujme to na nasledujicej situdcii:

Nech Y7,Y3,..., Y, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribuénou funkciou F(x, ) (teda zdvisi na ¢ =
(o1, a2, ..., a)). Rozdelme os z na k intervalov Iy, I, ..., I, aby U?lej = (—00,00), I;NI; =0 prei+#k.

Ozna¢me nahodnu veli¢inu

Xi(") — pocet realizdcii z {y1,v2,...,Yn}, ktoré padni do I; (empirickd pocetnost).



Nech Y m4 distribuéni funkciu F(z, ),

i

!
V tomto pripade ma X = <X£n),X2("),...,X,5")> ~ Mu(n,0;(a),b2(cx),...,0:(cx)) (presvedcte sa ako

cvicenie), teda (pre dané «)

_ Z (X" — (),

~ Xk-1
(asymptoticky, t.j. pre velké n).
* o A F X(n) X(”) X(") — : 2
[T a(n)( 1 X LX) = argmin ()X ()

nazyvame odhadom o metédou minimalneho x?2.

Odhad aZ‘n) riesi rovnice

0 (X2
mx (@) —0, j=1,2,.,m
aaj a=a
)
Pocitajme
k n
Omle) 0 g~ (X" = nfy(e))?
Oa; Doy nb;(cx)
EL—2(X ™ = ()25t n0,(a) — (X[ — () ?n 251
-2 () -
k n) (M) a2 4
X, nd;(c) (X nd;(a))? | 90;(cx) ,
:Z ) - y =0, j=12,...,m,
P 0:(cx) nb; (o) Oa;
Cize

k (n) (n) 9
X" —nfi(e) | (X —nbi(@)? | 9i(e)
; { 0i(cx) - 2n6? () T 0, j=12,..m

(X" = nby(@)*

22 (cr) pri dostatoéne velkom n nie je podstatny. Zanedbime tento
n

Ukazuje sa, ze vplyv ¢lena
¢len a dostdavame ststavu rovnic

P X™ b () 96;(c)
0;(ax) o

=0, j=12,....m
i=1

Pretoze

" nbi(a) d ) N o) —
Z 0;(cx) 304] Z aa] nT%Z (@)=

i=1 i=1

)

konecne dostédvame rovnice, ktorych riesenie &,y = () (X 1(”), Xén . ¢ (")) je odhadom o metédou modi-

fikovaného minimélneho x2. Ich tvar je

zk:lX(n) 69()] =0, j=12,...m.

Ot «
=1 a J

A= (n)

Veta 2.10: Nech 0 (), 02(cx), ..., 0 () st funkcie parametra e« € R™, m < k — 1 a nech pre vsetky

body o = (v, ..., @)’ nedegenerovaného konecného uzavretého intervalu A C R™ plati



1. 0(a) + ...+ 0c(ax) =1,
2. de>0,ze0;(x) >¢, i=1,2,..,k,

00; %0,
3. pre kazdé i € {1,2,...,k} existuju spojité derivécie (a), jeA{1,2,...,m} a tiez &, jle
Oa; Oa;j0ay
{1,2,...,m},
4. matica
061 (a) 961 ()
Oay Tt O,
905 (ax 90> (ax
00 82(51) ai(m)
da’ : : :
90k () 90k ()
day e O

mé4 hodnost m.
/
Nech a° je vnitornym bodom A. Ozna¢me 6;9 = 6;(®). Nech X = (an),Xz(n), ...,X,g")) ~

Mu(n, 019, 020, ..., 0k0). Potom stistava

71=12....m

A=0(n)

PP x™06;(c) o
1 91(0() 8ij o

mé prave jedno riesenie o,y = (&gn), o?én), vy dg,?))', ktoré je konzistentnym odhadom a° (teda () £,
a®) a plat{ (asymptoticky)
k (n) ~ 2
s (X, —nbi(awm)?)
(n)X - nel(a(n)> Xk—m—1-

i=1

Dokaz: pozri napriklad v knizke Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 197. Po-

znamendvame len, ze Q) L a® e=Ve>0 Plw: |lam(w) —a®|]* > e} — 0.
n n

Poznamka 2.11: Veta 2.10 hovori, ako dostat konzistentny odhad a° a ako testovat, ¢i nds model ”je
dobry”, t.j. napr. ¢i idaje pochddzaji z ndhodného vyberu s danym rozdelenim pravdepodobnosti (typom

rozdelenia), ktorého distribu¢nd funkcia je F(z, cx).

2.4 Overenie normalneho rozdelenia

Majme nédhodny vyber Y7, Y3, ..., Y, z rozdelenia s (nejakou) distribuénou funkciou F(y). Testujeme hypotézu
Hy : nédhodny vyber je z norméalneho rozdelenia B3 H, : neplati Hy.
Redlnu os rozdelime na k disjunktnych intervalov
I = (—o00,b1), Is = (b1,b2), ... k.1 = (bg—2,bg—1), I = (bg—_1,0)

(bp = —00 < by < bg < ... < bg_q1 < b =00, by,by,...,bp—1 st vhodne zvolené redlne &isla, o ich volbe si
povieme v Pozndmke 2.12). Ozna¢me ndhodnd veli¢inu Xi(")

Xi(n) — pocet realizdcii z mnoziny {y1, y2, ..., Yn}, ktoré padli do I;, i=1,2,..,k,
a=(u,0), kde p € (—00,00), o > 0. Za platnosti Hy je

(z—p)?
202 dx, i=1,2,..k

Oi(@) = 0i(p,0) = P{Yj € Ii} = P{bi-1 <Y <bi} = /bl_1 Var o'



(j je Tubovolné z {1,2,...,n}). Teraz uréime modifikovany minimélny y? odhad &(y) ako riesenie rovnic

ei(ﬂ7 U) o 7

i=1

2 9,(u0) 0o
pricom
r— )2 2 — )2
90, o " 1 7# 1" -y 7#
[ — e 20 dr = — e 20 dzr
op  Ou Jy, , V21 o o2 Jy,_, V21 o
a
T — )2 Tz — )2 Tz — )2
90, 9 b; 1 7# b; 1 7# 1 7( 5) (m o H)z
- - — e 20 dr = —— ¢ 20 —+ e 20 | dx =
oo 0o Jy,  2ro by | V27 02 V2m o 203
Xr — 2 xr — 2
1 b; (IE o #)2 _# 1 b 1 _%
= — e 20° dzx— = e 20° dx
o Jo. . V210 0 Jo,_, V2T O

Ozna¢me f(x;p, o) hustotu rozdelenia N(u,0?). Potom rovnice pre uréenie modifikovaného y? odhadu

fi(n)> O (n) SU

k X.(n) 1
—— - (Z‘—/j&n)f(J?,ﬂn,@'n)dl‘:O,
— 0i(fi(n) 5 (n)) (G(n))? /1 (n) (n)> %(n)
k (n)
X 1 / A2 A . 1 . X
N 5 (x_/’[’n)f(xhunaan)dm_A/f(xmunaan)dﬂf):O
;9"(“(")’0(")) ((U(n))3 I; w (2 (Gm) Ji, () Tn)

Rovnica (2) sa d4 upravit

2

k (n)
X R R . . .
—— [/ T f (x5 fi(ny, G(n))de — M(n)ei(ﬂ(n)va(n))] =0,

i1 gi(ﬂ(n%é—(n)) I;
teda . .
x ™ / (n)
[ 2 f(2; fin), O(n))dT = figy, X;
— 0i(in), o)) J1, (7 ( );

a kedze Zle X i(n) = n, dostdvame

1. x™

/_)Jn:— %/xf(xh&nv&n)dx
™ n i=1 0i(f(ny; 6(n)) J1, e

Z rovnice (3) zase dostdvame

! < , L& R0
% x_ﬂn fﬁr;ﬂn7a—n dx:(é—n) +ez(ﬂn7&n)a
< 0i(f(n)> O (n)) /Ii( ()" (@ Ay, G ) ™ ;92‘(#(@,0@)) (7

1=

1 x™ /
6m)? ==Y | (&= i)’ (@ i), G ().
(@) nz;@,(u(n),a(n)) : ()" (5 fi(nys O n)

i=

(2)

3)
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Rovnice (4) a (5) sa riesia (pre dané n) itera¢ne. Uréime ¢isla

c bt by . b3+ b c b1+ bg—o
2 = 2 y 63— 2 5 eee Ck—1 — 2 )
3b1 -0 3bi—1 — bp—
c1=b1—(ca—b1) = 172, e = bp—1+ (bg—1 — cp—1) = %
a nulty odhad
k
N 1 .
0M(n) = E ZXl( L)Ci
i=1
L&k
Oa(n) = TLZX C - Oﬂ(n))
(pozor, neodporti¢a sa pouzit Y namiesto ofi,) a S? = —5 3" | (Y; — Y)? namiesto (96(,))?). Teraz sa
spocita zo vztahu (4)
k (n)
1 X,
() = — —_— z f (250 fi(n)»0 O(n))de.
i) = 2 G (om0 50) /1 J (230 f(n)»0 F(n))
a zo vztahu (5)
, 1 x™

o i o 2 A N
o n = - o~ ~ N r — n x; n)» o n dx
(16(n)) ";:1 Golofm 0 5 /Ii( 0 fi(n)) " f (250 fin) 0 O (n))
Znovu spocitame

1 x™
2/177,:7 %/Z‘f( 71//('n710-nd
™) = ; i (1f4(n)>1 G(n)) (1 6

(2

(20(m))” = = %/('x—lﬂn)f(x;lﬂnﬂ&n)da%
(n) n 0;(1fi(my1 G(m)) J1, (n) (n)»19(n)
a tento iteracny proces opakujeme, kym nedostaneme vysledné odhady fi(n), 5(n). Teraz spocitame realizdciu

testovacej Statistiky

b =10 (funys O (n)))?
; n0i(Am), 6m)
Ak realizécia tejto Statistiky (n)X(real) > Xi_53(1 — ), tak Hy: vyber pochddza z normélneho rozdelenia
zamietame na hladine vyznamnosti a. Poznamendvame len, ze x;_5(1—a) je (1—a)—kvantil x7_, rozdelenia,

m pouzité vo Vete 2.10 je v tomto pripade rovné 2.

Poznamka 2.12: Cisla by, bo, ..., by_1 treba volif tak, aby pre kazdé i platilo nf; > 5, teda aby v kazdom

intervale I; bolo aspon 5 realizicii z {y1, y2, ..., Yn }-

Ako sa overuje, ¢i ndhodny vyber pochddza z exponencialneho rozdelenia alebo z Poissonovho rozdelenia
pozri v knizke Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, na stranich 201, 207.

Pretoze testovanie normality je velmi ddlezité, ukdzeme si este iny sposob testovania, ¢ ndhodny vyber

pochédza z normélneho rozdelenia. Definujme si vyberovy obecny moment k—teho radu

1 n
M = ;ZXf, k=1,2,3,...,
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ked X1, X, ..., X, je ndhodny vyber. (Poznamendvame len, 7e x1,xa, ..., , je realizdcia ndhodného vyberu

a L 3" | x; je realizécia Mj.) Vyberovy centrdlny moment k—teho rédu je

vyberova sikmost je

M3
As =
My
a vyberova $picatost je
M,
Ay = —.
4 M22

Tieto posledné dve nahodné veli¢iny sd vyberovymi ”protajskami” parametrov sikmosti a Spicatosti

U3
Vi3
\5—% (1; je (teoreticky) centrdlny moment i—teho radu uvazovaného rozdelenia). U normdlneho rozdelenia

M
je sikmost rovna 0 a Spicatost rovnda 3. Preto v pripade, Ze ndhodny vyber pochadza z normalneho rozdelenia,
pre velké n by malo platit A5 ~ 0 a Ay ~ 3. D4 sa ukézatf, ze ak ndhodny vyber pochddza z normélneho

rozdelenia N (u,0?), tak

_ __6(n-2)
£(43) =0 Dl4s) = (n+1)(n+3)

6 24n(n —2)(n — 3)

EA) =37 P = et am e )

a tiez, ze pre n — oo maju y/nAs a /nA4 asymptoticky normdlne rozdelenie, ¢ize

N _ 6(n—-2) N 6 24n(n — 2)(n — 3)
A3”N<°’<n+1><n+3>)’ A“”N(?’ n+1’<n+1>2<n+3><n+5))-

Teda

A4—3+L

~ N(0,1), ntl ~ N(0,1).
\/ 24n(n — 2)(n — 3)

(n+1)2(n+3)(n+5)

A A /FDn+3)

JDAy) o -2

| As]
V' D(A3)

hodnota N(0,1) rozdelenia), tak na hladine vyznamnosti « zamietame hypotézu Hy: vyber pochddza z

Ak realidcia ndhodnej veli¢iny (testovacej Statistiky) je vicsia alebo rovna u(§) (§—kritickd

2

normalneho rozdelenia. Toto je test normality zalozeny na Sikmosti.

|As — E(A4)|

D(A4)
hladine vyznamnosti o zamietame hypotézu Hy: vyber pochadza z normalneho rozdelenia. Toto je test

Ak realidcia ndhodnej veli¢iny (testovacej Statistiky) je vécsia alebo rovna u(§), tak na

normality zaloZeny na Spicatosti.

Pozndmka 2.13: Pre malé vybery n € (7,30) sa odporica Shapirov-Wilkov test normality (pozri napr.
Kubackové, L., Metddy spracovania experimetdlnych ddajov, VEDA, Bratislava, 1979). Pre n € (31,50) sa

odporti¢a D’Agostiniho test. Pre n > 50 sa uz odporti¢a Pearsonov x? test dobrej zhody.
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2.5 Overenie Poissonovho rozdelenia

Teraz si overime, ¢ vyber pochddza z Poissonovho rozdelenia inym spésobom nez Pearsonovym x? testom

dobrej zhody. Pri odvodzovani budeme potrebovat tzv. polynomicki vetu.

Veta 2.14: (Polynomické veta.) Nech aq, ..., a, st redlne ¢isla, j celé nezdporné ¢islo. Plati

. 7!
(al + e + an)'] = —_— ’/1 V2
vilnl..p,!

{Vl1V27~--7Vn6{0117---7j}: Zl;l Vizj}

j—krat

Dokaz: Ked rozndsobime (a1 +...+a,)? = (a1 + ... + an)(a1 + ... + a,)...(a1 + ... + a,), dostaneme stcet
si¢inov ai'as?...a, kde v1,..., 1, st nezdporné celé ¢isla a vy + vo + ... + v, = j. Vlastne vy, v9,...,1,, €
. . j!
{0,1,2,...,5}. Pre jednu (lubovolni vhodni) n—ticu vyq,vs,...,v, dostaneme prave — stcinov
V19!l . .VUn-
a*ag?...al, lebo
a1 "vyberieme” z ( UJI) z4tvoriek”

ap "vyberieme” z (’ ;2”1) " zétvoriek”,

a1 "Vyberieme” z 77V 72) "zdtvoriek”,
o

an "vyberieme” uz len z tych zatvoriek, ktoré ”zostali”.

Takto pre (lubovolni vhodnt) n—ticu vy, vy, ..., v, dostaneme

j j—l/l j—l/l—...—l/n,Q _ ]' (]—Vl)' (j—l/l—...—l/n,Q)I _ _]'
" vy )7 Up—1 (G —u)! w!(f—v1 —wm)! V1! vl vy,!

sucéinov ai'as?...al". Q.E.D.
i
A

Ak ndhodn4 velicina X ~ Po()), tak jej pravdepodobnostnd funkcia je P{X =i} = e~ -
i!
i=0,1,.... A>0, &X)=X D(X)=A Nech Xy, Xs,..., X, je ndhodny vyber, pricom X; ~ Po(}\).

Zdruzené rozdelenie X1, X, ..., X,, mé pravdepodobnostnu funkciu

AZ i T
P{X)=x,..,.Xn :xn}:e_”)‘ '

r1lza!.. 2y,
ak 1,9, ...,2, € {0,1,...} (inak P{X; = 21,..., X;, = x,} = 0).
Pre dané (fixné) nezdporné celé ¢fslo ¢ ma podmienené rozdelenie X1, Xo, ..., X/ Y 1y X; = t pravde-

podobnostnu funkciu

P{Xl = .Tl,XQ = J,‘Q,...,Xn = J}n/ZXz = t} =
=1

P{Xl:Il,XQ:l’g,...,Xn:l‘n,Zn_lXi:t} n
- = ak P{} ;| X;=t}#0,
- P{¥C X =t} ' (6)
0 v inom pripade.
Kedy P{}; , X; =t} # 0 ? V pripade, ze ndhodny vyber je z Po(\) rozdelenia, je P{>""" | X; =t} # 0

prave vtedy ak x1, 29, ...,x, € {0,1,...,t} a stcasne Y, x; = t. Preto

P{Xl = .’L’l,XQ = J}Q,...,Xn = Jjn/ZXz - t} =
i=1
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P{Xl = .’,Ul,XQ = $27...7Xn = xnvzﬂ—l X’i = t} n
. = ak x1,..,x, € {0,1,...,t}, D @ =t
- P{Yoi Xi =t} = (7)

0 v inom pripade.

Pre n—ticu x1, z9, ..., x, nezdpornych celych ¢isel, pre ktoré plati Z;;l r; =1 je

n

P{Xl = xl,Xg = .’EQ,...,Xn = Z‘H,ZXl = t} = P{Xl = .’L‘l,Xg = J}Q,...,Xn = In} =

i=1
T T T noxi=t t
AT AT AT AR =t
=e " — —.e f—=c — = _ (8)
1! To! Ty! x1l..xp! z1l..xp!
a
n
P{E XZ:t}: E P{X1:x17...7Xn:xn}:
i=1 {z1,22,....2n€{0,1,....,t}: D7 | x;=t}
/\CE1 )\wz )\Jin
= E e AN e Al e =
n .1‘1! 1‘2! .’I,‘n'
{z1,22,....2n €{0,1,....;t}: }27L; z;=t}
_ At _ 1
= E e — A E — (9
z1!..xy! z1!...zp)
{z1,22,...,2, €{0,1,...,t}: 37 | x;=t} {z1,22,....0, €{0,1,...,t}: D7 | x;=t}
Ak vo Vete 2.14 zvolime a1 = as = ... = a,, = 1, dostdvame

1 nt
Z ! e (10)

Tq:...
{@1,@0@n €10, 1tk D7 2=t}

teda dosadenim (10) do (9) dostavame

n t
-
P Xi=t}= > P{X,=z1,..Xn =2} =¢ wﬁ. (11)
i=1 {@1,@250n €10, 1,0tk $7 @y=t}
Ak (8) a (11) dosadime do (7) dostdvame
P{Xl = Il,XQ = T2, ,Xn = In/ZXl = t} =
i=1
e‘”Ai/\t ' 1\
z1l.xy,! t! ( ) n
= — ak x1,..,z, €{0,1,...,t}, > . @ =1t
ein/\”n: z1l..zy,) \n { b s (12)
!
0 v inom pripade.
Pretoze t = 1 + 22 + ... + x,,, kone¢ne dostavame
P{Xl = .’L'l,XQ = J}Q,...,Xn = a:n/ZXz = t} =
i=1
t! 1\ ™ 1\
— (=) .= k z1,..2, €{0,1,..,t}, Y0 a; =t
= xil.zy! (n) (n) Ak e n €4 b i (13)
0 v inom pripade.
Vidime, ze za platnosti Hy: Xi,Xo,..., X, je ndhodny vyber z Po(\) rozdelenia
ma X1, Xo, ..., Xn/ > i, X; = t multinomické Mu(t, 1,1 .. 1) rozdelenie.

n—krat
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Zrealizujeme ndhodny vyber a zistime, ze x1 + x2 + ... + x, = t (tentokrét n je pevné ¢islo - rozsah
vyberu). Vieme, ze ak Z?:l X; =t, tak X1, Xo, ..., X;; maji multinomické rozdelenie Mu(t, n, }L7. ., n) Ak
t je dostatocne velké, ma

n 1\2
X, —t=
Z (Ztl") ~ x2_, rozdelenie.
=1

<.

V skutocCnosti vlastne

2
NS TE) GNP
Z L5~ X, :Z X :Ml =Q~Xh 1

Ak realizdcia Q(reary > X2 (1 - $) alebo Q(reary < X2 1(%), tak na hladine vyznamnosti o zamietame
Hy: X1,Xs,..., X, jendhodny vyber z Po(\) rozdelenia (x2_1(1—%) je (1—%)—kvantil x? rozdelenia s n—1

< . . . v . ~ . s . 2 ’ . ~_ 7 v 1 n
stupnami volnosti). Upozoriujeme len, Ze aproximécia x* rozdelenim je mozna len ak X = = >"" | X; > 5.

2.6 Test nezavislosti v kontingenénych tabulkach

Nech X,Y su diskrétne ndhodnéveliciny, X € {1,2,...,r}, Y €{1,2,...,s}, p;; = P{X=1Y =j},
1=1,2,...,r, j=1,2,...,s je pravdepodobostnd funkcia ndhodného vektora (X, Y)’. Ozna¢me

Pie = P{X =i} = pij, pej=P{Y =j} =) pi.
j=1 i=1

X X X,
Predpokladajme, Ze p;; > 0 pre vetky i = 1,2, . =1,2,...,s. Majme nahodny vyber ! , 2 sy
Yl 1/2 Yn

o rozsahu n z rozdelenia rovnakého ako ma ( Mozné vysledky (realizacie) st

>
(000 Q) () () )-C)

teda rs "tried”. Nech ndhodna veli¢ina
n X; , (1
651) je pocet tych (Y)’ ktoré nadobudli (1>,

Xi), ktoré nadobudli (;

(n) . . /
t tych
&5’ je pocet tyc (Yi

£ je pocet tych (Y ) ktoré nadobudli <T>
P S

Néhodné veliciny 5571’), dg), ooy € maji multinomické rozdelenie Mu(n, p11,p12, -, Prs) 8 pravdepodobnost-

nou funkciou

n‘ r S
P{fﬁl) = $117§§3) = T2, 755?) = xrs} = m pglgil pfsm7 Tij € {07172’ ...,TL}, szw =n.

11ceee i=1 j=1
(14)
Ak oznacime n;; realizdciu ndhodnej veli¢iny fg.l) (pocet tych ¢lenov ndhodného vyberu, ktoré nadobudli

hodnotu (Z> ), mbzeme vietky vysledky (realizdcie) zapisat do kontingencnej r x s tabulky:
J
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Y
X 1 2 s b))
1 | nit mi2 ... nNis | Nie
2 | n21 mna2 ... MNas | Noe
r 281 N2 .o Nrs Nre
Y| Nel MNe2 ... MNesl n

V kontingenénej tabulke nje = 377 nij, Nej = D iy Nijy M= D g Doy Mijs Nie, Nej SU margindlne

pocetnosti.

Lema 2.15: X a Y st nezavislé <= p;; = p;e Po; Pre kazdé i € {1,2,...,7}, j € {1,2,...,s}.
Dékaz: X a Y su nezdvislé prave vtedy, ak pre kazdé dve borelovské mnoziny A, B je P{X € AY €
B} = P{X € A}P{Y € B}. Ak X,Y st diskrétne a X € {1,2,...,r}, Y € {1,2,...,s}, tak je nutnd a

postacujica podmienka nezavislosti X a Y jednoduchsia, a sice
P{X €AY € B} = P{X € A}P{Y € B} prekazdu A C {1,2,..,r}, BC{1,2,...,s}.
Nech si X a Y nezédvislé. Potom pre A = {i}, B={j}, i€ {1,2,...,7r}, j€{1,2,...,s} dostdvame
pij = P{X =4,Y = j} = P{X = i} P{Y = j} = pi;.

Naopak, nech plati p;; = pie pe; Pre kazdé i € {1,2,...,r}, j € {1,2,...,s}. Vezmime Iubovolni A =
{i1, o} C{1,2,...;7}, (i1, ...,% sUrdzZRE), B = {j1,....0} C {1,2,...,s}, (j1,..-, Jp st rézne). Potom

P{X €AY e B} =P{X € {i1,..,ia},Y € {J1,..,Jp}} =

=P{X =i, Y=jUX=i,Y=j,U..X=1i,Y =jU

UX =i,V = 1UX =i,V = joU... X = ip,YV = jU

UX =40, Y =j1UX =45, Y =joU... X =i, Y =jp} =

a b a b
predpoklad
ZE E Pi., j: = E E Pi,eDej, =
u=1t=1 u=1 t=1

= DieDej; +pi1-p-j2 + ... +pilopojb+

+pi20poj1 + DisePejy + ..+ pi20p0jb+

+Di,eDej; + DijeDejy + - + Di ePej, =
= (Diye + Diye + - + Dise)Pejs + oo + (Dire + Dise + «o + Dine)Dej, =
= (Pire + Dize + o+ Diyo)(Dejy 4 Pajy + -+ Pej,) =
—(P{X =iy} +P{X =i} + ..+ P{X = ia}) (P{Y = j1i} + P{Y = jo} + ... + P{Y = j,}) =
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= P{X € A}P{Y € B}. Q.E.D.
Teda hypotéza Hy: X aY si nezavislé
je ekvivalentnd s Ho: pij =DieDej pre kazdé i € {1,2,...,r}, j € {1,2,...,s}.
Za platnosti Hy maju ndhodné veliciny fg), S), e S?) multinomické rozdelenie, pricom parametre p;;

st funkciami parametrov pie, D2e, .-, Pre; Del; Pe2; -+, Pes (Pij Vyjadrime pomocou nich). Je tu este mald kom-

plikécia, a sice to, ze "nezavislych ” parametrov je iba r4+s—2. St to napriklad pie, Poe; ---» Pr—1es Pel; Pe2s s Pes—1

(v tomto pripade je pre =1 — 37— Die, Pos =1 — Zj;i Pej). Teda (za platnosti Hy)

Dij :pij(pl'ap2¢7 "'7p7"—107p017p027"'7p03—1) 1= 1527"'7T7 ] = 1727"'75

su pravdepodobosti. Menovite

P11 = P1ePels -3 Pis = Ple(l — Dot — Pe2 — ... — Das—1)s -
D21 = P2ePels -3 D25 = P2e(l — Dot — Pe2 — .. — Das—1)s -
Pr1 = (1 — Ple — P2e — --- _pr—lo)polv sy Prs = (1 — Ple — P2e — --- —pr—h)(l — Pel — Pe2 — ... —p.s—1)-

St dostatoéne hladké funkcie "neznamych” parametrov pie, P2es ---; Dr—1e, Pels Pe2, ---, Pes—1- Lieto parametre
odhadujeme metédou modifikovaného minimélneho 2.

Hladédme riesenie ststavy

r s (n)
Sap” Wb _ g _ 1,20 —1, (15)
am1p—1 Pab Oprs
r s E(n) 3pab
2ab  ZHab _ l=1,2,....,s — 1. (16)

a—1bp—1 Pab 8pol

Napisme si (15) pre k =1,2,...,7 — 1 (naschval niekde ponechdvame p; e, Pes)

ngl) 8[171.27.1] fg) 8[171.17-2] gz) a[pIO(l — Pel — .- — pos—l)]
+ ... +
PlePel apko PlePe2 apko plo(]- — Pel — ... — pos—l) apko
™ 5 ™ 5 () Olpon(l — Doy — ... —
521 [pz.p.1] 522 [p20p02] 2s [on( De1 pos—l)]
+ ...+ +
DP2ePe1l apko DP2ePe2 apko (1 — Pel — -oo — posfl) apko
65711) 8[(1 — Dle — D2e — ... — prflo)pol} 7("2) a[(l — Ple — P2e — ... — prflo)(l — Dol — - — posfl)] o
+...+ =0
PrePel Opre PrePes Opre
(17)
Ak (17) derivujeme podla p;,, dostaneme
(n) (n) 5(") 5(") g:)
11 ol + 12 De2 + ...+ Ls Des — rl Pe1 — .o — Des = Oa
DPiePel Pl1ePe2 DiePes PrePel DrePes
Cize
RS U 3 R S e S U S S a8)
Die DPre

n v /. Xz' , . l
Oznaéme 51( ) nghodnt velicinu - pocet tych , ktoré nadobudli hodnotu | o a
* Y; lubovolné ¢&islo



¢ nahodnii veli¢inu - pocet tych <
[

pisat

Ak (17) derivujeme podia pre, k =2,3, ...,

a trividlne aj

Teda ak pre, P2e, .-, Dre SU riesenia (15), tak

(n)

ke
ﬁko

(n) _
ke

Rovnice (20) spoc¢itame a dostdvame

n=ikW=r‘
k=1

g) ktoré nadobudli hodnotu (

Tubovolné &islo
k

(n) (n)

e 2 =,

Die Dre

r — 1, dostaneme analogicky

(n) (n)

Ske 3T _
DPke Dre

(n) (n)
g’(‘. _ Te® — 0.
pT. pT.

)
ﬁ’l‘.

i

Pke,

k=1,2,..

Te

(n)

Zpko: A a

T.
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>, tak (18) moézeme

(19)

(20)

teda
(n)
rTe
Dre
az (19) mame odhady zfskané metédou modifikovaného minimalneho x? (v pripade platnosti Hy o nezavislosti
XaY)
ﬁk. - Ek. 5 k == 1,27 ey I
Uplne analogickou cestou z rovnic (16) ziskame
Dol = — £,l , 1=1,2,..s.

Podla Vety 2.10 mé za platnosti Hy o nezévislosti X a Y

npzopo]

(n) ¢(n)
(6(»”) . gi. foj
s ) n

) T s (gv(J
=22

i=1 j=1

-y

npiopoj i=1 j=1

gl. )g(n)

n

pocet parametrov

pocet tried
N —
pricom f = “rs’ —(r—14+s—-1)—-1l=rs—r—s+1=(r—-1)(s—

1).

> asymptoticky o
- X

f

V kontingenénej tabulke mame Nij, Nie, Nej— Tealizdcie ndhodnych velicin n),ﬁl. , ?). Ak teda

( m.n.j )2 ., m.n.J
TLTL

>y Yy

TiaTiag ZZnn

i=1 j=1 " im1j—1 te'ved i=1j=1 "1

nzo”oy Mij + ZZ

i=1 j=1

n2n2,

o' ‘0]

n2

Niellej

n

'fLij =
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T s 2

n; 1
= _— = 2 - ° re ° o os) =
S o
=1 j=1 M M

r s n?
=n) Y —I—n>x{ g, -a),
im1 j—1 VieTtej

tak na hladine vyznamnosti o zamietame hypotézu o nezgvislosti X a ¥’ (X%rq)(sq) (I1—a) je (1—a)—kvantil

X%rq)(sq) rozdelenia). Veli¢ina

NieTlej 2
r s n;j —
n
Niellej

i=1j=1
J n

je (len) testovacou charakteristikou, nie je to miera zavislosti medzi X a Y. Vyhodnejsie je poéitat tento
2

b T s nij
vztah ako ny iy 75,

Niellej
x? velkej hodnoty a je (najviac) porusens nezavislost medzi X a Y. Test mozno pouzit len ak pre kazdd

—n, lebo vidime, kde (v ktorom policku kontingenénej tabulky) nadobida

Niellej

dvojicu (4,7) je
aY).

Nz , .. S . NieTlej -~ ’ - . . . .
> 5. Cisla n;; st empirické Cetnosti a —22 ocakavané cetnosti (pri nezavislosti X
n

Priklad 2.16: (Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 212.) Rodinny stav zenicha

” ”

resp. nevesty moze byt “slobodny(4)”, ”ovdovely(4)” a ”rozvedeny(4)”. V nasledujiicej tabulke st tdaje o
(pdvodnom) rodinnom stave Zenicha a nevesty v Ceskoslovensku v roku 1957. Treba zistif, ¢ rodinny stav

zenicha a nevesty si nezavislé.

rod. stav nevesty
rod. stav zenicha slobodna ovdovela rozvedend celkom
slobodny 75 564 (71 501) 824 (2 033) 3463 (6 317) | 79 851
ovdovely 1370 (2 751) 904 (78) 798 (243) 3072
rozvedeny 4 603 (7 285) 590 (207) 2 943 (644) 8 136
celkom 81 537 2 318 7204 91 059

Cisla v zatvorkéch st teoretické etnosti (v pripade nezavislosti), napr. 71 501 = (79 851.81 537)/91 059.

Hodnota chi? kritéria je

, (75564 — 71 501)2

71 501

Preto zamietame hypotézu o nezévislosti (pévodného) rodinného satvu zenicha a nevesty na hladine vyznamnosti

0,05.

2.7 Test homogenity

(2 943 — 644)2
_|_ - 00 ==z

644

=22 850,4 > x3(0,95) = 9, 488.

Teraz riesme int dlohu. Pozorujeme (merdme) diskrétnu nahodni velicinu X, ktorej hodnoty méozu byt
Z1,Z2, ..., T, (napr. X — znadmka z matematiky, 1 = 1,...,z5 = 5). Majme s > 2 nezdvislych vyberov (napr.
8. trieda, ktort uéf ucitel A, 8. trieda, ktord uéi ucitel As,...,8. trieda, ktord uéi ucitel A,). Rozsahy tychto
vyberov nech sd ne1,Ne2, ..., Nes (znéme, fixné &isla). Oznaéme ndhodné veli¢iny

X @ — znidmka z matematiky u ucitela A; i=1,2,....s.
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Nech
Xl(l),Xél), ...,X,(Ll.)1 je ndhodny vyber z X rozsahu ne1,

X:ES), X2(S)7 e X7(LS.) je ndhodny vyber z X rozsahu na;.

Vseobecne pre ¢t = 1,2, ..., s je
P{XD =2} =0 g, P{XO =25} =D gy, ..., P{XD =g,} =g,
St rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych velicin XM, X @) X () roynaké ? Ide vlastne o test

My, g, ()9, g, (g,
Hy : = =.= > Hp: existujei#j ze # :
Mg, 2, (5)g,. g, (g,
Oznacéme ndhodnu veli¢inu
&;; — pocet realizdcii (hodnét) z; v j—tom vybere j=1,2,...;s, i=1,2,...,r

a n;; realizdciu nadhodnej veli¢iny &;;. Dostaneme r X s kontingenéni tabulku

vyber
hodnota znaku 1 2 ... s
Z1 N Ni2 cee Nis Nie
T2 n21r N22 cee N2s N2e
Ty Tr1 N2 e Nys Tre
b)) Ne1l Ne2 e Nes1 n

D4 sa ukézat (pozri napr. Cramer, H., Mathematical Methods of Statistics, Princeton University Press,
1946), ze ak

NieTlej 2
o5 (niy—

2 2
X =20 ey 2 Xene-n (- @),

tak zamietame Hy na hladine vyznamnosti . Tento test sa nazyva test homogenity.
Prilizny 100(1 — a)%—ny konfideény interval pre (V6; —®) 9; (teda pre P{X® = z;} — P{X® = z,})
je
Nja 1 Teq Neq Teb Nep

" 5
e _ _ 1—
Nea  Neb \/X(T_l)(s—l)( a) Teg + Neb ’

Neg Nep

+ ;

Mja (1_%> njb(l_njb>
Nja T 2 - Nea Nea Neb Neb
+ \/X(T—l)(s—l)(l a) s o

Ak tento interval neobsahuje 0, zamietame na hladine vyznamnosti a hypotézu Hy : (“)0]- = 0;.
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2.8 Stvorpolné tabulky (étyipolni tabulky)

Ak X a'Y su dichotomické znaky (dvojhodnotové), teda ak v kontingenc¢nej tabulke r = s = 2, dostdvame
2 x 2 tabulku (¢tyfpolni tabulku)

N1 Ni12 | Nie

n21  N22 | N2e

MM»—N

Tle1 Te2 n

NieTlej 2
Ng; — "

V tomto pripade (r = s = 2) sa (velmi) zjednodusf vypocet x* = > i_; Y25, TiaTia . Po¢itajme
n
2

NieNej\2 n;j(n11 + niz + no1 + noz) — (i1 + na2) (N1 + nay) .

T o n o

2

_ |:nijn11 + Ny N2 + NgiNo1 + NyjNoe — NN — Ny1N2; — NyaNj — 7%27121} (21)
n

Prei=1,j =1 je citatel v (21) rovny
_ 2
n11n11 + N11M12 + N11N21 + N11Nez — N11N11 — N11N21 — N12N11 — N12N21 = (n11n22 - n12n21) y
pre i = 1,j = 2 je citatel v (21) rovny
2
ni2n11 + N12n12 + NiaNol + N12Nge — N11N12 — N11N22 — N12N2 — Ni2Nee = (—N11N22 + Ni2ner)”.

Ajprei=2,j=1ai=2j=2]je citatel v (21) vzdy rovny (niinge — nianai)?. Teda

2 (n — ni'n'j) 9 2 2
B R s B Dol
X Niellej n2 NieTej

i=1 j=1 " i=1 j=1

2
n(ni11ngz — Niana1) [m.n.l T N1eTe2 + N2eTle1 + TLQ.TL.Q] _

n? N1eTe1M2eMe2

_ n(niing — n12n21)2 [(711. + n2e ) (Ne1 + n.z)] _ n(nunzz - 71127”&21)2
n? N1eMe1M20 02 NieNe1M2eTe2
Ak x? > x3(1 — ), tak (asymptoticky) na hladine vyznamnosti o zamietame hypotézu o nezavislsti X a Y.
Pozor, pre kazdé i, j € {1,2} musf byt [ieTlej > 5.
Teraz si ukdzeme eSte iny (asymptoti(?ky) sposob testovania nezavislosti dvoch diskrétnych nahodnych

velicin X a Y, ktoré mézu nadobudat len dve hodnoty.

Veta 2.17: Nech X a Y s diskrétne ndhodné veli¢iny, ktoré mézu nadobtidat len dve hodnoty. X a Y
P11p22
5 =

P21P12

si nezavislé <= =1 (oznacenie z kapitoly 2.6).
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Dokaz: Ak X a'Y su nezdvislé, tak p;; = piepe; pre kazdé i, j € {1,2}, ¢ize

5= P11P22 _ PlePe1P2ePe2
b21P12 D2ePe1P1ePe2

=1

1\12101)&1{7 ak § = 1, tak P21P12 = P11P22- Preto

PrePe1 = (P11 + P12)(P11 + P21) = P11P11 + P11D21 + P12p11 + Piep21 = p11(P11 + P21 + P12 + p22) = p11-

P11p22
Podobne dostaneme p;; = piepej pre kazdé i,j € {1,2}. Q.E.D.
P
. P11P22 P12 ;. C . . . . . .
Poznamka 2.18: § = ——— = Doy 5 vold aj teoretickd interakcia resp. pomer Sanci (odds ratio). Jej
P21P12 e
P22
2 nin
odhad je § = 511522. Realizacia tohto odhadu je e
§21812 n21712

Bez dokazu uvedieme nasledujicu vetu. Jej dokaz pozrite napriklad v knizke Andél, J., Zaklady matem-
atické statistiky, MFF UK, Praha, 2005.

Veta 2.19: Nech X a Y st diskrétne ndhodné veli¢iny, ktoré mézu nadobudat len dve hodnoty a
5o pup2 s §11822

, 0= . Ndhodna veli¢ina
P21P12 §21612

Ind —Ind

T 1 1 1
—+—+—+—
ni11 ni2 n21 n22

mé asymptoticky N(0, 1) rozdelenie.
Je zrejmé ako budeme testovat
Hy: 6= > Hy: ¢ 75 do

a teda aj nezavislost X a Y (Specidlny pripad tejto hypotézy ak dp = 1).

2.9 Fisherov exaktny test pre stvorpolnu tabulku

(Fisherov faktoridlovy test)
V predédskach Pravdépodobnost a statistika I sme si dokazali Cauchyho kombinatoricky vzorec.

Lema 2.20: (Cauchyho kombinatoricky vzorec.) Pre Iubovolné redlne &sla x, y a celé nezdporné &islo n

> (6=

Ak z,y su tiez celé nezaporné ¢isla, tvar predchdadzajuceho vzorca je

SO0

k=max{0,n—y}

plati

Budeme ho v nasledujiicom potrebovat.
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X X X’,L . 7 7 4
X a'Y st dichotomické znaky (dvojhodnotové), <Y1>’ <Y2) Y <Y > je ndhodny vyber o rozsahu n
1 2 n

X n n n n
z rozdelenia rovnakého ako ma Y)' Pri oznaceni z kapitoly 2.6 maji ndhodné velic¢iny fgl’), 552'), {él'), éz)

multinomické rozdelenie Mu(n, p11,p12, P21, p22) s pravdepodobnostnou funkciou

|
(n) _ (n) _ (n) _ (n) _ _ n
P{&) = n11, 8" = n12, &y = n21, &y’ = nat = T 11 P PYS et P57, (22)
ni1!nislnglngs!

ak n;; € {0,1,2}, E?:1 23:1 ni; = n. To znamena, Ze (22) je pravdepodobnost, Ze dostaneme Stvorpolni
tabulku s hodnotami n11, 12, N21, Moz (pri ndhodnom vybere rozsahu n).

Za predpokladu, ze X a Y si nezavislé, je

11,112,721 1022 11,111 112 ), N12,. 121 121 1022 ) 1022 T1e 1020 ) T0el  T0e2

P11 P12°P21 P23” = Ple'Pel Ple Pe2 Poe Pes Poe Pas- = Ple"P2e"Pei Pes” = Q-

Teda pravdepodobnost, ze dostaneme stvorpolnt tabulku s hodnotami ni1, ni2, ne1, nos (pri ndhodnom

vybere rozsahu n) a za predpokladu, ze X a Y si nezdvislé, je

n!

P{gﬂl) = ni1, YQL) = nia, 5711) = n21,£§'§) =ng} = (23)

nu!nlglngl!ngg!

Pravdepodobnost, ze pri danom rozsahu vyberu n a nezdvislosti X a Y vznikne Stvorpolnd tabulka s
(vhodnymi) margindlnymi pocetnostami n1e,n2e,7e1, ez (vlastne staéi mat uréené dve z nich ostatné sa
uz dopocitaji, napr. ak mame 11,, 761, tak Noe = N — N1e, Ne2 = N — Ne1) je vlasne pravdepodobnost, ze

vznikne jedna z tabuliek typu (tvaru)

) MNie —1 Nie
T2e — Mol + 1 =

Ne1 — § =n— (N1e + Ne1) +1 | B —Ni1e

Ne1l N — Ne1 n

Samozrejme n1e > 0, Ne1 > 0, N1e <N, Ne1 <N

12>0
=i > max{0,ne1 — Noe} (24)
i > (N1e + Ne1) — N = Ne1 — N2e
a tiez
] S Tile
= { < min{nye, ne1}- (25)
1 § Nel

Pravdepodobnost kazdej takejto vhodnej tabulky je dana vztahom (23).
Preto pravdepodobnost, Ze (pri danom rozsahu vyberu n a nezavislosti X a Y') vznikne Stvorpolna tabulka
s marginalnymi pocetnostami n1e, n2e (= 1 —114), Ne1, Nea (=N —Ne1) (Pricom nie,ne1 > 0, N1e,Ne1 < 1)
je
e () _ ;o) —_) ) :
Z P{&1" = 0,81y =n1e = 6,831 = Ne1 — 1,85y =1~ Nie —Ne1 i} =

i=max{0,ne1—N2e } Nze
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min{nie,Ne1} ol

- 2. (110 — 1)!(T1a1 — 1)1 (n2e — Na1 + )]

i=max{0,ne1—N2e }

Q=

min{nie,Ne1}

= D

i=max{0,ne1—N2e}

min{nie,ne1}
e n! Z Nie N2e \ _ 0 n! Nie +N2e\
NielN2e! i Tel — 1 N1e!N2e! Nel

i=max{0,ne1—N2e }

n!n1e! 26!

nl.!ng.!i!(nl. — i)!(n.2 — (’I’L.l — z))'(n.l — Z)'

Q=

1\2
= QL = P{E =g, €00 = g, € = ey, €2 = nys ). (26)

N1e/M26 a1 !10e2!
pricom sme pouzili Cauchyho kombinatoricky vzorec (Lemu 2.20).

Ak n1e = n11 + N2, Noe = No1 + N22, Ne1 = N11 + N21, Ne2 = Ni2 + N, tak zrejme plati

P{Eg) = N1z, (g) = N2, éT) = Na1, é "= = N22, (n) nlo»fgg) = n-%f(n) = nﬂ;&ﬁg) = Ne2} =

= P{fﬁl) = nll,ég) = n12,€g1l) = n21,§§;) = nga},

lebo ndhodn4 udalost
{w: €7 (@) = n11, €3 (@) = n1s, €7 (@) = na1, €63 (@) = na,
10(@) = 110,65 (@) = a2, €5 (@) = a1, €5 () = naz} =
. ¢(n) _ () _ (n) _ (n) _
{w &1 (W) = n11, €57 (W) = na2, &5y (W) = nat, §gy” (W) = naz}.
Ak teda rozsah ndhodného vyberu je n a X, Y sd nezdvislé, je podla (23)

(n)

P{fu = n11,§12 = 7112,521 = n21,§22 = naa, = nye, £ 9 = n-%f(?) = n.l,f(Z) =N} =

P{fﬁl) = 7111,5;721) = N1z, él) = n217£22) = nzz}, ak nie = ni1 + N1z,
N2e = MN21 + Na22,
= Nel = MN11 + Na1,
Ne2 = Ni2 + Nag,

0, inak

n!
e ey Q, ak nie =ni1 + N1z,
11:7012:71121:122:

N2e = MN21 + N22,
= Ne1 = N11 + N21,
Ne2 = N2 + Na2,

0, inak.

Podmienend pravdepodobnost

P{f; *nllvflg *n12,§21 = n2i, 22) :n22/§(n) :m.,Efz) :noz,f.l *n.hf 2 *noz} =
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P{fﬁl) =nii ’552) =niaz {éT) =ngz1 ,532” =na2 ,EYZ) =nie ,EEZ) =Ne2 ’55?) =Ne1 75(.;) =ne2}

- 2 . 2 ak nie =n11 +ni2
P{él.’):m.,éié)zn.z,ﬁﬁl):nu7652{):71.2} ’ * ’

Noe = N21 + Na22,
Nel = N11 + Na21,
Ne2 = MNi12 + Na22,
a ”menovatel” # 0,

0, inak

(podla (23) a (26))

n!
n11'n12!M91ngy! N N1e!n2e! 001 !100!
N2 T T ak nie = ni1 + ni2,
(n) nni11:MN12:M21:M22°

N1e!N24!Me1!Me2!

N2e = Na1 + N2,

- Ne1 = M11 + N2, @7
Ne2 = N12 + N2,
a ”menovatel” # 0,
0, inak.
Jednostranny test
Hpy: X,Y s nezavislé > H, : ¢im st ”vagcsie” hodnoty X, tym st ”vécsie” hodnoty YV

(alebo Hy : &m sd ?mensie” hodnoty X, tym sd ”mensie” hodnoty Y)
na hladine vyznamnosti najviac « sa realizuje tak, ze sa spocita (27) pre dand tabulku, ale aj pre vietky dalsie,
ktoré z nej vznikni postupnym znizovanim najmensej pocetnosti o jednicku pri zachovani marginalnych

pocetnosti (vetky takéto tabulky totiz svedéia este viac proti hypotéze nezdvislosti X a Y).

Priklad 2.21: (Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 215.) U 27 ndhodne
vybranych pacientiek trpiacich chripkou sa zistovalo, &i boli proti nej oékované a aky priebeh mé choroba.

Vysledky st v nasledujiicej tabulke.

priebeh choroby
lahky  fazky

ockovand 10 2 12
neockovana 4 11 15
14 13 27

Zaujima nas,¢i suvisi ockovanie s priebehom choroby, teda testujeme

H : otkovanie nesuvisi s priebehom choroby 3 Hj : (jednostranna) ockovanie ” pozitivne” ovplyvni priebeh
choroby

Najmensia pocetnost v tabulke je n1y = 2. Spocitame (27) pre dant tabulku (P=0,004491) ako aj pre

tabulky
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priebeh choroby priebeh choroby
lahky  fazky lahky  fazky
ockovand 11 1 12 ockovand 12 0 12
neockovand, 3 12 15 neockovand, 2 13 15
14 13 27 14 13 27

(P=0,000272 a P=0,000005). Sticet vietkych tychto pravdepodobnosti je 0,004768. Je mensi ako o = 0,05

Preto Hy zamietame v prospech H; na hladine vyznamnosti mensej alebo rovnej 0,05.

Poznamka 2.22: D4 sa ukdzat (pozri napr. Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str.

215), 7e hladina vyznamnosti tohto testu je mensia alebo rovné .

Obojstranny test, ktory ma alternativu
H;: ¢im st ”vacsie” hodnoty X, tym st ”vacsie” hodnoty Y alebo ¢im su ”vacsie” hodnoty X, tym su
”mensie” hodnoty Y

sa konstruuje omoho tazsie. Je ale velmi ¢asto pouzivany v praxi, preto ho popiseme. M4 4 zédkladné varianty

(pozri Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 215), my si uvedieme jeden z nich.

V nameranej stvorpolnej tabulke ndjdeme najmensiu pocetnost. Pozrieme na margindlne pocetnosti
riadka a stfpca, ktoré sa pretinaji v tejto najmensej pocetnosti. Vyberieme si ti margindlnu poéetnost z
nich, ktord je mensia a urobime Iiniu (spojnicu mensej margindlnej pocetnosti a najmensej pocetnosti). Pre
namerant stvorpolni tabulku spoéitame P z (27). Teraz vytvdrame nové stvorpolné tabulky tak, ze vady
znizime v danej tabulke minimélnu pocetnost o jednu (pri zachovani marginalnych pocetnosti) a v obdrzanej
tablke spocitame P z (27) (ako u jednostranného testu). Potom v linii v povodnej tabulke zamenime
pocetnosti. Vytvérame opit nové tabulky tak, ze najmensiu pocetnost znizujeme o jednu (pri zachovani
margindlnych pocetnosti). Vzdy spocitame P z (27). Spocitame véetky takto ziskané P a ked ich stcet

neprekroc¢i «, zamietame Hj o nezavislosti X a Y oproti obojstrannej alternative.

Priklad 2.23: V Priklade 2.21 nech alternativna hyptéza je H; : otkovanie moze pozitivne aj negativne

ovplyvnit priebeh choroby. V pévodnej tabulke

priebeh choroby
lahky  fazky

ockovand 10 2 12
neockovana 4 11 15
14 13 27

je minimalna poéetnost ni» = 2, margindlne pocetnost ne; = 12 < nge = 13, preto linia je nj1 N1z Ne1
(¢ize 10 2 12). Pravdepodobnost P z (27) pre tito tabulku je P=0,004491. Postupne spocitame P z (27)
pre tabulky
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priebeh choroby priebeh choroby
lahky  fazky lahky  fazky
ockovand 11 1 12 ockovand 12 0 12
neockovand, 3 12 15 neockovand, 2 13 15
14 13 27 14 13 27

(P=0,000272 a P=0,000005). Teraz ”vymenime” v linii v pévodnej tabulke ny; a nis (pri zachovani mar-

gindlnych pocetnosti) a dostdvame tabulku

priebeh choroby
lahky  tazky

ockovang 2 10 12
neockovana 12 3 15
14 13 27

(pre tiito tabulku je P=0,001497) a postupne tabulky

priebeh choroby priebeh choroby
lahky  fazky lahky  fazky
ockovand 1 11 12 ockovand 0 12 12
neockovang, 13 2 15 neockovand 14 1 15
14 13 27 14 13 27

(P=0,000062 a P=0,000001). Sticet P zo vSetkych Siestich tabuliek je 0,006328, je mensi ako oo = 0, 05, teda

obojstranny test zamieta Hy (priebeh choroby nezavisi s ockovanim) na hladine vyznamnosti mensej alebo

rovnej 0,05.

3 Vseobecny linearny model

3.1 Najlepsie nevychylené (nestranné) linearne odhady parametra (3

v regularnom linearnom modeli

(Yy,1,XBy.1, V) je vieobecny linedrny (regresny) model, ak nadhodny vektor Y € R"™ (ktorého realizdcie
merame, pozorujeme, observujeme, nazyvame ho aj observaénym vektorom) mé strednd hodnotu £(Y) =
XBr1; Xnk je zndma, "pevnd” matica (tzv. matica pldnu experimentu), 8 € RF je vektor neznamych (ale
”pevnych”, t.j. nendhodnych) parametrov, covY = V je zndma pozitivne semidefinitnd (p.s.d.) matica, alebo
covY = 0?H, kde 02 je znamy alebo nezndmy parameter (skaldrny faktor kovarianénej matice, jednotkova
disperzia) a H je zndma matica, covY nezavisi od B3, n > k. Vseobecny linedrny model (Yn71,Xﬁk71,V)

je reguldrny, ak hodnost h(X) = k a covY je pozitivne definitnd (p.d.) matica (teda reguldrna).
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Definicia 3.1:

(i) Nech g : (R™,B") — (R*,B*) je meratelné zobrazanie. b = g(Y) je linesrnym odhadom vektora
parametrov By, ak b=u+UY, kde u € RF a U je redlna k x n matica.

(ii) b je nevychylenym (nestrannym) odhadom 3, ak £g(b) = 3 pre kazdé B € R*. (Zamen4 to tolko,
ze ak vektor neznamych parametrov je 3 (Iubovoiny k—rozmerny vektor), tak strednd hodnota odhadu je
prave tento vektor 3.)

(iii) b je najlepsim nevychylenym (nestrannym) linedrnym odhadom (NNLO) vektora parametrov 3, ak

pre kazdy iny nevychyleny linedrny odhad b* parametrov 3 pati, ze cov(b”™) — cov(b) je p.s.d. matica.

Veta 3.2: Linedrny odhad b = u+ UY je nestrannym odhadom 3 préve ak u =0 a UX =1, .
Dokaz: £(b) = E(u+UY) =u+UE(Y)=u+UXB=pB VBeER) +— u=0aUX=I;
Q.E.D.

V dalsom budeme potrebovat nasledujicu lemu.

Lema 3.3: Pre kazdd maticu Dy, plati M(D) = M(DD’), kde M(D) = {Du: u € R'} je vektorovy
priestor generovany stipcami matice D (podpriestor priestora R¥).

Dokaz: Oznaéme [M(D)]* ortogonalny doplnok priestora M(D) v (celom) priestore R*. Plati M(D) =
M(DD') <= [M(D)]* = [M(DD’)]*. Budeme dokazovat rovnost priestorov [M(D)]* a [M(DD’)]+.

Ak z € [M(DD')]* = zDD’' =0 = zDD’z= 0= (D'z)(D'z) =0=D'z=0=2D =0 =
z € [IM(D)]4, teda [M(DD")]+ C [M(D)]*.

Ak z € [M(D)]* = z’D = 0 = z’DD’ = O = z € [M(DD’)]*, teda [M(D)]* c [M(DD’)]*

Lema 3.4: V reguldrnom linedrnom modeli je X’V ~'X reguldrna matica.

Dokaz: V reguldrnom linedrnom modeli je h(X,, 1) = k. Vyuzijic tvrdenie Lemy 3.3 mozeme pisat
AX) > (X' V'X) = h(X'V IV 2X) = 4(X'V72) > A(X'V 2V3) = h(X), preto h(X’V'X) =
h(X) = k, pricom rozmer matice X’V ~'X je k x k. (Matice V™2 a V72 sme si definovali v predaske
Linedrni statistické modely I.) Q.E.D.

1
2

Veta 3.5: V reguldrnom linedrnom modeli je (Y, 1,X08; 1, V) je b = (X’V1X)"1X’V~'Y NNLO
parametra (3.

Dokaz:

(i) b = (X’V!'X)"'X’V Y je linedrnym odhadom (matica U je v tomto pripade (X’V X)X’V 1),

(i) UX = (X’V!'X) "X’V !X = I; 4, teda podla Vety 3.2 je b nestrannym odhadom.

(ili) nech b* = WY je iny nestranny odhad, teda WX =1, cov(b*) = WVW’, potom

cov(b*) — cov(b) = WVW’ — (X°’V ' X)" I XV I'VV IX(X'V 1X) ! =
=WVW’ —I[(X’V X))l = WYVW’ - WX(X’V X)) IX'W’ =

=W(VIVZ - VIV X(X'V X)XV I VW = WV2 (I - V IX(XVIX)IXV 7)) VEW? =

symetrickd a idempotetnd matica A=AA

= (WVZA)(WVZAY
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je pozitivne semidefinitna matica, lebo

Vx e RF x(WVZA)(WVIA)x =y’y > 0. Q.ED.
—_———

yv

Priklad 3.6: (Vézeny priemer.) Nech Y7,Y..Y,, st nezavislé, £(Y;) = u, i = 1,2,...,n a D(Y;) =
02, i=1,2,..,n, vietky o7 > 0 a vietky pozndme. Potom Y = (Y7, Ys,...,Y,,)’ sa riadi obecnym linedrnym

modelom, pri¢om

1 o2 0
1 0 o3

EY)=| . |u=1Luip, cov(Y)=] | =V.
1 0 0 ... o2

NNLO parametra p (nezndma spoloénd strednd hodnota vsetkych Y;) je podia Vety 3.5

b=1'V ') l'Vly =

-1

L0 0\ (1 &= 0 0\ (1

0 % 0]t 0 % 0]]|Y:
=((1,1,..,1) 2 , (L,1,..,1) : . =

0 0 o2/ \1 0 0 or) \Yn

<.

-(54) 5%

Tento odhad (tdto ndhodnt veli¢inu) nazyvame vdzeny priemer Y1,Ys, ..., Y,.

Veta 3.7: Nech Y7, Y3, ...Y,, st nezdvislé, Y; ~ N(u,0?), i = 1,2,...,n, vietky o2 > 0 a vietky pozndme.
_ n (Yl — b)2

1\ Y; -
Potom b = (Z?_l 02) Sy —; e NNLO parametra p. Statistika x* = 30, ~——— ~ X2, a
i a; B

)

Dokaz: Pretoze Y = (Y1,...,Y;,) ~ N(1,.1p, cov(Y) = diag(o?, ...,02)), je (podla Prikladu 3.6)

B
Z Y;
) 0—7‘;
= J

b= (1’(c0U(Y))—11)—117(COU <Zal2

1=

=
<.
_

1\
ateda b~ N (u, <Z?=1 2> ) Dalej plati
o

%

n n
Y; — b)? Y2 Y2 b2
=y Wb (12_212 2>_

i % i—1 \ T4 o3 g;

n Y2 n 1 -1 5 Y. n Y, n 1 -2 n Y 2 n 1
R a(h) LULE(L) (B4) i

o? o? o2 o2 2 o2 o?
i=1 =1 j=1 J =1 * =1 j=1 "7 i=1
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i=1 k=1 =1 j=1
0 oz 0 G = I T
-Y’ 3 Y-(Y 5| Y| 7 (272,.., 2)Y:
k=1 ak g1 03 On
0 0 % %
L 0 ... 0 5
1 1
0 L ... 0 no\ & 1 1 1
— v 73 _ = 2= = =) by 28
SRR (glff%) ' <"f % "3> ()
N !
A
Pretoze
L0 o 3
0 % 0 R =
AE(Y) = 72 - = 72 — =, —=||1p=0
v) | (Zaz (5253 72) | =0,

A

0 0 ... X

mozeme pisat
Y’ =Y'AY = (Y - £(Y))A(Y — £(Y)).

Podla Vety 13 kapitoly V. knihy Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985 (dokazovali sme ju

aj na prednaske Linearn{ statistické modely I), v pripade, ze A je symetrickd, p.s.d. matica, Acov(Y) # 0

a idempotentna, tak (Y — E(Y))A(Y —E(Y) ~ XfT,[ACOU(Y)]. Overme si vietky predpoklady Vety 13.
A=A’ (zrejmé)

2 1\ ! N2
Vx € R" x’Ax = Y% &2 - (22_1 2) (Z?_1 x;) = (. Ak vo Schwarzovej nerovnosti
i Tk Tk

=1 o2

2

, x; 1 , . x? 1 x;
(i @ifi)® <30, af YO0, 7 avolime a; = —, B = —, dostavame, ze Y1) —5 Yp ) —5— (271 ;) =
0i 0j o; O oj.

1
(22_1 2) C >0, teda C >0 apreto ¥x € R™ x’Ax > 0. A je p.s.d. matica.
Ok

L0 0 - o 0 0
1 1
0o L 0 IR 0 o3 0
Acov(Y) = 2 - (ZZ_1 0']%) ? (U%m 71%7 7%2) : -
0 0 4 oz 0 0 &

n n

(1,1,...,1) # 0 (mimodiagonélne prvky tejto matice si nenulové).

1\!
=I,n— (22_1 ‘71%)

Acov(Y)Acov(Y) =
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1 1
o7 af
= |1 ( I 1>1 %% (1,1 )| |1 ( I 1)1 0% (1,1 1)
= n,n k=1 _9 X 5 Ly eeny nn k=1 9 X gLy eeey =
1 1
o o
1 1
o3 o?
N = 1\ ?| = 1\~
(o a.
=L,,—2 (22_1 J2> 2,1, + ( [ 02> 2 (22_1 02) (1,1,...,1) = AcovY.
k k : k
1 1
o o
1 1
o? of
1 1 1 1
, W1 7 . 1 77
Plati tr{AcovY] =trl, » — | >y — tr| 2| (L,1,..,1)=n— k=1 52 tr(1,1,..,0) | 2| =
k : k :
1 1
ox oz
n— 1. Q.E.D.
» S o g 2 n (}/:L - b)2 ces . , . ,
Poznamka 3.8: Statistiku x* = > _." | ~———5—— z Vety 3.7 vyuzijeme pri testovani rovnosti strednych
o

)

hodnoét. Majme Y7, Ya, ..., Y, nezdvislé a Y; ~ N (i, 02), i =1,2,...,n, (vietky o? pozname).

Ho: p1=po=...= iy > Hy: H#£G pi # 1y
: - W (Yi=b)? P T N, % .
testujeme pomocou Statistiky x* = > 1 ~——5——, pricom b = ( > | — > i1 —%. Za platnosti Hy
o7 o? o3

mé x2 ~ x2_, rozdelenie. Teda ak realizécia x2.,, > x2_,(1 — ), tak Hy na hladine vyznamnosti «

zamietame.

Priklad 3.9: Test rovnosti korela¢nych koeficientov.

Majme n nezavislych ndhodnych vyberov z dvojrozmerného regularneho normélneho rozdelenia, teda

M) x, S - (1) g2 W)y Mgy W,
Wy, )\ Wy, v ) W) Wg, W, (1) g2 ’
() X, X\ [ () 2 () Mg, (M),
my; )y, va) \) Mg ), () 52 :

pricom nech k1, ko, ..., ky, > 10.

Vieme, ze pre Fisherovu Z—transforméciu plati

2 nl—(i)p7ki*3

1 1+R; 1. 1+@ 1
+zN< TP ) i=1,2,..,n,

Zi: —1In
2

S ((’)Xj _ (@) X)((z)yj _ (@) Y)

Jj=1

VIR (OX, — 0 X2 T, (Y, —0 72
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N— 1 . X = .
je vyberovy korelaény koeficient na i—tom vybere, (VX = o 251:1 Ox;, OY = T >
i i

Hy: Wp=@ ,— -, - Hy: 3i4j @p£0),

testujeme pomocou testovacej Statistiky

n Zl _ b 2 n
= I S sz,
=1 k'l _3 =1

1 Z; 1 .
kde b = m Z;L:]_ 1] = Zn L —3n Z;L:l(k] — 3)ZJ Podla Vety 3.7 ma za platnosti Ho
=1\ i=1"™"
k;—3

Statistika x? rozdelenie x2 ;. Ak teda jej realizdcia X%eal > x%2_,(1 — ), tak Hy zamietame na hladine

vyznamnosti a.

3.2 Poznamky k pseudoinverznym maticiam

Lema 3.10: Nech A, B su k x [ redlne matice. AATB=B <= M(B)C M(A).

Dokaz: M(B) C M(A) <= stipce matice B sa daji napisat ako linearne kombinacie stipcov matice
A < {B},;j=Ad;, d;eR! j=12,.,1 < ID;; =(d,dy,....d;), ze B= AD.

Nech AA"B=B — 3D (= A B),7e AD =B —> M(B) C M(A).

Naopak ak M(B) C M(A) = 3D,z B=AD — AA B=AA AD=AD=B QE.D.

ijlne analogicky dokdzeme nasledujicu lemu (ddkaz spravte ako cvicenie).
Lema 3.11: Nech A, B si k x [ redlne matice. BATA =B <— M(B’) Cc M(A’).

Lema 3.12: A,, ,, je redlna matica. Potom
(i) [(A’A)7] je g-inverznd matica k matici A’A;
(ii) A(A’A)"A’A = A (teda (A’A)” A’ je jedna g-inverzia A~
(iii) A(A’A)~ A’ nezavisi na volbe (A’A)~ a je vzdy symetricka (a jedind).
Dékaz: (i) Plati (A’A)(A’A)~(A’A) = (A’A). Ked tiito rovnicu transponujeme (lavii aj pravii stranu),
dostdvame (A’A)[(A’A)7](A’A) = (A’A).
(ii) Pretoze podla Lemy 3.3 M(A’) = M(A’A), priamo z Lemy 3.11 dostdvame A(A’A)"A’A = A.
(iii) Nech (A’A); a (A’A);, si dve g-inverzie matice (A’A). Potom pomocou Lemy 3.10 a Lemy 3.11
dostdvame
A(AA); A’ — A(A’A)L ATJ[A(APA); A’ — A(APA)1 AT =
— A(A’A)T ATA[(ATA); AT —A(A’A)T ACA[(APA)L A’ -
A’ A’
—A(A’A)  AA[(AA) A +AAA), AA[(A’A) A’ = 0.
A A
Podla Lemy 3.3 je M(0) = M{[A(A’A); A’ — A(A’A) A’J[A(A’A); A’ — A(A’A) A} =
= M(A(A’A)7 A’ — A(A’A)A%), teda A(A’A);A’ — A(A’A) A’ =0 a A(A’A); A’ = A(A’A) A",
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Vidime, ze A(A’A)~ A’ nezévisf od volby (A’A)~ a je jedind. Zoberme si lubovolnt maticu (A’A)~. Potom
matica ${(A’A)” + [(A’A)7]'} je symetrickd g-inverzia matice A’A (dokézte). Matica A{(A’A)~ +
[(A’A)"]'}A” je ale symetrickd a preto matica A(A’A)~A’ je symetrickd pre lubovolnt volbu (A’A)~.
QED.

Veta 3.13: Ay ,x =y, nech je konzistentny systém (t.j. md rieSenie). A~ nech je Iubovoln4 (ale
pevnd) g-inverzia matice A. Prdve vSetky rieSenia systému Ax = y sd z mnoziny A = {x € R" : x =
ATy+(I-A"A)z, zeR"}.

Dékaz: Systém Ax = y je konzistentny (md rieSenie) <— Ix: Ax =y <= yc M(A) =

dw: y=Aw.
Nech xg € A, tedaxg = A y+(I-A"A)zg —= Axg=AAy+A(I-A A)zp = AA"Aw =
—_—
0

Aw =y = xg je rieSenim systému Ax =y.
Naopak ak x* je rieSenim konzistentného systému Ax =y, tak polozme z=x*a A"y + (I - A" A)z =
ATy+(I-ATAXx*=Ay+x*— A" Ax* =x*. Teda x* € A. Q.E.D.

y

3.3 Model s netiplnou hodnostou, cov(Y) = 1

Majme LRM - linedrny regresny model (Y, 1, X 1By 1 0?1), v ktorom h(X) < k < n. Voldme ho modelom
s netiplnou hodnostou (matice pldnu). Nagim cielom bude odhad ¢’3, odhad o2 a Statistickd inferencia o

nezndmych parameroch (inferencia - proces logického odvodzovania vyrokov z inych vyrokov).

Priklad 3.14: Majme tri nezavislé skupiny pozorovani
Y11, Y12, ..., Y1in, ndhodny vyber z N(uy,0?) rozsahu nq,
Ya1, Yag, ..., Yon, ndhodny vyber z N(uz,0?) rozsahu na,
Y31, Y3z, ..., Yan, ndhodny vyber z N(us,o?) rozsahu ns.
Model (celého) merania je

}/2]:/1/1—’_51] 1=1,2,3, j:1a27"',ni7

Y 1 00
Y1n1 1 0
}/21 Yl 0 10 K1
Y = =|(Y2], g(Y) = M2 | = X*’Ya COU(Y) = GQIZ?ZI g, S ngt
Yon, Ys 01 0 3
Y31 0

Yiinis3
Je to LRM (Y,X*v,0%I) plnej hodnosti. Ak tento model preparametrizujeme tak, Ze polozime pu; =

w4+ ;i = 1,2,3, madme 4 parametre strednej hodnoty u,aq,as, 3. Parametre «; voldme efekty.
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Preparametrizovany model je

Y;lj::u+ai+5ij 1=1,2,3, j=1,2,...,n

Y 1 1 0 0

Yin, 1 10

Yo Y, 1010 H

y=| 1 |=|Y.|. ex=|: T =X8, cov(Y) =0Ty, ca

o i=1"ir2. =11

Yan, Y3 1 010
Qg

Y3 1 0 0

Yan, 1 0 0 1

Z?:l n,;,4
Tento model je LRM (Y, X3, 02I) s netiplnou hodnostou, lebo h(X) = 3 (prvy stipec matice plénu je suétom
druhého, treticho a stvrtého stipca), teda h(X) =3 < k (=4 < Zle n; =n).

Veta 3.15: Majme LRM (Y1, X x8 1, oT) netiplnej hodnosti, teda h(X) < k < n. Ak b je riesenfm
normélnych rovnic X’Xb = X’Y, tak min, e+ (Y — Xv) (Y — Xv) = (Y — Xb)'(Y — Xb), teda
b = argminycgr (Y —Xv)'(Y —X~). Pre kazdé riesenie b norméalnych rovnic ma vyraz (Y —Xb)'(Y —Xb)
rovnaki hodnotu.

Dékaz: Najprv ukdzeme, ze systém X’Xb = XY (pre nezndmu b) je konzistentny.
X’Xb = XY je konzistentny <= XY € M(X’X). Pretoze XY € M(X’) = M(X’X) (Lema 3.3), je
X’Xb = XY konzistentny systém (pre akékolvek Y).

Nech b je (lubovolné) riesenie X’Xb = XY, ¢ize X’(Y — Xb) = 0, ale aj (Y — Xb)’X = 0°. Potom pre
[ubovolné v € R* plati

(Y = X4)/(Y = Xv) = (Y — Xb — (X — Xb))'(Y — Xb — (X — Xb)) =
= (Y = Xb)(Y — Xb) — (Xv — Xb)(Y — Xb) — (Y — Xb)'(Xvy — Xb) + (Xvy — Xb) (X~ — Xb) =
— (Y — Xb)'(Y — Xb) — (X(y — b))'(Y — Xb) — (Y — Xb)'X(y — b) + (X(y — b))'X(y ~ b) =

= (Y—-Xb) (Y—Xb)—(v—b)' X’(Y — Xb) — (Y — Xb)'X(y—b)+(y — b)X’X(y — b) > (Y-Xb) (Y—Xb).
0 0’ >0

Zostéva este dokédzat, ze (Y —Xb)’(Y —Xb) je rovnaké pre kazdé rieSenie b normélnych rovnic X’Xb = X’Y.

Podla Vety 3.13 préve vietky rieSenia normalnych rovnic sit {(X’X); XY + (I — (X’X);X’X)z: z € RF}

((X°X); je lubovolna, ale pevné g-inverzia matice X’X). Pre kazdé riesenie b normalnych rovnic je

(Y -Xb)(Y-Xb)=Y'Y-Y'Xb—- b’X’Y+b’X’Xb=Y’Y —-Y’Xb =
XY
— Y'Y - YX{(X’X)IXY + (I - (X°X)7X'X)z} = Y'Y — Y'X(X'X)[ XY, (29)
lebo podla Lemy 3.11 je —Y’X 4+ Y’ X(X’X); X’X = 0. Podla Lemy 3.12 (iii) vyraz (29) nezélezi od volby
N— ———

X
(X’X); apreto (Y —Xb) (Y — Xb) je rovnaké pre kazdé riesenie b normélnych rovnic. Q.E.D.
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Veta 3.16: Sustava normalnych rovnic X’Xb = XY je ekvivalentna sustave

(Y — X9)' (Y —Xv)
ol

~y=b
Dokaz: Plati i
(Y —Xy)' (Y = Xv) = > (Vi = > _{X}i;%)°
i=1 j=1
Cize
a(Y — Xv) (Y - X 0 & -
S e D S e TE
i v=b Rt j=1
~=b
a n
= o Do = (X + X ioye + o+ {XJaw)?| =0, 1=1,2,..k,
8y y=b
teda
QZ(Y; - ({X}1171 + {X}i2’72 + ...+ {X}zk’Yk))(—{X}zl) = 07 l= 17 2a aka
i=1 ~=b
Z(Yi = ({X}tiiy + {X ey + oo+ {X i) { X Far =0, [=12 ..k,
i=1 ~=b
(Y —Xb)'X =0,
X (Y -Xb)=0
XY = X’Xb,

¢o st normalne rovnice. Q.E.D.

Z Vety 3.15 a Vety 3.16 dostavame

Désledok 3.17: V LRM (Yn,l,X”,kﬁk’l,UQI) nedplnej hodnosti, teda h(X) < k < n platf
b = argmin, g (Y — Xv) (Y — X7) = argmin, gt |[Y = Xv]? < XY = X’Xb.
Oznacme Y = Xb, kde b je lubovolné riesenie normalnych rovnic X’Y = X’Xb. Potom
Y=Xb=X {(X'X); XY + (I- (X’X), X'X)z} = X(X’X); XY (30)

pre jednu pevne vybrati (X’X);. Podia Lemy 3.11 (iii) vztah (30), teda Y nezévisi od volby g-inverzie
(X°X)~ aje jediné. Y je ortogondlnou projekciou Y na priestor M(X). Platf totiz, ze Y € M(X) a
vx e M(X) je (Y=Y)x=(Y—-Xb)Xu=(Y'X-bX'X)u=0,

—_———
0

teda Y =Y L M(X) aY je taky prvok z M(X), ktory je najblizsie k Y.
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Definicia 3.18: Nech b je lubovolné riesenie normélnych rovnic.
Se = (Y =Xb)(Y-Xb)=|]Y - Xb[? =YY -YXb=Y(I-XXX)" XY

je rezidudlny sticet stvorcov (rezidudlni soucet ¢tvercti) RSC.

3.4 Odhad skalarnej parametrickej funkcie parametra 3 vo vSeobecnom

linearnom modeli

Definicia 3.19: Majme LRM (Y, 1, X, 18 1, V). Povieme, ze (skaldrna) parametricka funkcia 6 =
6(B) = c’B, (c € R* pevne dany vektor) je nestranne linedrne odhadnutelnd, ak existuje jej linedrny

nestranny odhad a + u’Y, t.j. ak
Jae R,ueR", 7e Eg(a+wY)=cB V3R

Podotykame len, ze odhadujeme ¢’@ pomocou observa¢ného vektora Y linedrne, t.j. linedrnou funkciou

nahodného vektora Y, teda linearny odhad je tvaru a + u’Y.

Veta 3.20: VLRM (Y, 1, X, 1By 1, V) je parametrickd funkcia § = ¢’ linedrne nestranne odhadnutelns
prave vtedy ak ¢ € M(X’) (t.j. ak 3w € R", ze c = X'w).

Dékaz: 0 = ¢’ je linedrne nestranne odhadnutelnd <= 3Ja € R,u € R", Ze Egla+uY) =
B VBeER «— FJacecRucR zea+uwXB8=cB VBeRF «— a=0a3TJueR" ze
wX=c <= JueR" zeXu=c. Q.E.D.

Désledok 3.21: V LRM (Y, 1, X, 81, V) je 6 = a + wY nestranny linedrny odhad nestranne
odhadnutelnej parametrickej funkcie § = ¢’8 (t.j. ¢ € M(X?)), prave vtedy ak a = 0 a X’u = c.

Dosledok 3.22: V LRM plnej hodnosti je kazdd funkcia § = 6(8) = ¢’ linedrne nestranne odhad-
nutelnd, lebo M(X’;.,) je podpriestor R¥, pricom h(X’) = k, teda M(X’) = RF.

Definicia 3.23: Majme LRM (Yn’l,Xn,k,BkJ,V). Povieme, ze 6=uY je najlepsi nestranny linedrny
odhad (NNLO) linedrne odhadnutelnej skaldrnej parametrickej funkcie = 6(8) = ¢’3, (c € M(X’) je
pevne dany vektor), ak 0 je linedrny nestranny odhad c¢’@ a pre kazdy iny linedrny nestranny odhad 6*

funkcie ¢’3 plati D(6*) > D(0).

Veta 3.24: V LRM (Y1, X k31, 0°I), v ktorom h(X) < k < n, nech § = ¢’3 (c € R je pevny
vektor) je linedrne nestranne odhadnutelnd parametricka funkcia (t.j. ¢ € M(X’)). NNLO tejto funkcie je
6 = ¢’b, kde b je Iubovolné riesenie normalnych rovnic X’Xb = X’Y. Odhad 6 = ¢’b nezalezi na volbe
rieSenia normalnych rovnic.

Dékaz: Podla Vety 3.20 je # = ¢’8 linedrne nestranne odhadnutelng préve vtedy ak ¢ € M(X?). Pretoze
podia Lemy 3.3 je M(X’) = M(X’X), I w e RF, 7e c = X' Xw.

Odhad c’b = w’&)}_‘t} = w’&’}f/ =u’Y (pomocou normélnych rovnic) je linedrny odhad.
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E(c’b) = EWX’XDb) = E(W'X’Y) = wX’X3 = ¢’8 V 3, teda c’b je linedrny nestranny odhad
parametrickej funkcie § = ¢’3.

Ak st b(yy a by lubovolné dve riesenia normélnych rovnic X’Xb = X’Y, potom
') — ¢’biy = WXX(b];) — bly) = w{X"Y - X’Y} = 0.

Teda 6 = ¢’b nezélezi na volbe riesenia normélnych rovnic X’Xb = X’Y.

Vezmime si lubovolny iny (iny) nestranny linedrny odhad funkcie c’3, a sice 8* = v’Y. Z nestrannosti

vyplyva
EVY)=vXB=cB VpBeRk,
Cize
X’v =c. (31)
Pocitajme

D(6*) —D(c’b) = D(v’Y) —D( c’b )= Vv—?wX'Xw = 0?v'v - wX'X(X’X)” X'Xw =
<~ —= =
WX Xb=w’X"Y P c
= {viv— ¥vX (X’X)"Xv}=*v{I-X(XX)" X’}v >0,
~ |
=c’ z (31) A
lebo A nezilezi na volbe (X’X)~, je jedind, symetrickd a idempotentnd. Preto ¢’b je NNLO nestranne

linedrne odhadnutelnej parametrickej funkcie 8 = ¢’3.  Q.E.D.

3.5 Odhad vektorovej parametrickej funkcie parametra 8 vo vSeobecnom

linedrnom modeli

0,1 = C’3, kde C’,, i, je matica redlnych ¢isel, nazyvame (p—rozmernou) vektorovou parametrickou funkciou.

Definicia 3.25: Majme LRM (Y, 1,X,, 18 1, V). Povieme, Ze vektorovd parametrickd funkcia
0,1 =C’B, (C’jepxk redlna matica je nestranne linedrne odhadnutelnd, ak existuje jej linedrny nestranny
odhad a + UY, t.j. ak
Ja € RP,U,,, 7e Esla+UY)=C'B8 VB8 e R

Podotykame len, ze odhadujeme C’3 pomocou observa¢ného vektora Y linedrne, t.j. p— rozmernou linearnou

funkciou ndhodného vektora Y, teda odhad je tvaru a+ UY.

Veta 3.26: VLRM (Y, 1, X kBr1s V) je vektorova parametrickd funkcia 8, 1 = C’3 linedrne nestranne
odhadnutelnd prave vtedy ak existuje p x n matica U, ze C = X’U’. Ak navyse plati h(C’) = p, tak
h(U) = p.

Dokaz: 6,, = C’B je linedrne nestranne odhadnutelnd <= 3 a € RP,U,, ze Es(a + UY) =
CB VBeR «— 3JaeR,U,,722a+UXB=CB VBeR <= a=0a3U,,,
UX=C" <= 3JU,,, XU =C.

Nech navyse plati A(C’) = p. Potom p = h(C) = A(X’U’) < min{h(X’),h(U")} < h(U,,) <
min{p,n} < p, teda h(U) = p. Q.E.D.
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Désledok 3.27: V LRM (Y, 1, X, k8 1, V) je 6 = a,, +U,, Y nestranny linearny odhad nestranne
odhadnutelnej parametrickej funkcie 0,1 =C3 (t.j. C=X"U), prave vtedy ak a=0 a XU’ = C.

Lema 3.28: V LRM (Yn’l,Xn)kﬂkyl,V) je vektorova parametrickd funkcia 6,; = C’3 linedrne nes-
tranne odhadnutelnd prave vtedy ak existuje k x p matica S, ze C = X’XS. Ak navyse plat{ h(C?) = p, tak
h(S) = p.

Dékaz: Podla Vety 3.26 0,1 = C’3 je nestranne linedrne odhadnutelnd <= 3 U, n, 2e C = XU, teda
{C}e; = X{U’}.;, i=1,2,....p. Pretoze podla Lemy 3.3 je M(X’) = M(X’X) a {C}s; € M(X?), i=
1,2,..,p, 3 81,82,...,8p, 8; € RF, 7e {C}s; = X’Xs;, i = 1,2,...,p. Preto existuje matica Sy, =
(s1,82,...,8p), ze C = X’XS.

Ak navyse h(C’) = p, potom p = h(C) = h(X’XS) < min{h(X’X),(S)} < h(Sk,) < min{k,p} < p,
teda h(S) = p. Q.E.D.

Poznamka 3.29: Je zrejmé (dokézte si), ze vektorova parametrickd funkcia 6,1 = (61, ...,6,) je nes-
tranne linedrne odhadnutelnd prave vtedy, ak je nestranne linedrne odhadnutelnd kazds jej zlozka 6;, i =
1,2,...p.

Definicia 3.30: Majme LRM (Y .1, X, 1B 1, V). Povieme, ze 917,1 = UY je najlepsi nestranny linedrny
odhad (NNLO) linedrne odhadnutelnej vektorovej parametrickej funkcie 0,.(8) = CB, (C’1 je pevne

dand matica), ak 0 je linedrny nestranny odhad C’8 a pre kazdy iny linedrny nestranny odhad 6* funkcie

C’3 plati, ze cov(0*) — cov() je pozitivne semidefinitnd matica.

Veta 3.31: VLRM (Y1, X, 18y, 1,0°T), v ktorom h(X) < k < n, nech 6,,(8) = C’8 (C’, je pevne
dand matica) je linedrne nestranne odhadnutelnd vektorové parametrickd funkcia (t.j. C = X’XS). NNLO
tejto funkcie je 0 = C’b, kde b je lubovolné riesenie normalnych rovnic X’Xb = X’Y. Odhad 6 =C’b
nezélezi na volbe riesenia normélnych rovnic.

Dékaz: Podla Lemy 3.28 je @ = C’3 linedrne nestranne odhadnutelns prave vtedy ak C = X’XS.

Odhad C’b = S’&E(_lg = S’&”! = (S’X”)Y (pomocou normélnych rovnic) je linedrny odhad.

E(C’b) = £(S°X’XDb) = £(S’X’Y) = S’X’X3 = C°3 V B, teda C’b je linedrny nestranny odhad
parametrickej funkcie 8 = C’g3.

Ak si b(;) a by Iubovolné dve riesenia normélnych rovnic X’Xb = X’Y, potom
C’b,, — Oy = S'X'X (b}, — biy) = S{X’Y - XY} = 0.

Teda 6 = C’b nezélez{ na volbe riesenia normalnych rovnic X’Xb = X’Y.
Vezmime si lubovolny iny (iny) nestranny linedrny odhad funkcie C’3, a sice 8* = V,,,, Y. Z nestrannosti
vyplyva
E(VY)=VXB=CB VpBecRk

VX=C. (32)
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Matica

cov(0*)—cov(0) = cov(VY)—cou( C’b ) = *VV'—?SX’XS = ¢*VV' -2 'X’X (X’X)” X°Xw =
~— —— ——
SX'Xb=S'X’Y c c

= VV’'— VX (X’X)"X'V’} =¢*V{I - X(X’X)"X’}V’ = ¢*VA(VA)’
—~ N——’
=C’ 7 (32) A

je pozitivne semidefinitns, lebo A nezalezi na volbe (X’X) 7, je jedind, symetrickd a idempotentna. Preto C’b

je NNLO nestranne linedrne odhadnutelnej parametrickej funkcie 8 = C’g. Q.E.D.

Poznamka 3.32: Je zrejmé, ze £(Y) = X3 je nestranne linedrne odhadnutelns vektorové parametrickd

—

funkcia. Ak cov(Y) = oI, tak NNLO £(Y) "2 Y = Xb, kde b je lubovolné riesenie norméalnych rovnic
(b= (X’X);X’Y + (I - (X’X); X’X)z), teda Y = X(X’X)~ XY (nezélezi na volbe (X’X)~) je jediny.

3.6 Testy hypotéz v LRM s netiplnou hodnostou a cov(Y) = oI

Majme LRM (Y 1, Xn x3y,1,0°I), v ktorom h(X) = r < k < n. Uvazujme vektorovii parametricki funkeiu

0,.1(8) =C’, 18, Cip jeredlna matica, h(C) = p. @ nech je linedrne nestranne odhadnutelns, t.j.

i0,,, C=XU’, h(U)=p

alebo
38k, C=X’XS, hA(S)=rp

Pre maticu XS typu n x p plati

p = Nh(C) < min{A(X’), A(XS)} < h(XS) < min{n,p} <p,

h(XS) = p. (33)

Nech b je Iubovolné rieenie normélnych rovnic, tak NNLO linedrne nestranne odhadnutelnej vektorovej
parametrickej funkcie 8(3) = C’3 je

6 =Cb=C{XX); XY + (I (X°X); X’X)z} = UX{(X’X); XY + (I - (X’X); X’X)z} =

= UX(X’X); X'Y = UX(X’X)"X’Y = C’(X’X) XY, (34)

pricom tento odhad nezavisi od volby (X’X)~ a je jediny (pozri Vetu 3.31).

Veta 3.33: Majme LRM (Y1, X 18y 1, 0°1), v ktorom h(X) = r < k < n, pricom Y ~ N(XB3,0°I). C’,, .
je redlna matica s hodnostou h(C’) = p a 8(8) = C’, 1B je linearne nestranne odhadnutelnd vektorové para-
metrickd funkcia. Plati

(i) b= (XX) XY ~ N(X’X)"X’X3, 0%(X’X) " X°X[(X’X)"]),

(ii) ak b je lubovolné riesenie normélnych rovnic, tak @ = C’b ~ N(C’3,02C*(X’X)~C),
pricom C’(X’X)~C nezélezi na volbe (X’X)~ a je regularna, t.j. h(C’(X’X)~C) = p.

Dékaz: (i) je zrejmé,
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i 5 _ X o _ 0_ ("h — QX _
(if) 3 Sg,p, ze C = X’XS, pricom h(XS) =p. Preto 8 = C’b =S’ X’Xb =

=S’ XY ~ N(8'X’X 3,0%8’X°XS), kde S’X’XS = $°’X’X (X’X)~ X’XS=C’(X’X)"C je
nezalezi na vybere

p X p matica a plati h(C(X’X)~C) = h(S’X’XS) = A(XS) = p, teda C’(X’X)~C je reguldrna.
Q.ED.

Veta 3.34: Rezidudlny sticet stvorcov je
S.=(Y-Y)(Y-Y)=(Y-Xb)(Y-Xb)=Y(1I-XXX) XY

(Xb je jediné pre akékolvek riesenie b normalnych rovnic). Ak navyse Y ~ N(X3,0%I), h(X) =1 < n,
tak
Se
o2
Dokaz: S, = (Y = Y)(Y -Y) = (Y - Xb)(Y —Xb) =YY - Y’Xb - b’X’Y + b’ X’Xb = Y'Y —
Y’X(X'X)"X’Y = V(I - X(X’X)~X")Y. Pretoze (I — X(X’X)~ X)X = 0, mozeme pisai

2
~ Xn—r-

Se

: X (X’X)~ X
; =

o2

I—
(Y -XB) (Y - XB).
Opéit podla Vety 13 kapitoly V. knihy Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985 (dokazovali sme

I-X(X’X)" X’
0.2

ju aj na predndske Linedrn{ statistické modely 1), v pripade, ze je symetrickd, p.s.d. matica,

WCOU(Y) # 0 a idempotentnd, tak (Y — 5(Y))’%(Y —&(Y)) ~ Xf X000 oy
T 072001)
Overme si vSetky predpoklady Vety 13.

Matica I — X(X’X)~ X’ je podla Lemy 3.12 (iii) symetrickd. Lahko vidime, Ze je idempotentnd, teda to

I-X(X'X)" X’
0-2

je p.s.d matica. Potom ale aj matica je symetrickd a p.s.d. matica. Dalej

I-X(X'X)~X’
2

I-X(X’X)"X’
cov(Y) = (X'X) I=1-X(X"X)"X’

o2

g

je idempotentna a nenulova, lebo
MI-XX'X)"X") =tr(I-X(X’X)"X’) =trL,, —tr(X’X(X’X) |=n—-h(X)=n—-r>0 (35)

(z predpokladov). Ina¢ pre lubovolni maticu D je hodnost h(D) = trDD~, lebo DD~ je idempo-
tentnd, teda h(DD™) = ¢+[DD"| a h(D) > h(DD™) > (DD D) = h(D), ¢ize h(D) = h(DD™) =
tr[DD”]. Okrem toho z Lemy 3.3 vyplyva, ze M(X’X) = M(X’), teda h(X’X) = h(X’) = h(X).
Q.E.D.

Veta 3.35: V LRM (Y., 1, X, 18y, 1,0°T), v ktorom h(X) =r <k <n je
, S

ST =

n—r

nestrannym odhadom o?. (Nevyzaduje sa normalita Y.)
Dékaz: S. = Y(I — X(X’X)~X")Y je kvadratickd forma ndhodného vektora Y. Plati

5( Se ): ! E(S,) = ! EY(I-X(XX)"X)Y) =

n—r n—r n—r
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o2

tr(I — X(X°X)"X’) = o2

e i r{ﬁ’X’ I-X(X°X)" X)X B + tr[(I - X(X’X)"X)o’1]} =
0
(2 (35)). Q.ED.

n—r

Veta 3.36: Majme LRM (Yn71,Xn,kﬁk71,UQI), h(X) < k. Ak Y ~ N(XB,0%), tak s2 a b =
(X’X)~X’Y st nezdvislé.
S I-X(X'X)"X’
Dokaz: b= (X’X)"X’Y a s? = = =Y’
Okaz: b = (X’X) T T hX) n— h(X)
J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985 (dokazovali sme si ju na predndske Linedrn{ statistické modely

Y. Podla Vety 16, str. 81 knihy Andél,

1), st s% a b nezdvislé ak
1-X(X'X)"X*

(X’X)™X’[01] o hX) 0,

o ¢om sa lahko presvedéime. Q.E.D.

Veta 3.37: Majme LRM (Y1, X 18y 1, 0°1), v ktorom h(X) = r < k < n, pricom Y ~ N(XB3,0°I). Cp, .
je redlna matica s hodnostou h(C’) = p, 0(8) = C’, (3 je linedrne nestranne odhadnutelns vektorovd para-

metrickd funkcia, b = (X’X)~X’Y a s? = i Ak plati C’3 = 0, tak
n—r

(C’b)'[C’(X°X)~C]~'C’b

F =
ps?

~ Fpn—r.

Dékaz: Podla Vety 3.36 sii b = (X°X)~X’Y a s? nezavislé, teda aj C’b a s st nezavislé, pricom podia
Vety 3.33 (ii) je C’b ~ N(C’3,0%2C’(X’X)~C) a C’(X’X)~C je reguldrna p x p matica. Ale potom aj
(C’b — C’B) L [C’(X’X)~C]}(C’b — C’8) (ako funkcia C’b) je nezavisla so s?, pricom
(C’b—CB8) L[C(X°X)"C] 1 (Cb-C’B) ~ X3 (podla Vety 12, str. 79 v knihe Andél, J., Matematickd
statistika, SNTL, Praha, 1985, dokazovali sme si ju na predndske Linedrn{ statistické modely I).

n—r , Se

5?2 = = ~x2_, a je nezdvisla s ndhodnou veli¢inou
o2 o2

(C’b — C’'B) L [C’(X"X)~C]~}(C’b — C’B) ~ x2. Preto ak C’8 = 0, tak

Podla Vety 3.34 je S—; ~ x%_, apreto
o

(C'b) & [C*(X’X)~C]~1Cb

C’b)[C’(X’X)~C]~'C’Db
F= L—]ZS2 = ( ) [ ( p82) ] ~ Fp,n—r- QED
2

o
n-—r

Poznamka 3.38: Vetu 3.37 pouzijeme pri testovani
Hy: CB=0 > Hi: CB#0

Ak realizdcia Freqr > Fpn—r(1 — @), tak Hp zamietame na hladine vyznamnosti « (porusenie hypotézy ma
za nasledok velké hodnoty F).
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4 Testovanie submodelov

Majme LRM

Yn,l = Xn,k/glgl + €n,1.
Je mozné, ze stredns hodnota ndhodného observaéného vektora nezélezi od jedného alebo niekolkych para-
metrov 3}, , ..., 3j,, teda zdvisi len od vektora 8" = (Bs,, ..., Bs,, ), k1 < k. Prechadzame k "zjednodusenému”
modelu

_ * * *
Y1 =X 6,861t €t

Vseobecnejsie majme

Model M: Y ~ N(Xa,0%I), a € RE (nezndme), o neznamy parameter, X,k zndma matica planu,

WX) =r <k,

Model M;: Y ~ N(UB,0%I), B € R (nezndme), o2 nezndmy parameter, Uy, x, zndma matica planu,
h(U) =ry < Ky,

Model My: Y ~ N(Tw,0%I), v € R*? (nezndme), 0> nezndmy parameter, T,, ;, zndma matica planu,
hU) =17y < ko,

1<k <k <k.

Definicia 4.1: Povieme, 7ze model M; je submodelom (podmodelom) modelu M, ak Stipce matica
U, x, sa daju vyjadrif ako linedrne kombindcie stfpcov matica X, , pricom h(U) = < ky < k t.j. ak
Kk, Unp, = X0 oKy, k1 <k

V dalsom predpokladajme, ze M; je submodelom modelu M a M, je submodelom modelu M; (teda aj
modelu M).
M: &Y)=Xa
M,: E(Y)=UB=XKg.
~—

Ked pre Y plati model M, p?atl' pre Y tiez model M (Y 7sa podriaduje” aj modelu M) a parameter « je
totozny s KB, £(Y) v modeli M je ten isty ako £(Y) v modeli M.

My: E(Y)=Ty=ULy = XKL~.

D

Ak My je submodelom modelu M, tak 3 Ly, ,, ze T = UL. Ked pre Y plati model My, plat{ pre Y tiez
model M (Y ”sa podriaduje” aj modelu M) a parameter a je totozny s KLy, &(Y) v modeli M je ten
isty ako £(Y) v modeli M. Oznacme odhady 5/(?) v jednotlivych modeloch:

M : &(Y) odhadneme pomocou i1 = X(X’X)~ XY,

My :  £(Y) odhadneme pomocou ¥ = U(U’U)"UY,

Ms : £(Y) odhadneme pomocou 7+ = T(T’T)"T’Y.
Cielom je testovat moznt “redukciu” M; na M, a M na M;. Ak sa d4 redukovat M na M, tak i ~ 0. Ak

sa da redukovat M; na M, tak & ~ 7.

Veta 4.2: Nech rezidudlny sicet stvorcov S. = (Y — 1)’ (Y — iv), M; je submodelom modelu M a M,
je submodelom modelu My, 1 < h(T)(=712) < h(U)(=m) < h(X)(=r) <n. Ak pre Y plati M, tak

([L_IA/)/([]‘_I)) n—r NFr—r _— (36)

F:
Se r—r
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Ak pre Y plati M,, tak
w-F)P-7F) n—r

F= ~ Fr oy (37)

Se T —T2
Dékaz: Najprv si ukdzeme, 7ze XY a S, = (Y — @) (Y — ) = Y’ (I — X(X’X)"X*)Y su nezivislé.
Podla Vety 16, str. 81 knihy Andeél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985 (dokazovali sme si ju na
prednédske Linedrn{ statistické modely I), s XY a S. = (Y — ) (Y — ) = Y’ I-X(X’X)~X")Y nezdvislé
ak X’0?I(I — X(X’X)~X’) = 0, ¢o je pravda (podotykame, ze I — X(X’X)~X’ je p.s.d. matica). Pretoze
p=XXX)"XY, r=U(UU)UY=UUU) KXY
st funkcie XY, teda aj
p—r=[XXX)" -UUU)"KIX’Y a S
st nezavislé. Teda citatel a menovatel v (36) st nezévislé nahodné veliciny.
) s, 3
Nech pre Y plati model M (Gize aj model M). Podla Vety 3.34 je — ~ x2_,. Dalej
o
E(p—v)=¢&[X(X’X)"X’-U(U'U)"U")Y] =X(X'X)"X'UB - U(U’U)"U'UB =
— Y -X? — = — =
=XXX)"X’XKB-U=XKpg-UBg=0,
X U
cov(fr — p) = [X(X’X)"X’ - U(U'U)" U’ I[X(X’X)" X’ - U(U'U) U] =

(lebo nezalez{ na volbe g—inverzif)

XK=U K'X'=U’
_ 2 9 -YX° _ 9 -YX° ’ -17° _ 9 - 9 9 - 9 —17°) —
= {X(X’X) X’ - X(X’X)"X’ U (U’U)" U’ - U(U’U)” U’ X(X’X)" X (U'U)" U’}
XK KX’
={X(X’X)"X’ - U(U’U) U’} (38)

Podla Vety 12, str. 79 v knihe Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, dokazovali sme si ju

na predndske Linedrni statistické modely I) plati, ze

(N‘ - A)/[CO’U([]’ - V)] (IJ/ - V) ~ X%[cov(ﬁ.fﬂ)]’
(bez ohladu na volbu g—inverzie (cov(fi — ))~), teda
IO | _ T — (A
(A —0) S{XXX)"X* - U(UU) U} (o= 2) ~ Xhlcov(a—5)]-

Pretoze X(X’X)~ X’ — U(U’U) U’ je idempotentnd matica (pozri (38)), je jednotkovd matica I jej jedna

g—inverzia a dostavame, ze

Lo s - 2
;(H - V)/(”' - V) ~ Xr—rla
lebo

hlcov(fu — D)) = h(e2[X(X’X) "X’ — U(U’U)"UY)) = h[X(X’X)"X’ - U(U’U)"U’| =
= [X(X’X)" X’ — U(U’U)" U] = tr(X(X’X)~X’) — tr(U(U’U)"U?) =

= tr(X*X(X’X) ") — tr(UU(UU) ") = h(X) — h(U) =7 — 1,
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(podla zaveru dokazu Vety 3.34). Preto

(i — &)/ (u — D)

o2(r —ry) (b—0)(p—v) n—r
F= = ~Fr v e
Se Se r—r"r b
o?(n—r)
Vztah (37) dokdZeme tiplne analogicky. Q.E.D.
Hypotézu
Hy:  plati submodel M; > H, : neplati Hy

testujeme nasledovne. Ak realizécia Freq; > Fr—ry nr(1 — ) (F dané vztahom (36)), tak Hy zamietame na

hladine vyznamnosti .

Veta 4.3: Nech M; je submodelom modelu M a Ms je submodelom modelu M;. Odhady [, 0, T,Se
splnuju identity

(i) Se + (- 9) (- 0) + (0 — #) (0 — 7) =YY — 7',

(i) Se + (1 — D) (o — 2) = Y'Y — 0'D,

(iii) S = Y'Y — ' fa.

Dokaz:

Se=(Y - @)Y —f)=Y(I— (XXX X)Y =YY - YXXX) XX(XX)"XY=YY—iiu
—_——
X
(lebo nezalezi na vybere g—inverzie (X’X) ™). Dokédzali sme (iii).

Pretoze X(X’X)~X’ — U(U’U)~ U’ je symetrickd a idempotentnd matica (pozri (38)), je
(b—0)(p—p)=Y[X(X'X)"X’-U(UU) UPXXX)" X - U(UU) U)Y =

= Y [X(X’X)"X’ - U(U’U)"U7Y = Y’ X(X’X)" X’X(X’X)"X’Y - Y’ U(U’U)" U’U(U’U) " U’Y =

~—_——— —_——
X U
=p'h— 0D (39)

Analogicky lahko sa dokaze, ze aj U(U’U)~ U’ — T(T’T) T’ je symetrickd a idempotentns matica a preto
-7 -7)=Y[UUU)"U-T(T’T) T’P[UUU) U -T(T’T) T’]Y =

=Y [UUU) U’ - T(T°'T)"T’)Y = Y’ U(U’U)" U’U(U’U) U’Y - Y’ T(T'T) T'T(T'T) " T°Y =

~— ——— ~——
U T
= U'o— 7% (40)

Pomocou (39) a (40) je evidentné (i) a (ii). Q.E.D.
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5 Analyza rozptylu

5.1 Analyza rozptylu jednoduchého triedenia

Majme I nezavislych ndhodnych vyberov z normélneho rozdelenia s rovnakymi disperziami, teda

1. vyber Yi1, Y12, Y10, rozsahu ny z N(u1,02),
2. vyber Y21,Y22,..., Yo n, rozsahu ng z N (u2,0?),
I—ty vyber  Yr1,Y12,....YIn, rozsahu ny z N(ur,o0?).

Cielom je overit hypotézu

Hy: jp1=fpo=..=pus > Hy: Ji#j w #uj

Ide o linedrny regresny model

Yij:,ui“rﬁij 1=1,2,.,,,I, j=1,2,...,n;,

ktory moézeme zapisat maticovo

Y1 )
Yo )
Yl'n1 0
Y-
Y, o 01 ... 0f [y
Y2
Y, _ 01 oo 0| o
Yn1= S| = : =1 | = X iBra+ €1,
. Yn . .
Y, o 0 1 o\,
n 00 1
Yo
0 0 1
YITLI

kde n = Ele ni, € ~ N(0,.1,0%1,.,) a h(X*) = I, teda ide o model plnej hodnosti.

Reparametrizujeme model, teda zavedieme nové parametre u, oy, ..., oy, asice p; = p+ay, 1 =1,2,..
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a teraz Yij ~ N(p+ i,0?), i=1,2,..,I, j=1,2,..,n;. Maticovy zdpis reparametrizovaného modelu je

Y 11
Yio L1
Yin, 1 0
v You )
! Yoo H
Yo ) 1 1 o7
Yo1=| . | = : =1. | =X r1Briig t€n,
Yon '
Y, ane 101 0| \a,
Y]
n 100 1
Yro
1 0 O 1
Yin,

kde € ~ N(0,,1,0%I,,.,) a h(X) = I (prvy stlpec matice X je st¢tom ostatnych stfpcov), teda ide o model

neuplnej hodnosti. p voldme celkovy efekt oSetreni a «; je efekt i—teho osetreni.

ny1 krat ny kréat
Cielom je odhad vektora £(Y) = (1t + a1, .oy pt + a1, ooy 1t + g, ...y o + 7))’ = X 3. Podla Poznamky 3.32
tento odhad vzdy existuje a NNLO vektora £(Y) je £(Y) = )/(,[\3 =Y = Xb, kde b je lubovolné riesenie

normélnych rovnic X’Xb = X’Y. Podla Vety 3.16 je ststava normalnych rovnic ekvivalentnd ststave

a8
o
oS
=0, =12,..,1, 42
o i (42)
1 i
kde S(:U’v S5 PRE O{]) = Ei:l Z?:]()/lj — K= ai)z'
Oznacme
D Yij=Yi, Y D Viy=) Yie=VYee, —> Vij=—Yie =1y,
j=1 i=1 j=1 i=1 vj=1 v
N SRR
i=1 i=1 j=1
(zauzivané oznacenie). Rovnice (41),(42) st
I
ny + Zniai = Yooa (43)
i=1

mp+neoy =Y, t=1,2,...,1 (44)
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(preverte). Ako vyzeraji normaélne rovnice X’Xb = X’Y ?

1 1
1 1
1 0
1 11 1 ﬂ
1 1 0 0
1 1 o
X’Xb = 0 0 =
101 0 ar
0 0 0 0 1 1
1 0 O 1
1 0 0 1
n ny N2 ny
7]
ny n 0 0
a1
= ne 0 no
«
nr 0 ..o Ny !
a
I Uz
Z¢:1Zj:1yij
Ylo
XY = ,
Yre
teda

I
np + Zniai = Yoo,
i=1
ntu—kntozt:Yt., t:1,2,...,I,

¢o st (pochopitelne) tie isté rovnice ako (43) a (44). Zrejme stistava (43) a (44) m4 singuldrnu maticu, lebo
sticet rovnic (44) déva rovnicu (43). Staéi nam ale néjst lubovolné riesenie tejto stistavy. Mozeme napriklad
zvolit rieSenie p* = 0 a af = Y, @ = 1,2,...,1. Budeme postupovat ina¢ (osvedéilo sa to aj pri inych

modeloch analyzy rozptylu), a sice priddme dalsiu rovnicu (podmienku)

I
E n;o; = 0
i=1

tzv. reparametriza¢nu rovnicu. Takto dostavame sistavu
I
E n;o; = 0
i=1

I
nu + Z N;0; = Yoo
i=1
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ntu—kntozt:Yt., t:1,2,...,I,

ktorej (jediné) riesenie je

,Uo:y-n agzyt-—y.., t=1,2,...,[.

Teda NNLO
/’60 + O‘(lj Yie
pe +aj Yle
pe +aj Yle
pe + ag Y2e
ue o, o
w+as Y2e
_ fo%t . .
p=Y)=X| |= =
pe + g Y2e
af . )
ne 4+ ag Yle
e+ O‘? YIe
pe +ag Yle

Ak méme testovat v povodnom modeli (s plnou hodnostou, str. 44)
Hy: pi=pe=..=ps > Hy: Fi#j5 w # 1y,

tak v reparametrizovanom modeli (s netiplnou hodnostou, str. 45) je to ekvivalentné testovaniu
Hy: ar=ay=..=aqay > Hy: Fi#j o #aj.

Za platnosti Hy mame namiesto modelu

M: Y~ N(XB,0%)
submodel

My: Yi=v+ej, i=12,..1, =12, .,n; €;~N(0,0%) (vietky nezivislé)
s maticou pldnu U,, 1 = (1,1,...,1)". Zrejme M(U) C M(X), lebo U = X(1,0,...,0)". Submodel M; je plnej
hodnosti. Odhadneme v fiom . NNLO parametra v je 4 = (U’U)"1U’Y = %Zi]:l S Yy = %Y,, =
Yee- Preto

Yoo

— Yoo
p=EY)=| | =1n1vee.

Yoo

Podla Vety 4.3 je rezidudlny stcet stvorcov (RSC) S, = Y'Y —p/fia S. + (n— o) (p—0) = Y'Y — &'D.
Nahodnt veli¢inu Y’Y — 2'% nazyvame St - totdlny (celkovy) siicet stvorcov a ndhodnt veli¢inu

(=) (fr— D) voldme S4 - sucet Stvorcov medzi triedami, alebo sidcet Stvorcov medzi riadkami, alebo sticet
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Stvorcov ak je zdroj menlivosti "A” (t.j. 1 uvazuje "A” a U neuvazuje "A” (zdroj menlivosti)). Plat{

Yie Yoo
Yie Yoo
Yle Yoo
Y2e Yoo
Y2e Yoo
ﬂ = ) ’9 = 9
Y2e Yoo
YIe Yoo
YIe Yoo
YIe Yoo
teda
I ng I ny Y2
Sr=2 D Yi-myl =3 > Yi- =
i=1 j=1 i=1 j=1
. o I I Y2 Y2
Sa=(p—0)(p—0)=Wi—vv' =3 nyl —nyly =) -2,
i=1 im1 n
I n; I %
_ 2 .
Soseosimy Sy
i=1 j=1 i=1
Za platnosti Hy: a1 =g = ... = a; plati podla Vety 4.2

po @-0)(p-) n-WX) _San-1I
(Y =) (Y —fr) h(X)—h(U) ~ S, T—1 """

Ak realizécia Fyeq > Fr—1n—1(1 — ), tak na hladine vyznamnosti o zamietame H.

Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého triedenia.

¢ S

zdroj variability | sdicet Stvorcov | stupne volnosti | S/f | F = 3 ; J;”

R Sa | Salfa . .
skupiny (riadky, Sa fa=I-1 ZA | EALJA o ax

( fA Se/fe
"typ pody”,...)
Se

rezidudly S, fe=n-—-1I 7 _
celkovy St fr=n-1

V poslednom stipci tabulky je hodnota testovacicho kritéria. Ak tato hodnota je také, Ze test zamieta nulovi

hypotézu na hladine vyznamnosti a = 0,05, hodnota testovacieho kritéria sa oznaci jednou hviezdickou. Ak



49

tato hodnota je taka, Zze test zamieta nulovid hypotézu na hladine vyznamnosti o = 0,01, je zauzivané

hodnotu testovacieho kritéria sa oznaéit dvomi hviezdickami.

Poznamka 5.1: (Bartlettov test) Aby sme mohli realizovat analyzu rozptylu, musime overit, ¢ dis-
perzie v triedach su rovnaké (predpokladdme normalitu pozorovani, tdto normalita sa tiez overuje testami
normality).

Bartlettov test:

1 —
812:,”/_1 YL? nzy?o B 7’21’25 717
1 j:1
1 1 o 1
2 2
- —1)s2, =1 - .
e v emegty (ot o)
Za platnosti hypotézy Hy o3 =03 =...= 0% (rovnaké disperzie v triedach) plati
1 I
B = el (n—1I)lns® — Z(nl — 1)lns?] ~ X7,
i=1

Ak realizicia Byea > X7_,(1 — a), zamietame hypotézu o rovnosti disperzif na hladine vyznamnosti . Test

sa d4 aplikovat ak n; > 6 pre vietky i = 1,2, ..., I.

Poznamka 5.2: Ak Hy : a3 = as = ... = oy zamietame, potom sa pytame pre ktoré i # j je

Wi # i (a; # aj). Teda vlastne pre kazdé i # j testujeme

Ho: i =py 3 Hy:oopy # pye

Hj zamietame na hladine vyznamnosti a, ak

n—1I\n; n;

ie — gyl > \/ -1 (1 n 1) Frotni(1—a). (45)

Tato metéda sa vold Scheffého metdda, jej analyza a odvodenie ndjdete v knizke Andél, J., Matematicka
statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 147. Ak n; = ny = ... = ny, tak sa 4 pouzit aj metéda Tukeyho (pozrite
tiez v knihe Andél, J., Matematick4 statistika, SNTL, Praha, 1985 na str. 150).

Priklad 5.3: (Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 156.) U §tyroch odrodéch
zemiakov (A,B,C,D) sa zistovala celkovd motnost zemiakov, ktoré vyrastli v jednom trse. Vysledky st v

nasledujicej tabulke:

odroda | hodnoty (realizécie) Y;; | pocetnost n; | stcet Y;e | priemer y;e | stcet Stvorcov Y. y Ylg

A 0908 06 09 4 3,2 0,8 2,62
B 1,3 1,0 1,3 3 3,6 1,2 4,38
C 1315 1,6 1,1 1,5 5 7.0 14 9,96
D |11 1210 3 3,3 1,1 3,65

celkom n=15 Yoo = 17,1 >0 Y = 20,61
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Vzhladom k malym pocetnostiam n; nerealizujeme test normality ani Bartlettov test.

Y2 Y2 3,22 3,62 7,02 3,32 17,12
Sp=31_ e e ’ ’ S =0,8160
AT, 4 3 5 3 15 o
. Y2 17,12
Sr=S1 Y0 V2 - 2% = 20,61 — —=— = 1,1160,
Se =857 — 54 =1,1160 — 0,8160 = 0, 3.
Tabulka analyzy rozptylu.
o o o _ S/
zdroj variability | sdicet Stvorcov | stupne volnosti S/f = 5]
odrody S4 =0,8160 3(=I-1) 0,2720 9,97*
rezidudly S. = 0,300 11(=n-1) 0,02727 —
celkovy St =1,1160 14

Pretoze 9,97 > F511(0,95) = 3,59, zamietame na hladine vyznamnosti 0,05 (5%) hypotézu, Ze stredna
hodnota hmotnosti trsu zemiakov nezévisi na odrode. Scheffého metédou chceme odhalit, ktoré odrody st

vyznamne odlisné medzi sebou.

Se Se
7=0,02727, F311(0,95) =3,59, (I—1)

F: 0,95) = 0,29370
n— Tl*] 3,11(7 ) ) 9

preto tabulka pre porovnavanie dvojic Scheffého metodou vyzera nasledovne

zrovnavané odrody | absolitna hodnota rozdielov |ye — yje| \/(I - l)n%l (n% + %) Fr_1,,-1(0,95)
AB Y10 — You| = 0,4 0,41
AC |y1e — Y3e| = 0, 6* 0,36
AD |y1e — Yse| = 0,3 0,41
B,C [Y2e — y3e| = 0,2 0,40
B,D Y26 — Yae| = 0,1 0,44
C.D |yse — Yae| = 0,3 0,40

Len pri porovnévani odrod A a C mozno na hladine vyznamnosti 0.05 prehlésit, ze tieto dve odrody st

(Statisticky) vyznamne odlisné.

5.2 Analyza rozptylu dvojného triedenia bez interakcii

Priklad 5.4: (Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 167.) Sktmali sa vynosy sena
v q/ha v zévislosti na A—typ pody ¢ = 1,2 a B—sposob hnojenia j = 1,2,3. Kazdd kombindcia typu pody
(normélna, kyseld) bola realizovand s kazdym spdsobom hnojenia (bez hnojenia, chlievska mrva, vdpenaté

hnojivo) vzdy styrikrat (na styroch pozemkoch) nezavisle. Vysledky st v nasledujiicich tabulkéch:
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sposob hnojenia j
typ pody A i | bez hnojenia 1  chlievska mrva 2 vépenaté hnojivo 3 | sticet Yiee > j ok ij
normalna 1 28 32 30 30 37 36 39 36 34 38 37 36 413 14 355
kyseld 2 31, 27 30 29 34 34 30 38 42 40 41 39 415 14 653
sucet Yo e 237 284 307 Yeee=828
S Y, 7039 10 138 11 831 > 2k Vi
=29 008
Yije |J=1]17=2]75=3
1= 120 148 145
1=2 117 136 162

2 3
> Y V7, =115 758,

i=1 j=1

ni; =4, 1=12, j=1,2,3.

V tomto pripade mame dva triediace znaky (typ poédy —A, spdsob hnojenia —B). Mame n;; pokusov takych,
7e u nich je A na i—tej a B na j—tej urovni (v tomto pripade i = 1,2, j = 1,2,3). Vysledky (v tomto
pripade vynosy) tychto n;; pokusov st realizacie ndhodnych velicin Yj;1, Yij2, ..., Yijn,, (v tomto pripade napr.
realizacia Y111 je 28, realizacia Y712 je 32, realizécia Yass je 40, atfl.). Zakladn4 tloha je rozhodnit, & vietky
urovne B (spdsob hnojenia) maji na vynosy rovnaky vplyv, alebo nejaky sposob hnojenia je ”signifikantne

iny” (lepsi, horsf). Niekedy treba naviac rozhodntf, & vynosy zavisia od typu pody. Model je

Yijk = ftij + €ijk, (46)
€ijk ~ N(0,0%), i=1,2,...,1, j=1,2,...,J, k=1,2,....n;; a vietky €5 si nezdvislé. Ak oznacime
D Oy D ST D DD DLy T o
Hie = JJ ’ /J/.]: _]'1 j’ Heo = IJJ ’ (aﬁ)ij:///ij_ﬂi._uoj—"_/f/..,
potom
w a; Bj (aB)ij
~/~ = — — — — —
Mij = oo + (Mio - /1’00) + (M.J - :u’oo) + (MZJ — Hie — lj’oj + uoo)ﬂ
a dostdvame preparametrizovany model (46) v tvare
Yije =+ a; + 65 + (af)ij + €ij, (47)

€ijk ~ N(0,0%), i=1,2,..,1, j=1,2,...J, k=1,2,...,n;; a vietky €;;;, st nezdvislé. Parameter x volame
celkovy efekt, parameter «; je efekt i—teho riadku (i—tej drovne faktora A), parameter §; je efekt j—teho
stipca (j—tej tirovne faktora B) a (af3);; je interakcia. V nasledujicom budeme predpokladat, ze interakcia
je rovna 0 (pre vsetky 4, 7), teda

Yijk = p+ a; + B + €iji, (48)

€ij ~ N(0,02), i=1,2,....1, j=1,2,..,J, k=1,2,...n; a vietky €;;; si nezdvislé. Model (48) volame

modelom dvojného triedenia bez interakcii.
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Poznamka 5.5: Ak je v kazdej triede rovnaky pocet pozorovani, t.j. n; = K, i = 1,2,...,1, j =
1,2, ..., J, tak model (alebo triedenie) voldme vyvdzeny (vybalancovany), inak nevyvdzeny.
V nasledujicom uvazujme vyvazeny model (rovnako je tomu aj v Priklade 5.4). Model (48) sa d4 maticovo
zapisat ako

M: Y=Xa+e, Y=, Y12 .Yisx),
kde matica X typu n(= Zi]:l ijl ch{:l nije) X (I4+J+1), ktorej prvy "blok” je matica X,, 11 zo str. 45
a druhy ”blok” si napiste ako cvicenie, a = (u, a1, ..., az, B1, ..., B7), pricom hodnost h(X) =T+ J —-1=r
(1. stipec matice X je sti¢tom stipcov druhého az (I+1)—vého, a takisto je suétom stipcov druhého ”bloku”).

V modeli M chceme testovat hypotézu

Hpy: Bi=po=..=0; =3 Hpi: 3ds#t Bs# B

(nulovost efektov oSetrenia B). Za platnosti Hpo dostdvame submodel
My Y = p+ o + €5k,
ktory mozeme maticovo zapisat ako
My: Y=Uéd+e, Y="11,Y112,. Y1IK),
kde matica U,, 141 je té istd ako matica X zo str. 45 a ma vzdy JK rovnakych riadkov, vektor parametrov

| FER )

8 = (1,1, 9, ...,az)". Lahko vidime, 7ze U = X ( >, h(U) =1 (I <I+1 (-poce stipcov matice U)

07,141
al+1<I+J+1 (-pocet stipcov matice X)). Preto M; je submodelom modelu M (pozri Definiciu 4.1).
V modeli M; chceme testovat hypotézu

Hpyp: ar=ay=..=qg > Haq Hs;ét as#at

(nulovost efektov oSetrenia A). Za platnosti H o dostdvame submodel
My Y = p+ €k,
ktory mézeme maticovo zapisat ako
My: Y=Ty+e Y= Yi1,Y112,,Y1K),
kde matica T, 1 je matica samych jedni¢iek a vektor parametrov v = u (skaldr). Lahko vidime, ze M, je
submodelom modelu M;.
V modeli M odhadneme £(Y) = Xa, odhad je £t (kvoli rovnakému znaceniu ako v kapitole 4. Normaélne

rovnice su

oS
o
a8

=  =1.2,....1
aaz 07 Z b b b b
0S5

D0, j=1,2,..J
9p; J

kde S = S(u,a1,....,ar,B1,...,05) = 25:1 ijl Zszl(Yijk — 1 — a; — 3;)?. Po derivovani dostédvame



I J
IJK,U“FJKZOZ;"’IKZﬂ]:YQOM
i=1 j=1

J
JKp+JKoi + K» B =VYiee, i=1,2,...,1
j=1
I
IKp+K» ;i +1KBj =Yy, j=1.2,..J
i=1

Priddme reparametriza¢né rovnice
I J
E a; = 07 E ﬁj =0
i=1 j=1

(aby sme dostali jednoznacné riesenie). Toto rieSenie je

M= Yeoe
@i:yi..,y... y i:1,2,...,I,
Bj = Yojo — Yeoe ; ] =1,2,.., J.

Urobme este niekolko pomocnych vypoctov:

93

J
1 1 1
ojo — UYele °2e 00271/00 Yoo Y.- :7}/...:‘]71/...:@]... 49
;yg Yoto + Yoze + oo Yose = T (Yot + Yaze £ oo Yosa) = 2 B Yooo  (49)
a analogicky
! 1 1 1
iee — oo oo 00 — T~ Yoo Yoo Yoo = 7Y000 = I*Y,.. =1 oo 50
;y Yiee T Y2ee + ... + Y1 JK(l + Yaee + ... + Yieo) TK TIK Yy (50)
dalej
J J J J J
Z(ijO - y“’)Q = Z(yfjo - 2y0j0y000 + y%oo) = Z y?jo + Jy%oo - 2y000 ZijO = Zyzjo - Jy%oo
j=1 j=1 =1 =1 j=1
—_——
JYeee podia (49)
(51)

a analogicky

1 1 I

I I
Z(yioo - y000)2 = Z(y'?oo - 2yi00y000 + y%oo) = Z yi200 + Iygoo - 2y000 (Z yi..) - Z yiQoo - Iy?oo'
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 =

—_——
Iyees podia (50)
Preto v modeli M : Y ~ N(Xa,o?%I) je

K krat K krat K krat

(52)

ﬂ:Xa: (ﬂ+dl+3177ﬂ+6‘1 +B13ﬂ+6‘1 +BQa"'7ﬂ+&1 +B2>-~«,ﬂ+dl+BJ7~~-7[L+OA¢I+3J)17
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a
1 1 J
W= KZ Z(ﬂ+@i+ﬂj = KZ Z YooatYiee—YssatYojo—Yses)’ = Z Z Yojo — Yooe T Yies)
i=1j=1 i=1j=1 i=1 | j=1
0 podia (49) podla (51)
1 J J J 1
= K Z Z(y°J° - y"') + in2-o + 2yioo Z(ijO - y"') = KI Z yfjo - Jy?.. +K‘]Z yizoc + O =
i=1 | j=1 j=1 j=1 i=1
1 J
=JKY yha+1K> 2. — IJKy,, (53)
i=1 j=1
ah(X)=IT+J-1.
V submodeli M; : Y ~ N(U$§,021) je
JK krét JK krét JK krét

v=Ud0=(p°+af,..p°+af,n’ +ag,...u° +az, ... p°+ap,.,u°+ O‘?)/a

I I

I
I;/I) = Z ,u + 0[ =JK Z(yooo + Yieo — yooo)2 = JKZyizoov (54)
i=1 i=1 =1

pricom h(U) = I.
V submodeli My : Y ~ N(T#,0%I) je

T = T’Y = (/y...,yoou ---ayOOO)I

a

T = NYiee = ITKYZee (55)
pricom h(T) = 1.
Hypotéze Hpo: (1 = P2 = ... = 85 "zodpovedd” stcet Stvorcov Sg = (i — ) (o — D)

— stéet §tvorcov, ked zdroj menlivosti st Stipce
— stéet Stvorcov, ked zdroj menlivosti je sposob hnojenia (v [t je uvazovany, v ¥ nie je uvazovany).
Z (53),(54) a (51) dostédvame

podia (51)
J J J
Sp = (ﬂif/)/(ﬂiﬁ) - H/ﬂiulﬁ - IKZ Yeje IJKyooo = Zyojo Jygoo = Z Yejo — y"'
j=1 j=1 j=1
Hypotéze Hag: o1 = ag = ... = ag "zodpovedd” sucet stvorcov Sy = (0 — 7)' (0 — 7)

— suicet stvorcov, ked zdroj menlivosti st riadky

— stéet §tvorcov, ked zdroj menlivosti je typ pody (v I je uvazovany, v 7 nie je uvazovany).

podia (52)

I I
Sa=W-#)@-F)=v0 -7 =JK> yhe—ITKy2ee=TE > (Vieo — Usss)’ .

i=1 i=1
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Tiez plati

=1 =1 k=1 1 5=1k=1
a
Se =87 —54—SpB.
Podla Vety 4.2 Hgo: (1 =2 =...=[3; sa testuje pomocou (testovacej) Statistiky
IJK—I—J+1=f,
. - . —_—
oo B E=p) X Spu-n 56)
S, hX)—h(U) S JUJK —1—J+1) = /-br-I=7+
—_———
J—1=fp
(za platnosti Hpg). Hypotéza Hyo: @1 =as =... =y sa testuje pomocou (testovacej) Statistiky
IJK—I—J+1=f,
w—-7)@w-1) h(X) Sa/(I—1)
v—7)v-T1 n— A —
F = = ~ F — —J— 57
A Se h(U) = h(T) ~ S./UJK —1—J+1) ~IbH/EA=7+ (57)
~—_——

I-1=fa
(za platnosti H4p).
Ak realizécia Flgeal > Fj_115k—1-j+1(1 — @), zamietame Hpo na hladine vyznamnosti o. Ak Hpg
nezamietame, mozeme pristipit k testovanie H 4. V pripade, Ze realizacia Fgeal >Froirk—1—g+1(1 — o),

zamietame H 4o na hladine vyznamnosti a.

Tabulka (vyvézenej) analyzy rozptylu dvojného triedenia bez interakeif.

zdroj variability stcet Stvorcov stupne volnosti S/f = Ssé ;

. Si S o

riadky Sa Fa=h(U)—h(T)—I-1 |24 |5alla_p
fA S, /fe

(typ pody)

. S S

Stlpce SB fB = h(X) — h(U) =J-1 73 B/fB = FJ,L[JK,[,]+1
/B Se/ fe

(spdsob hnojenia)

rezidudly S, fe=n—hX)=IJK—-I1—-J+1 % _

celkovy St fr=fe+fat+fe=1JK -1

Poznamka 5.6: Ak ide o vyvazeny model, je jedno, ¢i najprv testujeme Hpo a potom H g, alebo
naopak (testovacie statistiky vyjdua rovnako). Ak je model nevyvézeny, su to rozdielne cesty a interpretécia
je tazkd. Podrobnejsie pozri v knizke Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 160.

Pozndmka 5.7: Ak zamietame Hpo alebo Hag, Scheffého (alebo niekedy aj Tukeyovou) metédou sa
zistuje, medzi ktorymi trovitami faktorov si rozdiely (pozri v knizke Andél, J., Matematickd statistika,
SNTL, Praha, 1985, str. 161).
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5.3 Dvojné triedenie s interakciami

Mbéze sa stat u dvojného triedenia, ze efekty riadkov a stfpcov sa jednoducho nesc¢itaju. Napr. v Priklade
5.4 by mohlo ddjst k tomu, Ze niektory druh hnojiva mé $pecificky 1iéinok s istym druhom pody. Preto sa

uvazuje (vo vSeobecnosti) realistickejsi model (47) teda
Yijk = p+ a; + 85 + (aB)ij + €iji,

€ijk ™~ N(0,0%), i=1,2,..,1, j = 1,2,....J, k = 1,2,...,n4 a vietky €, st nezdvislé. Je to model
dvojného triedenie s interakciami. Testy v tomto modeli pozri v knizke Andél, J., Matematickd statistika,
SNTL, Praha, 1985, str. 164.

Samozrejme uvazujd sa aj modely trojného a vyssich trieden{ aj s interakciami (aj vyssich rddov), pozri
tiez napr. v IX. kapitole knizky Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.



