Analyza zavislosti dvou nominalnich nahodnych veli¢in

Motivace

Pfi zpracovani dat se velmi Casto setkame s ukolem zjistit, zda dvé nahodné ve-
li¢iny nominélniho typu jsou stochasticky nezavislé. Napt. nds mize zajimat,
zda ve sledované populaci je barva oci a barva vlast nezavisla.

Zpravidla chceme také zjistit intenzitu ptipadné zavislosti sledovanych dvou ve-
li¢in. K tomuto ucelu byly zkonstruovany rizné koeficienty, které¢ nabyvaji hod-
not od 0 do 1. Cim je takovy koeficient blizsi 1, tim je zavislost mezi danymi
dvéma veli¢inami siln¢j$i a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.

Kontingen¢ni tabulky
Necht’ X,Y jsou dv€ nominélni ndhodné veli€iny (tj. obsahova interpretace je

mozna jenom u relace rovnosti). Necht’ X nabyva variant xyj, ..., X a Y nabyva
variant ypj, ..., Y[s}-
Ozna¢me:

Ty = P(X =x LY = y[k]) ... simultanni pravdépodobnost dvojice variant
(Xgp» Vi)
m, = P](X =X[;]) ... marginalni pravdépodobnost varianty X
n, = P(Y = y[k]) ... marginalni pravdépodobnost varianty yj
Simultdnni a margindlni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingenc¢ni tabulky:

y |¥m - Y|
X [Tk
XM Ty ... T |TT).
X[r] Tl .. s | T,
Tk T, ... we |1

Nyni pofidime dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n z rozloZeni, kterym se
fidi dvourozmérny diskrétni nahodny vektor (X, Y). Zjis§téné absolutni simul-
tanni Cetnosti ny dvojice variant (X, ypig) uspofadame do kontingencni tabulky:

y ¥ - Y |1
X [Ny
X1 n;; ... N [N,
X[r] n,;, ... N, [N
ng n; ... ng |n

nj = ny + ... + nj je marginalni absolutni ¢etnost varianty Xjj;
ny =nj + ... + nyg je marginalni absolutni ¢etnost varianty yp



Simultanni pravdépodobnost mjx odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti
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Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli-
¢iny proti alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny.
Kdyby ndhodné veli¢iny X, Y byly stochasticky nezavislé, pak by platil multi-

plikativni vztah

n, n. n.n
. . ik d}k . — ik,
Oj=1....r, Ok =1,...,s: Wy = W, Ty neboli — = — .y = . Cislo
n n n n

n.n,

se nazyva teoreticka cetnost dvojice variant (Xj, Y)-

Testova statistika:
2
oo n;n,
T S ']k n

Plati-li Hy, pak K se asymptoticky tidi rozlozenim XQ((r—l)(s—l)).

Kriticky obor: W = (x’1-a ((r = 1)(s ~1)).)..

Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitdme na asymptotické hlading
vyznamnosti o, kdyz K > % o((r-1)(s-1)).

Podminky dobré aproximace
Rozlozeni statistiky K Ize aproximovat rozlozenim y*((r-1)(s-1)), pokud teore-

n;n,

tické Cetnosti aspon v 80% piipadii nabyvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a

ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré aproximace,
doporucuje se slucovani nékterych variant.
Méreni sily zavislosti

, kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva

Craméruv koeficient: V =
n(m-1)

hodnot mezi 0 a 1. Cim bliZe je 1, tim je t&sn&jsi zavislost mezi X a Y, &im blize
je 0, tim je tato zavislost volnéjsi.
Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:



mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stifedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik

Piiklad

V sociologickém prizkumu byl z uchazect o studium na vysokych Skolach po-
fizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné se zjiStovala socialni skupina, ze
které uchazeC pochazi (veli¢ina X) a typ Skoly, na kterou se hlasi (velicina Y).
Vysledky jsou zaznamenany v kontingenc¢ni tabulce:

Socialni skupina Typ Skoly n;,
univerzitni | technicky | ekonomicky
I 50 30 10 90
11 30 50 20 100
111 10 20 30 60
IV 50 10 50 110
N 140 110 110 360

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezéavislosti typu
Skoly a socialni skupiny. Vypoctéte Cramériiv koeficient.

ReSeni:
Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

n,n, _90040 _ 35, n,n, 90010 _ 275, nn, 90010 _ 275,
n 360 n 360 360

n,n, _1000040 _ 389, n,n, _1000010 =306, n,n, _1000010 = 30,6,
n 360 n 360 360

n;n, _ 60040 _ 233, n;n, _ 60010 =183, n;n; _ 60010 _ 183,
n 360 n 360 n 360



n,n, _110 40 =428, n,n, _ 110010 =336, n,n, _ 110010 _
n 360 n 360 n 360
Vidime, ze podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické cet-
nosti pievysuji Cislo 5.
Nyni dosadime do vzorce pro testovou statistiku K:
_ 2 _ 2 _ 2
(50-35)" , (30-27.5) . 4 (50-33,6)
35 27,5 33,6
Déle stanovime kriticky obor:

W= <X21—a ((r - 1)(S - 1)), 00) = <X20,95 ((3 - 1)(4 - l)), 00) = <X20,95 (6), 00) = <l2,6, oo)

Protoze K O W, hypotézu o nezavislosti typu skoly a socialni skupiny zamitdme
na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocteme Craméruv koeficient: V = ‘/376?);2 =0,3267.

33,6

K =

=76,84.

Hodnota Cramérova koeficientu svéd¢i o tom, Ze mezi veli¢inami X a Y existuje
sttedné silné zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socialni skupina, Y —
typ Skoly, Cetnost) a 12 piipadech:

1 2 3
X Y Cetnost
1)1 univerzitni 50
2|1 technicky 30
3|1 ekonomicky 10
4{11 univerzitni 30
5|1l |technicky 50
6/l |ekonomicky 20
7|11l univerzitni 10
8|1l technicky 20
9|lll  |ekonomicky 30
10[IV  |univerzitni 50
11|IV  technicky 10
12|V | ekonomicky 50

Statistiky — Zékladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2
Y — OK, zapneme proménnou vah cetnost — OK, Vypocet — na zaloZzce Moznosti
zaSkrtneme Ocekavané ¢etnosti. Dostaneme kontingencni tabulku teoretickych
cetnosti:



Souhrnna tab.: Ocekavané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost oznagenych bunék > 10
Pearsonlyv chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Réadk.
univerzitni | technicky | ekonomicky | soucty
I 35,0000 27,5000 27,5000 90,0000
Il 38,8889 30,5556 30,5556| 100,0000
1 23,3333 18,3333 18,3333 60,0000
v 42,7778 33,6111 33,6111]| 110,0000

V38.skup. 140,0000 110,0000 110,0000] 360,0000

Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou
splnény. V zéhlavi tabulky je uvedena hodnota testové statistiky K = 76,8359,
pocet stupiii volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezévislosti typu
Skoly a socidlni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramértiv koeficient dostaneme také tak, ze na za-
loZce Moznosti zaskrtneme Pearsontuv & M-V chi kvadrat, Cramérovo V, na
zalozce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. : X(4) x Y(3) (typ skoly)

Statist. Chi-kvadr. | sV | p
Pearsonuyv chi-kv. 76,83589 df=6  p=,00000
M-V chi-kvadr. 84,53528 df=6__p=,00000
Fi 4619881

Kontingenc¢ni koeficient 4193947

Cramér. V 3266749

Koeficient nejistoty X=,0861227 Y=,1075343 X]Y=,09564

Testovani hypotézy o homogenité (o shodnosti struktury)

Na asymptotické hladin€¢ vyznamnosti a testujeme hypotézu

Ho: mix=my=... =my, k=1, 2, ..., s proti alternativé H;: asponi jedna dvojice
pravdépodobnosti se lisi.

Nulova hypotéza tvrdi, ze rozlozeni pravdépodobnosti ndhodné veliiny Y je
stejné za riznych podminek, které vyjadiuji varianty ndhodné veli¢iny X.

(Jde o podobny problém jako v analyze rozptylu jednoduchého ttidéni, kde po-
rovnavame shodu sttednich hodnot intervalové ¢i pomérové proménné. V tomto
piipad¢ vSak porovnavame shodu pravdépodobnostniho rozlozeni nominélni
proménné.)

Testova statistika 1 kriticky obor jsou stejné jako pii testovani hypotézy o neza-
vislosti.

Priklad: V severozépadnim Skotsku byla provedena studie, ktera méla proka-

zat, zda je procentualni zastoupeni krevnich skupin na celém tizemi homogenni
¢i nikoliv. V oblasti Eskdale bylo nahodné vybrano 100 osob, v oblasti Annan-
dale 125 osob a v oblasti Nithsdale 253 osob. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:



oblast | Krevni skupina | n;
A |B| 0 |AB
Eskdale |33 |6 |56 | 5 |100
Annandale| 54 (14| 52 | 5 |125
Nithsdale | 98 [35[115] 5 |253

ny 185551223 | 15 [478

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te test homogenity.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tiech proménnych (X - oblast, Y — krevni sku-
pina, ¢etnost) a 12 ptipadech:

1 2 3
X Y |Cetnost
1|Eskdale A 33
2|Eskdale B 6
3|Eskdale (@) 56
4|Eskdale | AB 5
5[|Annandale A 54
6/|Annandale B 14
7|Annandale O 52
8|Annandale AB 5
9|Nithsdale |A 98
10[Nithsdale |B 35
11|Nithsdale |O 115
12|Nithsdale AB 5

Nejprve vytvotime kontingen¢ni tabulku faddkoveé podminénych relativnich Cet-
nosti, abychom ziskali pfedstavu o procentudlnim zastoupeni krevnich skupin ve
sledovanych tiech oblastech:

Kontingen¢ni tabulka (krevni skupiny)
Cetnost oznaéenych bunék > 10
(Marginalni soucty nejsou oznaceny)
X Y Y Y Y | Radk.
A B 0 AB |soucty
Cetnost Eskdale 33 6 56 5/ 100
Radk. getn. 33,00% 6,00% 56,00% 5,00%
Cetnost Annandale 54 14 52 51 125
Radk. getn. 43,20% 11,20% 41,60% 4,00%
Cetnost Nithsdale 98 35 115 5| 253
Réadk. getn. 38,74% 13,83% 45,45% 1,98%
Cetnost VS.skup. 185 55 223 15 478

Oveétime podminky dobré aproximace:



Souhrnna tab.: O&ekavané Cetnosti (krevni skupiny)
Cetnost oznagenych buné&k > 10
Pearsonuyv chi-kv. : 10,4537, sv=6, p=,106812

X Y Y Y Y Réadk.
A B (0] AB soucty
Eskdale 38,7029 11,50628 46,6527 3,13808 100,0000
Annandale 48,3787 14,38285 58,3159 3,92259 125,0000
Nithsdale 97,9184 29,11088 118,0314/ 7,93933) 253,0000
VS.skup. | 185,0000 55,00000 223,0000 15,00000] 478,0000

Podminky dobré aproximace jsou splnény.

Testova statistika nabyva hodnoty 10,45372, p-hodnota je 0,10681, coz zname-
nd, Ze na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu, ze
procentualni zastoupeni krevnich skupin ve sledovanych tech oblastech Skotska
je shodné.

Ctyrpolni tabulky
Necht’ r = s = 2. Pak hovotime o ctyipolni kontingenc¢ni tabulce a pouzivame
oznaceni: n;;=a,np =b, ny; =c¢, Ny =d.

X Y n;,
Y| Y2
Xl a b |atb
X1 € d |ctd
ny |at+c|b+td| n

Test nezavislosti ve ¢tyipolni tabulce

Testovou statistiku pro Ctyfpolni kontingencni tabulku Ize zjednodusit do tvaru:
n(ad - bc)2

(a+b)c+d)a+c)b+d)

Plati-li hypotéza o nezavislosti veli¢in X, Y, pak K se asymptoticky tidi rozlo-

zenim x*(1).

Kriticky obor: W = <X21—q (1), 0)

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyZz

KOW.

Povsimnéte si, Ze za platnosti hypotézy o nezavislosti ad = bc.

Pro tuto tabulku navrhl R. A. Fisher pfesny (exaktni) test nezavislosti zndmy

jako Fishertv faktoridlovy test.




Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britsky statistik a genetik.

(Fishertiv pfesny test je popsan napf. v knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum,
Praha 1998. Princip spociva v tom, ze pomoci kombinatorickych tivah se vypo-
Citaji pravdépodobnosti toho, Ze pti danych marginalnich ¢etnostech dostaneme
tabulky, které se od nulové hypotézy odchyluji asponi tak, jako dana tabulka.)

Upozornéni: STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro Fishertv pfesny test.
Jestlize vyjde p < a, pak hypotézu o nezavislosti zamitdme na hladiné vyznam-
nosti a.

Priklad: V ndhodném vybéru 50 obéznich déti ve veéku 6 — 14 let byla zjistova-
na obezita rodi¢i. VeliCina X — obezita matky, veli¢ina Y — obezita otce. Vy-
sledky priizkumu jsou uvedeny v kontingencni tabulce:

X Y n;,
ano |ne
ano| 15 |9 |24
nel| 7 [19[26
ng | 22 [28]50

Pomoci Fisherova exaktniho testu ovéite, zda 1ze na hladin€ vyznamnosti 0,05
zamitnout hypotézu o nezavislosti ndhodnych velicin X a Y.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych X, Y (varianty 0 — neobézni, 1 —
obézni) a Cetnost a Ctyfech pripadech:

1 2 3

X Y Cetnost
1|obézni  obézni 15
2|obézni |neobézni 9
3[neobézni obézni 7
4[neobézni neobézni 19




Statistiky — Zéakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2
Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost — OK, Vypocet — na zaloZce MoZnosti
zaSkrtneme Fisher exakt. Dostaneme vystupni tabulku:

Statist. : X(2) x Y(2) (obezita rodicu]

Statist. Chi-kvadr. | sV | p

Pearsonuyv chi-kv. 6,410777 df=1| p=,01134
M-V chi-kvadr. 6,548348 df=1| p=,01050
YatesUv chi-kv. 5,048207 df=1 p=,02465
Fisher(lv presny, 1-str. p=,01188
2-stranny p=,02163
McNemarav chi-kv. (A/D) ,2647059 df=1| p=,60691
(B/C) ,0625000 df=1| p=,80259

Vidime, Ze p-hodnota pro Fishertiv exaktni oboustranny test je 0,02163, tedy na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitadme hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu
nesouvisi.

Test homogenity ve ¢tyipolni tabulce
Na asymptotické hladin€é vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: m, = mo, k=1,
2 proti alternativé H;: aspoi jedna dvojice pravdépodobnosti se 1i§i. Na problém
1ze pohliZet tak, Ze mame dva nezavislé vybéry z alternativnich rozlozeni, prvni
ma rozsah n; = a+c a pochézi z rozlozeni A(8,), druhy ma rozsah n, = b+d a po-
chazi z rozlozeni A(9,). Testujeme hypotézu Hy: 8, -9, = 0 proti oboustranné
alternativé. V kapitole o hodnoceni dvou nezavislych ndhodnych vybéra
z alternativnich rozloZeni jsme pouzili testovou statistiku
— M, -M,
T, = , kterd se za platnosti nulové hypotézy asymptotic-
11
\/ M. (1-M, )[ J

o+
1’11 n2
ky tidi rozloZenim N(0,1). (M=« je vazeny primér vybérovych primérf.) Nyni
n(ad - bc)2
a+ b)(c + d)(a + c)(b +d
nezavislosti. Tato statistika se v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy asymptoticky
tidi rozlozenim y*(1). Kriticky obor: W = (X*1-a(1).20). Nulovou hypotézu zami-

pouzijeme testovou statistiku K = ( ) , stejné jako u testu

tame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz KOW.

Priklad: Ockovani proti chiipce se zii€astnilo 460 dospélych, z nichZz 240 dosta-
lo oc¢kovaci latku proti chiipce a 220 dostalo placebo. Na konci experimentu
onemocnélo 100 lidi chiipkou. 20 z nich bylo z o¢kované skupiny a 80 z kont-
rolni skupiny. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, ze
vyskyt chiipky v o¢kované a kontrolni skupiné je shodny.

Reseni:



Udaje usporadame do &tyfpolni kontingenéni tabulky, kde roli veli¢iny X hraje
onemocnéni chiipkou a roli veliCiny Y existence o¢kovani.

X Y existence ockovéni| n;
onemocnéni chiipkou ano ne
ano 20 80 100
ne 220 140  ]360
ny 240 220  |460

Vypocteme sloupcové podminéné relativni Cetnosti:

X Y existence ockovani
onemocnéni chiipkou ano ne
ano 20 _g305 | B0 —3649%
240 220
ne 220 _ 9179 | 120 = 63,69
240 220

Vidime, ze v ockované skupin¢ onemocnélo chiipkou 8,3% lidi, v kontrolni
skuping vSak 36,4%. Zjistime, zda takto velky rozdil je zpisoben pouze ndhod-
nymi vlivy.

Ovétime splnéni podminek dobré aproximace, tedy nejprve vypocteme teoretic-
ké Cetnosti:

n,n, _ 1000240 = 5217, n,n, _1000220 _ 4783,

n 460 n 460

n,n, _360 [240 = 187.83, n,n, _360 [220 =172.17

n 460 n 460
Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou
splnény.
Realizace testové statistiky:

_ 2 _ 2

= n(ad - be) _ 460(20040 -80220) _ S301.

(a+b)c+d)a+c)b+d) 2400220000360
Kriticky obor: W = (x’1-a (1).0) = (X0 (1), 0) = (6,635, e0).

Protoze KOW, Hy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,01. S rizi-
kem omylu nejvyse 0,01 jsme tedy prokdzali, ze vyskyt chiipky v oCkované a
kontrolni skupiné se lisi.



Nyni jesté provedeme test hypotézy, Ze vyskyt chiipky v ockované a kontrolni

— M, -M,
skuping je shodny, pomoci testové statistiky T, = , kterd
1 1
M.(1-M,) —+—
n, n,

se za platnosti nulové hypotézy asymptoticky fidi rozlozenim N(0,1).

V tomto piipadé
+
m =0 =0y = 20480100 =940, n, =220
240 220 460 460
20 80
Realizace testové statistiky: t, = 240 220 =-7,28069

100 D’560 1 1
+
460 460 (240 220
Kriticky obor:

W= (_ 00, = ul—a/2> O <u1—cx/2 a°°) = (_ 0, ~ u0,995> O <u0,995 > °°) = (_ 00, = 2=5758> O <255758a°°)
Testova statistika se realizuj ev kritickém oboru, tedy na asymptotické hlading
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu, Ze vyskyt chiipky v ockované a kontrolni
skupiné se nelisi.

(Povsimnéte si, Ze kvadrat testové statistiky Ty ma stejnou hodnotu jako testova
statistika K.)

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych X (varianty 1 — chiipka ano, 0 —
chiipka ne), Y (varianty 1 — ockovani ano, 0 — ockovani ne) a etnost a ctyfech
ptipadech:

1 2 3

X Y cetnost
1| chripka ano ' ockovani ano 20
2| chripka ano ockovani ne 80
3|chripka ne |ockovani ano 220
4|chripka ne | ockovani ne 140

Statistiky — Zéakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2
Y — OK, zapneme proménnou vah Cetnost — OK, Vypocet — na zaloZce MoZnosti
zaskrtneme Fisher exakt. Dostaneme vystupni tabulku:



Statist. : X(2) x Y(2) (chripka.sta]

Statist. Chi-kvadr. | sv |  p

Pearsontv chi-kv. 53,00842 df=1 p=,00000
M-V chi-kvadr. 55,60618 df=1/ p=,00000
Yatesuv chi-kv. 51,37366 df=1 p=,00000
Fisherliv presny, 1-str. p=,00000
2-stranny p=,00000
McNemarav chi-kv. (A/D) 88,50625 df=1 p=0,0000
(B/C) 64,40334 df=1 p=,00000

Vidime, Ze p-hodnota pro Fishertiv exaktni oboustranny test je blizka 0, tedy na
hladin€ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu, ze vyskyt chiipky v o€kované a
kontrolni skupiné se nelisi.

(Testova statistika K je uvedena v 1., fadku vystupni tabulky.)

Pokud chceme posoudit silu vlivu ockovani na vyskyt chiipky, vypocteme po-
moci systému STATISTICA Cramérav koeficient: na zalozce Moznosti zaskrt-
neme Fi (tabulky 2x2) & Cramérovo V & C:

Statist. : X(2) x Y(2) (chripka.sta)l
Statist. Chi-kvadr. | sV | p
Pearsonyv chi-kv. 53,00842 df=1 p=,00000
M-V chi-kvadr. 55,60618 df=1/ p=,00000
Fi pro tabulky 2 x 2 -,339464
Tetrachoricka korelace -,576894
Kontingenéni koeficient , 3214476

Cramériv koeficient je roven absolutni hodnot¢ koeficientu Fi, tedy 0,3395. Vi-
dime, Ze se jedna o stiedn¢ silnou zavislost.

Podil Sanci ve ¢tyrpolni kontingenc¢ni tabulce

Ve Ctyfpolnich tabulkéch pouzivame charakteristiku OR = E—d, kterd se nazyva
C
podil sanci (odds ratio). MlZeme si piedstavit, Zze pokus se provadi za dvojich

riznych okolnosti a miize skoncit bud’ ispéchem nebo netspéchem.

Vysledek pokusu|okolnosti| n;.
I | 1T

uspéch a | b |atb

neuspéch c | d Jetd

ny atc|b+td| n

W 4 L4 4 O W 4 W o W r a
Pomér poctu uspéchii k poctu netuspéchii (tzv. sance) za 1. okolnosti je —, za
C

druhych okolnosti je % Podil Sanci je OR = {a)—d.
C



Pomoci 100(1-0)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci lze na
asymptotické hladin€ vyznamnosti a testovat hypotézu o nezavislosti nominal-
nich veli¢in X a Y. Asymptoticky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro skute¢ny
podil Sanci ma meze:

I 1. 1 1 1 1 1 1
d=exp(anR— ;+E+E+Eul_a/2j, h=exp[anR+ ;+B+;+Eul_u/2j.
Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 1, pak hypotézu o nezavislosti zamit-

neme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a.

Priklad (testovani nezavislosti pomoci podilu $anci a pomoci statistiky K):
U 135 uchaze€l o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zaptso-
bili na komisi u Gstni pfijimaci zkousky. Na asymptotické hladiné vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu, Ze pfijeti na fakultu nezavisi na dojmu u piijimaci zkous-
ky.

piijeti dojem n;,
dobry | Spatny
ano 17 11 |28
ne 39 58 197
ny 56 69 |125

Reseni:

a) Testovani pomoci podilu Sanci:

OR = E—d = % =2,298 . Podil Sanci nam tika, ze uchazec, ktery zaptisobil na
C

komisi dobrym dojmem, ma asi 2,3 x vétsi Sanci na ptijeti nez uchazeg, ktery
zapusobil Spatnym dojmem.

Provedeme dal§i pomocné vypocty:
In OR =0,832,

\/l+l+l+l :\/i+i+i+i = 0,439, u,,,, =196
a b c d V17 11 39 58 ’

Dosadime do vzorcl pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil
Sanci:

Ind =InOR - l +l +l+lu1_a/2 =0,832-0,4390,96 = -0,028
a b ¢ d

Inh =1nOR+1/l +l+l+lu1_m2 =0,832+0,4391,96 =1,692
a b ¢ d

Po odlogaritmovani dostaneme:
d=e"" =0,972,h =" =5,433



Protoze interval (0,972; 5,433) obsahuje Cislo 1, na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o nezavislosti dojmu u pfijimaci zkousky
a piijeti na fakultu.

b) Testovani pomoci statistiky K:
Oveétime splnéni podminek dobré aproximace:

n,n, 28036 - 12,544, nn, _ 28069 = 15,456,
n 125 n

n,n, _97036 = 43,456, n,n, _97069 = 53,544
n 125 n

Podminky dobré aproximace jsou splnény.

Dosadime do zjednoduseného vzorce pro testovou statistiku K:
n(ad - be)’ _1250{17 38 -1139)’°

(@+b)c+d)a+c)b+d) 28070369

Kriticky obor: W = (x?0ss (1), e0) = (3,841, 00).

Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu

nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

K =

=3,6953

= =0,1719
n(m-1) 1252 -1)

Vidime, ze mezi dojmem u piijimaci zkousky a pfijetim na fakultu je pouze sla-
ba zavislost.

Vypocteme jesté Cramértv koeficient: V = \/ kK . \/ 3,6953

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

a) Testovani pomoci podilu Sanci:

Vytvotime datovy soubor s proménnymi dm (dolni mez) a hm (horni mez). Do
Dlouhého jména proménné dm napiSeme:
=exp(log((17*58)/(11*39))-sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))
a do Dlouhého jména proménné hm napiSeme:
=exp(log((17*58)/(11*39))+sqrt(1/17+1/11+1/39+1/58)*VNormal(0,975;0;1))
Ziskame vysledek:

1 2
dm hm
1 0,9724  5,4324

Protoze interval (0,9724; 5,4324) obsahuje ¢islo 1, na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o nezavislosti dojmu u pfijimaci zkousky
a piijeti na fakultu.

b) Testovani pomoci statistiky K:
Vytvotime datovy soubor s proménnymi prijeti (varianta 1 — pfijat, 0 — nepfijat),
dojem (varianta 1 — dobry, 0 — Spatny) a cetnost a ctyfmi ptipady:



1 2 3
prijeti dojem | cetnost
1| prijat dobry 17
2| prijat spatny 11
3|neprijat  dobry 39
4|neprijat  spatny 58

Ov¢étime splnéni podminek dobré aproximace:

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 prijeti,
List 2 dojem — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost — OK, Vypocet — na zaloz-
ce Moznosti zaskrtneme Ocekavané Cetnosti. Dostaneme kontingen¢ni tabulku
teoretickych Cetnosti:

Souhrnna tab.: Oekavané Cetnosti (prijeti_na_fakultu.sta)
Cetnost oznagenych bunék > 10
Pearson(iv chi-kv. : 3,69533, sv=1, p=,054568

prijeti dojem | dojem Radk.
spatny dobry soucty
neprijat  53,54400 43,45600|| 97,0000
prijat 15,45600 12,54400[ 28,0000
VS.skup. 69,00000 56,00000] 125,0000

Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény. V zahlavi této tabulky je
uvedena hodnota testové statistiky K = 3,69533 a odpovidajici asymptoticka p-
hodnota = 0,054568. Nulovou hypotézu tedy nelze zamitnout na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Poznamka k jednostrannym alternativam:
Nulovéa hypotéza tvrdi, Ze podil Sanci je roven 1, tj. Hy: OR = 1.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na tspéch vyssi nez za druhych
okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavime pravostrannou alternativu
H1: OR > 1.

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve pro-
spéch pravostranné alternativy, kdyz 100(1-a)% empiricky asymptoticky le-
vostranny interval spolehlivosti pro OR neobsahuje ¢islo 1.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na Gspéch nizsi nez za druhych
okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavime levostrannou alternativu

H1: OR < 1.

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve pro-
spéch levostranné alternativy, kdyz 100(1-a)% empiricky asymptoticky pra-
vostranny interval spolehlivosti pro OR neobsahuje ¢islo 1.

Pokud jsou Sance na uspéch stejné za prvnich i druhych okolnosti, pak proti nu-
lové hypotéze postavime oboustrannou alternativu



H;: OR # 1.

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve pro-
spéch oboustranné alternativy, kdyz 100(1-a)% empiricky asymptoticky obou-
stranny interval spolehlivosti pro OR neobsahuje Cislo 1.

Priklad: U 24 zak 6. tfidy zakladni Skoly bylo zjiStovano, zda jsou Gspésni
v matematice (tj. maji na poslednim vysvédceni znamku 1 nebo 2 z matematiky)
a zda hraji na n¢jaky hudebni néstroj. Z 10 GspeSnych matematikli 6 hralo na
n¢jaky hudebni néstroj, kdezto ve skupiné netispésSnych matematikti hral pouze 1
zak na hudebni nastroj. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hy-
potézu, ze tispéch v matematice a hra na hudebni nastroj jsou nezavislé veli€iny.
Proti nulové hypotéze postavte
a) oboustrannou alternativu, tj. tvrzeni, uspéch v matematice a hra na hudeb-
ni nastroj spolu souvisi,
b) pravostrannou alternativu, tj. tvrzeni, Ze Sance na ispéch v matematice
jsou vyssi pro zaky, kteti hraji na néjaky hudebni nastroj,
c¢) levostrannou alternativu, tj. tvrzeni, Ze Sance na uspéch v matematice jsou
niz8i pro zaky, ktefi hraji na néjaky hudebni nastro;.

Reseni:
Méme kontingencni tabulku

uspéch v M | hra na hudebni néstroj | n;
ano ne
ano 6 4 10
ne | 13 14
ny 7 17 |24
Vypocteme podil Sanci: OR = % = % =3 19,5. Podil Sanci nam tika, ze zak,

ktery hraje na néjaky hudebni nastroj, ma 19,5 x vétsi Sanci na Gspéch
v matematice nez zak, ktery nehraje na Zadny hudebni nastroj.

ad a)

Pro testovani nulové hypotézy proti oboustranné alternativé sestrojime obou-
stranny interval spolehlivosti:

Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro OR zjistime pomoci
STATISTIKY. Vytvoiime datovy soubor o dvou proménnych DM a HM a jed-
nom piipadu. Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni
mez:

=exp(log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1))

a analogicky do Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro horni
mez:



=exp(log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1))

1 2
DM HM
1,777296 213,9486

-

Vidime, ze 1,7773 < OR < 213,9486 s pravdépodobnosti aspon 0,95. Protoze
tento interval neobsahuje 1, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hla-
din¢ vyznamnosti 0,05 ve prospéch oboustranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% se tedy prokézalo, ze uspéch v matematice souvisi s hrou na hudebni
nastroj.

ad b)
Pro testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternativeé sestrojime le-
vostranny interval spolehlivosti:

Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=exp(log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1))

1
DM
2,612213

-

Protoze interval (2,612213; ) neobsahuje 1, nulovou hypotézu zamitame na
asymptotické hladin¢€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

S rizikem omylu nejvyse 5% se tedy prokazalo, ze zéci, kteti hraji na néjaky hu-
debni nastroj, maji vyssi Sance na uspéch v matematice.

Adc)

Pro testovani nulové hypotézy proti levostranné alternativé sestrojime pra-
vostranny interval spolehlivosti:

Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro dolni mez:

=exp(log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1))

1
HM
145,5663

[N

Protoze interval (-o0; 145,5663) obsahuje 1, nulovou hypotézu nezamitame na
asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 ve prospéch levostranné alternativy.
Neprokazalo se tedy, ze zaci, ktefi hraji na né¢jaky hudebni nastroj, maji nizsi
Sance na uspéch v matematice.



