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POMOCNE TVRDENIA

Lema 1. Platfi

am’x_m
ox
/
8xAx:2Ax'
ox

Dokaz. Urobte ako cvicenie.

Nech B je regularna n x n matica, ktorej prvky su diferencovatelnymi funkciami
premennej t, Cize {B}77J = bij = bij(t), ’L,] = 1727 e n

*

0B ob;i(t) . .
e je n X n matica, ktorej prvky su (;t( ), i,j=12...n
OdelB je n X n matica, ktorej prvky su ddelB 1,7 =12 n
v =
aB J ) J p y asz ) 7] b) b b b
{B}i1 0 ... 0
0 {B}22 ... O
diagB = .
0 {B}nn
Lema 2. Plati )
oB~ 0B
=-B!=—B L
ot ot

Dékaz. Prvky matice B~! ozna¢me bg;l), i,j = 1,2,...,n. Tiez su diferencova-

telnymi funkciami premennej ¢, ¢ize bl(.;l) = bg;l)(t),i,j =1,2,...,n. Prei,j =
1,2,...n je

{BB~ l}ubem 1oy V(1) = 8y

(0i; je tzv. Kroneckerovo delta, ¢ize d;; = 0 pre i # j a d;; = 1 pre i = j.) Preto

e W/ MR
BB =5 [bax (0 (0] =
n " ap =Y
- aba( b.gcjl +Zb1k kj ()7 iaj:1727'“7n
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¢o v maticovom zéapise je

OB oB~!
—_B'+B =
ot + ot 0,
cze B! OB
=-B'1=——B"!. O
ot ot

Lema 3. Nech C je n x n matica konstant. Plat{

Dokaz.

8T7"BCZQ n n b7t67: n o n abz](t)c,:TTaEC:TTCaE 0
. ]()] - . J

ot ot ot ot ot
=1 j5=1 =1 j=1
Z predchadzajucich dvoch liem priamo dostdvame
Désledok 4. Plati
oTrB T oB
ot ot
Déosledok 5. Platf
TrB1(t B(t
u — _TTCBflL()B—l
ot ot
Lema 6. Plat{
ddetB { (det B)(B1)’, ak je B nesymetrickd
OB | (detB)(2B~! — diagB™!), ak je B symetrick4.

Doékaz. Determinant regularnej n x n matice B sa da pisat ako
detB = {B}i}lBi,l =+ {B}Z"Q.Bi’z + ...+ {B}i,nBi,n

pre i € {1,2,...,n}, pricom B;, je doplnok (n — 1)-ho stupiia determinantu detB
patriaci k prvku {B},, (pozri napr. [Kofinek, V., Zdklady algebry, Nakladatelstvi

CSAV, Praha, 1953], str. 270). Preto

ddetB 0

({B}i1Bi1+{B}i2Bia+ ...+ {B}inBin).

Dostévame
OdetB

= Bi, .
0{B}i; !




a
Bin Bia2 ... Bin
OdetB Bz 1 Bg 2 N Bg —1\s
= | P2 P2 " | = (det B)(B
B - (detB)(B™)',
Bp1 Bno ... By,
lebo
By By By
detB detB =~~~ detB
Bia2 Bap B2
B !l=| detB detB '~~~ detB
Bi,n BQ,n Bn,n
detB detB = detB

(pozri napr. [Koifnek, V., Zéklady algebry, Nakladatelstvi CSAV, Praha, 1953],
str. 320). Toto plati o nesymetrickej matici B. V pripade, ze B je symetrickd, teda

{B}'r,s = {B(b117 b127 ---7b1na b22; b237 ey b2na ceey bnfl n—1, bnfl ny bnn)}r,s =

brsy ak r é S,
N bsr, akr>s.

Pre symetrickd maticu teda

{B}l,l {B}1}2 S {B}l,n b11 b12 e bln
{Bj21 {B}2z ... {Blaa bio by ... b2,
{B}n,l {B}n,2 e {B}n,n bin ban ... bun
Preto
9detB _ Zn: Z”: ddetB 0{B}y,  OdetB 9{B};
8bn B P — a{B}kl ab“ - a{B}z,'L ab” -
6 .
= a{?}w (B} 1Bi1+{B}i2Bio+ ... +{B}inBin] 1=B;;, i=12,..,n.
Prei < jje

JdetB Z”:z": odetB 0{B},,  0detB 9{B};,; 0detB 9{B};;

;e 0{Bly Obi;  O{Bli; Oby | O{Bl; 0y
—L[{B} Bi1+{B}i2Bi2 + ... + {B}inBin] 1+
_3{3}1,] 1,1P4,1 1,24,2 i,nPin] -
0
+ (BT, [({B}1Bj1 +{B}j2Bj2 + ...+ {B};nBjn].1=

= Bij + Bj
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Uplne rovnako pre i > j dostaneme

OdetB
—— = Bji+ Bij,
Dby, it P
Cize
OdetB  0detB OdetB
abll 8b12 o abln
5detB OdetB  OdetB OdetB
8LB =| Oba  Obp T by | = (detB)2B7! —diagB™!). O
ddetB  OdetB ddetB
abln aan o abnn

Lema 7. Pre symetricki reguldrnu n x n maticu B plat{

OlndetB(t ) TrB- 19B(1)
ot ot

Dékaz. Ak si uvedomime, ze B aj B~ si symetrické matice, teda pre i > j plati

0B
-1 _ —1\ oD _
B =6 {5 }

0B
{at} a tvrdenie predchadzjicej lemy, Cize
Jrt

ddetB { 2{B~1}, detB, aki < j,

8bij {B_l}i,idetB, ak i = 7,
dostadvame
OindetB(t) 1 0detB 1 OdetB 0b;; 1 0B
=TrB~ O
ot ~ detB 0t detB Z Z 0b;; Ot ot

Lema 8. Pre symetricki reguldrnu n x n maticu B a symetrickid maticu C plat{

B!
57“8700 = —2B~'CB~! + diag(B~'CB™1).

Dokaz. Podla Dosledku 5 je

-1
OTrB7'C _ . n 1 0B

—Bl=
6[)11 abll

10 0 ... 1 00

o
o
o
o
o
o

= _TrCB!

=
=
o
os)
L
|
|
N
<
o
o
=

B lcB ! =



=—{B7!CB '},
oTrB~C 0B
= -TrCB ' —B! =
8[)12 " 8b12
01 0 01 0
1 00 1 00
=-TrCcB !0 0 O Btl=—-7r[0 0 0 B !CB!=
0 00 0 00

= —{B7!CB !}y — {B'ICB '}, =2{B"!CB'}.,.

Uplne analogicky dostavame

={B'CB !},
apreizj
8T’£’;C - —TrCB‘lgb]?jB_l — —2{B"'CB '},
teda
aTrB~1C

TR —2B!'CB™! + diag(B"*CB™'). O

Lema 9. Pre symetricki n x n maticu B plat{
2B — diagB=0< B =0.

Doékaz. Spravte ako cvicenie.

V skriptickach Multivaridtna analyza 2 v 5. kapitole sme dostali, ze logaritmus
vierohodnostnej funkcie je

I(x; 1, B) = 7% In |27 — %TT {z*ls“eal)} - %Tr (B'x—p)(E—p)} =

= —% In 27 — gln(det(E)) - gTT {2—1 [s<ml> — (X ) (X - u)’} } .

Teda vierohodnostné rovnice st

ol

d =0,
124 p=ji(real) B—3i(real)

ol 0

82 #:ﬂ(real)yzzi(real)
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Pomocou Lemy 1 dostavame z prvého systému vierohodnostnych rovnic

_2(2(real))fli+ 2(2(7“6@[))71“(7‘6(1[) =0,

~ (real)

[

:i’

teda

f=X.

Dalej budeme pokracovat bez komplikovaného znacenia a vyuzijeme Lemy 7,8 a 9.
Dostavame z druhého systému vierohodnostnych rovnic

n 0

2 s n(det(®) + Tr [£71(S + (x - w)(x - w))]} =0,

2{37 -2+ E-pE-pw )BT} -
~diag {ST' — =S + (X — p)(x— p))="'} =0,

S oS+ (x-p)E-p))E=0.

Vysledne



