13. ROC kfrivka

Motivace: ROC (Receiver Operating Characteristic Curve) kiivky slouzi k hod-
noceni a grafickému znazornéni chovani klasifikacnich pravidel pfti klasifikaci
do dvou ttid. ROC kiivka byla poprvé zavedena kolem roku 1950 jako nastroj

k vyhodnoceni kvality radarovych dat — odliSeni signalu od Sumu. V medicinég se
pouziva nejcastéji pro zhodnoceni piesnosti diagnostického testu na zakladé¢ me-
feni, jehoZ vysledkem je n¢jaka spojita veliina. Stanovime urcitou hodnotu této
veli¢iny (tzv. délici bod) a podle n¢j rozhodneme, zda nastal pozitivni ¢i nega-
tivni vysledek testu. ROC kiivka graficky znézoriiuje chovani tohoto klasifikac-
niho pravidla v zévislosti na ménicim se délicim bodu.

Senzitivita a specificita diagnostického testu

Ptedpokladame, ze madme dvé skupiny objekti — jedna skupina objekti spl-
nuje néjakou podminku (pozitivni pripady), druha skupina nikoliv (negativni
pripady). Provedeme diagnosticky test, ktery objekt oznaci bud’ jako pozitivni
nebo jako negativni.

Zavedeme nasledujici oznaceni:

jev H ... objekt je pozitivni

jev H... objekt je negativni

jev A ... test oznaci objekt za pozitivni
jev A ... test oznaci objekt za negativni

Apriorni pravdépodobnost P(H) se nazyva prevalence a vyjadiuje pravdépo-
dobnost vyskytu pozitivnich objektil v souboru vSech objekti.

Podminéna pravdépodobnost P(A/H)se nazyva senzitivita a vyjadiuje prav-
dépodobnost, ze test da kladny vysledek u pozitivniho objektu.

Podminéna pravdépodobnost P(A /H )se nazyva specificita a vyjadiuje prav-
dépodobnost, ze test da zaporny vysledek u negativniho objektu.

Podminéna pravdépodobnost P( A /H)se nazyva falesna negativita a vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze test da zaporny vysledek u pozitivniho objektu.

Podminéna pravdépodobnost P(A/H )se nazyva falesna pozitivita a vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze test da kladny vysledek u negativniho objektu.

Aposteriorni pravdépodobnost P(H/A) se nazyva prediktivni hodnota pozi-
tivniho testu a vyjadiuje pravdépodobnost, Ze objekt je skutecné pozitivni, kdyz
test dopadl pozitivné.



Aposteriorni pravdépodobnost P(H/A ) se nazyva prediktivni hodnota nega-
tivniho testu a vyjadifuje pravdépodobnost, Ze objekt je skute¢né negativni, kdyz
test dopadl negativné.

Uvedené podminéné pravdépodobnosti nezndme, miizeme je pouze odhad-
nout pomoci vysledki testu, které zapiSeme do tzv. matice zamen:

vysledek testu podminka celkem
H (pozitivni) | H (negativni)
A (pozitivni) a b atb
A (negativni) C d c+d
celkem atc b+d n

Odhad senzitivity: P@/H = "PF= ai— (true positive fraction — relativni Cet-
nost spravné klasifikovanych pozitivnich ptipadi).

Odhad specificity: P€/ ﬁ:: "NF = b—% (true negative fraction — relativni
cetnost spravné klasifikovanych negativnich ptipadi).

Odhad fale$né negativity: P@/ H:: 'NF = ai— (false negative fraction — rela-
tivni Cetnost nespravné klasifikovanych pozitivnich ptipadi).

Odhad fale$né pozitivity: P@/ ﬁ:: PF= bz— (false positive fraction — rela-
tivni Cetnost nespravné klasifikovanych negativrﬁch piipadi).

Je okamzité zfejmé, ze TPF + FNF = 1, TNF + FPF =1.

Odhady prediktivnich hodnot pozitivniho a negativniho testu poc¢itame podle
Bayesova vzorce.

PE/A= WV PHIPA/H\, __ ___ PEG_TPF )
PHPG/H + '@ PG/H_ P€ -TPF+ '@ (- NF_
PE/A = N = PEIPE/H ~ (- "@d_-TNF

PEPG/H + "€ PE/H_ (- '€ -TNF+ 'l (- PF_

Vidime, Ze prakticky vyznam diagnostického testu zalezi na prevalenci P(H),
odhadu senzitivity TPF a odhadu specificity TNF. Tyto charakteristiky tedy plné
urcuji prediktivni hodnoty PVV a PVN.

Konstrukce ROC krivky

Necht je diagnosticky test zalozen na né¢jaké spojité ndhodné veli¢iné X (na-
zyva se prediktor), podle niz chceme objekty klasifikovat bud’ do 1. skupiny
(pozitivni piipady) nebo do 2. skupiny (negativni ptipady). Predpokladame, Ze
tato veli¢ina se v 1. skupiné tidi spojitym rozloZenim s hustotou pravdépodob-
nosti @(x) a ve 2. skupin€ spojitym rozlozenim s hustotou pravdépodobnosti



¢2(x). Pokud veli¢ina X nabude hodnoty nejvyse 0, objekt zatadime do 1. skupi-
ny, v opacném pripad¢ do 2. skupiny.
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Plocha pod prvni hustotou lezici nalevo od dé€liciho bodu 0 vyjadiuje podil
spravng klasifikovanych pozitivnich ptipadi, tedy TPF — odhad senzitivity. Plo-
cha pod prvni hustotou leZici napravo od dé€liciho bodu 0 vyjadiuje podil ne-
spravng klasifikovanych pozitivnich ptipadi, tedy FNF — odhad falesSné negati-
vity.

Plocha pod druhou hustotou lezici nalevo od dé€liciho bodu 0 vyjadiuje podil
nespravné klasifikovanych negativnich ptipadi, tedy FPF — odhad fale$né pozi-
tivity. Plocha pod druhou hustotou lezici napravo od déliciho bodu 0 vyjadiuje
podil spravné klasifikovanych negativnich ptipadi, tedy TNF — odhad specifici-
ty.

Posuneme-li dé€lici bod 6 napravo, zvétSime odhad senzitivity TPF, ale zmen-
Sime odhad specificity TNF. Naopak, posuneme-li délici bod 6 nalevo, zmensi-
me TPF a zvétSime TNF.

Abychom docilili spole¢ného nariistu ¢i poklesu dvojice charakteristik, vez-
meme misto odhadu specificity odhad fale$né pozitivity FPF = 1 — TNF. Mame
tedy dvojici (FPF, TPF). Postupné ménime délici bod 0 a pro kazdou hodnotu 0
zaznamename dvojici (FPF, TPF). Grafickym zndzornénim téchto dvojic ziska-
me ROC kiivku.

[lustrace:
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Objekty klasifikované ndhodnym prediktorem jako pozitivni patii ve skutec-
nosti mezi pozitivni s pravdépodobnosti P(H) a mezi negativni s pravdépodob-
nosti 1 - P(H).

Objekty klasifikované redlnym prediktorem jako pozitivni patii ve skute¢nos-
ti mezi pozitivni s pravdépodobnosti vyssi nez P(H) a mezi negativni s pravdé-
podobnosti niz$i nez 1 — P(H).

Poznamka: ROC kiivku Ize pouZit 1 v ptipadé€, kdy mame k dispozici odhady
pravdépodobnosti prislusnosti objektli k 1. a 2. skupin€. Je-li tato pravdépodob-
nost nanejvys 0 (0<6<1), zatadime objekt do 1. skupiny, jinak do 2. skupiny.

P¥iklad ROC k¥ivky

Mame dvé skupiny osob, piicemz v jedné skupiné jsou jedinci trpici uréitou
chorobou a ve druhé skupiné jsou lidé zdravi. V obou skupinach sledujeme hod-
noty né&jaké velic¢iny X, podle niZ chceme osoby klasifikovat na nemocné a
zdravé.

X |pocet nemocnych |pocet zdravych

<5 18 1
5,1-7 7 17
7,1-9 4 36

>9 3 39
celkem 32 93

Nejprve piedpokladdme, Ze osoby s hodnotou X < 5 jsou nemocné. Dosta-
neme matici zdmén:

X |pocet nemocnych |pocet zdravych|celkem

<5 18 1 19

> 5 14 92 106
celkem 32 93 125




TPF =18/32=0,56
FPF =1/93 =0,01

Nyni posuneme délici bod 0 tak, Ze osoby s hodnotou X < 7 jsou povazovany
za nemocné. Dostaneme matici zamén:

X |pocet nemocnych | pocet zdravych|celkem

<7 25 18 43

> 7 7 75 82
celkem 32 93 125

TPF =25/32=0,78
FPF =18/93=0,19

D¢élici bod 6 posuneme jesté jednou tak, Ze osoby s hodnotou X <9 jsou po-
vazovany za nemocné. Dostaneme matici zdmén:

X |pocet nemocnych |pocet zdravych|celkem
<9 29 54 83
>9 3 39 42

celkem 32 93 125

TPF =29/32=0,91
FPF =54/93 = 0,58

Hodnoty dé€licich bodl a odhady falesné pozitivity a odhady senzitivity napi-
Seme do tabulky a sestrojime ROC kiivku:

FPF | TPF
0,0110,56
0,1910,78
0,5810,91
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Optimalni délici bod se ziska tak, Ze zjistime, ktera hodnota 6 odpovida
maximalnimu geometrickému priméru odhadu senzitivity a specificity.

Vlastnosti ROC krivky

a) ROC kiivka zndzornuje vztah mezi odhady specificity a senzitivity dia-
gnostického testu. Defini¢ni obor a obor hodnot jsou intervaly (0,1). Ctve-
rec (0,1)x 0,1) se nazyva ROC prostor.

b) ROC kiivka je invariantni k monoténni transformaci vysledku testu (tj.
prediktoru X). Znamena to, Ze zavisi pouze na potadi dat, nikoliv na jejich
konkrétnim umisténi na ¢iselné ose.

¢) Teoreticka ROC kiivka pro nahodny prediktor (tj. pro test s nulovou dis-
krimina¢ni schopnosti) je diagonala vedouci z levého dolniho rohu do
pravého horniho rohu ROC prostoru.

d) Teoreticka ROC kiivka pro test s perfektni diskrimina¢ni schopnosti (t;.
test, ktery kazdy pozitivni objekt prohlasi za pozitivni a kazdy negativni
objekt za negativni) kopiruje levy horni roh ROC prostoru.

e) Cim blize je ROC kiivka levému hornimu rohu ROC prostoru, tim lepsi je
diskrimina¢ni schopnost testu.

f) Plocha pod ROC kiivkou (oznacovana jako AUC) miZe byt chapana jako
méfitko kvality testu.

Plocha AUC pod ROC krivkou

Velikost A plochy AUC pod ROC kfivkou je nejbéznégjsi kvantitativni index
popisujici ROC ktivku. Sou€asné vyjadiuje presnost testu. Nevyzaduje zadné
ptedpoklady o rozlozeni prediktoru.

Pro ohodnoceni piesnosti testu se pouZziva tabulka:

A hodnoceni
0,9-1 |vyborné

0,8 — 0,9 velmi dobie
0,7 — 0,8 | dobre

0,6 - 0,7 | dostatecné
0,5 — 0,6 | nedostate¢né

Velikost A plochy AUC ma nékolik moznych interpretaci:

a) prumérna hodnota senzitivity pro vSechny mozné hodnoty specificity

b) primérna hodnota specificity pro vSechny mozné hodnoty senzitivity

c¢) pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany objekt ze skupiny pozitivnich ob-
jektt bude mit niz8i hodnotu prediktoru nez ndhodné vybrany objekt ze
skupiny negativnich objektt.



Velikost A plochy AUC se pocitd bud’ neparametricky (napt. pomoci li-
chobéznikového nebo Simpsonova pravidla) nebo parametricky s pouZzitim me-
tody maximalni vérohodnosti.

Binormalni model

Empiricka ROC kiivka se Casto vyhlazuje teoretickou ROC kiivkou proché-
zejici body (FPF, TPF). Tato kiivka je zaloZena na ptredpokladu, Ze vysledek
testu (tj. ndhodna veli¢ina X — prediktor) se v 1. skupin¢ fidi rozlozenim
’ _ave 2. skupin€ rozloZzenim Niu_ G’ . Hovofime o tzv. binormalnim
modelu. Binormalni model je pln€ ur¢en dvéma parametry a, b, kde

4 — 1

N ,o

O v ’ ’ .
,b=—. ProtoZe parametry p ,u ,6 ,c nezname, nahradime je odha-
(6} (6)

a =

dy M|, M,, S|, S,, kde M|, M, jsou vybérové prumeéry v 1. a 2. skupiné a Sy, S,
jsou vybérové smérodatné odchylky v 1. a 2. skupiné. Po dosazeni vybérovych
charakteristik do vzorcl pro parametry a, b dostaneme jejich odhady a,b. Teore-
ticka ROC kiivka je pak uréena dvojicemi bodtt (~b J-D o - [_:, kde @ je
distribu¢ni funkce standardizované¢ho normalniho rozlozeni N(0,1)a 6 = - o, o
piedstavuje vSechny mozné hodnoty déliciho bodu.

V binormalnim modelu lze snadno testovat hypotézu o diskrimina¢ni schop-
nosti testu. Testujeme Hy: A = 0,5 proti H;: A > 0,5. Oznaéme A odhad velikos-
A— 5
VD€
v pripadé platnosti nulové hypotézy asymptoticky tidi rozlozenim N(0,1). Nulo-
vou hypotézu tedy zamitame na asymptoticke hladin€ vyznamnosti a, kdyz
17>y, , kde u, je a-kvantil rozlozeni N(0,1). P¥itom odhady A a D€ _se poci-

ti plochy A a D ﬁ: rozptyl tohoto odhadu. Testova statistika Z = se

taji podle vzorci:

(o ) e

A=D D€ = D¢+ DG + foC€.b,kd
NH—FZ)! € - D+ D6 + feCEb , kde
expl(— L~\| ﬁgexpl(— a \I

o w26 ) L2k )

A 2T I+ '2/ '8 \ 27 I+ nzj ’

2, 2 2
.~ 1 + . +nb° g~ 0, +,b ~g-~ ab ... . . "
1,6 v = D6 =""—2=_ C{b = —, ptitemz n, je pocet ob-

2nn, 2n,
jekti v 1. skupin€ a n; je pocet objektii ve 2. skupiné.

Priklad:

V r. 1997 nastoupilo do magisterského studia na PfF MU v Brn¢ 390 studentd.
Diilezité sledované proménné:

pohlavi,

pocet bodil u pfijimaci zkousky,



typ absolvované stiedni Skoly (gymnazium, stfedni primyslova Skola, ostatni),
zaméfeni studia (odborné, ucitelské),

studijni program (fyzika, chemie, geologie, matematika, biologie, aplikovana
matematika, geografie),

studijni pramér,

uspéch u prvniho terminu statni zavére¢né zkousky.

Hodnoty vSech proménnych se podarilo ziskat u 236 studentt.

Popis datového souboru pomoci tabulek ¢etnosti:

Tabulka Cetnosti:pohlavi (magistri1997.sta)

Cetnost |Kumulativni | Rel.getnost | Kumulativni
Kategorie Cetnost rel.Cetnost
muz 109 109 46,2 46,2
Zena 127 236 53,8 100,0

Tabulka €etnosti:program (magistri1997.sta)

Cetnost |Kumulativni | Rel.&etnost | Kumulativni
Kategorie Cetnost rel.Cetnost
M-AM 19 19 8,1 8,1
M-BI 74 93 31,4 39,4
M-FY 36 129 15,3 54,7
M-CH 59 188 25,0 79,7
M-GR 22 210 9,3 89,0
M-MA 14 224 5,9 94,9
M-GE 12 236 5.1 100,0

Tabulka Eetnosti:priznak (magistri1997 .sta)

Cetnost | Kumulativni | Rel.8etnost | Kumulativni
Kategorie Cetnost rel.Cetnost
odbornik 166 166 70,3 70,3
ucitel 70 236 29,7 100,0
Tabulka Cetnosti:SZZ 1 (magistri1997.sta)
Cetnost |Kumulativni | Rel.&etnost | Kumulativni
Kategorie Cetnost rel.Cetnost
uspech u 1. terminu SZZ 220 220 93,2 93,2
neuspech u 1. terminu SZZ 16 236 6,8 100,0
Tabulka Cetnosti:SS_typ (magistri1997 .sta)
Cetnost |Kumulativni | Rel.getnost | Kumulativni
Kategorie Cetnost rel.Cetnost
Gy mazium 211 211 89,40678 89,4068
SPS 13 224 5,50847 94,9153
ostatni 12 236 5,08475 100,0000

Sloupkovy diagram studijnich programi
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Konstrukce ROC kiivky je implementovana v systému SPSS, v systému
STATISTICA se nachazi pouze v modulu Neuronové sit¢.

Nyni budeme za prediktor uspéchu u 1. terminu SZZ povaZovat primérny pro-
spéch dosazeny za celou dobu studia.

Analyze — ROC Curve — Test Variable prumer, State Variable SZZ 1, Value of
State Variable 1, v Display zaskrtneme ROC Curve, With Diagonal reference
line, Standard error and confidence interval, Coordinate points of the ROC Cur-
ve — OK.

Pribéh ROC kiivky
ROC Curve
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Pomoci souradnic ROC kiivky vypocteme geometricky primér specificity a
senzitivity. Maximalni hodnota tohoto priméru je dosazena pro prospéch = 1,99.

Velikost A plochy AUC pod ROC ktivkou s 95% asymptotickym intervalem
spolehlivosti

Area Under the Curve

Test BesultYarablels i prymer

Asymptotic 95% Confidence
Interval

ﬁ.symp}jutic
Ared Std. Errord i Lower Bound pper Bound
B4k A5 a0 Faq 53

a. Under the nonparametric assumption

b. Hull hypothesis: true area=0.4

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu, ze ve-
likost plochy pod ROC kiivkou je 0,5 (tj. primérny prospéch nemd zadny vliv
na vysledek studenta u prvniho terminu statni zdvérecné zkousky) proti alterna-
tivni hypotéze, ze velikost plochy pod ROC ktivkou je vétsi nez 0,5 (tj. primér-
ny prospéch ma jistou predikéni schopnost vzhledem k vysledku studenta u prv-
niho terminu statni zavére¢né zkousky). Protoze 95% asymptoticky interval spo-
lehlivosti pro A neobsahuje ¢islo 0,5, nulovou hypotézu zamitame na asympto-
tické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Déle budeme za prediktor tispéchu u 1. terminu SZZ povazovat pocet bodu, kte-
ré student ziskal u pfijimaci zkousky.

Priitbéh ROC kiivky

ROC Curve
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Velikost A plochy AUC pod ROC ktivkou s 95% asymptotickym intervalem
spolehlivosti

Area Unde

Test Besultvariabletsybody

Asymptotic 95% Confidence

Interval
Asyrmptotic
Area Std. Etrard Sig.b Lower Bound Upper Bound
420 63 287 297 543

The test result variahleds): bady has at least one tie between the positive ach
a. Under the nonparametric assumption
b. Mull hypothesis: true area=0.5

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu, ze ve-
likost plochy pod ROC kiivkou je 0,5 (tj. pocet bodl u piijimaci zkousky nema
zadny vliv na vysledek studenta u prvniho terminu statni zavérecné zkousky)
proti alternativni hypotéze, ze velikost plochy pod ROC kiivkou je vétsi nez 0,5
(tj. pocet bodu u piijimaci zkousky ma jistou predikcni schopnost vzhledem k
vysledku studenta u prvniho terminu statni zavérecné zkousky). Protoze 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro A obsahuje ¢islo 0,5, nulovou hypotézu
nezamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Dalsi sledované proménné by mohly zptesnit predikci tspéchu studenta u prvni-
ho terminu statni zavérecné zkousky. Provedeme diskrimina¢ni analyzu se spoji-
tymi proménnymi PRUMER a BODY a kategorizovanymi proménnymi
POHLAVI, TYP STUDIA, TYP SS, PROGRAM.

Nejprve orientacné ovétime predpoklad normality spojitych proménnych BODY
a PRUMER.

Kategoriz. pravdépodobnostnibgpdy

Ocekavana normalni hodnota

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
300 500 700 900 1100 300 500 700 900 1100

SZZ_1:uspechu 1.terminu SZ SZZ_1:neuspech u 1.terminu Sz
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Kategoriz. pravdépodobnostni gprum

Ocekavana normalni hodnota

Vidime, ze normalita proménné PRUMER je v obou skupinach ponékud poru-

Sena.

12 16 20 24 28 3208 12 16 20 24 28 32

14 18 22 26 30 10 14 18 22 26 3,0

SZZ_1:uspechu 1.terminu SZ SZZ_1:neuspech u 1.terminu Sz

Zvolime krokovou dopfednou metodu.

Tabulka vysledkll pro proménné zafazené do modelu:

Vysledky diskrimina¢ni funkéni analyzy (magis tri1997 .sta)
krok 3, po¢. prom. v modelu: 3; grupovaci: SZZ_1 (2 skup)
Wilks . lambda: ,85566 pfibliz F (3,232)=13,045 p<,0000

Wilks . Parc. Fnavyj |Uroverip | Toler. 1-toler.

N=236 |Lambda |Lambda | (1232) R\2

prumer | 0,992297 0,862301| 37,04753] 0,000000 0,796787| 0,203213
body | 0,860719 0,994121 1,37207 0,242658 0,824355 0,175645
priznak | 0,859759 0,995231 1,11182 0,292783 0,953561 0,046439

Tabulka vysledkll pro proménné nezafazené do modelu:

Prom&nné aktuainé neobsaZené v modelu (magistri1997.sta)
SV pro vS§. F-testy: 1,231

Wilks . Parc. F na Uroverip | Toler. 1-toler.
N=236 Lambda |Lambda zahr. R"2
pohlavi | 0,855441 0,999746  0,058697 0,808782 0,963711 0,036289
program | 0,855164 0,999422| 0,133523 0,715141 0,975874 0,024126
SS typ 0,855641 0,999979 0,004805 0,944794 0,946056 0,053944

Klasikaéni matice ziskana resubstitu¢ni metodou:

KlasifikaCni matice (magistri1997.sta)
Radky: pozorované Kasifikace
Sloupce: pfedpovézené klasifikace

% uspech u 1. |neuspechu 1.
spravnyc |terminu SZZ | terminu SZZ

Skup. p=,93220 p=,06780

uspech u 1. terminu SZZ 99,09091 218 2
neuspech u 1. terminu SZZ 18,75000 13 3
Celkem 93,64407 231 5
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téch, kteti neuspéli.

Pro kazdého studenta zjistime aposteriorni pravdépodobnost, s jakou je zatfazen
do skupiny uspéSnych studenti a sestrojime ROC kiivku.

ROC Curve
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Plocha AUC pod ROC ktivkou s 95% intervalem spolehlivosti:

Area Under the Curve

Test ResultYarahlelsigp

Asymptotic 95% Confidence
Interval

Asymptotic
Area Std. Erraord Sig.b Lower Bound pper Bound

062 JES A 06 435 Natede]
a. Under the nonparametric assumption

b. Mull hypothesis: true area=0.5

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu, Ze ve-
likost plochy pod ROC kiivkou je 0,5 (tj. zvolené proménné charakterizujici
studenta nemaji Zzadny vliv na jeho vysledek u prvniho terminu statni zavére¢né
zkousky) proti alternativni hypotéze, Ze velikost plochy pod ROC kiivkou je
vetsi nez 0,5 (tj. dané proménné maji jistou predikéni schopnost vzhledem k vy-
sledku studenta u prvniho terminu statni zdvérecné zkousky). Protoze 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro A obsahuje ¢islo 0,5, nulovou hypotézu
nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
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