Jednoducha, mnohonasobna a parcialni korelace

Pearsontuv koeficient korelace

Necht’ X, Y jsou ndhodné veli€iny se sttednimi hodnotami E(X), E(Y) a
rozptyly D(X), D(Y).

Cislo

X-EX) Y-E(Y)|_ C(XY)
E E = JDX)/D(Y) >0
R(X,Y)= [\/D(X) \/D(Y)] JD(X)+/D(Y) proyDEO)VD(Y)

0 jinak

se nazyva Pearsonuv koeficient korelace.

(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribuc-
ni funkci O(x,y) v obecném piipadé resp. simultdnni hustotu pravdépodobnosti
o(x,y) ve spojitém piipad¢ resp. simultanni pravdépodobnostni funkci n(X,y)

v diskrétnim ptipadé.)

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y)=R(X, a) =R(aj, a) =0
R(X,Y)prob,b, >0
b) R(a; + b;X, a, + b, Y) =sgn(b;b,) R(X, Y) = 2
) R(a; +biX, a; + by Y) = sgn(bby) R(X, Y) {_ R(X,Y)probb, <0

c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) =0 jinak

d) R(X,Y)=R(Y, X)

e) [R(X,Y) <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y
existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linedrni zavislost, tj. existuji konstanty a,
b tak, ze pravdépodobnost P(Y = a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyz b >
0aR(X,Y)=-1, kdyz b <0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova —
Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méteni
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k paradoxni situaci, ze Pearsoniv koeficient korelace je nulovy.

Ilustrace:
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Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pak fekneme, Ze ndhodné veli¢iny jsou nekorelované. (Zna-
mena to, Ze mezi X a Y neexistuje zadna linearni zavislost. Jsou-li ndhodné veli-
¢iny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejmé i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze nahodné veli€iny jsou kladné¢ korelované.
(Znamena to, Ze s ristem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veliiny Y a

s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli€iny Y.)

Je-1i R(X, Y) <0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny jsou zaporné korelovane.
(Znamena to, Ze s ristem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y a

s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)

Vybérovy koeficient korelace
Necht (X1, Y1), ..., (X4, Yy,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlo-
zeni daného distribu¢ni funkci @(x,y). Z tohoto dvourozmérného nahodného vy-
béru mizeme stanovit:

4 W 14 [s] W 1 o 1 I
vybérové priméry M, =—>'X;, M, ==>'Y,,

Dy i=1

14 W 14 1 o 1 I
vybérové rozptyly S, :—IZ(Xi -M,)*, S,’ :—IZ(Yi -M,)*,
n- -1

i=1 i=1

’1ox . . | R . .. ,
vybérovou kovarianci S,, = —_12(Xi -M, (Y, -M,) a s jejich pomoci zavedeme

i=1

L XMy ¥ -My Sy oo 5
vybérovy koeficient korelace R, =<n-147 S, S, S.S, o :

0 jinak
Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se pienaseji i na vybérovy koeficient
korelace. (Vybérovy koeficient korelace neni nestrannym odhadem skute¢ného
koeficientu korelace, je odhadem vychylenym. Vychyleni je zanedbatekné malé
pro rozsahy vybérii nad 30.)

Pearsoniiv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Necht’ ndhodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozloZeni s hustotou

1 X—H ’ XM y=Hy [ YT ’
_ I o) {[] AT }
¢(XaY)_ 2m102me s

prigemz p; = E(X), o = E(Y), 61> = D(X), 6" =D(Y), p =R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:
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Je-li p= 0, pak pro O(x,y)OR? : ¢(x,y) = ¢, (x)d, (y), tedy ndhodné veli¢iny X, Y
jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy: stochastickd nezavislost slozek X, Y
normalné rozloZzené¢ho ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti.
Pro jina dvourozmérna rozloZeni to neplati!

Upozornéni: nadale budeme ptedpokladat, ze (X, Y), ..., (X, Y,) je ndhodny
vybér rozsahu n z dvourozmérného normalniho rozlozeni

NZ[(M ]’[ 012 pclgz]}
M) \po,0, O,

Ptedpoklad dvourozmérné normality 1ze orientané ovéfit pomoci dvourozmér-
ného teCkového diagramu: tecky by mély zhruba rovnomérné vyplnit vnitrek
elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozloZeni
jsou totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozlozeni s parametry p,
=0,1,=0,0"=1,06,"=1, p=-0,75:
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Do dvourozmérného teckového diagramu miazeme jesté zakreslit 100(1-a)%
elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti. Bude-li vice nez 1000% tecek lezet
vne této elipsy, svédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-li mit hlavni
osa elipsy kladnou resp. zdpornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli¢inami X a
Y existuje urcity stupeil ptimé resp. nepiimé linedrni zévislosti.

Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé na-
hodné veli€iny (tj. p = 0) proti

- oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné velici-
ny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé H;: X, Y jsou zaporn€ korelované ndhodné veliCiny (tj.
p<0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladn¢ korelované nahodné veli¢iny (tj.
p>0).
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Plati-1i nulové hypotéza, pak T ~ t(n-2).
Kriticky obor pro test H, proti
- oboustranné alternativé: W =(~oco,~t,_;,(n - 2)) Oty g2 (n—2),),

Testova statistika ma tvar: T, =

- levostranné alternativé: W = (-, -t (n-2)),
- pravostranné alternativé: W =(t, ,(n -2),).
H, zamitame na hladin¢ vyznamnosti a, kdyz t, OW .

Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti oboustranné alternativé

V dilné pracuje 15 d€lnikd. Byl u nich zjistén pocet smén odpracovanych za me-
sic (ndhodna veli¢ina X) a pocet zhotovenych vyrobkl (ndhodna veli¢ina Y):
X20211817201819212014161921 1515

Y 9293 83 8091 8582989060 73 86 96 64 81.

Orientacné ovérte dvourozmérnou normalitu dat, vypoctéte vybérovy koeficient
korelace mezi X a Y a na hlading 0,01 testujte hypotézu o nezéavislosti X a Y
proti oboustranné alternativé.

Reseni: Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvourozmérného tecko-
vého diagramu.

Vidime, ze piedpoklad dvourozmérné normality je opravnény.

Vypocteme realizace

vybérovych priméri: m; == >'x, = 18267, my= -3y, = 83,6,
n s n i

vybérovych rozptyli: s, = %Z(Xi -m,)’ =5,6381,s," = L (y,-m,) =
n—-14

n—143

n

1214,

vybérové kovariance: s;; = %Zn:(xi -m, )y, -m,) = 24,2571,
n-=14

vybérového koeficientu korelace: r,, = 2 =0,927.

_I,vn-2

Realizace testové statistiky: t, = 2=—— = 8,912,

\ll—rn2




kriticky obor W = (~c0,~t, . (13)) O (t 995 (13).0) =(~ 0,-3,012) 0 (3,012, ).
Protoze t, OW, hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamitdme na hlading vy-

znamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1% jsme tedy prokézali, ze mezi po-
¢tem smén odpracovanych za mésic a potem zhotovenych vyrobkil existuje za-
vislost.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvouroz-
mérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvourozmérného teCkového diagramu —
viz vyse.

Statistiky — Zéakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
promén. — X, Y — OK — na zdloZce Moznosti vybereme Zobrazit detailni tabulku
vysledkl — Vypocet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom. X & | Primér |Sm.Odch. | r(X.,Y) r2 t p N | Konst. Smeér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav.Y | zav:Y | zav.: X | zav.: X
X 18,26667  2,37447
X 18,26667 _ 2,37447| 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667  2,37447
Y 83,60000 11,01817|0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812
Y 83,60000/ 11,01817,
X 18,26667  2,37447] 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 1,562407 0,199812 5010135 4,302365
Y 83,60000 11,01817,
Y 83,60000 11,01817|| 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika
nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-hodnota je 0,000001, tedy na hlading vy-
znamnosti 0,01 zamitame hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y.

Vypocet pomoci systému SPSS
Analyze — Correlate — Bivariate — Variables X, Y — OK

Correlations
A il
o Pearson Correlation 1,000 a7
Sig. (2-tailed) .0an
M 15 15
Y Fearzon Carrelation 827 1,000
Sig. (2-tailed) aaa
M 15 15

= Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Vidime, Ze na rozdil od systému STATISTICA systém SPSS neposkytuje hod-
notu testové statistiky, ve vystupni tabulce 1ze najit pouze realizaci vybérového
koeficientu korelace, odpovidajici p-hodnotu a rozsah ndhodného vybéru.



Interval spolehlivosti pro korela¢ni koeficient

14 14 W 1 1 + R 14 W W 4 14 14 W 14 A 4
Nahodna veli¢ina Z = Eln—12 ma piiblizn€ normalni rozlozeni se stfedni
12

hodnotou E(z)= %mr—g +2(L1) (2. s¢itanec lze pii vétsim n zanedbat) a roz-
! Standardizaci veli¢iny Z dostaneme veli¢inu U = Z2-E2) ,
n—-3 D(Z) 2)

ktera ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz 100(1-a)% asymptoticky interval

ptylem D(z)=

. . 1. 1+p . u_
spolehlivosti pro —In—+ bude mit meze 7+ =22
P PO Mo Jn-3

pak dostaneme zpétnou transformaci.

. Interval spolehlivosti pro p

Poznamka: Jelikoz Z = arctgh R,,, dostavame R, = tgh Z a meze intervalu spo-

lehlivosti pro p miiZeme psat ve tvaru tgh(z 4 a2 j, pfi¢emZ tghx =~
v — 3 eX + e S

Priklad: Pracovnik personalniho odd¢€leni urcité firmy zkouma, zda existuje
vztah mezi poc¢tem dni absence za rok (veli¢ina Y) a v€kem pracovnika (veli¢ina
X). Proto ndhodné vybral udaje o 10 pracovnicich.

prac. |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10
2716137234658 2936|6440
15/6 [10]18|9 |7 |14|11|5 |8

=R O

Za ptedpokladu, ze uvedené udaje tvofi Ciselné realizace nahodného vybéru roz-
sahu 10 z dvourozmérného normalniho rozlozeni, vypoctéte vybérovy korelaéni
koeficient a na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou neza-
vislé ndhodné veliciny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro
skute¢ny korelacni koeficient p.

ReSeni: Pfedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci
dvourozmérného teckového diagramu.

,Z =

20 0 20 40 60 80 100
X

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.



Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, =-0,9325, tedy mezi v¢-
kem pracovnika a poctem dnil pracovni neschopnosti existuje silna nepiima li-
nearni zavislost. Testova statistika: T = -7,3053, kvantil t,¢75(8) = 2,306, kriticky
obor W = (— ,-2,306) O] <2,306,oo). Jelikoz TOW, zamitame na hladiné vyznam-
nosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.

w7 /4 1 + R - . 14
Vypocitame Z = TRy, 1, 1709325 -1,6772 . Meze 95% asymptotického

intervalu spolehlivosti pro p jsou tgh(— 1,6772 + 1,96

+ , tedy -0,9842 <p <-0,7336
ﬁJ 4 P

s pravdépodobnosti priblizné 0,95.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypocteme meze 100(1-a)% asymptotického intervalu spoleh-
livosti pro koeficient korelace p tak, Ze otevieme novy datovy soubor se dvéma
proménnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednim ptipadem.

Do Dlouhého jména proménné DM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména proménné HM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*10g((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

1 2
DM HM
1| -0,98425 -0,73358

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koeficient korelace p ma tedy meze
—0,98425 a -0,73358. (Protoze nepokryva hodnotu 0, zamitdme hypotézu o ne-
zéavislosti veli¢in X, Y na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.)

Vypocet pomoci systému SPSS

Vzhledem k tomu, ze v SPSS neni dostupna funkce TanH, vyuzijeme toho, Ze
tgh(x) = :x ;Z"‘ . Déle pro vypodet kvantili rozlozeni N(0,1) pouZijeme funkci
IDF.NORMAL(x, mean, std).

K datovému souboru pfiddme 4 proménné pojmenované poml, pom2, dm, hm.
Transform — Compute Variable — Target Variable poml =
0.5*In((1-0.9325)/(1+0.9325))-IDF.Normal(0.975,0,1)/sqrt(7)

OK - OK

Transform — Compute Variable — Target Variable pom2 =
0.5*In((1-0.9325)/(1+0.9325))+IDF.Normal(0.975,0,1)/sqrt(7)

OK - OK

Transform — Compute Variable — Target Variable dm =
(exp(poml)-exp(-poml))/(exp(poml)+exp(-poml))

OK - OK




Transform — Compute Variable — Target Variable hm =
(exp(pom?2)-exp(-pom?2))/(exp(pom2)+exp(-pom?2))
OK -OK

Dostaneme vysledek dm =—0,9842 a hm = -0,7336.

Varian¢ni, kovariancni a korela¢ni matice

Necht X = (X, ..., X;)’ je ndhodny vektor. Ozna¢me

i = E(X)) sttedni hodnotu ndhodné veli¢iny X;,

o = D(X;) rozptyl ndhodné veli¢iny X,

oij = C(X, Xj) kovarianci nahodnych veli¢in X, X;

pii = R(Xj, Xj) koeficient korelace ndhodnych veli¢in X, X

Vektor E(X) = (ui, ..., 1)’ se nazyva vektor stiednich hodnot ndhodného vekto-
ru X.

Ctvercova matice fadu p var(X) = (c;); 1.
né¢ho vektoru X.

ceey

ey

hodného vektoru X.
Je ziejme, Ze varian¢ni matice a korela¢ni matice jsou symetricke.

Necht X = (X, ..., Xp)’aY=(Yy, ..., Yy’ jsou ndhodné vektory.

Matice typu pxq cov(X,Y) = (C(Xj, Y;)) se nazyva kovariancni matice vektorQ
X, Y.

Matice typu pxq cor(X,Y) = (p(Xi, Y;)) se nazyva korelacni matice vektoria X,Y.

Odhady vektoru stifednich hodnot, varian¢ni a korela¢ni matice jednoho
nahodného vektoru X

Necht’ X je ndhodny vektor, ktery ma p-rozmérné rozlozeni s vektorem stied-
nich hodnot p, varian¢ni matici var(X) a korela¢ni matici cor(X). Necht’ je dan
nahodny vybér X, = (X, ..., Xip)’, ..., Xo = (X1, ..., Xpp)’ T0zsahu n z tohoto
rozloZeni.

Nestranny odhad vektoru p je vektor vybérovych priméri M= (M, ..., M,)’,

kde M, :lzn:Xij je vybérovy pramér j-tého vybéru, j=1, ..., p.
n 5z

Nestranny odhad matice var(X) je vybérova variancni matice S = (S;) =

ﬁ y (X, -M)(X, -M) fadu p.

Vych;’/lleny odhad matice cor(X) je vybérova korelacni matice R = (Ry)), kde Rj;
je vybérovy korelacni koeficient i-t¢ a j-té slozky vektoru X, tedy

R, = % ,i,j=1, ..., p. (Je zfejmé, Ze diagonalni prvky matice R jsou jed-

1 Al

nicky a matice R je symetricka.)



Odhady kovarian¢ni a korela¢ni matice dvou nahodnych vektora X, Y
Necht’ nahodny vektor X ma p-rozmérné rozloZeni a necht’ X, ..., X, je ndhod-
ny vybér z tohoto rozloZeni. Necht ndhodny vektor Y mé g-rozmérné rozloZeni
anecht' Yy, ..., Y, je ndhodny vybér z tohoto rozloZeni. Pfedpokladejme, Ze obé
rozloZeni maji kone¢né druhé momenty. Necht’ cov(X, Y) je kovariancni matice
téchto vektori a cor(X, Y) je korela¢ni matice téchto vektori. Oznaéme

IS, . 1S,
M, _H;XM =1,...p,My, —H;Yij,J =1,...q,

MX = (MXI, ceey Mxp)’, MY = (MYI, ceey MYq),.
Nestrannym odhadem kovarian¢ni matice cov(X, Y) vektori X, Y je vybérova
kovariancni matice vektorti X, Y definovana vzorcem Sxy = (S;) =

1 & . .
— (X, -M)Y,-M,),i=1,....,p,j=1, ..., q.

i=1

Vychylenym odhadem korela¢ni matice cor(X, Y) vektort X, Y je vybérova
korelacni matice vektort X, Y definovana vzorcem Ryy = (Rjj), kde Rjj je vybé-
rovy korelacni koeficient i-té a j-té€ slozky vektord X, Y,i=1,...,p,j=1,...,q.

Koeficient mnohonasobné korelace a vybérovy koeficient mnohonasobné
korelace

Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou veli¢inou Y a ndhodnym vektorem X
=(Xi, ..., Xp)’ méfime pomoci koeficientu mnohonasobné korelace py. x. Jeho
druha mocnina je dana vzorcem

Py. x 2= cor(Y, X) co1r(X)'1 cor(X, Y).

Ma tyto vlastnosti:

a) py.x=0

b) py.x = |p(Y,Xi)|pr0 Oi=1,...,p

€) Py x Z-2Pyyy, 2p(Y.X,)

d) py.x =1 < existuji konstanty By, Bi, ..., Bp tak, ze Y = Bo + B X; +... + B, X,.

Necht’ ndhodny vektor (Y, X, ..., X,)’ ma (p+1)-rozmérné rozloZeni

s koeficientem mnohonasobné korelace py. x.

Necht’ je dan nahodny vybér (Y, Xy, ..., Xip), .oy (Y, Xai, .., Xpp)’ rozsahu n
z tohoto rozloZeni. Pak jako odhad py. x slouzi vybcrovy koeficient mnohona-
sobné korelace ry. x, jehoZ druha mocnina je dana vzorcem

2 _ -1
ry.x” = Ryx R Ryy,

kde Ryx je vyberova korela¢ni matice veli¢iny Y a vektoru X (v tomto ptipadé
se redukuje na vektor (fyx] peees Ty )) a R je vybérova korela¢ni matice vektoru X.



Vlastnosti (a), (b), (¢), (d) koeficientu mnohonasobné korelace se pfenaseji i na
vybérovy koeficient mnohonasobné korelace.

Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢iny Y a vektoru X

Popis testu

Necht’ ndhodny vybér (Y, Xi1, ..., Xip)"s oy (Yo, Xats -.., Xnp)” pochazi z
(pt+1)-rozmérného normalniho rozlozeni, které ma koeficient mnohonésobné
korelace py. x. Musi platit n > p+1.

Testujeme hypotézu Hy: py.x = 0 proti H;: py. x # 0. Vzhledem k tomu, Ze se
jedna o vybér z (p+1)-rozmérného normalniho rozloZeni, testujeme, zda existuje
zavislost mezi veli¢inou Y a vektorem X. (Je-li py. x = 0, pak z vlastnosti (b)
plyne, ze p(Y,X;) =0 pro vS§echnai=1, ..., p, tudiz ndhodné veli¢iny Y a X;

jsou stochasticky nezavislé pro vSechnai=1, ..., p.)
2

Testové statistika F=1—P~1 Dl fr.x — se fidi rozlozenim F(p, n-p-1), pokud H,
p “Iyx

plati. Kriticky obor: W = (F,_, (p,n —p —1),). Jestlize FOW, Hy zamitame na hla-
din€ vyznamnosti a.

Priklad

Pti zkoumani zavislosti hodinové vykonnosti délnika (veli¢ina Y — v kusech) na
jeho véku (velicina X, — v letech) a dob¢& zapracovanosti (veli¢ina X, — v letech)
byly u 10 ndhodné¢ vybranych d€lniki zjistény tyto udaje:

Y [67][65[75]66|77[84[69|60]|70]66
X1143140[49 146 41 |41 148 34[32 42
X6 |8 14148 [12]16]1 |5 |7

Za predpokladu, ze uvedené hodnoty predstavuji Ciselné realizace nahodného
vybéru rozsahu 10 ze tfirozmérného normalniho rozloZeni, testujte na hlading
vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze vykon délnika nezavisi na jeho v€éku a dob¢ za-
pracovanosti.

Resenti:
ryx =0,2287,1,, =0,4538,1, =0847, Ryx = (0,2287, 0,4538)’,

1 0,847
R= ,
0,847 1

-1
ry x> =(0,2287, 0,4538)( I 0,847] [0,2287

0,847 1 0,4538

Interpretace: Variabilita vykonti délnikt je z 29% vysvétlena jejich vékem a do-
bou zapracovanosti.

]20,2917



Iy x = 40,2917 =0,5401.
Testujeme hypotézu Hy: py. x = 0 proti Hy: py x # 0.

1072715 0517y 441, kvantil Fog5(2,7) = 4,737, kri-
2 1-0,2917 ’

ticky obor W =(4,737,), tedy FOW a Hj nezamitame na hlading vyznamnosti
0,05.

Testova statistika: F =

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Zavislost mezi dvojicemi proménnych posoudime pomoci dvourozmérnych tec-
kovych diagrami:

Grafy — Maticovée grafy — Proménné — Vybrat vie — OK

Maticovy graf
vykony delniku.sta 3v*10c

[e]e]

o

O O X2

Ve vsech tfech ptipadech existuje mezi dvojicemi proménnych urcity stupen
pfimé linearni zavislosti.

Statistiky — Vicenasobna regrese — Proménné — Zavisla proménnd Y, seznam
nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Koeficient r,  y ) najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod oznacenim Vicenas.
R =0,54

Hodnota testové statistiky pro test nevyznamnosti koeficientu mnohonasobné
korelace py x x,) j€ 1,4411, pocet stupiii volnosti Citatele je 2, jmenovatele 7,

odpovidajici p-hodnota je 0,2991, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame
hypotézu, ze vykon dé€lnika neni zavisly na jeho véku a dob& zapracovanosti.

Vypocet pomoci systému SPSS



Analyze — Regression — Linear — Dependent Y, Independent X1, X2 — OK

Model Summary

Mode Adjusted R Std. Errar of
| R F Sguare Sguare the Estimate
1 5404 292 088 B,645
a. FPredictors: (Constant), doba zapracovanosti, vek
ANOVAP
Sum of
W ordal Sguares of Mean Square F Sin.
1 Regression 127,425 63,712 1,441 2994
Residual 309,475 44,211
Total 436,900

a. FPredictors: (Constant), doba zapracovanosti, vek
h. Dependent Variahle: wkon delnika

Koeficient parcialni korelace

Necht’ Y, Z jsou ndhodné veli¢iny a X = (X, ..., X))’ je ndhodny vektor. Kore-
la¢ni koeficient p(Y,Z) udava miru tésnosti linearniho vztahu mezi veli¢inami Y
a Z. Ta vSak miZe byt ovlivnéna 1 tim, Ze mezi veli¢inami X, ..., X, existuji
veliCiny, které siln€ koreluji jak s Y, tak se Z. Zajima nds proto, jaka je ,,ista*
korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vliv ndhodného vektoru X.

Pokud se omezime na linearni vztahy, mizeme vliv vektoru X na veli¢inu Y po-
psat linearni regresni funkci

Y=a+p’X, kde p=var(X)" cov(X,Y), o = E(Y) - p’E(X).

Tu c¢ast veli¢iny Y, kterou vektor X nevysvétli, st mlizeme predstavit jako rezi-
duum Y - Y. Analogicky pro veli¢inu Z dostavame

Z =v+8X, kde 8 = var(X)" cov(X,Z2), y=E(2) - §E(X),

tudiz reziduum Z - Z chapeme jako tu ¢ast veli¢iny Z, kterou vektor X nevy-
svétli.
Korela¢ni koeficient mezi rezidui Y - Y a Z - Z se nazyva

mezi ndhodnymi veli¢inami Y a Z pfi pevné daném vektoru X a zna-
¢ise py, . Tedy py,x =p(Y - Y, Z- Z). Pocita se podle vzorce

Py x = p(Y,Z) - cov(Y, X)cor(X) ™ cov(X, Z) .
z \/ 1 - cov(Y, X)cor(X)™ cov(X, Y)[I - cov(Z, X)eor(X) ™ cov(X, Z)

Necht’ ndhodny vektor (Y, Z, X, ..., X,)’ pochazi z (p+2)-rozmérného rozloze-
ni, které ma parcialni korelacni koeficient p, , . Necht’ je dan nahodny vybér



Y1, Z, Xi1s ooy Xip) s oovs (Yny Zin, Xat, -, Xiyp)’ rozsahu n z tohoto rozloZeni.
Musi platit n > p+2. Jako odhad p, , slouzi vybérovy parcialni korelacni koefi-

cient ry ,:
-1
— Tyz _SYxRxx sz

Iy zx = -
\/I_SYXRXX SXY _l_SZXRXX sz

Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢in Y a Z pri eliminaci vlivu vektoru X

Popis testu

Budeme ptedpokladat, Ze uvedeny ndhodny vybér pochézi z (p+2)-rozmérného
normalniho rozloZeni. Testujeme hypotézu Hy: py, , « = 0 proti H;: py , « # 0.
Vzhledem k tomu, Ze se jednéd o vybér z normalniho rozlozeni, testujeme, zda
existuje zavislost mezi Y a Z pfi eliminaci vlivu X.

_Hyzxy7P™ 2

2

Testova statistika T, se fidi rozlozenim t(n-p-2), pokud Hj plati.

1- Iy 7x
Kriticky obor: W = (~co,t,_ ,(n —p=2)) Ot _, »(n —p - 2), ). Jestlize T, IW, H,
zamitame na hladin€ vyznamnosti o

Piiklad

Pro data z ptikladu o vykonnosti délnikli vypoctéte vybérové parcialni korelacni
koeficienty r, y .1y« « , interpretujte je, porovnejte je s obyCejnymi vybérovy-
mi korela¢nimi koeficienty ryy .1, a pro a = 0,05 otestujte vyznamnost uvede-
nych parcialnich korela¢nich koeficienti.

Reseni:

ryx, = 0,2287, 1, =0,4538, ryy = 0,847

Iyx, ~Iyx, Ixx,

a) Iyx.x, = \/(l_rYXZZ)(l_rXIXZZ)

Interpretace: Korelacni koeficient mezi vykonem a vékem vySel 0,2287, tedy
s rostoucim vékem roste vykon. Parcidlni korelaéni koeficient mezi vykonem a
veékem pii vylouceni vlivu doby zapracovanosti vysel -0,3286, tedy u délnika se
stejnou dobou zapracovanosti klesa s rostoucim vékem vykon.

=-0,3286

Testujeme Hy: pyx , =0 proti Hi: pyy  #0

Iy x,x, VO ~P~2 _ —0,3286y/7 _

~0,9205
NIET \/1—0,32862

Testova statistika: T, =




Kvantil: t0!975(7) = 2,3646
Kriticky obor: W = (-, -2,3646) 0(2,3646,)
T, OW = Hy nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Iyx, ~Tyx, Ixx, =0.5026

\/(1 _rYxlz)(l _rxlxzz)

Interpretace: Korelacni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti vysel
0,4538, tedy ¢im delsi doba zapracovanosti, tim lepsi vykon délnik podava. Par-
cialni korelac¢ni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti pii vylouceni
vlivu véku vysel 0,5026, tedy u stejné starych délnikl je ponckud silnéjsi piima
linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracovanosti.

b) Iy x,x, =

Testujeme Hy: py =0 proti Hy: pyy  #0

v, x, VTP~ 2 _ 0,5026\/7

. r
Testova statistika: T, = = =1,538
S’ 12050267

Kvantil: t0!975(7) = 2,3646
Kriticky obor: W = (- w,-2,3646) [(2,3646, )
T, OW = Hy nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — na zaloZce
Moznosti zasSkrtneme Zobrazit r, irovné p, pocty N a zaSkrtneme Zobrazit dlou-
ha jména proménnych, na zaloZce Detaily zvolime Parcidlni korelace — 1. se-

znam proménnych Y, X1, druhy seznam proménnych X2 — OK
Parcialni korelace (vykony delniku)

Oznact. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=10 (Celé pripady vynechany u ChD)

Proménna Yy [ x1
Y: vykon delnika 1,0000 -,3286
p= --- p=,388
X1: vek -,3286 1,0000
p=,388 p=---

Vidime, Ze vyberovy parcialni korelacni koeficient r, ,  je -0,3286, p-hodnota

je 0,388, tedy na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznam-
nosti Py y . -

Analogicky 1. seznam proménnych Y, X2, druhy seznam proménnych X1 — OK



Parcialni korelace (vykony delniku)
Oznad. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=10 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna Y | x2
Y: vykon delnika 1,0000 ,5026
p= ---| p=,168
X2: doba zapracovanosti ,5026 1,0000
p=,168 p=--—-

V tomto pfipad¢ vyberovy parcialni korelacni koeficient r, ,  je 0,5026, p-

hodnota je 0,168, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o ne-
vyznamnosti py .

Vypocet pomoci systému SPSS
Analyze — Correlate — Partial — Variables Y, X1 — Controlling for X2 — OK

Correlations
confrol Yarighles wikion delnika ek
doba zapracovanosti whkon delnika  Correlation 1,000 -,329
Significance (2-tailed) | 388
df a 7
wek Correlation -,329 1,000
Significance (2-tailed) ama | .
df 7 I




