Jednoducha linearni regrese I

Motivace: Cil regresni analyzy - popsat zavislost hodnot veli¢iny Y na hodno-
tach veli€iny X.
Nutnost vyieSeni dvou problémii:

a) jaky typ funkce se pouzije k popisu dané zavislosti;

b) jak se stanovi konkrétni parametry dan¢ho typu funkce?

ad a) Pfi urCeni typu funkce je tieba provést teoreticky rozbor zkoumané zavis-
losti. Teoretickd analyza mliZze upozornit napiiklad na to, ze s ristem hodnot ve-
liciny X budou mit hodnoty veli¢iny Y tendenci monotonné rast ¢i klesat, ze
tato tendence ma charakter zrychlujiciho se ¢i zpomalujiciho se rtstu ¢i poklesu,
ze jde o zévislost, kdy s ristem hodnot veli¢iny X dochazi zpocatku k rastu
hodnot veli¢iny Y, ktery je po dosazeni ur¢itého maxima vystiidan poklesem
apod. Miizeme napt. zkoumat zavislost ceny ojetého auta (veli¢ina Y) na jeho
stari (velicina X). Je ziejmé, Ze s rostoucim staiim bude klesat cena, ale neni
jasne, zda linearné, kvadraticky ¢i dokonce exponencialné.

VzZdy se snazime o to aby regresni model byl jednoduchy, tj. aby neobsahoval
ptilis§ mnoho parametrii. Pfipada-li v avahu vice funkci, posuzujeme jejich
vhodnost pomoci rtiznych kritérii — viz dale.

Casto vSak nemame dostatek informaci k provedeni teoretického rozboru. Pak se
snazime odhadnout typ funkce pomoci dvourozmérného teckového diagramu.
Zde se omezime na funkce, které zaviseji linearn€ na parametrech B,,B3,,...,B, .

Zvl1astni pozornost budeme vénovat polynomialni funkei 1. stupné y = By + Bx.

ad b) Odhady b,,b,,...,b, neznamych parametrii 3,,3,,...,8, ziskame na zakladé

XY
dvourozmérného datového souboru | ... ... | metodou nejmensSich Etverc, tj.

Xn Ya

z podminky, aby soucet ¢tvercli odchylek zjisténych a odhadnutych hodnot byl
minimalni.

Specifikace klasického modelu linearni regrese

Y = m(x;BO,Bl,...,Bp)+E, kde

m(x;BO,Bl,...,Bp) - teoreticka regresni funkce, ktera linearné zavisi na nezndmych

regresnich parametrech B,B,,...,8, a znamych funkcich f, (x),...,fp (x), které jiz
p

neobsahuji neznamé parametry, . m(x;@,.B,.....8,) = Y B,f,(x), pficemz f,(x)=1.
i=0

Jde o deterministickou slozku modelu.
Slozka € - nahodna slozka modelu. Je to ndhodna odchylka od deterministické
zavislosti Y na X. Popisuje zavislost vysvétlované proménné na neznamych ne-



bo nepozorovanych proménnych a popisuje i vliv nahody. Nelze ji funkéné vy-
jadrit.

Veli¢ina Y - zavisle proménna (téZ vysvétlovand) velicina.

Veli€ina X - nezavisle proménna (t€z vysvétlujici) velicina.

Potidime n dvojic pozorovani (x,,y,).....(x,,y,), tj. dvourozmérny datovy soubor

X Y

Xo  Ya
Proi=1, .., nplati: y, = m(xi;Bo,Bl,...,Bp)+si .
O nahodnych odchylkéch ¢,,...,e, pfedpokladame, Ze
a) E(g,)=0(odchylky nejsou systematické)
b) D(g,)=0? >0 (vSechna pozorovani jsou provadéna s touz piesnosti)
¢) Cle.e j) =0pro i# j(mezi ndhodnymi odchylkami neexistuje zadny lineér-
ni vztah)
d) e~ N(O,oz).
V tomto ptipadé hovoiime o klasickém modelu linearni regrese.

Oznaceni
b,.b,,...,b, -odhady regresnich parametri By,B,,...,B, (nejcastsji je ziskaime me-

todou nejmenSich Ctverci, tj. z podminky, Ze vyraz

2
Z(yi —Zp:ijj (Xi)j nabyva svého minima pro f;=b;,j=0, 1, ..., p)
i j=0

-

rh(x;bo,...,bp) - empiricka regresni funkce
p

. = rh(xi;bo,...,bp): b f,(x,) - regresni odhad i-t¢ hodnoty veliciny Y (i-t4 pre-
=0

dikovana hodnota veli¢iny Y)
e, =y, -y, - 1-té reziduum
Se =2y, —:) - rezidualni soudet ¢tverci
i=1
S
SZ - E
n—-p-—1

- odhad rozptylu ¢°

S, = Zn:(gzi —m2)2 - regresni soucet ¢tverci (m, :lZH:Yi )

i=1 i=1
Sy =2 (y, —m,)* - celkovy soucet Etvercll (S; =S, +S;)

i=1
Vyznam jednotlivych typl soucta ¢tvercti vysvétlime na prikladé: Predpokla-
dejme, ze mame dvourozmérny datovy soubor, v némz primér hodnot zavisle
proménné veli¢iny Y je 9 a zavislost veli¢iny Y na veli¢iné X je popsana regres-
ni ptimkou y = 2x + 3. Dvourozmérny teCkovy diagram obsahuje bod o soufad-



nicich (5, 19), ktery pochdzi z datového souboru. Na regresni piimce lezi bod o
soutradnicich (5, 13).

Odchylka zjisténé hodnoty 19 od priiméru 9 je v obrazku oznacena ,, Total devi-

ation* a po umocnéni je to jedna ze slozek celkového souctu ¢tverct S, tj. sloz-
ka y, -m,.

Odchylka zjisténé hodnoty 19 od hodnoty 13 na regresni pfimce je v obrazku

oznacena ,,Unexplained deviation a po umocnéni je to jedna ze slozek rezidu-
alniho souctu ¢tvercii Sg, tj. slozka y. - y,.

Odchylka hodnoty 13 na regresni pifimce od priméru 9 je v obrazku oznacena

,Explained deviation* a po umocnéni je to jedna ze slozek regresniho souctu
ctvercil Sg, tj. slozka §, —m,.

o
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Maticovy zapis klasického modelu linearni regrese

y=Xp+¢, kde

y=(y,,...,y,) - vektor pozorovani zavisle proménné veli¢iny Y,
1fi(x,) ... f(x)

X=|... .. .. .. |-regresni matice
1 fl(xn) fp(xn)

(ptedpokladame, ze h(X) = p+1 >n)

B={By.Bi---5B, ' - vektor regresnich parametr,

€= (81,...,813)' - vektor ndhodnych odchylek.

Podminky (a) az (d) lze zkracen¢ zapsat ve tvaru € ~ N (0, o” I).

Maticové zapsand metoda nejmensich ¢tvercli vede na rovnice

X’XP =X’y - systéem normalnich rovnic

b=XX)"'X y — odhad vektoru B ziskany metodou nejmensSich ¢tverct



y= Xb — vektor regresnich odhadl (vektor predikce)

e=y-y - vektor rezidui

Vlastnosti odhadu b:

- odhad b je linearni, nebot’ je vytvoten linearni kombinaci pozorovéni yy, ..., y,
s matici vah (XX)'X;

- odhad b je nestranny, nebot’ E(b) = f;

- odhad b ma varian¢ni matici var b = GZ(X'X)_I;

- odhad b ~ Np+1(B, 6° (X'X)-1) vzhledem k platnosti podminky (d);

- pro odhad b plati Gaussova - Markovova véta: Odhad b = (X'X)_1 X'y je nej-
lepSi nestranny linearni odhad vektoru B. (Nejlepsi v tom smyslu, Ze rozdil vari-

an¢ni matice libovolného jiného nestranného odhadu vektoru f a varian¢ni mati-
ce odhadu b je matice pozitivn€ semidefinitni.)

Intervaly spolehlivosti pro regresni parametry
5y, = s\/VTj - smérodatna chyba odhadu by, kde vj; je j-ty diagonalni prvek matice
(X'X)".

. . b, —B, :
Proj=0, 1, ..., p statistika T, _07h t(n-p-1), tedy 100(1- a))% interval

Sy,

spolehlivosti pro f; ma meze: b, £t , (h-p- l)sbj .
(S intervaly spolehlivosti souvisi relativni chyby odhadii regresnich parametri.
Ziskaji se tak, Ze se vypocita absolutni hodnota podilu polovi¢ni §itky intervalu
spolehlivosti a hodnoty odhadu. Relativni chyba odhadu by neméla pfesahnout
10%.)

Testovani vyznamnosti modelu jako celku (celkovy F-test)
Na hladin€ vyznamnosti o testujeme

Hy: ( 1,...,Bp)’ = (00) proti H;: (Bl,...,Bp)' # (00) .
(Nulova hypotéza tika, ze dostacujici je model konstanty.)
Sk /P
Se / (Il “pP~ 1)

Kriticky obor: W =(F,_,(p,n —p—1),0).
FOW = Hj zamitame na hladin¢ vyznamnosti a.
Vysledky F-testu zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu:

Testova statistika: F = ma rozlozeni F(p, n-p-1), pokud H plati.

zdroj variability | soucet Ctvercii | stupné volnosti | podil statistika F

model Sr p Sr/p Sk /P
Se/ (n “p~ 1)

rezidualni Sk n-p-1 Sg/(n-p-1) | -

celkovy St n-1 - -




Testovani vyznamnosti regresnich parametri (dil¢i t-testy)
Na hladiné vyznamnosti a pro j = 0,1, ..., p testujeme hypotézu
Ho: Bj = 0 proti Hy: Bj # 0.

. b, . ,
Testova statistika: T, =—- ma rozloZeni t(n-p-1), pokud H, plati.
Sbj
Kriticky obor: W =(~w,~t,_, ,(n=p=1)) 0 {t,,,(n -p-1).).

T,0W = H, zamitame na hladin€ vyznamnosti o..

Kritéria pro posouzeni vhodnosti zvolené regresni funkce
a) Index determinace
ID? =% =1-5¢ _jndex determinace (0<ID*<1)

ST ST

» udava, jakou Cast variability zavisle proménné veliiny Y 1ze vysvétlit
zvolenou regresni funkci (Casto se udava v %);

e je zaroveil mirou té€snosti zavislosti proménné Y na proménné X;

* jeto obecna mira, nezavisla na typu regresni funkce (Ize pouzit i pro me-
feni nelinedrni zavislosti);

* je to mira, ktera nebere v tivahu pocet parametra regresni funkce. U re-
gresnich funkci s vice parametry vychazi tedy obvykle vySsi nez u regres-
nich funkci s méné parametry;

 tato mira neni symetricka.

Za vhodngjsi se povazuje ta regresni funkce, pro niZ je index determinace vyssi.
V ptipad¢, Ze porovnadvame nékolik modell s rozdilnym poétem parametri, po-
uzivame adjustovany index determinace:

1

2
ID,,’ =1D —(I—D)p - adjustovany index determinace

n—-p-1

b) Testové Kkritérium F

Za vhodnéjsi je povazovana ta regresni funkce, u niZ je hodnota testové statisti-

S /P ) pro test vyznamnosti modelu jako celku vyssi.

ky F=—R &
Y SE/(n_p_

¢) Rezidualni soucet ¢tvercii a rezidualni rozptyl

n
. r 7 W v O _ A \2
Rezidualni soucet Ctvercl: S, = Z(yi -3.)
i=1
Za vhodnéj$i povazujeme funkci, ktera ma reziduélni soucet ¢tvercu nizsi. Rezi-
dudlni soucet Ctverct Ize pouzit pouze tehdy, kdyz srovnavame funkce se stej-
nym poctem parametrii.

Rezidualni rozptyl: s =S—E
n—-p-1



Za vhodnéjsi povazujeme tu funkeci, ktera ma rezidudlni rozptyl nizsi. Rezidualni
rozptyl miizeme pouzit vzdy, bez ohledu na to, kolik parametrti maji srovnavané
regresni funkce.

d) Stiedni absolutni procentualni chyba predikce (MAPE)

Yi _3’1

Yi
Za vhodnéjsi povazujeme tu funkci, ktera ma MAPE niZzsi.

MAPE = l Zn:
n

Priklad: U Sesti obchodnikil byla zjistovana poptavka po ur¢itém druhu zbozi
loni (veli¢ina X - v kusech) a letos (veli¢ina Y - v kusech).

Cislo. obchodnika |1 |2 |3 |4 |5 |6
poptavka loni (X) |20|60|70|100| 150|260
poptavka letos (Y)|50|60|60|120|230|320

a) Orientacné¢ ovéite predpoklad, Ze data pochézeji z dvourozmérného normalni-
ho rozlozeni. Vypoctéte vybeérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte
jeho hodnotu a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou
nezavislé ndhodné veliciny.

b) Predpokléadejte, ze zavislost letosni poptavky na loniské Ize vystihnout regres-
ni pfimkou. Sestavte regresni matici, vypoctéte odhady regresnich parametrti a
napiste rovnici regresni piimky. Interpretujte parametry regresni primky.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry a zjistéte relativni
chyby odhadt regresnich parametru.

e) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

f) Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 proved’te dil¢i t-testy.

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pti lonské poptavee 110 kusi.
h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni ptimkou.
Reseni:

ad a) Orientacné ovéite piedpoklad, Ze data pochazeji z dvourozmérného nor-
malniho rozlozeni.

Vytvotime dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou 95% elipsou konstantni
hustoty pravdépodobnosti:
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Ze vzhledu diagramu je patrné, ze piedpoklad dvourozmérné normality je
opravnény a ze mezi loniskou a letoSni poptavkou existuje vcelku silna piima
linearni zavislost.

Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu
a na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahod-
né veliciny.

Vypoctem zjistime: r, = 0,972, tedy mezi poptavkou loni a letos existuje velmi

silnd pfima linearni zavislost.
r,Wn-2 _0,972:/6-2

Realizace testové statistiky: t = =
Ji-r  A1-09722

=8,2695.

Kriticky obor:

W= (_ 0, =14/, (n - 2)> D<t1—cx/2 (n - 2)9 °°) = (_ 00, =t 975 (4)> D<to,975 (4)= °°) =

= (- 00,—2,7764) 0(2,7764, )

Testova statistika se realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nezévislosti veliin
X a'Y tedy zamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.

ad b) Sestavime regresni matici.
20

60
70
100 |
150

1
1
X=|... .. . .. ,tedyX=i
1
1 260

Podle vzorce b = (X'X)_l X'y ziskame odhady regresnich parametri.
Nejprve vypocitame matici

6 660
X’X =
660 109000
a k ni inverzni matici
i 0,499084 -0,003022
(X°X)' = .
-0,003022 0,000027



Dale ziskdme soucin

840
X’y =
y [138500]

a nakonec vektor odhadii regresnich parametri:
_ 0,499084 -0,003022 840 _ 0,6868
-0,003022  0,000027 ) \138500) |1,2665 )

Regresni ptfimka ma tedy rovnici
y =0,6868 + 1,2665 x.

Znamena to, ze pi1 nulové loniské poptavce by letosni poptavka ¢inila 0,6868
kusti a pti zvySeni loniské poptavky o 10 kust by se leto$ni poptavka zvedla o
12,665 kusu.

ad ¢) Nyni vypocteme vektor regresnich odhadt proménné Y (vektor predikce):

1 20 26,02
1 60 76,68
9= Xb = 1 70 [€0,6868j: 89,34 -
1 100 |  1,2665 127,34
1 150 190,66
1 260 329,97

Stanovime vektor rezidui:

50 26,02 23,98
60 76,68 -16,68
. | 60 89,34 -29,34
CTYTY T 0| 12734 | | -734 |
230 190,66 39,34
320 329,97 -9,97
Pomoci vektoru rezidui vypocteme rezidualni soucet ctverci:
23,98
—16,68
Sg=e’e =(23,98 -16,68 -29,34 -7,34 39,34 -9,97). _279;344 =3451,11.
39,34
-9,97

S, 341511
n-p-1 6-1-1
Déle pottebujeme celkovy soucet ¢tvercii
St=(y —my)’(y — my),

Odhad rozptylu: s* =

=853,78.



kde mj je sloupcovy vektor typu nx1 sloZzeny z priméru m, zavisle proménné
veli¢iny Y. V nasem ptipad¢ je m, = 140. Po dosazeni do vzorce pro celkovy
soucet Ctverct tedy dostaneme

50-140
60 -140
60 -140
St =(50-140, 60-140, 60-140, 120-140, 230-140, 320-140) 120-140 |~ 61800.
230-140
320-140
(Celkovy souclet ¢tverci lze ziskat také tak, Ze vybérovy rozptyl veli¢iny Y vy-
nasobime n-1: St =5.12360 = 61800.) Regresni soucet ctvercl pak je:

Sk =St —Sg=61800 —3451,11 = 58348,89.

Index determinace: ID? =R =="—"""""=(,9442.

Znamena to, Ze variabilita hodnot zavisle proménné veli€iny je z 94,42% vy-
svétlena regresni piimkou.

(V ptipadé regresni piimky plati ID* = r;,>. V nasem ptipadé bylo zjisténo, Ze 11,
= 0,972, tedy ID* = 0,9447.)

ad d) Vypocteme smérodatné chyby odhadii regresnich parametrii bya b; podle
vzorce s, =s,/v;,j =0, 1, kde vj; je j-ty diagonalni prvek matice (X'X)":

. 0,499084 -0,003022
(XX)" =

—-0,003022  0,000027

Pfitom s1 uvédomime, ze vy = 0,499084, v;; = 0,000027
Sy, =S4/Voo = /853,78 [3/0,499084 = 20,6424,
S, =S4/V,; =+/853,78 1/0,000027 =0,1532.
Stanovime meze 95% intervalil spolehlivosti pro regresni parametry o a f;.
K tomu slouzi vzorec b, £t,,,(n-p-1), ,j=0, 1.

95% interval spolehlivosti pro Bo:
d=b, —t,5(4)s,, =0,6868-2,7764120,6424 = -56,63

h =by, +t,45(4)s,, =0,6868+2,7764[20,6424 = 58
Znamena to, ze -56,63 < By < 58 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

Relativni chyba odhadu By: |(58 g 22665)/2| 100% = 8342%

95% interval spolehlivosti pro B;:

d=b, —tg(4)s, =1,2665-2,776410,1532 =0,841

h=b, +t,,,(4)s, =12665+2,776410,1532 =1,692

Znamena to, ze 0,841< B, < 1,692 s pravdépodobnosti asponi 0,95.




(1,692 -0,841)/2|
| 12665 |

Relativni chyba odhadu f;: [100% =33,6%

ad e) Provedeni celkového F-testu: na hladin€ vyznamnosti a = 0,05 testujeme
Hy: B; =0 proti Hy: B; # 0.

Sz /p _ 58348,89/1
S, /(n-p-1) 341511/(6-1-1)
kriticky obor: W =(F,_, (p.n —p ~1),00) = (F, ; (1.4),0) = (7,7086, o).
Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznam-
nosti regresniho parametru B, (tj. smérnice regresni piimky) zamitame na hladi-

n¢ vyznamnosti 0,05. Vysledky testovani vyznamnosti modelu jako celku zapi-
Seme do tabulky ANOVA:

Testova statistika F = = 68,384,

zdroj variab. | soucCet Ctvercll | stupné volnosti | podil statistika F
model Sg =58348,89|p=1 Sr/p=58348,89 68,384
rezidudlni |Sg=3415,11 |n-p-1=4 Sg/(n-p-1)=853,78 | -

celkovy St=61800 |n-1=5 - -

ad f) Provedeni dilCich t-testi:
Na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 testujeme Hy: By = 0 proti Hy: By # 0.

Testova statistika: t, =—-=————=0,3327,
s,, 20,6424

kriticky obor:

W= (_ 0, =14/, (n P~ 1)> D<‘[1—0(/2 (n P~ 1)=°°) = (_ 0, = t,975 (4)> D<to,975 (4)a°°) =

= (~ 00, - 2,7764) 1(2,7764, ) '
ProtoZe se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevy-
znamnosti regresniho parametru By (tj. posunuti regresni pfimky) nezamitdme na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti
pro Bo. Vypocitali jsme, ze -56,63 <y < 58 s pravdépodobnosti aspon 0,95.
Protoze tento interval obsahuje 0, hypotézu Hy: Bo = 0 nezamitdme na hlading
vyznamnosti 0,05.

Na hladiné vyznamnosti a. = 0,05 testujeme Hy: B; = 0 proti H;: B, # 0.

kriticky obor:
W = (_ 0, =t 4/ (n -p- 1)> D<‘[1—0(/2 (n -p- 1)=°°) = (_ 0, = 15975 (4)> D<to,975 (4)a°°) =
= (~ 00, - 2,7764) 1(2,7764, ) '



Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, hypotézu o nevyznam-
nosti regresniho parametru B (tj. smérnice regresni ptimky) zamitdme na hladi-
né vyznamnosti 0,05.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, podivame-li se na 95% interval spolehlivosti
pro By. Vypocitali jsme, Zze 0,841<p; < 1,692 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.
Protoze tento interval neobsahuje 0, hypotézu Hy: B; = 0 zamitame na hladiné
vyznamnosti 0,05.

V piipad¢ modelu regresni pfimky je dil¢i t-test pro parametr B, ekvivalentni

s celkovym F-testem.

ad g) Regresni odhad pro x = 110 dostaneme pouhym dosazenim do rovnice re-
gresni pfimky: y =0,6868 +1,26651110 =140.

ad h)
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ad i) MAPE se pocitd podle vzorce MAPE = lz Yi = Yil 'V nasem ptipadé je
n i3 A
23,98 50
-16,68 60
Cy o, R -29,34 , , | 60 .,
vektor rezidui y, -y, = 234 a vektor pozorovani 0 | Tedy dostavame
39,34 230
-9,97 320
MAPE = l 23,98 + -16,68 + -29,34 + -7,34 N 39,34 + -9,97 = 0.2517
6\| 50 60 60 120 230 320

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 6 ptipady:



1 2

X Y
1 20 50
2 60 60
3 70 60
4 100 120
5 150 230
6 260 320

a) Orientacné¢ ovéite predpoklad, Ze data pochézeji z dvourozmérného normalni-
ho rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y, interpretujte
jeho hodnotu a na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou
nezavislé ndhodné veliciny.

Zobrazime dvourozmérny teckovy diagram s prolozenou elipsou 95% konstantni
hustoty pravdépodobnosti, s jehoz pomoci posoudime dvourozmérnou normalitu
dat: Grafy — Bodové grafy — vypneme Typ prolozeni — Proménné X, Y - OK .
Na zaloZce Detaily vybereme Elipsa Normalni — OK. Ve vzniklém dvourozmér-
ném teckovém diagramu zménime rozsah zobrazenych hodnot na vodorovné a
svislé ose, abychom vidéli celou elipsu — viz obrazek vyse.

Testovani hypotézy o nezavislosti: Statistika — Zakladni statistiky /Tabulky -
Korela¢ni matice — OK — 2 seznamy proménnych X, Y, OK. Na zaloZce Moz-
nosti zasSkrtneme Zobrazit detailni tabulku vysledki — Souhrn.

Korelace (Tabulka1)
Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
(Celé pripady vynechany u ChD

Prom. X & | Primér [Sm.Odch. | r(X)Y) r2 t p N| Konst. Smeér. Konst. | Smérnic

prom. Y zav..Y | zav:Y | zav.. X | zav.. X

X 110,0000 85,3229

Y 140,0000 111,1755] 0,971977/ 0,944739 8,269474 0,001167 6 0,686813 1,266484 5,566343 0,745955

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu vybéroveého korelacniho koeficientu Ry, (r
=0,971977, tzn. Ze mezi X a Y existuje velmi silna pfima linearni zavislost),
realizaci testové statistiky t = 8,269474 a p-hodnotu pro test hypotézy o nezavis-
losti (p =0,001167, Hy tedy zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05).

b) Predpokléadejte, ze zavislost letoSni poptavky na loniské 1ze vystihnout regres-
ni pfimkou. Vypoctéte odhady regresnich parametra a napiSte rovnici regresni
piimky. Interpretujte parametry regresni ptfimky.

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Zavisle proménnd Y, nezavisle proménna X
- OK — OK — Vypocet: Vysledky regrese.



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveri p
N=6 beta B
Abs.clen 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052
X 0,971977/ 0,117538 1,266484 0,15315 8,269474/ 0,001167

Ve vystupni tabulce najdeme koeficient by ve sloupci B na fadku oznaceném
Abs. Clen, koeficient b; ve sloupci B na fadku oznaceném X. Rovnice regresni
piimky:

y =0,686813 + 1,266484 x.

Znamena to, Ze pi1 nulové loniské poptavce by letosni poptavka ¢inila 0,6868
kust a pti zvySeni lotiské poptavky o 10 kust by se leto$ni poptavka zvedla o
12,665 kusu.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (Tabulka1)

Soucet |sv| Pramér F Uroven p
Efekt étvercu Ctvercl
Regres. | 58384,89 1| 58384,89 68,38420/ 0,001167
Rezid. 3415,11 4 853,78
Celk. 61800,00

Odhad rozptylu najdeme na fadku Rezid., ve sloupci Primér étverctl, tedy s* =
853,78.

Index determinace je uveden v zahlavi ptivodni vystupni tabulky pod ozna¢enim
R2. V nagem ptipadé ID* = 0,9447, tedy variabilita letodni poptavky je z 94,5%
vysvétlena regresni ptfimkou.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

Ve vystupni tabulce vysledki regrese piidame za proménnou Uroveti p dvé nové
proménné dm (pro dolni meze 95% intervall spolehlivosti pro regresni paramet-
ry) a hm (pro horni meze 95% intervall spolehlivosti pro regresni parametry).
Do Dlouhého jména proménné dm resp. hm napisSeme: =v3-
v4*VStudent(0,975;4) resp. =v3+v4*VStudent(0,975;4)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroverti p dm hm
N=6 beta B =v3-v4*V | =v3+v4*
Abs.¢len 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256 57,99918
X 0,971977/ 0,117538 1,266484 0,15315 8,269474 0,001167 0,841266 1,691701




Vidime, ze -56,63 < 3, < 58 s pravdépodobnosti aspoi 0,95 a 0,841< ; < 1,692
s pravdépodobnosti asponi 0,95.

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.

Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v zéhlavi vystupni
tabulky regrese. Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,00117, tedy na hladin¢ vyznam-
nosti 0,05 zamitame hypotézu o nevyznamnosti modelu jako celku. (Vysledky
F-testu jsou rovnéz uvedeny v tabulce ANOVA.)

f) Na hladiné vyznamnosti 0,05 proved'te dil¢i t-testy a vypoctéte relativni chy-
by odhadu regresnich parametru.

Vysledky dil¢ich t-testii jsou uvedeny ve vystupni tabulce regrese. Testova sta-
tistika pro test hypotézy Hy: Bo = 0 je 0,033272, p-hodnota je 0,975052. Hypoté-
zu o0 nevyznamnosti Useku regresni pifimky tedy nezamitdme na hladin¢ vy-
znamnosti 0,05. Testova statistika pro test hypotézy Hy: B, = 0 je 8,269474, p-
hodnota je 0,001167. Hypotézu o nevyznamnosti smérnice regresni piimky tedy
zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

K upravené vystupni tabulce s mezemi intervalli spolehlivosti pfidame promén-
nou chyba. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme

=100*abs(0,5*(hm-dm)/v3)

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Prom2 (Tabulka1)
R=,97197702 R2=,94473932 Upravené R2=,93092415
F(1,4)=68,384 p<,00117 Smérod. chyba odhadu : 29,219

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(4) Uroveri p dm hm chyba
N=6 beta B =v3-v4*V | =v3+v4* |=100*abs
Abs.¢len 0,686813 20,64236 0,033272 0,975052 -56,6256 57,99918 8344,681

Prom1 0,971977  0,117538 1,266484 0,15315 8,269474 0,001167 0,841266 1,691701 33,57463

g) Vypoctéte regresni odhad letosni poptavky pii loniské poptavce 110 kust.

Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Rezidua/predpoklady/predpoveédi
Predpovédi zavisle proménné X: 110 OK. Ve vystupni tabulce je hledana hod-
nota oznacena jako Pfedpovéd'.

Pfedpovézené hodnoty (Tabulka1
proménné: Y

B-vaz. |Hodnota | B-vaz.
Proménna * Hodnot
X 1,266484 110,0000 139,3132
Abs. ¢len 0,6868
Predpoved 140,0000
-95,0%LS 106,8803
+95,0%LS 173,1197




Pti lonskeé poptavee 110 kusi je predikovana hodnota letosni poptavky 140 ku-
st.

h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni ptimkou.

Nakresleni regresni ptfimky: Navrat do Vysledky: Vicendsobna regrese — Rezi-
dua/ptedpoklady/piedpoveédi - Rezidualni analyza — Bodové grafy — Korelace
dvou proménnych — X, Y — OK.

Korelace : r=,97198
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Jiny zpiisob: Do dvourozmérného teckového diagramu nakreslime regresni
ptimku tak, ze v tabulce 2D Bodové grafy zvolime Typ prolozeni: Linearni, OK.

Bodovy graf z Y proti X
Tabulkal 2v*6c

Y =0,6868+1,2665"x
350

300

250

200

150

100

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
X

1) Vypoctéte stfedni absolutni procentudlni chybu predikce (MAPE)

Ve vysledcich Vicenasobné regrese zvolime zalozku Rezidua / ptedpoklady /
pfedpovédi — Rezidudlni analyza — Ulozit — UloZit rezidua a predpovédi — Vy-
brat v§e — OK. Ve vzniklé tabulce odstranime proménné 5 — 10, pfidame pro-
ménnou chyby a do jejiho Dlouhého jména napiSeme

=100*abs(v4/v2)



Pak spocteme primér této promeénné a zjistime, ze MAPE = 25,17%.

Vypocet pomoci systému SPSS

a) Zobrazte dvourozmérny teckovy diagram.Vypoctéte vybérovy koeficient ko-
relace mezi X a Y, interpretujte jeho hodnotu a na hladin€ vyznamnosti 0,05

testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny.

Graphs — Legacy Dialogs — Scatter/Dot — Define — Y Axis Y, X Axis X — OK

poptivka lstos
N o

i i T i H
a a0 iy 1an 200 250 A0

poptavia lon

Testovani hypotézy o nezavislosti: Analyze — Correlate — Bivariate — Variables
X, Y-0K

Correlations
. poptavka
poptavka loni letos

poptavka loni Fearson Correlation 1,000 a7

Sig. (2-tailed) a0

M ] 4]
poptavka letos Pearson Correlation 87" 1,000

Sig. (2-tailed) a0

M ] ]

= Correlation is significant atthe 0.071 level (2-tailed).

Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu vybérového korela¢niho koeficientu
0,972, tzn. Ze mezi X a Y existuje velmi silnd pfima linearni zavislost) a p-
hodnotu pro test hypotézy o nezavislosti (p = 0,001, Hy tedy zamitame na hladi-
n¢ vyznamnosti 0,05).



b) Ptedpokladejte, ze zavislost letosni poptavky na lonské 1ze vystihnout regres-
ni ptfimkou. Vypoctéte odhady regresnich parametrti a napiste rovnici regresni
piimky. Interpretujte parametry regresni piimky.

Analyze — Regression — Linear — Dependent Y, Independent X — OK

Coefficients®
Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model E Std. Error Beta 1 Sig.
1 (Constant) JBaT 20,642 033 R
poptavka loni 1, 2GR 1463 AT 2 a,264 001

5. Dependent Yariable: poptavka letos
Rovnice regresni ptimky: y = 0,687 + 1,266 x.
Znamena to, ze pti nulové lonské poptavce by letosni poptavka ¢inila 0,687 kust
a pii zvySeni loniské poptavky o 10 kust by se letoSni poptavka zvedla o 12,66
kusi.

c¢) Najdéte odhad rozptylu, vypoctéte index determinace a interpretujte ho.

ANOVAP
Sum of
Mode] Snuares of Mean Sguare F Sin.
1 Fegression 8384890 1 58384890 GE,384 oo14
Residual 3415110 4 BO3,TTY
Total G1800.000

3. Predictors: (Constant), poptavka loni
b. Dependent Variable: poptavka letos

Odhad rozptylu najdeme na fadku Residual, ve sloupci Mean Square, tedy s° =
853,777.

Index determinace najdeme v tabulce Model Summary pod oznacenim R Squa-
re:
Model Summary

mMode Adjusted R Stad. Errar of
[ F R Sguare Sguare the Estimate
1 gr24 44 31 292149

3. Predictors: (Constant), poptavka loni

V nagem piipadé ID* = 0,945, tedy variabilita letodni poptavky je z 94,5% vy-
svétlena regresni pfimkou.

d) Najdéte 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry.

V tabulce pro zadavani voleb pro linedrni regresi zaSkrtneme ve Statistics Con-
fidence intervals.



Coefficients®

Standardized
Linstandardized Coefficients Coefficients 95% Confidence Interval for B
Miode] B Std. Error Beta 1 Sin. Lower Bound | Upper Bound
1 (Constant) Bar 20,642 033 Hra -a6 626 57,9599
poptavka loni 1,266 163 72 8,269 001 841 1,692

a. Dependent Variable: poptavka letos

Vidime, ze -56,63 < 3, < 58 s pravdépodobnosti aspoi 0,95 a 0,841< ; < 1,692
s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

e) Na hladin€ vyznamnosti 0,05 proved’te celkovy F-test.
Testovou statistiku F-testu a odpovidajici p-hodnotu najdeme v tabulce
ANOVA. Zde F = 68,384, p-hodnota < 0,001, tedy na hladin€¢ vyznamnosti 0,05

zamitdme hypotézu o nevyznamnosti modelu jako celku.

f) Na hladiné vyznamnosti 0,05 provedte dil¢i t-testy a vypoctéte relativni chy-
by odhadu regresnich parametru.

Vysledky dil¢ich t-testii jsou uvedeny v tabulce Coefficients.

Coefficients®
Standardized
Lnstandardized Coefiicients Coefficients
Model =] Std. Error Eeta 1 2in.
1 {Constant) Gar 20642 033 74
poptavka loni 1, 2GR 1483 AT 2 8 2h4 001

3. Dependent Variable: poptavka letos

Testova statistika pro test hypotézy Hy: By = 0 je 0,033, p-hodnota je 0,975. Hy-
potézu o nevyznamnosti Useku regresni piimky tedy nezamitdme na hladiné¢ vy-
znamnosti 0,05.

Testova statistika pro test hypotézy Hy: B; = 0 je 8,269, p-hodnota je 0,001. Hy-
potézu o nevyznamnosti smernice regresni primky tedy zamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vypocet relativnich chyb odhada regresnich parametrt:

Do nového datového souboru okopirujeme odhady parametrt regresni primky
(tuto proménnou nazveme B) a meze intervalti spolehlivosti (ptislusné sloupce
nazveme DM a HM). K tomuto datovému souboru pfiddme proménnou chyba.
Transform — Compute Variable — Target Variable CHYBA =
100*ABS((0.5*(HM-DM)/B)

Zjistime, Ze relativni chyby odhadu useku je 8344,7% a smérnice 33,6%.

g) Vypoctéte regresni odhad letoSni poptavky pii loniské poptavce 110 kust.



Pro vypocet predikované hodnoty pouzijeme SPSS jenom jako kalkulacku s vy-
uzitim volby Transform. Zjistime, z pfi lonské poptavce 110 kusi je predikova-
na hodnota letosni poptavky 140 kust.

h) Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram s proloZenou regresni ptimkou.
Nakresleni regresni piimky: Ve vytvofeném dvourozmérném teckovém diagra-

mu 2x klikneme na pozadi grafu a vstoupime tak do Chart Editor. Zvolime Ele-
ments — Fit Line at Total.
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1) Vypoctéte stfedni absolutni procentudlni chybu predikce (MAPE)

V tabulce Linear Regression vybereme Save, v Residuals zaskrtneme Unstan-
dardized — Continue — OK. V datovém souboru s eobjevi proménnd RES 1 ob-
sahujici rezidua. Nyni k datovému souboru ptfidame proménnou CHYBY.
Transform — Compute Variable — Target Variable CHYBY =
100*abs(RES_1/Y).

Pak spoc¢teme primér této proménné a zjistime, ze MAPE = 25,17%.



