MORAN a GEARY indexy pro hodnoceni prostorové autokorelace
plosnych jevu

Metoda Joint count statistics (JCS) ma zna¢na omezeni z hlediska typu dat. Pro intervalova a
pomgérova data jsou stejné jak v pfipadé jevi vztaZzenych k bodim nejvyuzivanéj$imi mérami
prostorové autokorelace plosnych jevl indexy Moraniv (I) a Gearyho (C)

Oba indexy maji nékteré spole¢né charakteristiky, jejich statistické vlastnosti vSak jsou rozdilné.
Vhodné;jsi vlastnosti vzhledem k rozdéleni hodnot ma index I. Oba indexy jsou zaloZeny na
porovnavani hodnot atributl sousednich ploch. Maji-li tyto sousedni plochy v celé studované oblasti
podobné hodnoty, potom ob¢ statistiky budou svédcit o silné pozitivni prostorové autokorelaci a
naopak. Ob¢ statistiky vyuzivaji odlisny pfistup k porovnavani hodnot sousednich ploch.

Morantv index |
Index se vypocte podle nasledujiciho vzorce:

7o nZZW[j(xl. - X)(x, —X)
WZ(xl. -x)°

kde X; je hodnota proménné v plose i
wij jsou vahy, W matice vah

Hodnota indexu kolisa od -1 pro negativni prostorovou autokorelaci do +1 pro pozitivni prostorovou
autokorelaci. O¢ekavana hodnota indexu je v pfipadé nulové prostorové autokorelace je rovna

J—
(n—1)

Vahy se v ptipadé tohoto indexu pocitaji z matic binarni ¢i stochastické (viz vyse). Je-li pouzita
binarni matice, potom W ve jmenovateli je rovno dvojnasobku po¢tu hranic ve zpracovavané oblasti
2.

Pokud jsou plochy s indexem i a j sousedé bude v ¢itateli w; = 1, pokud nesousedi bude 0. Pokud
sousedi, vyjadii se soucin odchylek hodnot i a j od priméru. Tyto souciny se sumuji pro vSechny
sousedy. Jestlize obé sousedni hodnoty budou nadprimérné (ale i podprimérné) dostaneme velké
kladné ¢islo. Obé tyto situace ukazuji na pozitivni autokorelaci — tedy podobné hodnoty jsou vedle
sebe (sousedi spolu). Naopak, pokud hodnota v jedné ploSe bude nadprimérna a ve druhé
podprimérna — potom to indikuje negativni autokorelaci. Budou-li ve zpracovavané oblasti
prevaZovat sousedé s obdobnymi hodnotami, Morantiv index I bude kladny.

Citatel obsahuje vyraz pro kovarianci (x;- X )(x- X ), ktera je také zakladem pro definovani Pearsonova
korela¢niho koeficientu ». Na rozdil od korela¢niho koeficientu, kovariance v piipadé Moran’s / je
kovarianci dvou ploch v prostoru a ve vySe uvedeném vztahu pro / je vypoctena pouze pro piipady,
kdy plochy spolu sousedi. Jmenovatel vzorce je suma ¢tvercli odchylek vazena matici sousedstvi W.

Interpretace Moran’s I:

Vypocteme hodnoty / a E(I) a nasledné musime zjistit, zda rozdil mezi nimi je statisticky vyznamny.
Tento rozdil je opét nutné vztahnout k mife rozptylu (napi. smérodatné chyb¢ - SE - viz. vyklad

k bodim) a pomoci ni odvodit standardizovanou hodnotu z-skore

Odhady rozptylu resp. smérodatné chyby se budou lisit podle zplisobu, jakym mohou byt hodnoty
vySetfovaného atributu pfifazeny k jednotlivym plochdm (,,sampling assumption®).
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Za piedpokladu normality jsou hodnoty atributu x; nezavislé a pochazeji ze zakladniho souboru
s normalnim rozdélenim, nejsou nijak omezeny danym prostorovym uspoiadanim ve studované
oblasti. Z tohoto ptedpokladu se rozptyl vypocte:

_n’S, —nS, +3(W)’

21
= o

Za predpokladu nahodnosti je mnozina hodnot fixni. Konstantni neni poloha spojena s ur¢itou
hodnotou atributu. Jinymi slovy — existuje mnoho zptisobt, jak je v prostoru rozmisténa dana mnozina
hodnot. Nase rozmisténi je jen jedno z moznych.

Urceni hodnoty rozptylu:

nl(n* = 3n+3)S, - nS, +3W7]- Ll}/n ”zz(tl’__;))z]z }[S1 —2nS, + 6]

(1= 1Yo 2 —3}”)
Ziskame-li hodnotu rozptylu, potom miZzeme vy¢islit standardizovanou hodnot Z,(1)
I1-E(
7 - 1=ED)
o (1)
Pokud je hodnota Z,(I) mensi (resp. vétsi) nez-1,96 (resp. 1,96) je hodnota indexu I statisticky
vyznamné negativni (resp. pozitivni) na hladin¢ vyznamnosti a=0,05.

o’(l)=

Gearyho pomeér C (Geary’s Ratio, C index)

Tento index je definovan obdobné:

G RICTEN
20 (x, - x)°

Pro vypocet indexu se jako vah vyuziva jedné z vySe uvedenych typii matic prostorovych vah,
nejcasteji matice binarni ¢i stochastické. Ve srovnani se vzorcem pro vypocet Moranova
indexu je zfejmé, ze Gearyho index se lisi pfedevsim v Citateli vyrazu. Moraniv index
porovnava hodnoty atributti sousednich ploch prosttednictvim odchylek od priméru, naproti
tomu Gearyho index porovnava hodnoty atributi pfimo mezi sebou. Pro hodnotu indexu neni
rozhodujici, kterd z hodnot x; a x; je v&tsi ¢i mensi, ale jaky je jejich absolutni rozdil — jejich
nepodobnost (ve vyrazu je druha mocnina jejich rozdilu).

Gearyho index nabyva hodnot v intervalu 0 az 2. Hodnota nula indikuje dokonalou pozitivni
autokorelaci (vSechny sousedni hodnoty atributii jsou stejné¢). Naopak hodnota 2 indikuje
dokonalou negativni prostorovou autokorelaci. Na rozdil od Moranova indexu, ocekévana
hodnota Gearyho indexu nezavisi na poctu posuzovanych ploch », ale ma vzdy hodnotu 1.
Hodnota 1 znamena nulovou prostorovou autokorelaci.

Vypoctené hodnoty indexu C lze porovnat s hodnotou jedna (ocekavanou), pro prokazani
statisticky vyznamného rozdilu je vSak stejné jako v ptfedchozich ptipadech nutné vypocitat
hodnotu z-skore. Nejprve je nutné vypocitat rozptyl hodnoty indexu C. Hodnota rozptylu se
opét vypocte rozdiln€ v zavislosti na predpokladu normality ¢i ndhodnosti.

Naptiklad za ptfedpokladu normality:

_ Q2S5 +8)(n-1)-4w*

o (0) 20+ >
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Za ptedpokladu ndhodnosti: (vzorec viz. Lee a Wong, 2000, s. 162)

Hodnoty z-skére jsou zalozené na rozdilu pozorovanych a ocekévanych hodnot. Jestlize
hodnota indexu C = (0 znaci perfektni pozitivni prostorovou autokorelaci a C = [ nulovou,
potom negativni hodnota z-skore znaci pozitivni prostorovou autokorelaci a kladna hodnota z-
skore znaci autokorelaci negativni.

| &1 weok7sio

Moran = -0.331735

Expected Moran = -0.1666E7

Wariance Under Mormality = 00512821
2-value = 0726271

Wariance Under Randomization= 0.0434455
z-value = 0739636

Geary =1.30969

Expected Geary =1

“ariance Under Mormality = 0.0384615
2-value = 1.63408

Wariance Under R andomization= 0.0287835
2-value = 21133 =

Obr. 5.1 Vstupni data a vysledky prostorové autokorelace (I a C indexy) pro primérny prijem
sedmi statii v Ohiu.

Priklad 1: Na obrazku 5.1 je kartogram pramérného ptijmu pro sedm sttt Ohia. Z hodnot
vypoctenych indext vyplyva, Ze hodnota Moranova indexu indikuje negativni prostorovou
autokorelaci (staty s vysokou hodnotou studovaného atributu jsou blizko stati s nizkymi
hodnotami). Tato tendence vSak neni statisticky vyznamnd na hladiné 5 %.

Naopak podle vypoctenych hodnot Gearyho indexu existuje statisticky vyznamna negativni
prostorova autokorelace v hodnotach primérného ptijmu u sedmi studovanych stati celého
regionu.

Obecna G-statistika

Oba vyse uvedené indexy / a C maji dobfe definované statistické vlastnosti, které popisuji
prostorovou autokorelaci globaln¢ (jednou hodnotou pro celou zpracovavanou oblast). Nejsou
vsak efektivni k identifikaci rozdilnych shlukl prostorového uspofadani uvnitt oblasti. Oba
indexy jsou sice citlivé k identifikaci oblasti s podobnymi hodnotami atributi, nerozlisu;ji
vsak, zda tyto podobné hodnoty nabyvaji vysokych ¢i nizkych hodnot. Shluky ploch (téz.
mista prostorové koncentrace - spatial concentration) vysokych hodnot vysetfovaného atributu
ve studované oblasti se oznacuji jako ,,hot spots*, naopak mista se shluky nizkych hodnot
jako ,,cold spots®.

Odlisit oby typy shlukl Ize pomoci tzv. obecné G-statistiky (general G-statistics). Stejné
jako v ptipadé¢ Moranova a Gearyho indexu je 1 G-statistika zalozena na mite prostorové
asociace, ktera dava v Citateli vyrazu do vztahu hodnoty atributu v plose (bod¢, misté) i a ;.
Obecna G-statistika je definovana takto:

Z w, (d)x,x :
Z Z XiXj

pro i rizna od j. G-statistika je definovana vzdalenosti d mezi plochou i a plochami
sousednimi. Véha w;i(d) ma hodnotu 1, jestlize se plocha j nachazi ve vzdalenosti mensi ¢i
rovné d od plochy i, jinak méa vaha hodnotu 0. Matice vah je tedy matici bindrni a

G(d) = 2
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symetrickou, vztahy sousedstvi jsou vSak definovany vzdéalenosti d. Suma téchto vah matice

se rovna:
W=> > wi(d)
i

pro i riiznd od j. V disledku takovéhoto definovani vah, pary x; a x; nebudou zahrnuty

v Citateli, pokud 7 a j jsou od sebe dale nez d. Naproti tomu ve jmenovateli jsou zahrnuty
vSechny pary x; a x; bez ohledu na jejich vzdalenost. Z toho plyne, Ze jmenovatel bude vzdy
vétsi, maximalné viak roven (pii velkém d) ¢itateli. Citatel vyrazu pro G(d) statistiku, bude
mit velkou hodnotu pokud sousedni hodnoty budou velké a naopak. Vysoké hodnoty G(d)
potom indikuji prostorovou asociaci vysokych hodnot (hot spots) zkoumaného atributu, nizké
G(d) potom prostorovou asociaci nizkych hodnot (cold spots).

Pted vypoctem G(d) je nutné urCit vzdalenost d, ktera definuje plochy, které¢ budou
povazovany za sousedy plochy posuzované. Musi byt vhodné zvolena tak, aby posuzovana
plocha méla alespon jednoho souseda.

K interpretaci a k hodnoceni statistické vyznamnosti G(d) je nutné jako u vyse uvedenych
indexti / a C vycislit o¢ekavanou hodnotu G(d), tedy E(G) a nasledn¢ standardizovanou
hodnotu z-skore a tedy i rozptyl hodnoty G(d). O¢ekavana hodnota G(d) bude:

E(G) = .
n(n—1)
Ocekavana hodnota statistiky odpovida ptipadu, kdy neexistuje zadna prostorova asociace.
Napt. je-li vypoctend hodnota G(d) vétsi nez ocekavand, mizeme fici, Ze pozorované
uspotadani vykazuje pozitivni prostorovou asociaci. Statistickou vyznamnost tohoto tvrzeni
je opét nutné testovat vypoctem hodnoty rozptylu Var(G) (vzorec viz. Lee a Wong, 2000, s.
166) a nasledn¢ z-skore. Opét, hodnota z-skore mensi nez 1,96 indikuje statisticky
nevyznamny vysledek na hladiné a=0,05.

Piiklad 2: Jsou pouzita stejna vstupni data jako v pfipadé 7 a C indexti. Vychozi matice
vzdalenosti centroidu (obr. 5.2) je pievedena na matici bindrni na zaklad¢ zvolené vzdalenosti
d (d=30 mil)- obr. 5.3

2 distmatrix.dbf

it fasagr | Geahamr | Feaded Seamant Fiiage | Aafviadealz Lade
Geauga 0.0000 251508 26.7057 32.7509 25,0383 26.5833 126265 |
Cuyahoga 26,1608 0.0000 47.8151 23.4834 31.6155 50,2064 282214
Trumbull 26,7057 47,8151 0.0000 41,8561 24,4759 29.5633 36,7535
St 327503 23.4834 41.8561 0.0000 17.8031 58.0363 427375
Portage 25,0389 J.E155 24,4758 17.803 0.0000 455341 37,4962
Ashtabula 26.5899 50.8064 28,5633 58.0863 45 5341 0.0000 24.7490
Lake 126265 282214 36.7535 42,7375 37.4962 24.7490 0.0000 ¢ =7
| >
’ ’ . ’ , . 70
Obr. 5.2 Vychozi matice vzdalenosti centroidu
2 distmatrix.dbf
e sy | Seaboez | Freiad Sronan Fiap | Aty Lade

Geauga 0.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000; ]
Cuyahoga 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 !
Trumbull 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 1.0000 0.0000 |
Surmmit 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000; |
Portage 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 |
Azhtabula 1.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
Lake 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 00000 =
| ]

Obr. 5.3 Matice sousedstvi vypoctena pro d=30 z matice na obr. 5.2
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£ Result

G-Statistics = 0.555756

The Expected G = 0.52381

The Variance of G = 0.00856308
ZMalue of G = 0.345226

R

Obr. 5.4 Vysledky vypoctu obecné G- statistiky pro vstupni data na obrazku 5.1 pri pouZiti
matice vzdalenosti centroidit a hodnoté definujici vzdalenost d=30 mil.

Vypoctend hodnota G(d) vykazuje mirnou Groven prostorové asociace, podle hodnoty z-skore
vsak vysledek neni statisticky vyznamny. Jinymi slovy — dané uspotfadani primérného piijmu
v sedmi statech Ohia je spise vysledkem nahody nez urcitého systematického procesu.

Lokalni statistiky prostorové autokorelace

Vsechny tii uvedené indexy jsou piikladem indexti globalnich. Jsou sumarni hodnotou
prostorové autokorelace pro celou zpracovavanou oblast. Je vSak pravdépodobné, ze hodnoty
prostorové autokorelace se budou v riznych sub-oblastech ménit. Navic mizeme ocekévat, ze
pozitivni autokorelaci Ize nalézt v jednom sub-regionu a negativni v jiném. Proménlivost
prostorové autokorelace v ramci studované oblasti 1ze vySetiovat vySe uvedenymi indexy
modifikovanymi pro detekovani prostorové autokorelace v lokalnim méftitku.

LISA (Local Indicators of Spatial Association)

Jedna se o lokélni verze Moranova a Gearyho indexu. Ke zjisténi urovné prostorové
autokorelace na lokalni urovni je nutné vypocitat hodnotu indexu pro kazdou plochu
zpracovavaného uzemi. Lokalni Moraniiv index pro jednotku i je definovan takto:

L=z ZW@/Z_/
kde z; a z; jsou odchylky od priméru nebo
;==X
o
kde o je smérodatna odchylka x;. Podobn¢ jako v ptipad¢ globalniho Moranova indexu
znamenaji vysoké hodnoty kumulaci podobnych hodnot atributt (vysokych ¢i nizkych)
v sousednich plochach, nizké hodnoty potom kumulaci odlisnych hodnot atributti. Obecné

hodnoty w;; mohou piedstavovat po fadach standardizovanou matici vah, lze pouZit i jinych
matic vah.

Zjisténé hodnoty lokéalniho Moranova indexu je nutné porovnat s ocekavanymi hodnotami a
testovat statistickou vyznamnost jejich rozdilu pomoci z-skore.

Ocekavané hodnoty pii hypotéze nahodnosti:
E[[i] =-w, [(n-1)

a hodnota rozptylu:
2

Varlt |= w2 (ol MD) o QmyJml =)

w. — -
. | M h-D(n-2) (n-1)>°
kde
2
oofzn)
J
w? =Y w pro  i#j
J
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a vyraz

2Wi = zzwikwih

k#i h#i
Kazda plocha ve zpracovavaném tizemi ma svoji / hodnotu a té ptislusi hodnota oCekéavana a
také jista hodnota rozptylu. Hodnoty / mohou byt vynaSeny do mapy v podob¢ kartogramu.

Lokalni verze Gearyho poméru je definovana nasledovné:
_ 2
¢ =2 w7 =2))
j

Hodnoty rozdéleni lokdlniho Gearyho indexu nemaji tak vhodné vlastnosti jako v pfipadé
indexu Moranova. Jejich interpretace je vSak obdobna jako v ptipadé globalni verze indexu.
Shlukovani podobnych hodnot atributl vede k nizkym hodnotdm tohoto indexu a naopak.

Lokalni G-statistika

Meéii asociaci hodnot atributti v ploSe i a v plochéch okolnich definovanych vzdalenosti d:

Z w; (d)x,
z j Xj

Obdobn¢ jako v predchozich ptipadech je nutné interpretovat hodnotu indexu pomoci,
ocekéavanych hodnot, hodnot rozptylu a standardizovanych skore. Oc¢ekavané hodnoty se
vypoctou nasledovné:

G,(d)= pro  i#j

E(G)=W,/(n-1)
kde

W, =2 w;(d)

Definice rozptylu:
Var(G) = E(G))~[E(G)]

E(Giz) =

Win=1-W)2 x; W, —
1 { z’ j}r AUl pro i#j

Qx| (n=D(n-2) (n=1)(n-2)

Vysoka hodnota z-skore je spojena s vyskytem shlukii podobnych a vysokych hodnot indexu.
Jestlize je shluk tvofen nizkymi hodnotami, z-skére bude nabyvat velkych zapornych hodnot.
Hodnoty z-skére kolem nuly indikuji neexistenci ziejmého prostorového uspotradani hodnot
atributli v plochach studovaného tzemi.

Piiklad 3: Pro data z ptikladu 1 byly vypocteny hodnoty lokdlniho Moranova indexu 7 (pro
kazdy stat). Jako matice vah byla pouzita matice stochasticka (obr. 5.5). Vysledky jsou
prezentovany ve form¢ kartogramu na obr. 5.6 a 5.7.
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&2 distmatrix.dbf
i FeE e Cipafenns | Taedbvad L Fiwane | el Loade

: [Geauga 0.0000 01667 01667 0.1E6E7 0.1667 0.1E67 01667 _‘__'
Cuypshaga 0.2500 0.0000 0.0000 0.2500 0.2500 0.0000 0.2500

T rurnbull 0.3332 0.0000 0.0000 0.0000 0.3333 03332 0.0000
St 0.3332 03333 0.0000 0.0000 0.3333 0.0000 0.0000
Paortage 0.2500 0.2500 02500 0.2500 0.0000 0.0000 0.0000
Ashtabula 0.3333 0.0000 03333 0.0000 0.0000 0.0000 03333
Lake 0.3333 03333 0.0000 0.0000 0.0000 03333 0.0000: 77
d| [¥]

Obr. 5.5 Stochasticka matice vah k definovani sousedstvi pro vypocet lokalniho Moranova

indexu 1

Moran |

| -1.012
[0z --0634
B 0G24 --0172
B 0.7z --0.02
=

0.02 - 0.051

Obr. 5.6 Kartogram hodnot lokdlniho Moranova indexu 1

Z-skore

] -1.892
| -1.852 - -1.883

B 1693 0.267
-0.267 - 0.176

=
B C 750484

Obr. 5.7 Kartogram hodnot z-skore pro lokalni Moranitv index 1

Interpretace: Vysoké hodnoty indexu / maji ty staty, jejichz sousedé maji velmi podobné

hodnoty studované charakteristiky. Podle z-skore Zadna z hodnot neni statisticky vyznamna a

dané uspotadani primérnych piijma v sedmi statech lze interpretovat jako ndhodny proces.

Obdobnym zplsobem lze vizualizovat a hodnotit vysledky analyzy zalozené na lokalnim
indexu C a lokalni G-statistice.

Moranovo korela¢ni pole (Moran Scatterplot)

Lokalni statistiky vystihuji prostorovou heterogenitu v jednotlivych ¢astech studovaného
uzemi. Pomoci nich je tedy mozné jistym zptsobem identifikovat oblasti s neobvyklymi

hodnotami mér prostorové autokorelace, které 1ze oznacit jako oblasti s odlehlymi hodnotami
(outliers). Efektivnim néstrojem pro takovouto diagnostiku izemi je Moranovo korela¢ni pole

zalozené na regresnim poctu.
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Pfedpokladejme, Ze x znaci vektor hodnot x; s odchylkami od priiméru (x; —x) a dale W znaci
po fadcich standardizovanou matici vah. Potom miiZeme sestavit regresni zavislost hodnot Wx

na x. Smeérnice této regresni zavislosti indikuje vzajemny vztah sousednich hodnot atributt.
Tedy

x=a+IWx

kde a znaci vektor koeficientl - (intercept). Hodnota / je regresni koeficient reprezentujici
smérnici a také hodnotou Moranova globalniho indexu /. Vyneseni regresni zavislosti Wx na x
umoziuje identifikovat odlehlé hodnoty. Pokud budou mit v§echna pozorovani podobné
hodnoty prostorové autokorelace, v korelacnim poli budou body blizko regresni ¢ary. Naopak
pokud nékterd pozorovani budou ukazovat lokalné vyrazné vysoké ¢i nizké hodnoty
prostorové autokorelace ve vztahu k jejich sousediim, tato pozorovani budou v grafu tvofit
body vyrazné nad ¢i pod regresni Carou.

Regresni ¢ara vyjadiuje obecny trend hodnot prostorové autokorelace v celém zpracovavaném
uzemi a parametr jeji smérnice je index /.

Priklad 4: Hodnota Moranova indexu (viz. Piiklad 1) indikuje slabou negativni prostorovou
autokorelaci (staty s vysokou hodnotou studovaného atributu jsou blizko statd s nizkymi
hodnotami).

i Chartl

Moran ScatterPlot for Medhine83 : R-square = 0.816821
08T

06 1
04+
02+

W H 2 = 0.261994, b = -0.305348
0 ——————+—

02t
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Obr. 5.8 Vysledek regresni analyzy a Moranovo korelacni pole (Moran Scatterplot) pro
prumérny prijem sedmi statit Ohia ( priklad 1). Parametr b predstavuje hodnotu Moranova
indexu I

Z grafu je patrné ze piijem (x) je nepfimo imérny vazené hodnot¢ piijmu (Wx). MnoZinou
bodt lze prolozit ptimku. Body, které se vyrazné odchyluji od ptimky predstavuji ,,outliers™ —
predstavuji oblasti s vyrazné odliSnymi hodnotami prostorové autokorelace.

Interpelace s ohledem na polohu bodt v jednotlivych kvadrantech

. high-high,low-low (2. nebo 3. kvadrant) = spatial clusters
. high-low,low-high (1. nebo 4. kvadrant) = spatial outliers
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