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Uvod

Dynamické programovani se pouziva k feseni komplexnich optimalizaénich problémi. Tato
metoda byla rozpracovana Richardem Bellmanem v 50. letech minulého stoleti a zaklady
této teorie jsou shrnuty v jeho monografii [1].

Cilem této diplomové prace je vysvétlit zdkladni myslenku této optimalizaéni metody a
ukdzat jeji pouziti na pfikladech v piipadé konetné a nekoneénékrokového determinis-
tického rozhodovaciho procesu.

Prace je rozdélena do dvou kapitol. V prvni kapitole vykladu je specifikovan obecny
koneénékrokovy rozhodovaci proces a popis feSeni. Ve druhé kapitole je rozebrén ne-
koneénékrokovy rozhodovaci proces, metody jeho feSeni s pouzitim funkcionélnich rovnic
a na zdver obou kapitol je popsana teorie aplikovana na rizné typy uloh.

Hlavnim zdrojem pfi zpracovani tématu byly prace R. Bellmana [1] a G.L. Nemhausera
[3].

Pfedpoklada se, ze Ctenaf je seznamen se zaklady matematické analyzy a matematického
programovani v rosahu, v jakém jsou tyto probirany v kurzech na Pf{rodovédecké fakulté
Masarykovy univerzity.



Kapitola 1

Koneénékrokovy deterministicky
rozhodovaci proces

Pfi fedeni néjakého komplexniho rozhodovaciho problému se ¢asto pouziva dekompozice,
kdy je pivodni rozhodovaci problém rozlozen na fadu z jistého pohledu jednodussich
problému a vysledek ziskdn kombinaci a slozenim feSeni téchto subproblémui. Tuto me-
todu nazyvame rozklad vicerozmérného problému.

Rozhodovaci situace nastava, pokud existuje vice nez jedno pfipustné fesSeni. Cilem roz-
hodovani nebo optimaliza¢niho problému bude uréeni jednoho feseni (rozhodnuti), které
déva optimalni vysledek.

Zacneme s vykladem vlastnost{ typické situace obecného vicekrokového rozhodovaciho pro-
cesu. Je dana rozhodovaci situace, kterou mizeme schématicky zndzornit nésledujicim
obrazkem

le——

ve kterém je:
o Vstupni velicina Y, ktera se nazyva pocateéni stav systému, pfedstavuje v ném popis
pocateéniho stupné a obsahuje vSechny relevantni vstupni informace.

o Vystupni stavovd veli¢ina Z, popisujci systém v kone¢né drovni, obsahuje vSechny
informace o vystupu.

e Rozhodovact proménnd X, kterd charakterizuje operace probihajici v pribéhu jed-
notlivych kroki.



e Ucelovd funkce r predstavuje skalarni proménnou. Je to jednorozmérns funkce vstu-
pu, rozhodovani a vystupu, tzn.

r=r¥,X, 7).
e Transformacni funkce y, kterd vyjadiuje kazdou komponentu vystupni proménné jako
funkci vstupu a rozhodovani,
Z =y(Y, X).
Pomoci transformaéni funkce y mizeme veli¢inu Z z celové funkce vyeliminovat a dosté-
vame
r=rY,X,Z)=r, X, y(Y, X)),

to znamenad, ze jednotlivé nezavislé proménné, které ovliviiuji vysledek, jsou Y a X. Jejich

hodnoty jednozna¢né urcuji hodnotu Z prostiednictvim transformaéni funkce y.
Ugelovou funkci mizeme tedy uvaZzovat pouze jako funkci! vstupni a rozhodovaci proménné

r=r(Y,X).
Jednorozmérny optimalizaéni problém spociva v nalezeni maxima resp. minima ucelové

funkce jako funkce vstupni veli¢iny. Ozna¢me f(Y) jako optimaln{ vynos a X* = X(Y)
jako optimélni rozhodnuti. Potom obdrzime

JY) =¥, X7) = r(Y, X(¥)) = max r(Y, X) 2 r(¥, X).
V nékterych rozhodovacich situacich ma byt acelova funkce r, vyjadfujici optimalni vynos,

urcena jako funkce vystupu Z. Mizeme piedpoklddat Y jako jednoznagnou funkci Z a X,
coz dostaneme z inverze transformace

Z =y(¥, X).
Obdrzime tedy
Y =5(Z,X).
Vyjadfime vynos pouze jako funkci rozhodnuti a vystupu:
r=r(y(Z,X),X,Z2)=r(Z,X).

Optimalizaénim problémem je nalezen{ X jako funkci Z tak, aby r bylo maximalni.
Bud f(Z) optimélni vynos a X* = X(Z) optimalni rozhodnuti,

f(Z)=r(Z,X") = max r(Z,X) = max r(Y,Z,X)

za podminky Z = y(Y, X) a je-li mozné invertovat transformaci y, mizeme tedy provést
maximalizaci pfes ¥ a X.

Poznémka 1. Je lhostejné, zda uvazujeme optimalizac¢ni dlohu na maximum nebo na
minimum, nebotf maximalizovat funkci f je totéz, jako minimalizovat funkci — f.

loznaéme ji opét r



1.1 Obecné schéma rozhodovaciho procesu

Obecny rozhodovaci proces, popsany v pfedchozim odstavci se ve vétsiné pripadua sestava
z fady rekurzivné provazanych rozhodnuti tak, ze vystup jednoho kroku je zaroven vstupem
dalsiho kroku, coz mizeme znézornit nasledujicim schématem

X, Xk X1
|
Y. | n Y1 1 I Yy K Y1 ‘ } Y; 1 Yy
1 ‘ |
Tn Tk ™

Z davodu, ktery bude patrny z konkrétnich ptikladd, prvnimu rozhodovacimu kroku pfi-
fadime index n a poslednimu index 1, tj. rozhodovaci kroky jsou oéislovany v sestupném
poradi.

Pro k-ty krok n-rozmérného systému je vystupni veli¢ina Yj_; zdroveil vstupem (k—1)-
kroku, tedy transformaéni rovnice ¥ = y(Y, X) je tvaru

Yio1 = yr(Ye, Xz), pro kazdé k = 1,2, ...,n, (1.1)
a vynos tohoto kroku je
Tk = ’f‘k(Yk, Xk)

Z transformace (1.1) plyne, ze Yy zavisi na rozhodnutich, které pfedchézeji k-tému kroku,
tedy na Xgy1,...,X,, ana Yy:

Yo = yr1(Yer1, Xer1) = Ye1(Urs2(Yaro, Xeg2), Xet1)
= Yk+1(Yet2, Xir2, Xit+1) = Ykt1(U+3(Yers, Xit3), Xet1, Xet2)
= "':yk—i—l()/;anaXn—l"')Xk)'

Poznamka 2. Posledni zapis neni zcela korektni, protoze y,1 je funkce dvou proménnych.
Nebudeme vsak funkéni zdvislost Yy na Yy, X,, Xp-1. .., Xk 0znagovat novym symbolem.
Podobné nepiesnosti se dopustime i ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce.

Dosazenim do ucelové funkce
e = Tk(Ye, Xk) = me(Yrs1(Yay Xny Xn-1,- -+, Xiy1), Xi) =
= 'rk()’n)Xn;Xn—ly-uyxk);

jinymi slovy, X ovliviiuje jenom vynos prvniho az k-tého kroku. Celkovy vynos R, z
prvniho az n-tého kroku je funkce

Rn(Yna Yn—la s 7Y17Xn7 X'n—ly e aXl)

- g [Tn(Yna Xn), Tn—l(y;z—la Xn—l), v 7Tl(}/1) Xl)] )



kde g je zatim nespecifikovand funkce n proménnych vyjadiujici, jak jednotlivé vynosy ry,
pro kazdé k = 1,...,n, pfispivajl k celkovému vynosu R,.

Nyni z vyrazu pro celkovy vynos eliminujeme (Y;,—1,...,Y1). Z rovnice (1.1), déle po-
moci vyrazu pro rg, tedy rx = r,(Yk, Xi) a z rovnice 7 = 7,(Yn, Xn, Xn-1,. .., Xx) dosta-
neme rovnici

Ry =g(Tny-..,71) = g[Ta(Yns Xn), Tne1(Ya, Xn, Xnm1)s -« o, 11(Yay Xy X1, - -, X1)]

Méame tedy optimaliza¢ni problém: maximalizovat celkovy zisk R, pfi diléich rozhodnutich
X1, Xa, ..., X,, jako funkci vkladu Y7,.

Polozme funkci f,(Y,) jako maximalni vynos v n-tém kroku a X;* = Xi(Y,) jako
optimélni rozhodnuti v k-tém kroku

fn(Yn) = 9 ['rn(Ym X;)a Tn—l(Yn—la Xr*;—l)7 s arl(yl’ X;)]
= XmaD/(Y g [Tﬂ(Ynu Xﬂ))rn—l(Yn—l’Xn—l)v s 77'1(}/-1’ Xl)] P

1yeyAn

za podminky Yi_1 = yk(Yk, Xi), pro kazdé k = 1,...,n. Tedy
fu(Yy) = X{na))({ 9rn(Yn, Xn), Tn1(Yn, Xny Xne1)s - T1(Yay Xy Xnoa, -, X1)]

1.2 Dekompozice

Cilem bude rozlozit problém

fn(Yn) = max g[Tn(yn7Xn);Irn—l(Y—I’Xn—l)a---,rl()fl)X])]y

Ly Xn

za podminky Yi_; = yi(Yk, X&) na n jednodussich subproblémi. Predpoklddejme, ze cel-
kova ucelova funkee je aditivni funkef uéelovych funkef v jednotlivych krocich, tj.

Rn — Tn(y;'nxn) + rn—l()/n—bXn—l) +---+ Tl(}/laXI)a

potom
fn(Yn) - Ymaj)(( {Tn(yna Xn) + 'rn—l(Yn—la Xn—l) +e 4t 7‘1(}/1’ Xl)},
Alyeenynin
za podminky Yi_1 = ye(Ys, Xk), k=1,...,n.
Vynos n-tého kroku nezavisi na X,_1, ..., X3, mizeme tedy predchozi rovnost piepsat

ve tvaru

fa(Yn) = rr)lgx{rn(Yn,Xn) + 5, nax [Tr-1(Yn-1, Xn-1) + - -+ 71 (Y1, X1)]}- (1.2)

Lyeeny n—1

Z definice f,(Y,) ziskdme

fn—l(Yn—l) — X maXX {Irn—l(Yn—laXn—l) +et 7‘1()/—17)(1)}‘
nfl,.-., 1



Pouzijeme-li tento vztah v rovnici (1.2), dostaneme
fn(Yn) = H)l(ax{rn(yn) Xn) + fn—l(Yn—l)},

a tedy

fa(Ye) = n}ax{rn(ymxn) + fn—-l(yn(YnaXn))}~

Polozme nyni
Qn(Ya, Xn) = 1a(Ya, Xn) + foo1(yn(Ya, X5)).

Potom je urceni f,(Y;,) pfi dané funkei f,,—1(Y,—1) jednoduchy jednorozmeérny optimalizaéni
problém se vstupni proménnou Y, rozhodovaci proménnou X,, a vynosem @Q,,. Tedy

fo(Yn) = II)I(&:X Qn(Yn, Xn) = H)lax{"‘n(Yan) + fae1(Yn(Ya, X2)) }-

Puvodni n-rozmérny problém mame tedy rozlozeny na dva subproblémy:
1. (n — 1) - rozmérny optimalizacni problém

frc1(Yao1) = ma-XXI{'rn—l(Yn—laXn—l) +-+ (N, X1)}

Xn—1yeee
za podminky Yy = 4 (Yi, Xi), k=1,...,n—1;
2. jednorozmérny optimalizaéni problém

faYa) = maxQn(Yo, Xa)
= H}%X{Tn(ymxn) + fac1(ta(Ya, Xn))}

Podobnym postupem pfi uréovani f,_i,..., f1 dostaneme nésledujici rekurzivni schéma
fk(Yk) :n}{a.X Qk(Yk,Xk)a pro k= 1,...,n
k
Y, X =1
Qk(Ya, Xi) = (Y1, X1), pro k )
(Y, Xk) + fo—1(¥n(Ye, Xk)), prok=2,...,n

Poznamka 3. Optimalizace v koncovém kroku

Specialnim piipadem rozhodovactho procesu, ktery lze zkoumat v rdmci vySe popsaného
obecného schématu je maximalizace jisté funkce v koncové proménné. Tento pfipad se
nazyva optimalizace v koncovém produktu. Uvazujme optimaliza¢ni problém

fa(Yn) = max g(Yo)

Tyeery 1
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za podminky Yi, = y(Y%, Xk), k = 1,...,n. Predpoklddejme, ze pro vynosy ve
2.,3.,...,n-tém kroku plati

Tn(Yo, Xp) = mn1(Yao1, Xn1) = - = 71o(Y2, Xp) =0
a pro vynos v 1. kroku
(Y1, X1) = gly:1 (Y1, X1)] = g(Yo).
Pak plati
Tn(Ya, Xn) + -+ 11(Y1, X1) = g(¥o).
Odtud muzeme psat

fo(Yn) = max [ r.(Yn, Xn) +--- +11(Y1, X1)].

Myl

Necht plati

n

Zn =20 a 2k = Zrt(Yt,Xt), prok=0,...,n—1.
t=k+1

Polozme pevné
% = Zrk(y’c’ Xe)  a oz =z + (Y, Xi), prok=1,...,n;
k=1

potom plati

fa(Ya) = Xl?’&%‘_l {20}

za podminky  Ye 1 = yk(Ye, Xx) a  2p—1 = 2x +7e(Ye, Xi), kde k=1,...,n.



1.3 Priklady

Priklad 1.3.1. Reste extrémaélni dlohu

Zr(:ck) — min, 1 + ... + T, > a, Z1,...,T, > 0,
k=1

kde r je konvexni a rostouci funkce a o € R.

Resent:

Oznatme y, =1 + ... + Tn, Y1 =Y — Tk, Prokazdé k=2,... . nayy =1y, —x; = 0.
Z posledni rovnice mame y; = x;. PouZijeme rekurzivni schéma

felye) = min  {r(zx) + fro1(yr-1)}

0<zr<yk

S vyuzitim vztahu y; = 21 dostaneme pro k£ = 1:
filyr) = min 7(z1) = ().

Nyni poéitejme pro k = 2, pouzijeme vazebné podminky yx_1 = yx — zk, tedy y1 = y2 — 2
a odtud

fo(y2) = min {r(z) + fi(y1)} = min {r(z) +r(y2 — 22)},

0<z2<y2 0<z2<y2

hleddme tedy takové x, pro které bude vyraz ve sloZzenych zavorkdch miniméalni. Derivaci
podle z2 polozime rovnu nule

7"/(502) - r'(y2 —z2) = 0,

z podminky pro funkei r (monotonie) obdrzime

;r;g:%3 = fz(yz)zr(%)+r(y§2):2r(%2)'

Stejnym zpusobem spocitdame vyraz pro k = 3 :

) = in {r(ea) + flw)} = min {r(an)+2r (25201,

0<z3<ys3 0<z3<ys

opét derivujeme (podle z3)

T',(xg) B 7', <y3 ; 373) —0 mon:otgnie g = Y3 ;.TS — o ,%3,

dosadime do f3(ys) a dostdvame
Yy o Uy g U

8



7 predchozich vysledki odvodime vyraz pro k-ty Clen:

fulye) = 755 + (k= r(3E) = kr(5), prokazdé k=1,.m, m =2,

tento vzorec ovéfime pro n-ty krok:

folgw) = _min {r(@a) + far(y)} = _min {r(a:n)+(n_1)r(u)} .

0<zn<yn 0<zn<yn n—1

Yn — T toni -z
7” ($n) _ ?”l Yn n — 0 monotonie L, = Yn n T, = y_n
n—1 n—1 n

Z transformaé¢niho vzorce Yn—1 = yn — 2, aextrému v bodé =z, = Yn dostaneme
n

Un n—1
Yn-1=Yn —Tn =Yn — — — Yn -

n n

Vypocitame-li zpétné extrémy x, pro k =n —1,..., 1, dostaneme
Tno1= — Yo = 22 oy Ty = 2

"Tn- ( n ) Yn n 'Ton

Nyni méme minimalizovat funkei fn(yn) =7 (£) +(n—1)r (£) = nr (£), za podminky
Yn > « . Protoze r je rostouci funkce, pak vyraz r y;") bude nabyvat nejmens{ hodnoty
pil ¥, = «.

Dosazenim do vyrazl pro z ziskdme optimalni hodnoty

. . . - *
Ty = —=Tp_ = .= T

atedy zx =%, k=1,...,n. Vysledek tedy je

. o'
falyn) = min{r(z)) + - +7(z,) |21+ ... 2.} = nr (H) .

Piiklad 1.3.2. Reste extrémalni ilohu

Zr(ﬂ%) — min, Hib‘k >a, =0,

k=1 k=1
kde r je konvexni a rostouci funkce, a @ € R
Reseni:
Oznatme yn, = [[oe; Tk, Y1 = i‘f, pro kazdé k = 2,...,n a je zfejmé, Ze y; = 1.

Pouzijeme rekurzivni schéma

felye) = min  {r(zx) + feo1(yr-1)}-

0<zk <y



S vyuzitim vztahu y; = x; dostaneme pro k = 1:
fily) = min r(z1) = r(31)-
T1=Y1
Nyni potitejme pro k = 2, pouzijeme yi_1 = %, tedy y1 = 2 a odtud

Yo

fa(ye) = min Ar(@2) + Aily)} = min {r(z2) +r( ")}
—_————
derivujeme podle z2
’ Y2 ., Y2
- (Y=o,
r'(z2) p il b

z podminky pro funkei r (monotonie) dostaneme

T2 T

atedy fo(ya) = v (Vi) +7 (%) = 2r (Vi)

Stejnym zpusobem spocitame vyraz pro k = 3:

=Ty —= a?g:\/%,

f3(ys) = min {r(z3) + f2(y2)} = min {r(a:3) +2r < B

0<z3< 0<z3<y3 T3

opét derivujeme (podle z3)

}

)

1 mon.
fag - (B) 3R m VB n )

dosadime do f3(y3) a dostavame

7, predchozich vysledkli odvodime vyraz pro k-ty Clen:

= r(% Yey — for(Yr - _ ¥
fk(yk) - 7"( A ) +k’f‘( k) k?"( Lk )’ k ]-7"'7n’ Tk k

a tento vzorec ovéfime pro n-ty krok:

0<zn<yn 0<zn<yn

falyn) = min {r(zs) + fa-1(yu-1)} = min {r(xn) +(n-1)r <<—

10



derivujeme:

1 1 1
Yu\*T 1 Y\ mon [(Yn \TTT
' (x) — 7' (-3—3—) — (a:_"> = <E> =1 = z,=(y)",

dosazenim do vyrazu pro f,(y,) ziskdme

3l

1

)+ (n—1)r ((yy'; )"‘ =n(yn)".

3=
3=

fn(yn) = T((yn)

3

Tento vyraz chceme minimalizovat za podminky y, > . Nejmensi hodnoty bude nabyvat
pfi ¥» = @, a optimélni hodnoty jsou:

Vysledek je tedy

1
n

fo(yn) = min{r(z1) + - -+ r(@)||z1- Tn =y} = n(a)=.

Piiklad 1.3.3. Reste extrémaélni tlohu
n n
ka — max, Zxkga, T > 0,
k=1 k=1

Resent:
Oznatme Y, =y p 1Tk < O, Yp—1 =Yk — Tk, Prokazdé k=2,...,nayo=y; — z; = 0.
Z posledni rovnice mame y; = x;. Pouzijeme rekurzivni schéma

Selye) = max  {xk - fe-1(ye-1)}-

0<zk<yk

S vyuzitim vztahu y; = x; dostaneme pro k = 1:
fi(y1) = max z1 = y;.
Yy1=1

Nyni pocitejme pro k = 2, pouzijeme vazebné podminky yx_1 = yx — Tk, tedy y1 = yo — x2,
odtud
Yo

f2(y2):o§53§‘w {:vzfl(yl)}zosrgggyz{ Ty —x2) } —= T2 =5

derivujeme podle z2
2

a tedy fao(y2) = y%

11



Pocitame vyraz pro k = 3 :

fa(ys) = max {z3fa(ye)} = max {ﬂiai(ys—-’b‘s)z},

0<z3<y3 0<z3<y3

poloZenim derivace podle z2 rovno nule mame 3 = %, dosadime do f3(y3) :
7, predchozich vysledki odvodime pro k-ty ¢len:
k
fk(yk)zg% — ﬂ?kzyf,
vzorec ovéfime pro n-ty krok:

0<zn<yn 0<zn<yn n—1

1 n—1
falyn) = max {z,fr1(Yn-1)} = max {xnﬁ(yn_xn) }

Polozime-li parcidlni derivaci podle x,, rovnu nule, obdrzime:
T, = %, dosazenim do vyrazu pro f,(y.) :

Jn(yn) n (n—1)»1 Y o

Ma&-li byt f.(y.) maximélni za podminky y, < «, potom y, = «, a pro vyrazy zj, pro
k=1,...,n potom plati:

* Yn «
===,
n n
* _yn—l _ *__ yn 71—1
n=17 T Yn-1 yn_xn“yn_g— n In
. 1 n—ly _Yn _«
-1 n " n
« _Yn «
Tpa— ==
n n

Obdrzeli jsme vysledek

o
fn(yn) :max{xl"'$n| 1 + —|—33n:yn} — ;z_;

12



Piiklad 1.3.4. Reste extrémaélni tilohu Ch. Huygense?
T1%2. .. Tn
(a+x1)(z; + %2) .. . (X1 + X ) (T, + D)

— max,

za podminky a <z <z <--- <z, < b
Interpretace: do intervalu (a, b) se maji rozmistit ¢isla x . . . z,, tak, aby uvedend velicina
byla maximalni.
Resend: Oznaéme
12 ...Tq
aSzlrSn?%(ZnSb (a+z)(z1+x2) ... (Tn + b)'

Fn(aa b) =

Nyni rozepiseme F,(a,b) jako

F.(a,b) = max o mex L1 Tl .
aZ2n<b Ly + b e<zi<<zn (@ + 1) .. (Tpo1 + Tn)

Pocitejme
I

F =
1(a, z3) ooy (@ +z1)(z1 + 72)

Hledame takové zi, pro které bude vyraz maximalni. Budeme derivovat podle x

0 T (et x)(m + ) —mla+ 3+ 31 Fx0)
Oz, | (a+ z1)(z) + x2) (a+ 21)%(x; + x2)2 N
—z3 + azy

(a + .’51)2(.’51 + 132)2’
derivaci polozime rovnu nule a vyjadiime x;
1 = \/axs.

Dosadime zpét do funkce Fi(a,z2)

Fi(a,z2) = Var2 = Vit
) = T Jam) (Jams T a) | Yalva t aEa b )
Jaz3 1

Varva b VEm)? | (atym)

Pro z; = a nebo z; = zy (krajni body intervalu maximalizace) dostdvdme hodnotu
kterda je mensi nez (\/-—a+1\/z_—2)2, tedy maxima je opravdu nabyto ve staciondrnim

1
2(a+z2)’
bodé z; = +/axs.

Daéle vyuzijeme rekurzivniho schématu

Fi(a, Tx1) = _max — . max T Thol =
afzk<zki1 Tk + Tyl 0<Th<Tht1 (a -+ 321) e (:ck_l + xk)
Tk
= max —————Fk_l(a, .'I)k)

afzp<zxi1 Tg + Th41

2Christian Huygens (1629-1695), nizozemsky matematik a fyzik.
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Tohoto schématu vuzijeme pro vypocet Fi(a,x3)

. Z2 F o ) 1
F2(a’$3) N 051111282(13 Zo + I3 1(0,,.’132) B airilza%(frs {272 + X3 . (\/0,- + \/573_2-)2 } -
Vyraz ve slozenych zavorkach opét budeme derivovat podle x,, derivaci polozime rovnu
nule, abychom ziskali takové z,, pro které bude vyraz maximélni (podobné jako v pred-
chozim kroku lze ukdzat, ze maxima je vskutku nabyto ve stacionarnim bodé a nikoliv v
jednom z krajnich bodi s = a, z2 = x3):

0 To ' 1 } - To + T3 — Lo 1 n ) _22\}5;—2 _
Oxe |z2+x3 (Va+ \/CB_2)2 (z2 + x3)? (Va+ \/$_2)2 z2 + z3 (vVa + \/3_65)3

. 1 [ I3 _ \/113_2 :l —0
(z2 +23)(Va + T2)? T2 +23  Va+ /T2 '
Vypocitame a ziskame x2
\/(_Iwg -+ 5173\/5—— 332\/.’17— $3\/QE =0=20 = (ﬁa:g)g = Lo — \3/ azxs.

Méme tedy z,, pro které je funkce Fy(a,z3) maximdlni, dosadime a méme

2
ax? 1 asz?
Fy(a,z3) = . K

Vaai +as [Va+ (Vaws)s)? :403%(\3/57L \"/9«“_3)[0%(&%+x§)]2
1

=

(a8 +a3)°

Z vysledku vypoctu funkei Fi(a,z2), Fo(a,z3) mizZeme pfedpoklddat k—ty clen ve tvaru
1

. N
Pt ==
<ak+1 + $k+1>

— kt1f gk
Tk = arg, -

Fila, zk41) =

Toto ovéfime pro n—ty ¢len:

Tn Tn 1
Fund) = s {5y Pl = a4 2 (ak )" [

opét vypocteme x,:

1
0 Zn 1 T +b— 2, 1 Zn —nizgr —1
) iNe | ' T ) I
0z, |2, +b (a% n xﬁ‘) (x, + b)? (a% tzz)m  In +b (ai +zp )+



file:///Jax3)*
file:///n-/-l

Derivaci polozime rovnu nule a vypocteme x,,:

1 ntl oy Lo 1 n
ban = xn," = x, = (ab")* T = @r1hniI

dosadime do F,,(a,b):

1 n
amFIha 1

Fn(aa b) - n : n
(a‘"i_lb"_“ +b) (avlT + ambnl?)

aFThRET
= n n 1 n
bt (Bl wE T [a,ﬁ <a%—nnl—+1y + b??%)}
1
1

(@t 4 byt

coz je v souladu s predchozim vypoctem pro k—ty krok.
Veli¢ina

11X ...Tn
(a+z1)(21 +22) . . . (Tt + Zn)(Tn + b)

bude maximalni pfi hodnotach

T, = "Nazf,, k=1,...,n
a tato veli¢cina bude nabyvat hodnoty
1
1

Fo(a,b) = —
(a,b) e —
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Kapitola 2

Nekoneénékrokovy deterministicky
rozhodovaci proces

Predpokladejme nyni rozhodovaci proces s velkym poctem rozhodovacich stupni n. Jako
model uvazujeme nasledujici lohu:

n

Z [Axi + B(yk — xk)2] — min, (2.1)
k=1

kde
yk—-lzb(yk_xk)a 0<b<1a Osxkgyka AaB>O

Pouzijeme postup, jaky zname z prvni kapitoly a pfiklad zndzornime schématicky:

Un | o yn-lvl I e | yk—17| ‘ v | oz | %
Tn(Zn, Yn) T (ks Yk) ri(zy, y1) = Az? + By: — @1)?

kde 7, (%, yn) v naSem konkrétnim piikladé je AzZ + B(y, — z,)? a yx_1 = blyx — T).
V prvnim kroku minimalizujeme Az? + B(y; — x;)%. Tedy

filyr) = min [Az? + B(y; — cvl)z] .

0<z1<y1
Hleddme takové x;, aby fi(y1) bylo nejmensi. Derivaci minimalizované funkce podle z;

polozime rovnu nule a vyjadiime z;:

B
A+ BY

2A$1 - 2B(y1 — .’,171) =0 = T =
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a dosadime do fi(y;) (vSimnéme si, Ze minimalizovand funkce f je konvexni, proto sta-
ciondrni bod je bodem absolutniho minima):

AB 9
filyr) = <A+—B> %
Stejnym postupem ziskdme fo(yo):

(o) = min | Aa? 1 By~ 22" + 22y —
Jelye) = min, | Az + Blys =)+ 77 g (4 = 22)

 AB(A+ B) + ABY
"~ (At B2+ ABRE

kde jsme vyuzili skuteénosti, ze

B(A + B) + ABb?
(A+B) + ABR2 ”2

To =

je stacionarnim bodem minimalizované funkce.

Pokracovanim ve schématu dostdvame stdle komplikovan€jsi vyrazy, zejména pro n
jdouci k nekone¢nu. VSimnéme si vSak, ze fi, resp. zx, k = 1,2, zavisi na y, kvadraticky,
resp. linedrné. Predpokladejme tedy, zZe

fe-1(ye—1) = an1 Yoy = a1 b7 (y — z)%.
Vyjadiime-li tedy fr(yx), dostavame:

felye) = min  [Az} + B(ye — zi)? + one1b (g — z)?] -
0<zk<yk

Derivovanim zjistime zj a dosazenim také fi(yx):

AB + Aak_l b2 2
fk(yk) - I:A+B+ak_1 bg:! Yk
o — B+ o1 b? "

A + B+ (07798] b? ° ’

tedy i fr zavisi na y; kvadraticky a xj linedrné.
Méame obecnou rovnici schématu:

fk(yk) = min [A:ci + B(yk - xk)2 -+ fk_l(b(yk — $k)):| X k) - ]., e, (22)

0<zi<yk

Formélnim limitnim pfechodem pro k — oo (pfedpokladdme, Ze existuji limity posloup-
nosti zx, yx a funkef fi - vysvétleni viz konec tohoto odstavce), miizeme uvazovat nasledujici
rovnici:

f(y) = min [A2® + B(y —2)* + f(by — 2))] .

0<z<y
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Na tvodnim piikladé (2.1) si ukdZeme, jak dobfe feseni této jedné rovnice aproximuje n-
stupiiovy proces pro n — oo. Na zakladé vysledku pro n = 1,2 hleddme feSeni ve tvaru
f(y) = ay?, s nezndmou konstantou a. Dostdvame tedy rovnici:

ay’ = min [Az®+ By —z)’ + ab’(y — z)?].

0<z<y
Jiz zndmym zpisobem najdeme takové x, pro které je vyraz v hranatych zdvorkach mini-
malni, tedy
B+ ab?
24z —2B(y—z) —2ab’ (y—2)=0 = T=— .
z (y —z) — 206" (y — z) T A BT ol

A po dosazeni fesime rovnici pro «:
A(B+ ab?)
2 2 2 2 2
= — = b +(A+B-A — AB =
ay B b2y a’ + ( b°) a 0

a tedy

1
T op?
Jako priklad vezméme hodnoty A =3, B=1,b = %, dosazenim do vyrazu pro a vyjde
a = 11. Nalezli jsme feSeni funkciondln{ rovnice f(y) = ay?, s vysledkem

Yy

[0

[Abz—A—B + J/(A+ B Ab®)2 1 42 AB | .

fy) =9*a= 3

Poznamka 4. Srovndme-li tyto hodnoty se skute¢nymi optimalnimi hodnotami z jednot-
livych krokt pro n = 1,2, kde

B 1
$17A+By1_4y1
B(A+ B) + AB¥?* |

A tyto hodnoty pomérné rychle konverguji k %, tedy =, — %.

Kdyz budeme mit rozhodovaci proces s n-kroky (n > 1), ukazuje se jako vyhodné n-
krokovy proces (tedy konecéné krokovy rozhodovaci proces) nahradit nekonecné stupriovym,
ktery popisuje jista funkciondlni rovnice.

Nyni uvazujme rekurzivni formuli n-krokového procesu:

[ n(yn) = mi

n
0<zn<yn

[rn(xm yn) + fn—l(gn—l(xm yn))] 2

V tomto vztahu provedme (formdlné) limitni pfechod pro n — oo. Slovo ”forméalné”
znamend, ze piedpokladame, Ze vSechny veli¢iny s indexem n maji limity pro n — oo.
Timto postupem dostaneme zdkladni funkciondIni rovnici dynamického programovdni:

fly) = gmin [r(@,y) + f(9(o,))). 24)

vy ptedchozim vzorci pro a bereme znaménko plus, nebot hleddme a > 0.
2y ptedchozim motivaénim piikladu bylo 7 (zx,yn) rovno Az2 + B(yn — @)% & 9(Tn,yn) bylo rovno

b(Yn — Tn)
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2.1 Metody reSeni funkcionalni rovnice dynamického
programovani

Uvazujme rovnici

fy) = win [r(z,y) + fg(z,9))], (2.5)

0<z<y

tedy funkciondlni rovnici, kde pfedpokladame, ze celkovy zisk je souctem zisku z jednot-
livych stupiiu rozhodovactho procesu a f je neznamd funkce, kterou chceme spoécitat.
Nyni uvedeme dvé zdkladni metody, jak lze tuto rovnici fesit.

2.1.1 Metoda postupnych aproximaci

Zvolime pocétecn{ aproximaci nezndmé funkce f(y) a tu oznac¢ime fo(y). VétSinou bereme
fo(y) = 0. Definujeme posloupnost funkei f,(y) rekurentnim pfedpisem

fk(y) = min [T(x7y) + fk—l(g(x7y))]7 k=1,2,...,n,

0<z<y

coz je vlastné zpétné nahrazeni nekonecné-stupiiového procesu konecné-stupriovou analogii.
Chceme, aby f,(y) konvergovalo k f(y), pro n — oc.

2.1.2 Metoda aproximace na mnoziné optimalnich rozhodnuti

V rovnici (2.5) je extrému nabyto v bodé x = z(y)?, tj. zavisi na hodnoté y. Uéinime
pocatecni aproximaci této nezndmé funkce z = z(y), a to x = zo(y), coz je potateéni
aproximace zavislosti bodu extrému na y. Po dosazeni do (2.5) mame

fy) = r(zo(y),y) + flg(zo(y),y))- (2.6)

Tato rovnice m4 tu vyhodu, Ze neobsahuje operaci maxima, je to tedy funkcionélni rovnice
v obvyklém smyslu. Formalni definice pojmu funkcionalni rovnice je znaéné komplikovand,
Ize ji najit napf. v [4], [5].

Necht fo(y) je TeSeni této funkciondlni rovnice. Néasledujici aproximaci z = z;(y) op-
timalniho rozhodnut{ z(y) najdeme jako feSen{ extrémalni Glohy :

[r(2,y) + fo(g9(z,9))] — min, z € [0,y].
Pak pro fi(y) dostavdme obyCejnou funkciondlni rovnici (tj. rovnici bez operace minima)
fily) = r(@1(y),y) + filg(z1(y), ).

Nyni zndme feseni fi(y) a pomoci tohoto feSeni najdeme z,(y) jako optimélni Feseni tilohy

[T(xay) + fl(g(x’y))] - min: S [O>y]:

3funkci = = z(y) nezndme
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a fo(y) jako feSeni funkcionalni rovnice

foy) = r(z2(y), y) + folg(@2(y), y)),

takto postupujeme dale.

Piiklad 2.1.1. Nyni ilustrujeme tyto dvé metody na uvodnim piikladé
r(z,y) = Az® + By —2)*, g(z,y) =bly—2),0<b< 1.

Metodou postupnych aproximaci fo, fi, ... jsme feSeni jiz naznacili, ukdzeme tedy po-
stup metodou aproximace na mnoziné optimalnich rozhodnuti. Jako pocatetni aproximaci
vezméme zo(y) = 425y, coz odpovidé potitetni aproximaci fo(y) = 0. Funkei zo(y) jsme
nasli jako feseni tlohy

min [Az® + B (y — z)°].

0<z<y

Nyni pomoc{ zo(y) hleddme fo(y) (vyuzijeme vztahu (2.6)):

B AB bA
_ 2 _ 2 _ = 2 e
foly) = Az"+ Bly =) + fo (b(y A+By)) Ay By th <A+By)' 27
Pfi feSeni této rovnice vyuzijeme skutecnosti, Ze feSeni by mélo zdviset na y kvadraticky,

tedy fo(y) = aoy®. Dosazenim do rovnice (2.7) obdrzime:

AB(A + B)  AB(A+B)
Arpr-nx - P -G aY

Qo —

Funkei z;(y) uréime jako feSeni extrémaélni tlohy

min [Az® + B(y — z)> + fo(b(y — 2)) ] .

0<z<y
Na zdkladé toho, 7e fo(y) = aoy?, pfedchozi extrémdlni tlohu miZeme psat ve tvaru

min [Az® + By — z)® + aob®(y — z)? | .

0<z<y
Minimalizaci dostavame B B2
B + o
z(y) = A+ B+ qob? v

dosadime do f(y) a obdrzime:

A(B + agh?)? Btak® \? B+ agb?
- B - T AL B A2
fiy) (A+B+aobg)2y+ Y AxBra?? T oly A+ Bt ag?”

_ AB+ ab®)* + A*B f Aby
~ (A+ B+ agh?)? " A+ B+ agh?
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a v této rovnici opét vyuzijeme toho, ze fi(y) zavisi na y kvadraticky, tedy fi(y) = a; y?
a vyjadiime o a zpétnym dosazenim fi(y):

A(B + ogb?)* + A’B
(A+ B+ aob?)? — A2

A(B + agb?)? + A2B

a fl(y): (A+B+a0b2)2—A2b2y .

a1 —

Pro z, fesime tuto dlohu:

. 2 2

i [Az® + By —2)* + fi(b(y - 2))],
coz je

min [Az® + B(y — 2)* + anb*(y — 2)?] .

0<z<y

Minimalizaci ziskdme zs:
B + Ol]b2

W= A B ram ¥
Dosazenim do f(y) obdrzime vyraz pro fa(y):

A(B+ anb?)? + A’B
A+Brapre ? +f2{

foly) = Aby ]

A+ B+ ob?|’
Opét s vyuzitim poznatku, 7e fa(y) = apy? vypoéteme z predchozi rovnice oy dosazenim:

A(B + a;b%)? + A’B
(A+ B+ ogb?)? — A2

Qg =

Funkce fa(y) bude po dosazeni

faly) = AB+ ab?)?+ A’°B
T AT Brab)2— a2’

Vezmeme-li opét hodnoty A = 3, B = 1, b = %, z nasledujici tabulky je vidét, ze

vysledky metody aproximace optimdlnich rozhodnuti (v tabulce jako MAOR) konverguji
rychleji, nez s pouzitim metody postupnych aproximaci (MPA) funkce f.

MPA - MAOR
fo=0 xo =0 fo=1.043y% | zo = 0.25y
fr=0759% |2, =025y | fi=1.00y% |z, =0.32y
fa =0.945y% | 25 = 0.314y || f2 = 1.00y2® | zo = 0.333y
f2=0.987y% | 3 = 0.37y || —
fa=0.995y2 | 24 = 0.332y || — -

l

I

Il

R S
I
N N )

I
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2.2 Z&akladni funkcionalni rovnice dynamického pro-
gramovani

Jako specidlni pfipad funkcionalni rovnice (2.5) uvazujme tento pifipad: y vstupnich pro-

stfedkli mame rozdélit do ndkupu dvou zafizeni (stroji). Do prvniho stroje investujeme x

(0 < z < y), do druhého y — z, pficemz zisky z pouzivani téchto stroju jsou g(z) a h(y —z).

To vede k teseni tlohy:

gx) +h(y—z) > max, 0<z<y.

Nyni pfedpoklddejme dvoukrokovy proces: po uré¢ité dobé obé vyrobni zafizeni proddme a
obdrzime za né ¢astku az resp. b(y — x), a,b € [0,1) (pfedpokldddme amortizaci, tj. sniz
se hodnota, proto uvazujeme a,b < 1). Ve druhém kroku méme k dispozici na rozdéleni uz
jen ax + b(y — ) prostiedku, které oznacime y;. To vede na tlohu

max [g(z) + h(y — z) + g(z1) + h(y1 — 1)),

0<z<y

pfi vazebné podmince y; = ax + b(y — ).
Stejnou tvahou jako v obecném schématu se dostavame k rekurentni formuli

faly) = max [g(z) + Wy — z) + far(az + b(y — z))]

0<z<y

a pro formélni limitni proces n — 0o obdrzime funkciondlni rovnici

fly) = max [g(z) + h(y — z) + f(az + b(y — z))]. (2.8)

0<z<y

Nyni se budeme zabyvat problematikou feseni této rovnice, tedy existenci, jednoznaénosti
a zpusoby Fesen{ ve specidlnich pfipadech.

Véta 2.1. (O existenci a jednoznacnosti fesenf). Necht funkce g(y), h(y) jsou spojité na
intervalu [0, 00), g(0) = 0 = h(0). Déle necht

m(y) = max {max{ |g(z)l, |h(z)| }},

¢ = max{a, b}, kde a,b € [0,1). Jestlize > ;> , m(c*y) < oo pro y > 0, pak existuje jediné
feSeni rovnice (2.8), spliujici podminky spojitosti funkce f v bodé y = 0a f(0) = 0. Toto
fedeni je spojité pro vSechna y € [0, o], pro néz jsou splnény podminky véty.

Dikaz. Vétu dokazeme na diléim piipadé, kdy obé funkce g i h nabyvaji pouze nezapornych
hodnot. Tehdy je pfi libovolném y posloupnost funkei { f,,(y)}, ziskand ze vztahu

firly) = Jax l9(x) + h(y — ) + froi(az +b(y — 2))], k=1,...,n,

monoténné rostouci, a jak bude ukdzano déle, také ohranicend v disledku podminky
S e, m(cFy) < oo. Proto pro viechny y > 0 posloupnost funkei f,(y) konverguje k funkci

f(y) pro n — .

22



Ukazeme, ze tato funkce vyhovuje rovnici

f(y) = sup [g(z) + h(y — 2) + flaz + by — z))]. (2.9)

0<z<y

Pro zjednoduseni zapisu definujeme zobrazeni T : C'[0,00) x R — ([0, 00) predpisem

T(f,x) = g(x) + h(y — x) + flaz + b(y — z)).

Pak zakladni rekurentni vztah zapiseme ve formé

fer1(y) = max T(fi, ). (2.10)

0<z<y

Odtud a z monotdénnosti pro véechna k € N dostaneme, ze

fly) > max T(f,x),

0<z<y

ale toto znadi, Zze pro libovolné z € [0, y| plati nerovnice

f(y) > T(fk’x)a

a tato nerovnice zustava zachovana i pro k — oo, tj.

fly) =2 T(f,z)

pro vSechna z € [0,y|, odkud ve skute¢nosti vyplyva, ze

fly) =2 sup T(f,x). (2.11)

0<z<y

Poznamenejme, ze zde nemizeme pouzit operace maxima, protoze (zatim) neni zarucena
spojitost limitni funkce f(y). Na druhé strané z (2.10) dostaneme vztah

fera(y) < OSUP T(f,z)

<z<y
pro kazdé k = 0,...,00 a odtud také

fly) < sup T(f,x). (2.12)

0<z<y
Spojeni (2.11) a (2.12) ndm dé vztah (2.9), tedy

fly) = sup {g(z) + h(y —x) + flaz + by — z))}.
0<z<y
K dokonéeni dikazu je nyni tieba ukdzat, ze funkce f je spojitd, a tedy operaci suprema
v (2.9) lze nahradit operaci maxima. Tato ¢ast dikazu je technicky pomérné ndrocna,
proto ji neuvadime. Poznamenejme, Ze tento dikaz je zalozen na konstrukci posloupnosti
postupnych aproximaci. Podrobnosti je mozno nalézt v [1]. O
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Nyni se budeme zabyvat konvergenci druhé zakladni metody vySetfovani funkcionaln{
rovnice dynamického programovani, metody aproximace na mnoziné optimélnich feseni.
Zde ukdzeme, zZe v piipadé, kdy pocatecni aproximaci fo(y) bereme jako vysledek (fesenf)
funkcionélni rovnice, kde je dosazena pocateéni aproximace xzo = Zo(y) v prostoru op-
timélnich rozhodnuti, pak je konvergence posloupnosti postupnych aproximaci monotonni.

Véta 2.2. Necht 2o = zo(y) je libovolnd spojitd funkce spliiujici nerovnost 0 < zo(y) <y
a necht fy je FeSenim funkcionéln{ rovnice

fo(y) = g(wo(y)) + h(y — zo(y)) + flazo(y) + by — zo(y))).

Pak posloupnost definovana rekurentné

fely) = max {g(z) + h(y — ) + fea(az + bly — 2))}

0<z<y
je monotonni a jeji konvergence je stejnomérna.

Diikaz. Neprovadime, je podobny dikazu predchozi véty. O

2.3 Vlastnosti feSeni funkciondlni rovnice dynamic-
kého programovani

Véta 2.3. Predpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady Véty 2.1 o existenci a jedno-
znaénosti feseni a necht navic funkce g a h jsou konvexni na intervalu [0, 00). Pak funkce
f, kterd je feSenim rovnice (2.8), tedy rovnice

fy) = max [g(z) + h(y — 2) + flaz + b(y — 2))],

0<z<y

je také konvexni a pro libovolné y je optimdlni rozhodnuti z(y) = 0 nebo z(y) = vy, tj.
maxima je dosaZeno v jednom z krajnich bodu intervalu [0, y] a rovnice (2.8) se zjednodussi
na tvar

fy) = max{h(y) + f(by), 9(y) + flay)}.

Zejména, je-li a = b, pfedchozi rovnice se déle zjednodusuji na

f(y) = max{h(y), g(y)} + flay)

a oznatime-li F'(y) = max{h(y), 9(y)}, lze feseni funkciondlni rovnice vyjadfit ve tvaru

fly) =) F(a*y).

k=0

24



Dukaz. Pro f =0 je
fiy) = max {g(z) + h(y — =)}

0<z<y

a g(z) 4+ h(y — x) je konvexni v proménné z. Konvexni funkce nabyvéa na daném intervalu
maxima v krajnim bodé tohoto intervalu, t;.

fi(y) = max{g(0) + h(y), g(y) + h(0)} = max{h(y), g(y)}

je konvexni, nebot je maximem konvexnich funkci. Déle funkce

fa(y) = max {g( )+ h(y — x) + filaz + by — x))}

= max{g(o) +h(y) + f1(by), 9(y) + h(0) + fi(ay)}
= max{h(y) + f1(by), 9(y) + fi(ay)}

je ze stejného divodu také konvexni. Indukei bychom dostali, ze kazdd z funkci fi je
konvexni. Konvexnost funkce f pak plyne z faktu, Ze stejnomérnd limita konvexnich funke{
je konvexni funkce.

Protoze tedy i f je konvexni,

fly) = max {g(z) + h(y — z) + flaz + b(y — 7))}

0<z<y

= max{g(0) + h(y) + f(by), g(y) + h(0) + f(ay)}
= max{h(y) + f(by),9(y) + f(ay)}.

Nyni dokdzeme druhou ¢édst véty pro specidlni pfipad a = b. ZapiSeme funkci f(y)
pomoci uvedeného znaceni:
fy) = Fly) + flay).

Nynf rozepfseme vyraz pro f(ay) :
flay) = Flay) + f(a’y).
Pro f(y) potom dostévame vyraz
f(y) = Fy) + Flay) + f(a®y) = F(y) + Flay) + F(a’y) + f(a’y) =

:...:zn:F(aky) + f (a™y).

k=0

Pro a € [0, 1] posloupnost f(a™y) konverguje k nule. Ziskali jsme tedy dokazovanou formuli

:io:F(a’C

k=0
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Véta 2.4. Necht opét plati predpoklady Véty 2.1 o existenci a jednoznaénosti a predpo-
klddejme navic, ze h a g jsou rostouci a konkdvni. Pak i feSeni f je ostie konkdvni funkce
a optimalni FeSeni rovnice (2.8) je jediné.

Diikaz. Je v podstaté stejny jako dikaz predchozi véty, proto jej neuvadime. O

Véta 2.5. Necht jsou splnény predpoklady Véty 2.1 a funkce f,g jsou ostfe konkavni,
rostouci a spojité diferencovatelné. Déle predpoklddejme, Ze

90 KO o

!
e <1_% > ¢'(00). (2.13)

1>b>a>0,

Pak existuje ¢islo g € (0, 00), které je uréeno jako feSeni rovnice

1 (0 )= (b~ a)a*y'(a**y)

k=0
s nésledujici vlastnost{
a) Pro y < 7 je maxima v rovnici (2.8) nabyto v pravém krajnim bodé z(y) = y a v tomto
piipadé je feSenim tlohy 2.8 funkce

[e o]

fy) = g9(y) + ) _ g (a*y).

k=1

b) Pro y > § je maxima v rovnici (2.8) nabyto ve staciondrnim bodg, ktery je feSenim
rovnice

g'(z) =W (y—z)+(a—b)f(az + by — z)) =
Diikaz. Necht fy = 0, potom

fi = max{g(z) + h(y — z)}.

0<z<Ly

Protoze g’(0) > h'(0) (to plyne z (2.13), nebot b > a > 0) a ¢’, k' jsou spojité, existuje
y > 0 takové, ze

inf ¢'(z) > max h'(t
IEG[O,y] ( ) teloyy] ( )

pak pro z € [0,y] je ¢'(x) > h'(y — x), coz znamena Ze [g(x) + h(y — z)]’ > 0 a tedy

max [g(z) + h(y — )] = g(y).

0<z<y

Déle z konkédvnosti funkei g, h a z toho, Ze g’(co) < h'(0) plyne existence jediného FeSeni
rovnice ¢'(y) = h'(0). Oznacime-li § toto feSeni, pak pro y > ¢ lez{ feSeni rovnice

g(x)—h(y—x)=0
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uvnitt intervalu [0, y], coz plyne z toho, Ze pro y = § je feSenim rovnice ¢'(z) —h/(§—xz) = 0
pravé = §. Oznatme toto feseni z7 = z1(y) (tj. z1(§) = §). Funkce fi(y) je tvaru

_J 9(y), 0<y<4g,
hly) = { g(x1) + by — 1), y =>4,

a po derivaci

oy — 9@ 0<y<9,
htv) = { Wy —21), y2>9,
kde A'(y — 1) méme z vypoctu
d / 1 dxl ’ !
d—y[g(wl) +h(y —x1)] = [g'(z1) — h'(y - xl)l@ +h(y— 1) =My — =)
=0 ’

Véimnéme si, ze f] je spojitd funkce, nebot
AG-)=4¢'@®), £+ =r(0) =73

Z konkdvnosti funkci g, h plyne konkdvnost funkce fi(y) - viz dlikaz pfedchozi véty. Pro
dalsi iteraci oznac¢me:

D(z) = ¢'(z)-k (y—=)+fi(az+b(y—=))(b—a) = %[g(fv)+h(y—x)+f1(aﬂv+b(y—w))(b—a)],
pficemz pro z = y = 0 plat{
g'(0) — K'(0) + f1(0)(b — a) = ¢'(0) — K'(0) + g'(0)(b — a) =

_ JO)(1+b—a)— () > K | LTt =9

7 -1/ >0

Odtud plyne, Ze existuje y > 0 takové, Ze

min [¢'(z) + fi(az + b(y — z))] > max h(t),
:ce[O,y] te[O)y]

a tedy D(z) > 0 pro z € 0,y. To znamend, Ze pro mald y > 0 je maxima v definici fo(y):

fa(y) = max {g(x) + h(y — z) + filaz + b(y — z))}

0<z<y

dosazeno v pravém krajnim bodé z = y. S rostoucim y bude existovat nejmensi hodnota,
oznacme ji g, pro niz D(x) = 0, toto § je feSenim

g'(z) = K(0) + (b - a) f1(az).

Vezmeme-li v dvahu, Ze § je feSenim rovnice g’'(x) = h'(0), dostdvame 0 < § < 3.
Pro y > 7 lezl feSeni rovnice D(z) = 0 uvnitt intervalu [0,y], oznaéme toto feSeni zy =
z2(y). S vyuzitim téchto informaci dostavame

foly) = { 9(y) + fiay),

0<y<g
g(z2(y)) + Wy — z2(y)) + filaza(y) + b(y — x2(y))), ¥

)

IV IA
QL
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to je

) = {g(y)+a9(ay) 0<y<y
’ W (y — 22(y)) + bfi(az2(y) + by — 22(y)), y >4
Vsimnéme si opét spojitosti funkce fo(y) :
f2(5=) = §() + ag'(ag) = g'(y) + afi(ay),
F2(G+) = 1(0) + bf1(ag).
Nyni pomoci rozdilu
f2(g=) = fo(y+) = g'(5) — W'(0) + (a — b) fi(ag) = O,
nebot na pravé strané je pravé rovnice definujci 7.
Nyni pfezna¢me proménné y;,y. nasledujicim zpisobem: y; := ¢,y := § a pokracujme

dale
far1(y) = max {g(z) + h(y — x) + fulaz + by — x))}.

0<z<y

Chceme ukéazat existenci y,41 s viastnosti 0 < yny1 < yn < -+ < y2 < 11 takové, Ze pro
Y < Ynt1 je maximum realizovdno v pravém krajnim bod€ z = y,+1 & pro y > ynp1 ve
staciondrnim bodé uvnitf intervalu. Existenci y,4; dokdZzeme obdobné jako v pfredchozi
Casti, je to feSeni rovnice

g'(z) — K(0)+ (a—b)f (ax) =0

K dikazu nerovnosti y,+1 < y», musime ukézat, ze f.(y) > f._,(y), nebot y, je fesenim
g (x) — W(0) + (a — b)f_,(ax) = 0. Ukdzeme, ze fi(y) > fi(y), pro dalsi n se postupuje
indukei. Pro y > v je

fa(y) = Wy — z2(y)) + bfi(aza(y) + by — z2(y))),
fily) = Wy — z1(y)),

kde z;(y), z2(y) jsou stacionarni body v definicich funkei fi(y), fo(y), tedy z;(y) ziskdme z
rovnice ¢'(x) —h'(y—x) = 0 a xa(y) z rovnice ¢'(z) — W' (y—z) +(a—0b) fi(ax+b(y—z)) = 0.
Dosazenim do vztahu pro fi(y), f5(y) dostdvame

) = Ky =m) = b ¢aly)) — ak'(y — :)] =
g'(z1(v)) b (y~z1(y))

_ bg(1(y)) — ab'(y — z1(y))
b—a )

7 rovnice pro z2(y) :

by'(z2(y)) — ak/(y — w2(y)) = bh'(y — 72(y)) — al’'(y — 72(y)) — ba — b) f{(az2(y)+
+b(y — z2(y))) = (b= a)[W(y — z2(y)) + bf1(aza(y) + by — 22(y)))] = (b = a) f3(y),
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a tedy

() = by(z2(y)) —bfih;(y — 2(y))

Funkce (b—a)~![bg(z(y)) — ah’(y — x(y)] je klesajici na intervalu [0,y]. Odtud, a z faktu, ze
Z2(y) < z1(y) (viz rovnice, které je urcuji) dostavdme f5(y) > fi(y). Podobné dostaneme
tyto nerovnosti i pro y € [yo, 1] a y € [0, yo.

Jesté naznacime, jak by se urcilo ys:

f3(y) = max{g(z) + h(y — z) + falaz + bly — =))},

0<z<y
potom y3; bude nejmensi kofen rovnice
0= g'(z) = K'(0) + (a — b) fa(ax) = ¢'(z) — K'(0) + (a — b) (¢'(az) + ag (a’x))
a obecné y, bude feSenim rovnice
g'(z) — W (0) + (a — b)[g'(azx) + ag'(a®x) + - - - + a™ 3¢’ (a"z)] = 0.

Vysledkem celé konstrukce je posloupnost y1 > y2 > --- > y, > ..., posloupnost derivaci

funkel fi(y) > f3(y) > ..., a posloupnost optimalnich feseni z1(y) > z2(y) > ....

Protoze posloupnosti jsou monotonni, existuji jejich limity a tim dostdvdme tvrzeni véty.
O

Na z4vér uvedme jesté dvé tvrzeni tykajici se fesitelnosti rovnice (2.8) v ptipadé, kdy
funkce g, h jsou mocninné, resp. kvadratické funkce.

Véta 2.6. Spojité feseni rovnice
f(y) = maxfey® + f(ay),ey® + f(by)], [f(0) =0, (2.14)

pro jejiz parametry plati

a)a,be (0,1); ¢,d,e,g > 0, (2.15)
b)0<d<g (2.16)
je tvaru
@’ 0<y<7y
fy:{m’ V=Y 2.17
) ey’ + f(by), y=y, (2.17)
kde
1
_ Je(1—ah7]s

Zejména, funkci f(y) lze vyjadrit v explicitnim tvaru na kazdém intervalu

2 2] o,
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Diikaz. Oznacme A, resp. B skute¢nost, Ze v rovnici (2.14) nastane maximum pro funkee
cyt + f(ay), resp. ey? + f(by) (ddle budeme mluvit o strategiich A a B). Pak feseni S,
odpovidajicf optimalnimu vybéru maxima v rovnici (2.14) (pfi FeSeni této rovnice metodou
postupnych aproximaci) je mozno symbolicky zapsat jako

S = AupBbrgpBb

kde a; a b; jsou celd ¢isla, pricemz A% oznacuje, Ze maximum v rovnici (2.14) bylo nabyto
prvnim vyrazem ag-krdt v fadeé, B% m4 stejny vyznam. Predpoklddejme, e feseni mé
uvedeny tvar (2.17) a ukdzeme, jak je mozné ziskat hodnotu . V bodé  je A i B souasné
maximem v rovnici (2.14), pfi¢emz pro y < y je maximum nabyto pro prvni vyraz A (to
plyne z predpokladu (2.15)). Tedy, pro (y = ) mizeme situaci popsat formélné rovnosti

BA® = A%,

Pro situaci formélné popsanou vyrazem A plati

C'yd

fly) = ey’ + flay) = ey + clay)’ + cla’y) + - = = (2.19)
Analogicky, pro situaci popsanou vyrazem BA plati
chy?
= ey? :
fy)=ey’+ 17— (2.20)

Porovndnim vyraza (2.19) a (2.20) dostdvame rovnici (2.18) pro .
Zbyvé dokdzat, ze feSeni dané rovnice mé tvar (2.17). Nejprve ukdzeme, Ze pro malé hod-
noty y maximum nastane vidy pro vyraz A. K tomu staéf ukdzat, ze f(y) = cy?/(1 — a?)
je pro tato y feSenim. Toto nastane, pokud pro mald y plati

ey ey chy?

_ g
P A A +1—ad ’

coz vSak plyne z nerovnosti g >d>0a0<b < 1.
Déle postupujeme indukci. Necht z oznacuje nejmensi hodnotu y, pro kterou maximum
nastane pro vyraz B. Pak pro toto y plati BA® = A%. To znamena, ze z = y. Uvazujme

nyn{ interval y > § a definujme bod p jako bod, v némz AB = BA. Necht plati (pfi jiz
zavedeném znaceni)

fas(y) = cy® + ea%y® + f(aby),
[Ba(y) = ey? + cb¥y* + f(aby).

Odtud pro hledany bod p dostdvame rovnost
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a protoze g > d, plati p < g.

7 toho, ze fap(y) < fpaly) pro y > p plyne, ze pro y > § optimélni strategie
AB nésledovana optimdlnimi rozhodnutimi v dalsich krocich je horsi, nez strategie BA
nasledovand optimalnimi rozhodnutimi. Odtud je vidét, Ze strategie A nemuze byt vybrana
pro y > ¥, s vyjimkou pfipadu, kdy je nasledovana strategii A, coz vSak také neni mozné,
jak jsme ukazali v predchozi ¢asti dikazu. Tim je dikaz véty dokoncen. O

V naésledujici vété se budeme zabyvat situaci, kdy funkce g, h jsou kvadratické.

Véta 2.7. Necht ¢,d >0,0<b<a<1la
fy) = max ez —a® +d(y —z) — (y —2)* + flaz + by —z))], f(0)=0. (2.21)

0<z<y

Pak v intervalu 0 < y < min(c/2,d/2) * je feSeni f(y) ndsledujictho tvaru, ktery zdvisi
na znaménku rozdilu ¢/(1 — a) — d/(1 — b).
Reseni rozdélime na nékolik piipadi:

(i) Piipad ¢/(1 —a)=d/(1 —b).

 (c—d)a+d 2+ (1-a)?
T1-bt0-a)a’ 1_[a-batsp’’

B 1+1 a2 — b2 . 1+1 a2 — b2\ 2
4= o\T—ab 4\1—ab
(ii) Piipad ¢/(1 —a) < d/(1 —b).

fly) = (1—%7) y— <1_1—b2> y’

pro 0 <y < min{A, ¢/2,d/2}, kde

f(y)

kde

-1

N (1+b)[d(l —a)—c(1—1b)]
B 2(1 — ab) )
(iii) Pfipad ¢/(1 —a) > d/(1 —b). ~

fly) = <lfa>y— (1—71&) Y

pro 0 < y < min{u, ¢/2,d/2}, kde

(1+ a)c(a—b) —d(1 — a)]
2(1 — ab) '

4To je nejdelsi interval, na kterém jsou obé funkce f, g rostouci.
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2.4 Priklady

Priklad 2.4.1. Urcete feSeni zakladni rovnice dynamického programovéni

fly) = max {g(z) + h(y — z) + f(az + b(y — 7))}

0<z<y
je_li 9(37) - xza h(i) - 2.’172 -, a= b= %
Resent:
Funkce g, h jsou konvexni, maxima je tedy nabyto v bodé x = 0 nebo v bodé x = y, tedy

f(y) = max{g(0) + h(y) + f(by), 9(y) + h(0) + f(ay)}
= flay) + max{h(y), g(y)},

s pouzitim oznaceni z Véty 2.3 a toho, ze a = % dostavame

1) =3 Plan) = 3P (L),
k=

k=0 0

Do vyrazu pro F(y) dosadime funkce g(y) a h(y) a mdame

y?, y € (0,1
F(y)=ma><{y2,2y2—y}:{gy2_y Z>[1 |
Je-li y € [0, 1], pak
Y = Y \2 1 4
4

k —_
2 k=0

Nyni necht y € [2",2"*"] pro n = 0, 1,,pak
Y Y
>1 a il < 1.

2_11,—

V tomto pfipadé funkeci f(y) ziskdme takto:

f(y)ng(éy;) :gF(%) +k§;F(2%) _
SR 5 @)

=n+1
8y? 1 1 Y
== (1- 2y 1—
3 < 4n+1)+ y( 2n+l>+3,4n

Priklad 2.4.2. Uréete mezni hodnotu g a pro y < g urcete feSeni rovnice

fly) = max {g(z) + h(y — z) + flaz + by — 7))},

0<z<y
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jeliglz) =2z —2* h(z)=z—2°, a=1%,0b
Regent:

_ 2
27 3

Funkce g, h jsou konvexni, maxima pro funkei f je nabyto pro z(y) =y, je-li y <
Uréime 4 z definice jako feSeni rovnice:

H(0)=g'(y) —(b—a) Y a* g/

k=1

Vime, 7e h'(y) = 1 — 2y, W(0) =1, ¢'(y) = 2 — 2y, ¢'(a*y) = 2 — 2(a*y). Dosadime do
rovnice a spocitame g:

o £ 00
1:2—2y—%;[<%>_ _yG) _}

V rovnici vyfesime prvni sumu a druhou upravime:

a odtud dostavame

i
YT 16
Nyni dosadime do vztahu
F@W) =9+ g(ary)
k=1
tedy
[e3) k o0 2
1 1 2 292
fy)=2y—y*+ ) 2<§) y-> (-2;?4) =2y—y2+2y—‘%=4y— g :
k=1 k=1
Proy < 35 Je feSenim funkce
2¢/°
fly) =4y — R
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Z.aveér

V soucasné dobé existuje celd fada monografii zabyvajicich se teorif a praxi dynamického
programovani. Vedle jiz zminénych knih R. Bellmana a G. L. Nemhausera zminme alespori
monografie M. Sniedoviche [6] a A. Kaufmanna a R. Cruona [2|. Struénym nahlédnutim
do posledné jmenovanych dvou knih se snadno pfesvédéime, ze piistup v knihdch [1],[3] je
jenom jednim z moznych pfistupt ke studiu a prezentaci dané problematiky.

Nakonec poznamenejme, ze zcela stranou zlstala problematika stochastickych rozhodo-
vacich procesu. Ale i stru¢né prezentace metod a vysledkl této teorie pfesahuje ramec této
diplomové prace.
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