Uvod do varia¢niho poc¢tu

1 Funkcional a jeho variace

Definice 1. Bud V vektorovy prostor nad R. Zobrazeni |-| : V' — R se nazyva norma, jestlize
(N1) (Vo1, 20 € V)([21 + 22| < [21] + [22])
(N2) (Vz € V) (Vo € R)([laz]| = [ [])
(N3) (Vz e V)(z # 0= |z| #0)

Pozndmka 1. Norma mé vlastnosti:
1 0] =0
2. (Vz € V)(||z] = 0)
Dukaz:
1. 0 = 0z pro libovolné = € V. Tedy podle (N2) je ||0] = |0z = |0] |z| =0
2. S vyuzitim (N1), (N2) a 1.:
1 1 1 1 1
Izl = 52l + lzl) = 5l + 1 =1 2l) = Sz] + [=2) = 5 |2+ (=2)] = 5 [o] =0
O

Pozndmka 2. Bud V vektorovy prostor nad R a || norma na ném. Zobrazeni p : V2 — R
definované predpisem p(x,y) = |z — y| je metrikou na V.

Dukaz: p(z,y) = |t —y| =0 < = —y =0 (podle definice 1, (N3) a poznamky 1) <z =y

p(z,y) =z —yl=|-1|ly — 2| =lly — 2| = p(y, )
pr,2) =z —z|= v —y+y—z2| <|zr—yl+y— 2| = p(z,y) + p(z, 2) O

Definice 2. Bud V vektorovy prostor nad R. Zobrazeni v : V' — R se nazyva funkciondl (na
vektorovém prostoru V).

Obraz vektoru = pfi zobrazeni v ozna¢ime v[zx].

Funkcional v na prostoru V' se nazyva spojity v g € V, pokud ke kazdému £ > 0 existuje
0 > 0 takové, ze pro vSechny = € V z nerovnosti |z — z¢|| plyne nerovnost |v[z] — v[zo]| < €.
(Funkciondl je tedy chapany jako zobrazeni metrického prostoru V' s metrikou zavedenou
v pozndmce 2 do metrického prostoru R s pfirozenou metrikou). Funkcional na V' se nazyva
linedrni, jestlize pro vSechna z,y € V a a € R plati

vz +yl =vlz] +olyl,  vlax] = avlz].
Pozndmka 3. Linearni funkcional v na vektorovém prostoru V' je spojity pravé tehdy, kdyz v
je spojity v 0 (nulovém vektoru).
Duikaz: Necht zobrazeni v je spojité v 0 a bud € > 0 libovolné ¢islo. K ¢ existuje § > 0 takové,

ze pro kazdy vektor z € V takovy, Ze |z|| < ¢ plati |v[z]| < e.
Bud nyni z € V libovolny vektor. Pro kazdy vektor y € V takovy, Ze |z —y| < § plati

lv[z] —v[y]| = |v[x — y]| < &, coZ znamen4, Ze v je zobrazeni spojité vz € V.
Opacné implikace je trivialni. O
Oznaceni: O = 0. = O,y ={r €V : |z| <e}



Definice 3. Necht v je funkcionél na redlném vektorovém prostoru V' s normou ||, a A CV
je vektorovy podprostor.

A nazveme prostor pripustnych vektori, prvky z A nazveme variace (pfiristky) argumentu
funkcionalu v. Variace argumentu funkcionalu v se nékdy znaci dzx.

Déle necht x € V' a L(x) je linedrni funkcionél na prostoru pfipustnych vektort A. Jestlize
existuje funkcional 7 na A takovy, Ze }llinb 7[h] = 0 a navic plati

Avlz] = vz +h] —vlz] = L(x)[h] + ] T[h]

pro vSechny vektory h € AN O. Pak linearni funkciondl L(z) nazveme variace funkciondlu v
(v prostoru V' s normou ||-| na vektoru x vzhledem k mnoziné A) a zna¢ime L(z) = dv(z).

Definice 4. Bud v funkcional na redlném vektorovém prostoru V' s normou |||, z € V a bud
A prostor pfipustnych vektori.

Rekneme, Ze funkciondl v nabyva na x € V lokdiniho maxima (resp. minima) vzhledem k A,
jestlize existuje O tak, ze pro kazdy vektor h € ONA je v[z] > v[z+h] (resp. v[z] < v[z+h]).
Rekneme, Ze funkcional v nabyva na x € V ostrého lokdlniho mazima (resp. minima) vzhledem
k A, jestlize existuje O tak, ze pro kazdy vektor h € (O N .A)\ {0} je v[z] > v[x + h] (resp.
v[z] < v[z + h]).

(Ostré) lokdlni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) lokdlni extrémy funkciondlu v

vzhledem k A.

Véta 1. Bud v funkciondl na redlném vektorovém prostoru V' s normou |-| a bud A prostor
pripustnych vektori. Pro pevné zvolené vektory x € V a h € A definujme redlnou funkci jedné
redlné promeénné ¢(-;x,h) predpisem p(a;x, h) = v|x + ahl. Ezxistuje-li variace funkciondlu

v na x vzhledem k A, pak év(x)[h] = d—ap(O;x,h).
o

Dukaz: Av[z] = p(a;z,h) — (052, h), Aa=a—0=«

d Y (0 A
—¢(0;z,h) = lim plasz, h) — (052, h) = lim vfz] =
dOé a—0 o ol o
~lim dv(x)lah] + |ah| Tlah] i adu(@)[h] + |a] [h] Tlah]
oa— « P o

= ov(z)[h] + ] lim sgn(a)Tlah] = dv(z)[A] O

Véta 2. Bud v funkciondl na redlném vektorovém prostoru V s normou |||, € V a A
prostor pripustnych vektoru. Jestlize funkciondl v nabjvd na x € V' svého lokdlniho extrému
vzhledem k A a existuje-li variace dv(x), pak dv(x) = 0 (tj. funkciondl, ktery kazZdému vektoru
z A pritadi éislo 0).
Duikaz: Necht v nabyva na x € V svého lokélniho maxima vzhledem k A a nechf existuje
ov(x).
Pfipustme, Ze existuje takovy vektor h € A takovy, ze dv(z)[h] > 0.
d
Definujme funkci ¢( -;x,h) jako ve Vété 1. Pak je d—gp(O;x, h) > 0. To podle znamych vét
a

z diferencidlniho poc¢tu funkci jedné proménné znamend, ze funkce (-, z,h) (tj. funkce ¢
chapand jako funkce pouze prvni proménné, pricemz druhou a tfeti proménnou povazujeme
za parametry) je rostouci v okoli nuly. Existuje tedy & > 0 takové ¢islo, Ze pro vSechna



a € (0,a) je p(asx,h) > ¢(0;x,h). Bud € > 0 libovolné a a € <0,min{d,ﬁ}>. Pak

9
ah|| = a|b] < == ] = €).

ah € A (nebot A je vektorovy podprostor) a ah € O, (nebot al

Pro ah € A tedy plati, ze
v[z + ah] = p(a;z,h) > @(0;2,h) = vlz],

coz znamena, ze funkcional v nenabyva v z svého lokdlniho maxima.

Analogicky ukéZeme, Ze nemuze existovat vektor h € A takovy, aby dv(x)[h] < 0. Celkem
tedy pro kazdy vektor h € A je dv(z)[h] = 0.

Pro minimum se dtkaz provede analogicky. g

Definice 5. Bud v funkcionél na reédlném vektorovém prostoru V' s normou |-| a A bud
prostor pfipustnych vektort. Vektor x € V se nazyva extrémadlni vektor (struéné extrémdla)
funkcionalu v (vzhledem k prostoru pripustniych vektori A), jestlize dv(z) = 0, tj. dv(x)[h] =0
pro kazdy vektor h € A.

2 Ulohy s pevnymi konci

b
2.1 Ulohy typu [ F(s,z(s),2'(s))ds — extr, z(a) = z1, z(b) = 9

Je-li F' dvakrat diferencovatelnad funkce t¥i proménnych, V prostor funkci definovanych a
spojité diferencovatelnych na intervalu [a,b] a na V je zavedena néktera z norem

lzly = max{[z(®)]: t € [a, 0]}
|lz|; = max{max{|z(t)|: t € [a,b]}, max{|z'(t)|: ¢ € [a,b]}}.

Poznamka 4. Definujme funkciondl v : V' — R predpisem

b

v[x] = /F(s,x(s),x/(s))ds.

a

Tento funkciondl je spojity na prostoru V' s normou |- ||;.

Dukaz: Bud z € V libovolna funkce a £ > 0 libovolné é&slo. PoloZme
p1 = min{z(t) : t € [a,b]}, p2=max{z(t): t€ [a,b]},

q =min{z'(t) : t € [a,b]}, ¢2=max{z'(t): t € [a,b]},

M = max{max{|Fx(t,£,17)| st €la,b),§ €[p1—e,p2+eln€lql —e,q + ¢},

ma‘X{‘Fx’(tagan)’ tte [aab]7§ € [pl —&,D2 +5]=77 € [ql —&Qq2 +€]}}7

5:min{a,m}.



Bud g € Osv,|-1,- S vyuzitim véty o stredni hodnoté a vét znamych z integralniho poctu
dostaneme

b b
lv[x + g] — v[z]| = /F(s,x(s) +g(s),2'(s) + ¢'(s))ds — /F(s,x(s),x'(s))ds <

)

b
< / | Fu(s,2(s) + 01(s)g(s), ' (5) + 9'(5)) 9(5) + For(5,2(5), 2/ (s) + D2(s)g'(5)) ' (s)ds

pficemz 0 < ¥1(s) <1, 0 < Ja(s) < 1 pro vSechna s € [a, b]. Tedy

ol + g] — vfa]| < /Mmax{\g(t)\ ¢ € [a, b]}ds +/Mmax{yg'(t)y ¢ € [a,b}ds <

<|gll;2M (b — a) < 2M (b — a)é < e.
]

Funkciondl v miize byt spojity i na prostoru V' s normou | - ||.

Polozme A ={h € V : h(a) = h(b) = 0}.

Hleddme lokalni extrémy funkciondlu v vzhledem k A. Navic pozadujeme, aby pro funkci
x € V, v niz se extrém realizuje, platilo x(a) = z1, x(b) = z2, kde z1, 22 € R jsou pfedem
dané konstanty. V pfipadé normy |-|; mluvime o slabych extrémech, v piipadé normy |||,
mluvime o silngch extrémech. (Nabyva-li funkciondl v na z silného extrému vzhledem k A,
nabyva na této funkci i slabého extrému.)

Vyuzijeme véty 1 a 2:

b
o 7, h) /F 5) + ah(s), ' (s) + al/(s))ds

b
dv(z)h] = "a ©(0;z, h) / 2’ (s))h(s) + Fp (s,2(s),2'(s))W (s)) ds .

Integraci per partes dostaneme
b b d
/Fm/(s’ x(s), x/(s))h/(s)ds = [Fm/(s’ x(s), :C/(S))h(s)]l; - / (d_Fm/(Sa :C(S), x'(s))) h(S)dS
S
a ponévadz h(a) = h(b) = 0, plati
b

ov(x)[h] = /<Fm(s,ﬂ:(s),x'(s))—%Fx/(s,x(s),x/(s))> h(s)ds = 0.

a

Tato rovnost ma platit pro libovolnou funkci A z prostoru pripustnych funkci A, takze pro
t € [a, b] musi byt splnéna Eulerova rovnice

d
F,——F, =0
x dtZB )



v rozepsaném tvaru
/ /"
F,—F.y — Fp, 2 — Fopx” = 0.

Reseni (integralni kiivky) Eulerovy rovnice spliiujici podminky
z(a) =x1, x(b) =z,

jsou extrémaly funkciondlu v. Jsou to funkce podezielé z toho, Ze na nich nabyva funkcional
v lokalniho extrému.

2.1.1 ResSeni Eulerovy rovnice v nékterych specialnich piipadech

1. F nezévisi na z’:
F.(t,z) = 0

Rovnice neni diferencidlni, jeji feSeni nezavisi na volitelnych konstantach. Uloha: najit
b

extrém funkcionalu v[z] = [ F(s,z(s))ds s podminkami z(a) = 1, 2(b) = z2 obecné
a

nema feSeni.

2. F zavisi pouze na z':
!
Fugx" = 0

Odtud F,,» = 0 nebo 2" = 0.
Je-li " = 0, pak x(t) = C1t + Cy, kde C1, Cy jsou konstanty.
Je-li Fipr =0 a A je kofenem této (nediferencidlni) rovnice s neznamou 2/, pak

z(t) = M+ C,

kde C' je konstanta.
Extrémalou je tedy tsecka.

3. F nezévisi na t:
/ !
FJ; - Fxlggm' - Fgglx/.%'/ =0

Ponévadz

d , B
E(F—:ch/)_

/ i " / / " / / "
=Fx +Fux' —x2"Fy —x (Fx/xx + Fprprx ) =z (Fx — Fox’ — Fopx ) ,

Eulerova rovnice prejde na tvar

neboli

kde C' je konstanta.



b
2.2 Ulohy typu [ F(s,x(s),@'(s))ds — extr, z(a) = z1, x(b) = @2

Je-li F' dvakrat diferencovatelnd funkce 2n 4+ 1 proménnych, V' prostor (vektorovych) funkei
R — R” definovanych a spojité diferencovatelnych na intervalu [a,b] a na V je zavedena
néktera z norem

lzly = [[(z1,22,...,22)7 ], = ZmaX{!xi(t)!:te[a,b]}
x|, = H(ml,xg,...,xn)Tul = Zmax{max{]wi(t)\ : t € [a,b]}, max{|zi(t)| : t € [a,b]}},
pak

b
v[x] = /F(s,xl(s),xg(s),...,xn(s),xﬁ(s),xé(s),...,x;(s))ds

je spojity funkcionél na V' s normou | - |;.
Polozme A= {h € V : h(a) = h(b) = 0}.
Hled4ame lokalni extrémy funkcionalu v vzhledem k A.
Polozme h' = (hy, ha, ..., hy)T € A, kde

h1=0,hy=0,...,hj—1=0,h;j41 =0,...,h, =0

a slozka h; je libovolnd (i = 1,2,...,n).
Analogicky jako v 2.1 odvodime

z ¢ehoz dostaneme soustavu Eulerovych diferencialnich rovnic druhého fadu

d

F - —
Tioodqt

Fy =0, 1=1,2,...,n
Jejim feSenim spliujicim podminky

zi(a) = (x1):, xi(b) = (x2)s, i=1,2,...,n

jsou extrémadly funkciondlu v — (vektorové) funkce podezielé z toho, Zze na nich nabyva
funkcional v lokalniho extrému.



b
2.3 Ulohy typu [ F(s,x(s),2'(s),2"(s),..., 2™ (s))ds — extr, z(a) = ao,
2'(a) = ayy - vy 2"V (a) = a1, 2(b) = By, 2(b) = Bry o ey V() = B,y

Je-li F' (n+1)-krat diferencovatelna funkce n + 2 proménnych, V' prostor funkei definovanych
a (n+1)-krat spojité diferencovatelnych na intervalu [a, b] a na V je zavedena néktera z norem

), =
= max{max{]w(t)] . t € [a,b]}, max{|z'(t)| : t € [a,b]}, ..., max{|z®)(t)] : t € [a, b]}},
k=01,2.....n

pak
b

v[x] = /F(s,x(s),x'(s),m”(s),...,x(")(s))ds
je spojity funkcional na V' s normou |- |,,.
Polozme A = {h € V : h(a) = W'(a) = - = h» D(a) = 0 = h(b) = W (b) = --- =
h=D(0)}.
Opét vyuzijeme véty 1 a 2:
b
o(a;x,h) = /F <s, 2(s) + ah(s), 2 (s) + ah/(s), 2" (s) + ah”(s), ..., ™ (s) + ah(")(s)) ds,

a

b
dv(z)[h] = —¢(0;z, h) / Fh—|—F h' + Eu h" + --—{—Fx(n)h(")) ds =

do

b b b
= / F,hds + / Fh'ds + / Fuh'ds + - + / Fyh™Mds
a a a a
Druhy az (n + 1)-ni integral upravime pomoci integrace per partes

b b b

d d
Fyhds = [Fuhl’ — | —F, = — | —F,

/ wh'ds [Fyrhl, /ds " hds /ds v hds

b
" b d /
/Fx"h dS = [Fx//h] — —Fx//hds =
a ds
b 42 2
= —[ . uh]a%—/@Fgguhds = /d 5 F,nhds

qn
Fx(n)h(")ds = (—1)"/TFm(n)hds.

S



Maé-li na funkci z € V byt extrém funkcionalu v, musi podle 2 byt

d a2 A

a

pro libovolnou funkci A € A. Odtud dostaneme Eulerovu-Poissonovu diferencialni rovnici

d d? d”
Fye S Fy g S By — oo (—1)"
* dsx+ds2x + )ds"
Jeji FeSeni (integralni kiivky) spliiujici podminky

z(a) = ap, 2'(a) = g, ..., x(”*l)(a) = an_1, o(b) = Bo, 2'(b) = B, ..., x(”*l)(b) = Bp_1

jsou extrémaly uvazované variacni tlohy. Jsou to funkce podezielé z toho, Ze na nich nabyva
funkcional v svého lokalniho extrému.

Fm(") = 0.

Analogicky jako v 2.2 lze ukdzat, Ze nutnou podminkou pro extrém funkcionalu

b
v[x] = /F(s,xl(s),xll(s),x'{(s),...,xgm)(s),...,xm(s),x;n(s),x;;(s),..., %‘m)(s))ds

je soustava rovnic

d d? dmi
Fpy = —Fy + =5 Fpr — -+ (-1 F
P D" g

my =0, 1=1,2,...,m.

2.4 Ulohy typu fF(x Y, u )d:pdy — extr,

781- 7ay
u(z,y) = g(af,y) pro (z,y) € 9Q

Necht F' : R> — R je tiikrat diferencovatelna funkce a 2 C R? je elementdrni mnozina
(vzhledem k obéma osdm), tj. existuji ¢isla xg, x1,y0,y1 € R a funkce n9,n1,&0,&1 : R = R
takové, ze

Q:{(ﬂ:,y)ER2:x0§x§x1,no( Y<y<n }
{(96 y) €ER?: yo <y <y, bly) <&}

a pro hranici mnoziny 2 plati

0N = {(m,no(x)) cR?: o §x§ﬂ:1}u{(az,n1(m)) cR?: x0 g;cgg;l} —
={(¢W).y) eR*:yo<y<m}U{(&W).y) ER*:yo<y<m}.

Necht dale V je vektorovy prostor funkci  — R dvakrat spojité diferencovatelnych na int
a spojitych na € s normou

ful = mx {mas e )| o) € 2} sup { G| - (o) € e},

sup{ Z—Z(m,y)‘ : (2,y) eintﬂ}}.




pak
ou ou

ol = [ F (.o, Gt ) ) dady

je spojity funkciondl na prostoru V.
Polozme A= {h €V : h(xz,y) =0 pro (z,y) € 6Q}.

Opét vyuzijeme véty 1 a 2. Pro zjednoduseni zapisu budeme pouzivat oznaceni a%u = Uy,

9., —
oyl = Uy

QO((X;U, h) - /F(l’,y,U(Z’,y) +04h($ay)7ux($ay) —i—ahx(m,y),uy(x,y) + ahy(.%',y))dl'dy,

Q
S0t = (0 h) =
— / (Fu(az, Y, Uy Uz, Uy )P+ o (2,9, U, Uy, Uy ) gy + Fy, (T, Y, u, Uy, uy)hy) dxdy.
Q

S vyuzitim Fubiniovy véty a integrace per partes dostaneme

9 v1 [ &1(y) 9k
F b — F _— =
[P Gpanay= [ | [ Fuas |y
Q Yo o(y)
Y1 51(21) d
:/ [P (@, u(, ), e (2, 9), 1wy (,9)) Al ) S0 / <£Fu> hdz [ dy =
) &o(y)

nebot h(&)(y), y) =0= h(&(y), y) Podobné dostaneme

oh d
/Fuya—ydxdy = —/ (d—yFuy> hdzdy.
Q Q

Ma-li tedy funkce u € V byt extrémalou funkciondlu v, musi podle vét 1 a 2 platit

ov(u)h] = / (Fu - %FM - dinul’> hdzdy = 0.

Aby tato rovnost byla splnéna pro libovolnou funkci h € A, musi byt funkce v zavorce za
integralem identicky nulovd na mnoziné . To znamend, Ze funkce u je FeSenim parcialni
diferencialni rovnice

4, d
dz ™ dy
Tato rovnice se nazyva Fulerova-Lagrangeova nebo Ostrogradského rovnice.

Poznamenejme, Ze rovnici (1) extrémély funkcionédlu lze odvodit i bez predpokladu, ze
mnozina {2 je elementarni. V takovém pfipadé bychom vyuzili Greenovy vzorce.



3 Ulohy s volnymi konci

b
3.1 Ulohy typu [ F(s,z(s),2'(s))ds — extr, z(a) = z;

Je-li F' dvakrat diferencovatelnd funkce t¥i proménnych, V' prostor funkci definovanjych a
spojité diferencovatelnych na intervalu [a,b] a na V' je zavedena néktera z norem

lzlly = max{|z(t)|: ¢ € [a,b]}

|z, = max{max{|z(t)| : ¢ € [a,b]}, max{|z'(t)| : ¢ € [a,b]}},

pak
b
v[x] = /F(s,x(s),x’(s))ds

je spojity funkcionél na V' s normou | - |;.

Polozme A= {h € V : h(a) = 0}.

Hledame lokalni extrémy funkcionalu v vzhledem k A. Navic pozadujeme, aby pro funkci
x € V, v niz se extrém realizuje, platilo z(a) = =1, kde 21 € R je pfedem dané konstanta.
V piipadé normy |-, mluvime o slabyjch extrémech, v piipadé normy |||, mluvime o silngch
extrémech.

Vyuzijeme véty 1 a 2:

b
ooz, h) = / Fls, 2(s) + ah(s), 2/ (s) + ab'(s))ds

b
dv(x)[h] = %@(O;x,h) :/(Fm(s,x(s),x/(s))h(s)+Fx/(s,x(5)’$'(5))h/(5)) ds.

a

Integraci per partes dostaneme

b

b
/sz(s,x(s),x'(s))h'(s)ds = [Fggz(s,x(s),x'(s))h(s)]z—/ <%sz(s,x(s),x/(s))> h(s)ds

a

a ponévadz h(a) = 0, plati

b
Su(x)[h] = Fy (b, x(b), 2/ (B))h(b) + / <Fx(s,m(s),x'(s)) _ %Fm/(s,x(s),x'(s))> h(s)ds = 0.

a

Tato rovnost plati pro kazdou pfipustnou funkci h € A pravé tehdy, kdyz funkce z spliiuje
na (a,b) Eulerovu rovnici

a tzv. podminku transverzality



Obrazek 1: K tloze o brachystochroné

Uplné stejné miizeme ukézat, Ze extrémala funkcionalu v, kterd vyhovuje podmince z(b) = z,
musi spliiovat Eulerovu rovnici a podminku transverzality

Fu(a,z(a),2'(a)) = 0.

3.1.1 Uloha o brachystochroné

V roce 1696 zformuloval Johann Bernoulli problém najit tzv. ¢aru nejrychlejSiho sestupu.
Predstavme si, ze hmotny bod, ktery je na zacatku v klidu a pohybuje se pouze piisobenim
gravitace, ma prekonat vodorovnou vzdalenost b. Vychozi bod v takovém pripadé samoziejmé
musi byt vyse, nez bod koncovy. Ma se najit ,prevyseni“ a tvar kiivky, po niz se ma bod
pohybovat, které zaruci, aby ¢as potfebny k prekonani vzdalenosti byl nejmensi.

Zavedeme soutadny systém tak, ze osa x je vodovorovna a sméfuje zleva doprava, osa y je
svisla a orientovana shora dolt. Vychozi bod je v pocatku soufadnic, koncovy bod méa prvni
soutradnici rovnu b a druhou, vyjadrujici ,,prevyseni“, zatim neurcenou, viz obr. 1.

Poloha pohybujiciho se bodu zévisi na case. V okamziku ¢ se bude bod nachéazet v bodé
(z,y) = (x(t),y(t)), od zacatku déje urazi dréhu s = s(¢) a poklesne o vysku y = y(t) =
y(x(t)). Draha s(t), kterou za ¢as ¢ urazi, je rovna délce brachystochrony od pocateéniho
bodu (0,0) do bodu (z(t),y(t)), tedy

s(t) = /\/ 1+y/(x)?de, (2)

kde ’ oznacuje derivaci podle proménné .
Rychlost v pohybujiciho se bodu je derivaci drahy podle casu,
ds
v=—.
dt

Oznac¢ime-li m hmotnost pohybujiciho se bodu, bude nartst jeho kineticka energie od zacatku
pohybu AWj, = %mvz a ztrata energie potencidlni AW, = mgy. Ze zdkona zachovani energie
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tedy dostaneme
1 ds\? B
2m dt = mgy,

kde g je tihové zrychleni. Ponévadz draha s bodu v Case nartista, je jeji derivace podle ¢asu
kladna a tedy z posledni rovnosti dostaneme

ds
O =+/2gy.

Za levou stranu dosadime derivaci proménné s dané rovnosti (2) podle ¢asu. Dostaneme tak

obyc¢ejnou diferencilni rovnici
dz
V1+y(x)® =
+y(@) 5

N AC
dt_\/ 2gy(x) d

Integraci této rovnosti dostaneme celkovy ¢as pohybu uvazovaného bodu jako

b
1 1+ y/(x)? .
NG 0/\/ s ©)

Tento ¢as zavisi na tvaru kiivky y = y(x).
Hleddme tedy minimum funkcionélu ¢ daného rovnosti (3). Ponévadz funkce

vV 29y

a po separaci proménnych

1+ y’2
29y

F:

nezavisi na nezavisle proménné x, bude Eulerova rovnice podle 2.1.1 tvaru
! —
F —y F, = const.

Jest

1 Y
Fp=—o Y
Y V29y\ 1+

takze

1
F - y'Fy/ = ——— = const,

2qy (1 + y’2)

a Eulerovu rovnici mizeme prepsat ve tvaru

y <1 + y’2) =C, (5)

kde C je kladné konstanta. Zavedeme substituci u = arccotgy/, tj. ¥’ = cotg u. Proménnou u
budeme povazovat za parametr. Z rovnosti (5) vyjadiime
C C (sinu)?

C
Y71 + (cotg u)? - (sinw)2 + (cosu)? = 5(1 — cos 2u). (6)

12



Pak plati
dy dydu C du du

il = 5251n2u£ = QCsinucosua.

Substituce tedy pfevadi rovnici (6) na obyéejnou diferencidlni rovnici se separovanymi pro-
ménnymi

cotgu =

dx

v 2C (sinu)?,

jejiz obecné feseni je
.2 C .
x=2C [ (sinu)*du=C [ (1 — cos2u)du = 5(2u —sin2u) + D, (7)

kde D je integracni konstanta. Tato rovnost spolu s (6) pfedstavuje obecné feseni Eulerovy
rovnice v parametrickém tvaru.

Pocéteéni bod je v poéatku soufadnic (0,0), tj. y = 0 pro = = 0. Podle (6) je y = 0 pro
u = 0, takze pro u = 0 musi byt z = 0, coz vzhledem k (7) znamend

Ozg(O—SiHO)—FD:D. (8)

Podle rovnosti (4) je podminka transverzality tvaru

y'(b)

=0
V29y(0) (1 +y/(0)?)
a to znamend, ze y'(b) = 0. Ponévadz
dy
r_dy  qy . 2sin2u
Y =a ™ dy 2 —2cos2u’
du

jey’ =0 prou = F. Tedy pro u = § ma byt x = b, takze podle (7) a (8) plati

sz(ﬂ'—sinw),

neboli C' = 2b/w. Parametrické vyjadfeni brachystochrony tedy je

b
x = —(2u — sin 2u),
7r

e[of]
U 5]

b
= 2(1 - cos2
Yy 7T( cos 2u),

b 2b
Jedna se o cykloidu s polomérem kotalejici se kruznice —. Koncovy bod je tedy o — nize, nez
T T

bod vychozi.
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b
3.2 Bolzova uloha ®(z(a),z(b)) + [ F(s,x(s),2/(s))ds — extr

Je-li F' dvakrat diferencovatelnd funkce tii proménnych a & diferencovatelnd funkce dvou
proménnych, V prostor funkci definovanych a spojité diferencovatelnych na intervalu [a, b]
s nékterou z norem

lzlly = max{|z(t)|: ¢ € [a,b]}
|z, = max{max{|z(t)|: t € [a,b]}, max{|z'(t)| : t € [a,b]}},
pak

b
v[z] = ®(x(a),z(b)) + /F(s,m(s),x'(s))ds

je spojity funkcional na V' s normou | - |.

Polozme A = V. Hledame lokalni extrémy funkciondlu v vzhledem k A. V pfipadé normy
|-|l; mluvime o slabych extrémech, v pfipadé normy |-|, mluvime o silngch extrémech. Opét
vyuZzijeme véty 1 a 2:

b
o(a;z,h) = @ (x(a) + ahla),z(b) + ah(b)) + /F(s, x(s) + ah(s),2'(s) + ah’(s))ds,

dv(z)[h] = %so(o;x,h) = Py(q) (x(a), x(b)) h(a) + Pu) ((a), (b)) h(b)+

b
+ / (Fm(s,x(s),x'(s))h(s) + Fx/(s,x(s),x'(s))h'(s)) ds

a budeme integrovat per partes
b

b
/Fm/(s,w(S),ﬁﬂ'(S))h'(S)ds = [Fx/(s,w(S),x'(S))h(S)]Z—/

a

takze
0 = ou(z)h] = <q>$(a) ((a), 2(b)) — Fy (a,x(a),x'(a)))h(a)—i—

+ (@20 ((a), 2(0)) + For (b,2(6), 2/ (8)) ) h(0)+
b

+ / <Fx(s,m(s),x'(s)) - %Fm/(s,x(s),x'(s))> h(s)ds.

Tato rovnost plati pro kazdou pfipustnou funkci h € A pravé tehdy, kdyz funkce x spliiuje
na (a,b) Eulerovu rovnici

F, = —F,

dt
a podminky transverzality

Fx/(a,x(a),x/(a)) = @m(a)(:c(a),x(b)), Fx/(b,x(b),x'(b)) = —@x(b)(x(a),x(b)).

Poznamenejme, ze volbou ® = 0 dostaneme ulohu pfedchoziho typu bez omezeni z(a) = ;.
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3.3 Ulohy typu [ F(s,z(s),2'(s))ds — extr, z(a) = z;

Necht F je dvakrét diferencovatelna funkee t¥i proménnych, C([a, 00)) mnozina funkci defi-
novanych, ohrani¢enych a spojité diferencovatelnych na intervalu [a, 00), V = C([a, 00)) x R.
Na V lze zavést normu

@, )y = mas {|7], max{sup{|=(t)] : ¢ € a,00)},sup{|a’(t)|: ¢ € [a,00)}}}
Pak

v[(z, )] = /F(s,x(s),x'(s))ds

je spojity funkcional na V.
Polozme A = {(h,v) € V : h(a) = 0}.
Hleddme lokalni extrémy funkciondlu v vzhledem k A za podminky z(a) = z1. Opét
vyuZzijeme véty 1 a 2:
T+av

o(a; (z,7), (h,v)) = / F(s, x(s) + ah(s),z'(s) + ah/(s))ds,

a

%gp(a, (z,7), (h, l/)) =

=VvF (1 + av,z(1 + aw) + ah(T + av), 2’ (T + av) + ab' (1 + av)) +
T+av
4 / Fy (5,2(s) + ah(s), 2/ (s) + ab(s)) h(s)ds+

a
T+ov

+ / Fy (s,3(s) + ah(s), 2 (s)ah/(s)) K'(s)ds,

a

sv(z, 7)[(h,v)] = %30(0, (z,7), (h,v)) =

T

=vF (r,2(7),2' (1)) + / (Fy (s,2(s),2/(s)) h(s) + Fy (s, 2(s),2'(s)) W' (s)) ds.

Integraci per partes a s vyuzitim podminky h(a) = 0 dostaneme

/Fx/(s,x(s),x/(s))h/(s)ds =

= [Fos.a(s). 2/ (s)h(3)]; - / (57 (52 (6) ) o) =



takze plati

= vF (T,x(T),x'(T)) + F, (T,ﬂ:(T),x'(T)) h(T)+
+/ (Fw (s,2(s),a'(s)) — %Fm/ (s,x(s),x'(s))) h(s)ds.

a

Tato rovnost je splnéna pro kazdou dvojici (h,v) € A pravé tehdy, kdyz funkce x spliiuje
Eulerovu rovnici

a podminky transverzality

F (r,2(7),2'(1)) = 0, Fy (1,2(7),4'(1)) = 0.
4 Vazané (podminéné) extrémy

b
4.1 Ulohy typu [ F(s,z(s),#'(s))ds — extr, x(a) = @1, (D) = xa,

(Vs € [a,b]) fi(s,2(s)) =0, j =1,2,...,m

Necht F : R™2" — R je dvakrat diferencovatelna funkce a Vj, je prostor spojité diferencova-
telnych vektorovych funkei « : [a,b] — R™ s normou

|z, = Zmax {max{|z;(s)| : s € [a,b]}, max{|z}(s)| : s € [a,b]}}.

Pak v : V}, — R definovany vztahem

b b
vlx] = /F(s,;c(s),a:'(s))ds = /F(s,xl(s),...,xn(s),x'l(s),...,x'n(s))ds

je spojity funkcionél na vektorovém prostoru V;, s normou | - ||;.
Necht déle f; : RM™™ — R, j =1,2,...,m jsou diferencovatelné nezavislé funkce. Polozme

X={xeV,:(Vs€[a,b])(Vj €{1,2,....,m})f;(s,z(s)) =0},

A={heV,: h(a) =0=h(b)},
Ax ={he A: Ve e X)x+h e X};
poznamenejme, ze mnozina Ax C V,, obecné neni vektorovy podprostor. Rekneme, Ze funk-
ciondl v nabyvd na x* € V,, lokdlniho mazima (resp. minima) vzhledem k A na mnoziné X,
jestlize * € X a existuje O takové, Ze pro kazdou funkci h € ONAx plati vjxz* + h] < v[x*]
(resp. v[x*+h]| > v[x*]). Strucné mluvime o extrémech za podminek fj(x) =0,5=1,2,...,m
nebo o vazangych extrémech.
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Uvazujme nyni prostor V,, s normou |-|[,. Bud L : R*2"+™ — R funkce definované
vztahem

L(s,m,@',y) = F(s,x,@') + > _y; f;(s,2(s))
=1

(slozky vektoru y se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory). Pak funkcional v* : V,, x V,, = R
definovany vztahem

b b
vl = [ Do was = [ Ploal,26) + Y ue(s.20) | as

j=1
je spojity. Polozime
A*={h eV, XV, : hi(a) = hg(a) =+ = hy(a) =0=hy(b) = ha(b) =--- = h,(b)}.
Prostor A lze povaZovat za podprostor prostoru A*, nebot zobrazeni
(h1,h2, ..., hy) — (hi,ho, ..., hy,0,0,...,0)

je prosté.
Extrémaly funkcionalu v* podle 2.2 splnuji Eulerovy rovnice

d d
Lo — 7Ly =0, i=12...n Ly ——
i S

T 1 Ly3:0, 7=12,....,m.

Avsak L,, = 0, nebot hodnota funkce L nezavisi na derivaci funkce y;, a
J

Ly, = 3%] <F(s,;c,:c') + ];ykfk(S,‘I’)) = fj(=).

Extrémaly funkcionalu v* tedy splnuji n + m rovnic

d
Lo~ Ly=0, i=12...n  [;=0 j=12..m
S 1

Odtud plyne, ze pro extrémalu (x*, y*) funkcionalu v* plati

b
x*,y") :/ F(s,z*( —i—Zyj *(s)) | ds =

_ /F(s,m*(s),m*l(S)) = vfa*].

Ponévadz Ax C A C A%, plati: Pokud na (x*,y*) je lokdlni extrém funkcionalu v* vzhledem
k A*, pak na x* je lokalni extrém funkcionalu v vzhledem k A na mnoziné X.
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4.1.1 Uloha o geodetickych &arich

Mezi vSemi kiivkami, které spojuji dva body na ploSe o rovnici f(z,y,z) = 0 se mé vybrat
ta, kterd ma nejmensi délku.
Délka kiivky {(y(z),z(z)) : @ € [xo,21]} je rovna integralu

.2 = [VIFY P+ 7R da,

" oznacuje derivaci podle proménné x. Hleddme tedy minimum funkcionélu ¢ za podminky

f(z,y,2) = 0.
Mame
L(z,y, 29,2, ) =\[1+ % + 2 + \@)f (2,9, 2),
/ /
Y z
Ly = )‘fya Ly/ = Lz = )‘fza Lz’ =

1+y2+27% 1+y2+27
Geodetické ¢ary tedy spliiuji rovnice
d y d 2!

= - A e
dz /1+y/2+z/2 ? fZ dx /71+y/2+212 5

Eliminaci Lagrangeova multiplikdtoru A z prvnich dvou rovnic dostaneme

Ay f(z,y,2) = 0.

d y d 2!

fzﬂw/1+y'2+z'2 :fyaw/1+y’2+z'2 '

Ponévadz

yYN1+y?+ 27—y 2y 222

d y 20/1 4 y'? + 2/ _

@/1+y/2+z/2 - 1+y’2+z’2

" 12 12\ a2

Y <1+y + z > Yoy —y ez _y”—l—z’(z’y”—z”y/)
3/2 - 3/2

(L+y2+ 2%) (L+y?+27)

d Z/ B Zl/ + y/ (ylZ// _ y”Z/)

WVIHy?+27 (Lg%

miizeme posledni rovnici pfepsat na tvar

p "+ (Zlyl/ . z//y/) _ 24y (y'z” _ y”z/)
T+ Ay )

Po tpravé dostaneme, ze geodeticka ¢ara spliiuje rovnice

fzy” - fyZ” = (fyy, + fzzl) (y/ZU - y”Z,) ’ f(.%', Y, Z) -
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