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1

Kapitola 1

Plošný integrál

1.1 Plochy v prostoru

Plochou S v prostoru budeme rozumět graf funkce

S : z = f(x, y), [x, y] ∈ D,

kde f(x, y) je spojitá funkce, která má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Takovýmto
plochám budeme ř́ıkat hladké.

Normálový vektor Máme-li rovnici roviny ̺ : ax+ by + cz +d = 0, pak jej́ı normálový vektor
je ~n = (a, b, c). Připomeňme, že tečná rovina k ploše S v bodě [x0, y0] má rovnici

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Odtud vid́ıme, že tečná rovina má normálový vektor ~n = (fx, fy,−1) nebo ~n = (−fx,−fy, 1).
Pro velikost tohoto vektoru plat́ı |~n| =

√

f 2
x + f 2

y + 1.

Velikost plochy Pro obsah m(S) plochy plat́ı následuj́ıćı vztah

m(S) =

∫∫

D

√

1 + f 2
x(x, y) + f 2

y (x, y) dx dy.

Př́ıklad 1.1. Vypočtěte obsah povrchu parabolické plochy z = x2 + y2, kde 0 ≤ z ≤ 9.

Řešeńı. Máme

f(x, y) = x2 + y2, fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y, dS =
√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy.

a odtud

m(S) =

∫∫

D

√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy.



2 Plošný integrál

Rovina z = 9 prot́ıná paraboloid v kružnici x2 + y2 = 9. Proto daná plocha lež́ı nad oblast́ı D,
která je kruhem se středem v počátku a poloměrem r = 3 a pro výpočet využijeme s výhodu
polárńıch souřadnic

∫∫

D

√

1 + 4x2 + 4y2 dxdy =

∫

2π

0

dϕ ·
∫

3

0

r
√

1 + 4r2 dr = |1 + 4r2 = t| =

= 2π
1

8

∫

37

1

√
t dt =

π

4

[

2

√
t3

3

]37

1

=
π

6

(√
373 − 1

)

.

N

Orientace plochy Orientaci plochy v daném bodě definujeme volbou směru vektoru normály
~n takto:

a) sv́ırá–li ~n ostrý úhel s kladným směrem osy z, ř́ıkáme, že plocha je orientována nahoru a
~n = (−fx,−fy, 1),

b) sv́ırá–li ~n tupý úhel s kladným směrem osy z, ř́ıkáme, že plocha je orientována dol̊u a ~n =
(fx, fy,−1),

c) pokud je vektor ~n kolmý na osu z, pak ~n = (fx, fy, 0) a plocha je rovnoběžná s rovinou xy.

1.2 Plošný integrál prvńıho druhu

Jedná se o analogii křivkového integrálu prvńıho druhu, tedy o integrál ze skalárńı funkce přes
plochu S.

Definice 1.2. Necht’ S je hladká plocha, která je grafem funkce z = f(x, y) definované na
množině D a necht’ F (x, y, z) je funkce spojitá na ploše S. Plošným integrálem prvńıho druhu
rozumı́me

∫∫

S

F (x, y, z) dS =

∫∫

D

F (x, y, f(x, y))
√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy.

V př́ıpadě, že funkce F (x, y, z) = 1 udává daný integrál obsah m(S) plochy S. Fyzikálńı
interpretace opět záviśı na významu funkce F (x, y, z). Př́ıkladem aplikace je např́ıklad určeńı
hmotnosti M plochy S, jestliže známe hustotu ρ(x, y, z) v libovolném bodě (x, y, z) plochy. Ze
vzorce

ρ =
M

m(S)
tj. M = ̺ m(S),

dostáváme

M =

∫∫

S

ρ(x, y, z) dS =

∫∫

D

̺ (x, y, f(x, y))
√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy.

Př́ıklad 1.3. Vypočtěte integrál
∫∫

S
xyz dS, kde S je část roviny x + y + z = 1 v 1. oktantu

(tedy pro x ≥ 0, y ≥ 0 a z ≥ 0).
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Řešeńı. Nejprve vyjádř́ıme plochu S:

z = 1 − x − y, kde 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x.

Plat́ı

fx(x, y) = −1, fy(x, y) = −1, dS =
√

1 + (−1)2 + (−1)2 dxdy =
√

3 dxdy.

Dostáváme tak
∫∫

S

xyz dS =
√

3

∫∫

D

xy (1 − x − y) dxdy =
√

3

∫

1

0

dx

∫

1−x

0

xy (1 − x − y) dy =

=
√

3

∫

1

0

x

[

y2

2
− xy2

2
− y3

3

]1−x

0

dx =
√

3

∫

1

0

x

6
(1 − x)3 dx = ... =

√
3

120
.

N

Př́ıklad 1.4. Vypočtěte hmotnost kuželové plochy S : z =
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2, je-li hustota
plochy ρ konstantńı.

Řešeńı. Plat́ı
fx =

x
√

x2 + y2
, fy =

y
√

x2 + y2
,

odtud

dS =
√

1 + f 2
x + f 2

y =

√

1 +
x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
=

√
2.

Pro hmotnost tak dostáváme

M =

∫∫

S

ρ(x, y, z) dS =

∫∫

D

ρ
√

2 dxdy =
√

2ρ

∫∫

D

dxdy = 4
√

2πρ.

Při výpočtu jsme užili skutečnosti, že posledńı integrál vyjadřuje obsah oblasti D, tedy kruhu
o poloměru 2. N

1.3 Plošný integrál druhého druhu

Protože nejd̊uležitěǰśı aplikaćı plošného integrálu 2. druhu je výpočet toku vektorového pole
orientovanou plochou, provedeme výklad tohoto integrálu na výpočtu této veličiny.

Přitom si představ́ıme, že část prostoru je vyplněna nestlačitelnou proud́ıćı kapalinou, při-
čemž rychlost každé částice je určena jen jej́ı polohou a nezáviśı na čase. Pole rychlosti to-
hoto prouděńı je popsáno vektorovou funkćı ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)). Ve
zkoumané části prostoru se nacháźı orientovaná plocha S. Chceme zjistit, jaké množstv́ı tekutiny
proteče plochou za jednotku času ve směru jej́ı orientace, tj. na tu stranu plochy, kam směřuj́ı
jej́ı normálové vektory určuj́ıćı orientaci. I v tomto př́ıpadě budeme uvažovat plochu, která je
grafem funkce z = f(x, y) na nějaké oblasti D.
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Definice 1.5. Necht’ S je hladká plocha orientovaná tak, že normálové vektory
”
směřuj́ı na-

horu“, tj. sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z ostrý úhel, pak plošným integrálem druhého druhu
rozumı́me

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

∫∫

S

~F (x, y, z) · ~n(x, y, z) dS,

kde ~n je jednotkový normálový vektor plochy S

~n =

(

−fx
√

1 + f 2
x + f 2

y

,
−fy

√

1 + f 2
x + f 2

y

,
1

√

1 + f 2
x + f 2

y

)

.

V př́ıpadě, že je plocha S orientovaná tak, že normálové vektory
”
směřuj́ı dol̊u“, tj. sv́ıraj́ı

s kladným směrem osy z tupý úhel, pak normálový vektor plochy S vezmeme

~n =

(

fx
√

1 + f 2
x + f 2

y

,
fy

√

1 + f 2
x + f 2

y

,
−1

√

1 + f 2
x + f 2

y

)

Vezmeme–li vektorovou funkci ~F ve tvaru ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)), do-
staneme z předchoźı definice pro plochu orientovanou vzh̊uru:

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

=

∫∫

S

(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ·
(

−fx
√

1 + f 2
x + f 2

y

,
−fy

√

1 + f 2
x + f 2

y

,
1

√

1 + f 2
x + f 2

y

)

dS =

=

∫∫

D

(P (x, y, f(x, y)), Q(x, y, f(x, y)), R(x, y, f(x, y))) · (−fx,−fy, 1)
√

1 + f 2
x + f 2

y

√

1 + f 2
x + f 2

y dxdy =

=

∫∫

D

(P (x, y, f(x, y)), Q(x, y, f(x, y)), R(x, y, f(x, y))) · (−fx,−fy, 1) dxdy.

Odtud
∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

=

∫∫

D

[−P (x, y, f(x, y))fx(x, y) − Q(x, y, f(x, y))fy(x, y) + R(x, y, f(x, y))] dxdy.

Pro plochu orientovanou dol̊u, dostaneme ve výsledném vzorci opačné znaménko, ale tvar
z̊ustane nezměněn.

Speciálńı př́ıpady plošného integrálu 2. druhu jsou:

a) Vektorové pole ~F = (0, 0, R(x, y)) a S : z = f(x, y), pro (x, y) ∈ D. Pro tok T plat́ı

T =

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S = ±
∫∫

D

(0, 0, R(x, y, f(x, y)) · (−fx(x, y),−fy(x, y), 1) dxdy.
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A odtud

T =

∫∫

D

R(x, y, f(x, y)) dxdy,

jestliže normála plochy
”
mı́̌ŕı nahoru“ (sv́ırá ostrý úhel s kladným směrem osy z), nebo

T = −
∫∫

D

R(x, y, f(x, y)) dxdy,

jestliže normála plochy
”
mı́̌ŕı dol̊u“ (sv́ırá tupý úhel s kladným směrem osy z).

b) Vektorové pole ~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), 0) a z = konst. V tomto př́ıpadě ~n = (0, 0,±1) a

∫∫

S

~F (x, y, z) · d~S =

∫∫

D

(P (x, y, z), Q(x, y, z), 0) · (0, 0,±1) dxdy = 0.

Př́ıklad 1.6. Vypočtěte tok vektorového pole ~F (x, y, z) = (0, 0, 2) plochou S, která je oriento-
vaná tak, že normálové vektory sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z ostrý úhel nebo pravý úhel.

Řešeńı. a) S : z = 2 − y, kde 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0 a z ≥ 0.
Plat́ı ~n = (−fx,−fy, 1) = (0, 1, 1). Dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(0, 0, 2) · (0, 1, 1) dxdy = 2

∫∫

D

dxdy = 16.

Výsledek dvojného integrálu jsme źıskali úvahou, protože se jedná o obsah plochy D, kterou
je obdélńık o stranách 4 a 2 délkové jednotky. Tok plochou je tedy 16 jednotek toku.

b) S : z =
√

4 − y2, 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0, z ≥ 0.
I v tomto př́ıpadě sv́ıraj́ı normálové vektory plochy ostrý úhel s kladným směrem osy z a
plat́ı ~n = (−fx,−fy, 1) = (0, y

4−y2 , 1). Dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(0, 0, 2) · (0, y

4 − y2
, 1) dxdy = 2

∫∫

D

dxdy = 16.

Také v tomto př́ıpadě je oblast D stejný obdélńık jako v části a). Tok plochou je tedy opět
16 jednotek toku.

c) S je válcová plocha x2 + y2 = 4, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 2.
V tomto př́ıpadě jsou normálové vektory kolmé na kladný směr osy z, a tedy také na vektor
~F = (0, 0, 2) V každém bodě válcové plochy plat́ı

~F · ~n = 0.

Tok vektorového pole plochou je tedy v tomto př́ıpadě roven nule.
N

Př́ıklad 1.7. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (2,−1, 1) kuželovou plochou z = 2
√

x2 + y2,
0 ≤ z ≤ 4, která je orientovaná tak, že jej́ı normálové vektory sv́ıraj́ı s kladným směrem osy z

tupý úhel.
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Řešeńı. Plat́ı

fx =
2x

√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,

odtud

~n =

(

2x
√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,−1

)

.

Pro tok T pak dostáváme

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫

D

(2,−1, 1) ·
(

2x
√

x2 + y2
,

2y
√

x2 + y2
,−1

)

dx dy =

=

∫∫

D

(

4x
√

x2 + y2
− 2y
√

x2 + y2
− 1

)

dx dy =

∫∫

D

4x − 2y
√

x2 + y2
dx dy −

∫∫

D

dx dy.

Źıskaný dvojný integrál jsme rozdělili na dva integrály pouze z d̊uvodu výpočtu. Prvńı integrál
vypočteme transformaćı do polárńıch souřadnic, ve kterých je oblast D určena nerovnicemi
0 ≤ ̺ ≤ 2 a 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Dostáváme

∫∫

D

4x − 2y
√

x2 + y2
dxdy =

∫

2

0

d̺

∫

2π

0

4̺ cos ϕ − 2̺ sin ϕ
√

̺2 cos2 ϕ + ̺2 sin2 ϕ
̺ dϕ =

=

∫

2

0

̺ d̺ ·
∫

2π

0

(4 cos ϕ − 2 sin ϕ) dϕ =

=

[

̺2

2

]2

0

[4 sin ϕ + 2 cos ϕ]2π

0
= 0.

Druhý integrál, pokud neuvažujeme znaménko, vyjadřuje obsah kruhu, jehož poloměr je 2. Máme
tedy

−
∫∫

D

dxdy = −4π.

Celkový tok T přes plochu S je roven −4π jednotek toku. N

1.4 Gauss-Ostrogardského věta

Věta 1.8. Necht’ ~F = (P, Q, R) je vektorová funkce definovaná na oblasti Ω ⊂ R
3 a G ⊂ Ω

je uzavřená ohraničená oblast, jej́ı̌z hranićı je uzavřená plocha S orientovaná podle vněǰśıch

normál. Necht’ P , Q, R, Px, Qy a Rz jsou na Ω spojité. Pak plat́ı

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫∫

G

div ~F dx dy dz =

∫∫∫

G

(Px + Qy + Rz) dx dy dz.



Cvičeńı 7

Výpočet toku vektoru přes uzavřenou plochu tedy převád́ıme na trojný integrál přes vnitřek
této plochy.

Interpretujeme-li plošný integrál jako tok T vektorového pole uzavřenou plochou, pak T =
T1−T2, kde T1 je množstv́ı tekutiny, které z G vyteče za jednotku času, a T2 je množstv́ı tekutiny,
které do G za stejný čas přiteče.

Je-li T = 0, pak z oblasti vytéká právě tolik tekutiny, kolik do ńı vtéká.
Je-li T > 0, pak z oblasti vytéká za jednotku času v́ıce tekutiny, než kolik do ńı vtéká. Dá

se to vysvětlit tak, že uvnitř oblasti G se nacházej́ı tzv. zř́ıdla, tj. body, ve kterých nějakým
zp̊usobem přibývá tekutiny.

Když T < 0, pak z oblasti vytéká méně tekutiny, než kolik do ńı vtéká. To se dá vysvětlit
t́ım, že v oblasti se nacháźı tzv. nory, ve kterých se tekutina ztráćı.

Př́ıklad 1.9. Vypočtete tok T =
∫∫

S
~F · d~S, kde ~F (P, Q, R) = (y2, z2, x2), přes povrch krychle

−1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 a −1 ≤ z ≤ 1 orientovaný tak, že normála mı́̌ŕı zvnitřku ven.

Řešeńı. Jsou splněny předpoklady Gaussovy-Ostrogradského věty. Přitom

div ~F = Px + Qy + Rz = 0.

Plat́ı tedy

T =

∫∫

S

~F · d~S =

∫∫∫

G

div ~F dxdydz = 0

N

Cvičeńı

1. Pomoćı plošného integrálu spočtěte obsah plochy S, která je grafem funkce z =
√

x2 + y2 na
oblasti D : x2 + y2 ≤ 4.

2. Vypočtěte obsah části plochy z = 1

2
(x2 + y2) lež́ıćı uvnitř válcové plochy x2 + y2 = 1.

3. Vypočtěte integrál
∫∫

S
(2x + 4

3
y + z) dS, kde S je část roviny v 1. oktantu.

4. Vypočtěte tok vektorového pole F = (0; 0; 1) plochou S : z =
√

1 − y2, kde 0 ≤ x ≤ 4, y ≥ 0,
z ≥ 0, a která je orientovaná tak, že normálový vektor sv́ırá s osou z ostrý úhel.

5. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) orientovanou plochou S, kterou je část roviny
x
2

+ y

3
+ z

4
= 1 v 1.oktantu a jej́ıž normálové vektory sv́ıraj́ı s osou z ostrý úhel.

6. Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) orientovanou plochou S, kterou je kulová plocha
x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0, jej́ıž normálové vektory sv́ıraj́ı s osou z ostrý úhel.

Výsledky:

1. 4π
√

2 2. 2

3
π(2

√
2 − 1) 3. 4

√
61 4. 4 5. 12 6. 54π
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Kapitola 2

Diferenciálńı operátory matematické

fyziky

Do ted’ jsme se setkávali hlavně s tzv. skaláry, tj. funkcemi, které určovali pouze velikost nějaké
veličiny. V této části se seznámı́me s vektorovou funkćı, která kromě informaci o velikosti, posky-
tuje i informaci o směru p̊usobeńı nějaké veličiny.

Definice 2.1. Necht’ D je otevřená množina v R
2 a necht’ P (x, y), Q(x, y) jsou funkce defino-

vané v D. Pak tato dvojice definuje vektorovou funkci ~F (x, y). Množina D spolu s funkćı ~F se
nazývá vektorové pole.

Funkce ~F je tak dvousložkový vektor, který můžeme napsat pomoćı funkćı P (x, y), Q(x, y),
které nazýváme složky vektorové funkce:

~F (x, y) = P (x, y)~i + Q(x, y)~j = 〈P (x, y), Q(x, y)〉,

kde ~i = 〈1, 0〉, ~j = 〈0, 1〉 jsou jednotkové vektory ve směru souřadných os.
Nejjednodušš́ı zp̊usob jak si dané pole představit, je v několika bodech nakreslit šipky repre-

zentuj́ıćı vektor ~F (x, y), který zač́ıná v bodě (x, y).

Př́ıklad 2.2. Pomoćı nakresleńı několika vektor̊u popǐste vektorové pole definované funkćı
~F (x, y) = 〈−y, x〉.

Řešeńı. Protože např́ıklad ~F (1, 0) = 〈0, 1〉, nakresĺıme vektor ~j = 〈0, 1〉 zač́ınaj́ıćı v bodě [1, 0].

Podobně např́ıklad ~F (2, 2) = 〈−2, 2〉, proto v bodě [2, 2] nakresĺıme vektor 〈−2, 2〉. Stejným
zp̊usobem vybereme i daľśı reprezentanty a nakresĺıme př́ıslušné vektory. N

Podobně můžeme definovat vektorovou funkci F (x, y, z) na množině V ⊂ R
3. Bude pak

~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k

tř́ısložková funkce, která bude bod̊um v prostoru přǐrazovat vektory v prostoru. Vektorová pole
v prostoru pak můžeme reprezentovat analogicky jako vektorová pole v rovině.
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(a) ~F = 〈−y, x〉
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(c) ~F = 〈sin x, sin y〉

Obrázek 2.1: Př́ıklady vektorových poĺı
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(a) ~F = 〈−y,−2, x〉
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(c) ~F = 〈x, y, z〉

Obrázek 2.2: Př́ıklady vektorových poĺı

Př́ıklad 2.3. Newton̊uv gravitačńı zákon ř́ıká, že velikost gravitačńı śıly mezi dvěma tělesy
s hmotnostmi m1 a m2 je dána vztahem

|~F | = κ
m1m2

r2
,

kde r je vzdálenost mezi tělesy a κ je gravitačńı konstanta. Popǐste př́ıslušné vektorové pole.

Řešeńı. Umı́stěme jedno z těles do počátku soustavy souřadnic a označme polohový vektor
druhého tělesa ~x = 〈x, y, z〉. Potom vzdálenost r je rovna velikosti tohoto vektoru, tj. r = |~x|.
Gravitačńı śıla vztažená k druhému tělesu směřuje do počátku a jednotkový vektor v tomto
směru je

− ~x

|~x| .
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Obrázek 2.3: Gravitačńı silové pole

Dostaneme tak gravitačńı śılu, která p̊usob́ı na těleso v ~x = 〈x, y, z〉 dánu vztahem

~F (~x) = −κ
m1m2

|~x|3 ~x.

Dostáváme tak př́ıklad vektorového pole, které se nazývá gravitačńı silové pole. Pomoćı složek
můžeme předcházej́ıćı rovnici zapsat ve tvaru

F (x, y, z) = κ
−xm1m2

(x2 + y2 + z2)
3

2

~i + κ
−ym1m2

(x2 + y2 + z2)
3

2

~j + κ
−zm1m2

(x2 + y2 + z2)
3

2

~k,

kde
√

x2 + y2 + z2 je velikost vektoru ~x. N

Gradient funkce V kapitole o diferenciálńım počtu jsme se setkali s pojmem gradient funkce
f , který byl definován pro funkci dvou proměnných

gradf(x, y) = 〈fx(x, y), fy(x, y)〉,

př́ıpadně pro funkci tř́ı proměnných

gradf(x, y, z) = 〈fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)〉.

Gradient funkce je tak př́ıkladem vektorového pole. Toto pole v každém bodě ukazuje směr
největš́ıho r̊ustu funkce. Ve fyzice se vektorové pole ~F , které je gradientem nějaké skalárńı funkce
f (tj. ~F = gradf), nazývá konzervativńı vektorové pole a danou funkci f nazýváme potenciálovou

funkci (potenciálem) pole ~F .

Př́ıklad 2.4. Najděte gradientové vektorové pole funkce f(x, y) = x2y − y3.

Řešeńı. Vzhledem k tomu, že gradf je dán vztahem

gradf(x, y) = 〈fx(x, y), fy(x, y)〉
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Obrázek 2.4: Gradient a vrstevnice

dostáváme

gradf(x, y) = 〈2xy, x2 − 3y2〉.
Na obrázku 2.4 je př́ıslušné pole společně s vrstevnicemi. Můžeme si povšimnout, že vektory
gradientu jsou kolmé na vrstevnice a větš́ı č́ım jsou vrstevnice bĺıže. Proč je tomu tak? N

Na vektorových poĺıch můžeme definovat dvě operace, které nám umožńı popis jejich chováńı.
Jde o divergenci a rotaci vektorového pole.

Divergence Jestliže ~F = P~i + Q~j + R~k je vektorové pole na R
3 a existuj́ı parciálńı derivace

Px, Qy, Rz, pak divergenćı vektorového pole ~F rozumı́me funkci

div ~F (x, y, z) = Px(x, y, z) + Qy(x, y, z) + Rz(x, y, z).

Všimněme si, že divergence je skalárńı veličina, jej́ı význam můžeme vysvětlit např́ıklad takto.
Popisuje-li ~F rychlost prouděńı kapaliny nebo plynu, pak div ~F popisuje mı́ru změny množstv́ı
této kapaliny (plynu), která proud́ı z bodu [x, y, z]. Jinými slovy, divergence měř́ı schopnost
kapaliny divergovat (

”
rozb́ıhat se“) z bodu [x, y, z]. Je-li v nějakém bodě P divF (P ) > 0, ř́ıkáme

bodu P zdroj nebo zř́ıdlo (např́ıklad bod [0, 0, 0] v 2.2c), v opačném př́ıpad, tj. divF (P ) < 0,
ř́ıkáme, že bod je propad nebo výpust’ (např́ıklad bod [0,0,0] v 2.3).

Rotace Jestliže ~F = P~i+Q~j+R~k je vektorové pole na R
3 a existuj́ı všechny parciálńı derivace

1. řádu, které jsou nav́ıc spojité, pak rotaćı vektorového pole ~F rozumı́me funkci

rot~F (x, y, z) = 〈Ry(x, y, z) − Qz(x, y, z), Pz(x, y, z) − Rx(x, y, z), Qx(x, y, z) − Py(x, y, z)〉.

Na rozd́ıl od divergence je rotace vektorové funkce opět vektorová funkce, jej́ı význam je např́ık-
lad následuj́ıćı. Uvažujme částici bĺızko bodu [x, y, z], ta má v kapalině tendenci rotovat kolem

osy procházej́ıćı bodem [x, y, z] ve směru rot~F (x, y, z). Rychlost této rotace záviśı na velikosti

vektoru rot~F (x, y, z). Jestliže v každém bodě plat́ı rot~F = 0, pak toto pole nazýváme nev́ırové.
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Rotace nám též umožňuje určit, je-li dané pole konzervativńı. V př́ıpadě, že F je vektorové
pole definované na jednoduše souvislé množině E ∈ R

3, jehož složky jsou spojitě diferencovatelné
funkce, pak rot~F = 0 právě tehdy, když ~F je konzervativńı.

Hamilton̊uv operátor Všechny předchoźı pojmy (gradient, divergence, rotace) můžeme snad-
no definovat pomoćı tzv. Hamiltonova operátoru ∇:

∇ =

〈

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

〉

.

Tento operátor je tedy vektorem skládaj́ıćım se ze tř́ı symbol̊um pro parciálńı derivace. Pro
gradient plat́ı

gradf = ∇f =

〈

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

〉

.

Divergenci můžeme definovat jako skalárńı součin

∇ · ~F =

〈

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

〉

· 〈P, Q, R〉 =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

a rotaci jako vektorový součin

∇× ~F =

〈

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

〉

× 〈P, Q, R〉

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

〈
∣

∣

∣

∣

∂
∂y

∂
∂z

R Q

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂
∂z

∂
∂x

P R

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂
∂x

∂
∂y

Q P

∣

∣

∣

∣

〉

=

= 〈Ry(x, y, z) − Qz(x, y, z), Pz(x, y, z) − Rx(x, y, z), Qx(x, y, z) − Py(x, y, z)〉.
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