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Typ vyuky a zkousky

Prednaska 4 + cviCeni 2 hod. tydne:

- 2 kontrolni pisemky (ze 30% min. 10%) ve cviCenich,

- pisemna (40% min. 10%) a

- ustni ¢ast (30% min. 10%) zkousky

s celkovym hodnocenim danym souctem dilCich vysledkd (min. 30%)

Informace ucitele

V porovnani s kursem Matematicka analyza |, kurs Matematicka analyza |l
je ponékud abstraktnéjSi (metrické prostory).

Pisemka ke zkousce ma podobnou strukturu jako v kursu Matematicka
analyza I.

Navazujici predmeéty
M3100 Matematicka analyza lll
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Anotace

Druha Cast zakladniho kursu matematické analyzy, kde jsou nejprve probrany
elementarni metody feSeni diferencialnich rovnic, v dalSi Casti je probrana teorie
metrickych prostoru a diferencialni pocet funkci vice proménnych.

Osnova

. Elementarni metody reseni obycejnych diferencialnich rovnic:

- metody reSeni rovnic 1. radu,

- linearni rovnice s vysSich radu s konstantnimi koeficienty,

- systémy linearnich diferencialnich rovnic.

ll. Metrické prostory:

- pojem metrického prostoru, konvergence, uzaviené a oteviené
mnoziny,

- spojité zobrazeni, uplné prostory, kompaktni prostory,

- Banachova véta o pevném bodu.

lll. Diferencialni pocet funkci vice proménnych:

- limita, spojitost, parcialni derivace,

- Tayloriv mnohoclen, extrémy funkci, zobrazeni mezi prostory vysSich
dimenazi,

- véta o implicitni funkci, vazané extrémy.
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Metricke prostory

Metricky prostor

Konvergence, oteviené a uzavirené mnoziny
Uplné a kompaktni prostory

Zobrazeni metrickych prostoru

Banachuv princip pevného bodu a jeho pouziti
DalSi vlastnosti metrickych prostoru

Topologicke, normované a unitarni prostory



1. Metricky prostor

Metricky prostor, metrika

R"s rUznymi metrikami, E" s
C([a,b]) s ruznymi metrikami

[,s ruznymi metrikami

R, R? R3 se spec. Metrikami
vzdalenost mnozin, prumér mnoziny
ohraniCena (omezena) mnozina
Izometricke mnoziny




2. Konvergence, otevrené a
uzavreneé mnoziny

konvergence, cauchyovskost posloupnosti
v prostoru R=E

Veta o jednoznacnosti limity, o
cachyovskosti konvergentni posloupnosti
a posloupnosti vybrane z konvergentni
priklady v R"

ekvivalence metrik a ekvivalence metrik v
Rnra C[a,b]




okoli bodu, topologické charakteristiky podmnozin
(vnitrni, hranicni, hromadny a isolovany bod,
vnitrek, hranice, derivace mnoziny), oteviena a
uzavirena mnozina, pravidla pro pocitani s nimi,
vzajemné vztahy

topologicke charakteristiky, uzavrenost,... a
Konvergence

Nusta mnozina
oriklady




3. UpIné a kompaktni prostory

uplnost

priklady — Q, intervaly, R", C[a,b], /,
zobecnény princip vlozenych intervalu
uplny obal

kompaktni prostor

Veéta o ohrani¢enosti a uzavrenostl
kompaktni mnoziny — obecne, v R"




4. Zobrazeni metrickych prostoru

spojité zobrazeni M-prostoru v bodé, na
mnozineé

Veta Heineho o spojitosti a konvergenci
priklady — vzdalenost od bodu, od mn.,...
Lipschitzovskost a kontraktivhost

Veta o spojitosti lipschitzovskeho
zobrazeni

Priklady — stejnolehlost, integral,...

Veta o kompaktnosti spojiteho obrazu
kompaktni mnoziny




5. Banachuv princip pevného bodu
a jeho pouziti

* pevny bod
* Banachova veta a metoda postupnych
aproximaci

 priklady — stejnolehlost s posunutim,
Cauchyova uloha pro ODR, system
linearnich rovnic, ...




6. Dalsi vlastnosti metrickych
prostoru

souvisla mnozina

priklady

Veéta o souvislosti spojiteho obrazu souvislée
mnoziny

separabilni prostor

priklady —v R", /,, C[a,b],...

homeomorfni zobrazeni a prostory

epsilonova sit a Veta o existenci konecné site
kompaktni mnoziny v uplném M-prostoru

otevrene pokryti a Heina-Borelovo lemma
Arzelaova veta




/. Topologicke, normované a
unitarni prostory

Minkovského, Holderova a Cauchy-
Bunakovskeho nerovnost pro konecny a
nekonecCny soucet, v integralnim tvaru
topologicky prostor, topologie a okoli bodu

normovany linearni prostor a v nem indukovana
metrika, Banachuv prostor

ptiklady — v R, I, C[a,b],...

Prostor se skalarnim soucinem - unitarni - a v
ném indukovana norma, Hilbertuv prostor

ptiklady - v R", I, C[a,b],...
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Diferencialni pocet funkci vice
promennych

Funkce vice promennych

Limita a spojitost

Parcialni derivace

Diferencial

Derivace slozené funkce, Tayloruv vzorec
Lokalni a absolutni extremy

Zobrazeni mezi prostory vyssich dimenzi
Funkce dana implicitne

Vazane extremy



1.Funkce vice promennych

« Realna funkce n-realnych proménnych, definicni obor
Pr.: ilustraCni priklady

« Graf funkce, vrstevnice
Pr. ilustracni priklady




2. Limita a spojitost

« Okoli bodu v R" a R™, jeho vlastnosti
« Limita (vl. i nevl.), zvlastni pfipady

« Veta: o jednoznacnosti limity

« Veéta: pravidla pro pocitani limit

« Véta: o 3 limitach

« Veta: o spec. limité soucinu
(Dukazy: analogicky s DP |, viz téz teorie metrickych prostoru a
limity zobrazeni mezi nimi)

Pr.. pfimé vypocty, zavedeni polarni soustavy souradnic,
zavislost limity ,na ceste” a neexistence limity




Spojitost v bodé

Veéta: pravidla pro pocitani se spojitymi funkcemi
(racionalni operace, skladani)

Dukaz: Z pravidel pro poc€itani s limitami.

Spojitost na mnoziné

(s vyuzitim limity vzhledem k podmnoziné)

Véty o vlastnostech funkci spojitych na kompaktnich a
souvislych mnozinach:

Véta: Weierstrasseova 1. a 2.

Véta: Bolzanova

Dukazy: Analogicky s vétami v DP |, pfip. plyne z obecngjSich
tvrzeni o vlastnostech spojitych zobrazeni mezi metrickymi prostory.

Pr.: vCetné mnozin poruch spojitosti



3. Parcialni derivace

 Parcialni derivace 1. radu

oznaceni, pravidla pro pocitani, geometricky vyznam, vztah ke
spojitosti (protipriklady)

g 7y

« Parcialni derivace vyssich radu

« Veta: Schwarzova véta (n = 2, n — obecne)
Dukaz: Dvojnasobné pouziti Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.
« Smeérova derivace

1. radu - oznaceni, pravidla pro pocitani, vztah k parcialni derivaci a
spojitosti, smérové derivace vysSich radu - Schwarzova véta



« Veta: Lagrangeova véta o stredni hodnoté

(pro parcialni i smerove derivace)



4 .Diferencial

 Diferencovatelnost funkce a diferencial 1.radu

(n = 2, pozdéji n - obecné) ekvivalentni definice

« Veta: o spojitosti diferencovatelné funkce

Dukaz: Pfimym vyuzitim diferencovatelnosti v definici
spojitosti (pomoci limity).

« Veta: o vypoctu diferencialu
Dukaz: Nulovanim druhého z pfirtustku ve formuli definice
diferencovatelnosti

* Pozn: geometricky smysl, numericka aplikace, vypocCet
teCné roviny (nadroviny), normalového vektoru



Véta: postacujici podminka diferencovatelnosti
Gradient

Diferencialy vyssich radu (formalné)
Kmenova funkce a jeji smysl (m.j. exaktni DR)




5. Derivace slozené funkce,
Tayloruv vzorec

« Veéta: o derivaci slozené funkce

(n = 2 a derivace 1. a 2. fadu, transformovani vyrazu, n - obecné)
Dukaz: VyuZzitim diferencovatelnosti vnéjsi slozky pfi vypoctu limit
urcujicich prislusné parcialni derivace.

« Veta: Taylorova veta

(n = 2, razné formy zapisu, numericka aplikace, n - obecné)

Dukaz: S vyuzitim Taylorovy véty funkce jedné proménné —
parametru popisujicim useCku mezi uvazovanymi body



6. Lokalni a absolutni extremy

Lokalni extrémy, stacinarni bod
(ilustrativni pfiklady moznosti)

Véta: o stacionarnich bodech

Dukaz: sporem

Véta: o charakteru stacionarniho bodu

(pro n = 2 a s diferencialem 2.fadu)

Dukaz: S pouzitim Taylorovy véty a spojitosti 2. derivaci.
Pozitivni a negativni definithost, semidefinitnost a
indefinitnost kvadratickych forem a matic je
representujicich

Veta: kriterium pozitivni a negativni definitnosti
(pomoci vlastnich Cisel, pomoci hlavnich minort — viz algebra)




« Absolutni (globalni) extrémy na mnoziné

« Veéta: o metodé vypoctu absolutnich extréemu spojité
funkce na kompaktni mnoziné
Dukaz: dusledek Weierstrasseovy véty




/. Zobrazeni mezi prostory vyssich
dimenzi

Zobrazeni z R? do R?
(priklady — transformace proménnych)

Spojitost a diferencovatelnost zobrazeni, Jacobiova
matice a jacobian zobrazeni (n = 2)

Veéta: o derivaci slozeného zobrazeni

Dukaz: Aplikace véty o derivaci sloZzené funkce prostifednictvim
komponent zobrazeni

Veéta: o derivaci inverzniho zobrazeni

Dukaz: Aplikace predchozi véty na kompozici zobrazeni a zobrazeni
K nému inverznimu, tj. rovné identickému zobrazeni.



Spojitost a diferencovatelnost obecného zobrazeni, Jacobiova
matice a jacobian zobrazeni (n - obecné)

Véta: o derivaci slozeného zobrazeni
Véta: o derivaci inverzniho zobrazeni

Diferencialni operatory matematické fyziky

— Vektorové pole a jeho souradnice F=(P,Q,R)
(f: R3do R3®agrad f)

— Hamiltonuyv ,,nabla‘“ operator, divergence, rotace
vektorového pole

— operace s diferencialnimi operatory ya jejich pouziti
ve fyzice




8. Funkce dane implicitne

 Implicitné dana funkce jedné proménné

* ilustrativni priklady

« Veéta: o jednoznacéné existenci a spojitosti...
Dukaz: S pomoci véty Banachovy véty o pevném bodé:

— konstrukce vhodného uplného prostoru P spojitych funkci a zobrazeni
T, jehoz pevny bod je implicitné danou funkci

— vlastnosti zobrazeni T — je kontrakci P do sebe a proto i obraz spojité
funkce je spojitou funkci

« Veta: o vypoctu derivace...
Dukaz: S pouzitim predchozi véty a véty o derivaci sloZzené funkce




Pozn.:

— Konstrukce teCny a normaly

— Aplikace — vypocet extrému, uziti Taylorovy véty

— Vypocet derivaci vysSich radu — opakovanim postupu

Implicitné dana funkce vice proménnych (intuitivné)
Véta: o existenci, spojitosti a vypoctu parcialnich
derivaci...

Dukaz: neuveden — je analogicky...
Véta: o konstrukci te¢né nadroviny...

Pozn.:

— Aplikace — vypocet extrému, uziti Taylorovy véty

— Vypocet derivaci vysSich radu — opakovanim postupu




Implicitné dané zobrazeni (analogie, vektorovy zapis)

Véta: o lokalni jednoznacné existenci, spojitosti a
derivaci...
Dukaz: analogicky jednoduzSimu pfipadu

Normalovy a te€ny prostor k mnoziné bodu danych m
implicitnimi rovnicemi

Pozn.: metoda konstrukce v definici




9. Vazane extremy

« Lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné M
(M dana implicitnim systémem rovnic)
« Veta: o existenci Lagrangeovych multiplikatoru

Dukaz: Sporem - 1. pro linearni vazebné podminky, s vyuZzitim jejich
,regularity” a diferencovatelnosti funkce f;

2. pro nelinearni vazebné podminky — navic s vyuzitim jejich
diferencovatelnosti

 Stacionarni bod funkce f na mnozine M

« Veta: o charakteru stacionarniho bodu...
Dukaz: S vyuzitim Taylorovy véty na Lagrangeovu funkci

* Pozn.: Vazané extremy a nerovnosti




Pisemna cast zkousky z MA 2

6 prikladu z tématickych okruhu:
1. ODR 1.fadu
2. ODR vysSiho radu
3. Uvodni partie MA 2 (limita, 1. derivace a

diferencial - geometricka a numericka
aplikace)

4. Derivace slozené funkce, vysSich radu a
jejich uziti (v€etné transformace vyrazu)

5. Extremy (lokalni, absolutni, vazane)
6. Implicitni funkce, jejich analyza a uziti




« Cas fedeni 2x50 minut
 Hodnoceni maximum 40 b.

(k ziskani zapoctu prepocitavano na 30 b.)
« K pisemce povoleno

— pouziti neprogramovatelnych kalkulatoru

— ,2fahaku” formatu A4 s podstatnymi
formulemi...




Ustni &ast zkousky
2 otazky — 1 z okruhu MP a 1 z DP |I:

1) Uvedte Definici x.y.z:
- definici (definovany pojem) vysvétlete
- ilustrujte na prikladé, prip. nacrtem
- presentujte prehled zakladnich vlastnosti
- charakterizujte teoreticky vyznam a pripadné praktické uziti
2) Formulujte Vétu x.y.z:
- vysvétlete predpoklady
- vysvétlete tvrzeni
- vétu ilustrujte pfikladem, pfip. naCrtem
- uvedte zakladni kroky dukazu, pfip. podrobné dokazte
- presentujte teoreticky a prip. prakticky vyznam
3) Vyreste priklad x.y.z:
- popiste jednotlivé kroky postupu
- citujte pouzita tvrzeni
- postup i jeho jednotlivé kroky zduvodnéte



