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Nésledujici text neni ni¢im vice, nez zapisem prednasky predmétu M4010 Rovnice matematické fyziky. Ma
slouzit pfedevsim k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i béhem pfednasky nucen-y/i si délat podrobné pozndmky,
prepisovat ¢asto komplikované formule z tabule do svych papirii (coz je natolik intenzivnim zdrojem chyb, Ze
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté mtzZe poslouzit jako rychld pfipominka toho, co ¢lovék jiz zni. V zaddném
piipadé nemize byt povazovan za zdroj, z néhoz se lze rovnicim matematické fyziky naucit. SAm o sobé bez
komentait béhem prednésky je méalo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym
pranim a snahou; nakolik se to skute¢né zdati, nechdm k posouzeni laskavym student-kdm/tm).

V textu asi zistaly néjaké nedislednosti, formula¢ni nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému,
kdo mé na né upozorni.

Zdenék Pospisil
anor 2009

V Cestiné existuje nékolik ucebnic parcidlnich diferencidlnich rovnic (rovnic matematické fyziky):

1. A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, CSAV, Praha 1955, 765 stran.
Ditkladna ucebnice, v podstaté encyklopedie klasickych metod feseni parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého radu.

2. R. Rychnovsky, J. Vyborna: Parcidlni diferencidlni rovnice a jejich nékterd reseni, SNTL, Praha 1963,
167 stran.
Struény tvod do problematiky parcialnich diferencialnich rovnic. Pékné jsou zpracovany rovnice prvniho
radu.

3. S. Mika, A. Kufner: Okrajové tlohy pro obycejné diferencidini rovnice, Edice Matematika pro VST, sesit
XIX, SNTL, Praha 1981, 88 stran.

4. S. Mika, A. Kufner: Parcidlni diferencidlni rovnice I. Staciondrni rovnice, Edice Matematika pro VST,
sesit XX, SNTL, Praha 1983, 181 stran.

5. J. Bartak, L. Herrmann, V. Lovicar, O. Vejvoda: Parcidlni diferencidlni rovnice II. Evolucéni rovnice, Edice
Matematika pro VST, seit XXI, SNTL, Praha 1988, 220 stran.

6. J. Franctu: Parcidlni diferencidlni rovnice, VUT, PC-DIR Real s.r.0., Brno 2000, 155 str.
Prehledna a srozumitelna skripta. Jejich rozsah se zhruba shoduje s rozsahem prfedmétu M4010.

7. P. Cihak a kol.: Matematickd analyza pro fyziky (V), Matfyzpress, Praha 2001, 320 str.
Skripta, podle nichz se uci na spratelené fakulté.

8. J Kopécek a kol.: Priklady z matematiky pro fyziky [V], Matfyzpress, Praha 2003, 306 str.
Uzite¢néa sbirka tloh.






Kapitola 1

Okrajové ulohy pro obycejné
diferencialni rovnice

1.1 Formulace uloh

Oznageni: C*(0,¢) — mnozina funkci k-krat diferencovatelnych na (0, /), £ € R*.

1.1.1 Diferencialni operator
Budte a,b,c € C°(0,¢), a(z) # 0 pro x € (0,¢). Linedrni diferencidlni operdtor druhého ¥idu L = L(a,b,c) :
C?(0,¢) — C°(0,¢) definujeme piedpisem

Ly(z) = a(z)y”(z) + b(x)y'(z) + c(z)y(x), € (0,0).

Rovnice
Ly = g€ C%O0,¢)

je linearni diferencialni rovnice druhého fadu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C1(0,¢), g € C°(0,¢). Pak operator L(—p, —p',q) dany vztahem
i
L(=p,—p",q)y(z) = —p(x)y"(x) = p' ()Y (x) + q(x)y(z) = —(p(x)y' (z)) + q(z)y(z)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linearni diferencidlni operator druhého fadu L(a, b, ¢), pro jehoz koeficienty
a, b plati
b(x) = d'(z), =z€(0,0)

je samoadjungovany. Rovnice
~(p(@)y (@) + a(@)y@) = f@), @e(0,0)

se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova - Liouvilleova rovnice.
Kazdou linearni diferencialni rovnici s koeficientem a € C1(0, /) lze vyjadfit v samoadjungovaném tvaru.

D.: Bud

(pa)afa)) = (la(e) = W @)ala) + e Oa'(w) = ple) S ) 4 plo' (o) =
= p(x)b(z)
tedy
p(z)a(z)y” (z) + p(2)b(z)y (z) + p(z)e(z)y(z) = p(z)g(z)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, q = pc, [ = pg).O



1.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice

které spliuje nékteré z nasledujicich podminek.
Newtonovy podminky:

aoy(0) + By’ (0) = wo, ary(l) + By’ () = w1,
pricemz of + 35 # 0 # of + 7.
Dirichletovy podminky:
y(0) = yo, y(O) = u.
(Jsou zvlastnim piipadem Newtonovych podminek pro g = a3 =1, Sy = 51 =0.)
Neumannovy podminky:
y'(0) = o, y'(0) = yi.
(Jsou zvlastnim piipadem Newtonovych podminek pro ag = a3 =0, Sy = 1 =1.)
Podminky periodicnosti:
y(x) =y(x +¢) prokazdé z € R.

Podminky omezenosti:
y(x) je omezend pro x — 0+,  ary(l) + Ay’ () = v,
nebo
aoy(0) + Boy’'(0) = o,  y(x) je omezend prox — £ — .

Jakoukoliv okrajovou podminku nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi y;, yo, které
této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolna linearni kombinace k1y1 + kayo.

Newtonovy podminky s yo = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0 nebo yo = 0
jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném piipadé nehomogenni okrajova uloha.

1.1.3 Symetricky diferencialni operator
Rekneme, ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0,/), jestlize pro véechny u,v € M plati

£

jLu(:v)v(:v)dx = /u(m)Lv(w)dx .

0

Bud L = L(—p, —p', ¢) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim integrace ,per partes®)

4 4
0/ Lu(z)v(z)dz — 0/ u(z)Lo(z)dz =



e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci, které splituji homogenni
Newtonovy podminky.
D.: Jeli By # 0, pak v/(0) = —ﬁ—u(O),v’(O) = —%’U(O), takze v'(0)u(0) — /(0)v(0) = 0.
0 0

Je-li ag # 0, pak u(0) = —%u’(O), v(0) = —%v’(O), takze opét v/ (0)u(0) — «/(0)v(0) = 0.
0 0
Analogicky ovéfime, Ze v’ (£)u(f) — v’ (£)v(£) = 0. O

e Pokud funkee p je (-periodickd, pak samoadjungovany operétor L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné
{-periodickych funkci.

1.1.4 Homogenni okrajova uloha s parametrem

Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tlohu pro rovnici
Lu(z) = lv(x).

Tato tloha ma vzdy trividlni refeni v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(x), nazveme ho vlastni funkci
okrajové ulohy a parametr A nazveme vlastnim cislem operdatoru L.

Je-li X vlastni ¢islo operatoru L a v = v(x) je pFislusnd vlastni funkce uvazované okrajové tlohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k linearné nezavislych vlastnich funkei, fekneme, ze A je k-ndsobné vlastni
cislo.

Ozna¢me M, mnozinu funkci splitujicich pfislusné homogenni okrajové podminky. Je-li operator L symet-
ricky na mnoziné My, a 0 £ A1 # Ay jsou jeho dvé vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(0, £).

D.:
f 1
/vl(x)vg(x)dx = 3
0

2

=

¢ ¢
1 1
Arvr () vz ( = A_l/Lvl = )\—1/ x)Lvy(z =
0 0

vy (z)vg(z)da .

>

S S —

—

0
Kdyby [ vi(z)ve(z)dz # 0 pak by % =1, coz by byl spor.
0 1

1.1.5 Sturmova-Liouvilleova loha

—(p(2)y' (@) + q(@)y(z) = My(z),  z€(0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(f) + By’ (£) .

e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy pfislusi pravé jedna normovana vlastni funkce.

e Sturmova-Liouvilleova tiloha ma nekoneéné mnoho vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., pro ktera plati
min{g(z) : € [0,1]} < A\ < Ay < -++; lim A\, = 0.
n—oo

e Vlastni funkce v, = v,(z) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, mé v intervalu (0,¢) pravé n — 1 nulovych
boda. Mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, lezi pravé jeden nulovy bod
vlastni funkce vy, 1.

e Posloupnost {v,}5°; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tlohy tvofi uplnou ortonor-
malni posloupnost na [0, £]. Tj. je-li funkce f € £2(0,¢), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k orto-
norméalni posloupnosti {v,, }2° ; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)). Je-li
funkce f navic spojita a spliuje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163. Diikaz je tam proveden
pro piipad p=1.



1.2 ResSeni nehomogenni okrajové tlohy

1.2.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly(z) = —(p(@)y' (@) +q@)y(@) = f(z), e (0,0),
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(l) + By’ (£).
e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}52; a ortogonélni posloupnost pfislusnych vlastnich funkei

{vn}52 1 Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,, }5° ; a posloupnost funkei {v,, }22
které splnuji:

n=1»
Lu,(z) = \yop(z),
aovn(0) + Bov, (0) = 0 = agv,(€) + Brvl,(£).

e Funkci f vyjadiime ve tvaru
— 1
= Y duva(z), kde d, = — / F(E)vn(6)de .
n=1 0

e Reseni tilohy hleddme ve tvaru

Musi tedy platit

- L(icnvnw) = S el = 3 cahtnla).
n=1 n=1 n=1
takze

ch)\ v ( Zd vn (),

z ¢ehoz plyne

dn
n = N :1727"'a
C An n

pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané teseni tedy je

4 4
- = @) g
va) = 25 ||vn||20/ e / (f €2~ ol ) ‘

Oznacime-li

lze feSeni zapsat



1.2.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) + ql2)y(z) =
aoy(0) + Boy’ (0) = 0 = axy(l) + By’ (£).

e Najdeme feseni u, v dvou pomocnych homogennich tloh
Lu = — (pu/)/ +qu = 07 aou(O) =+ ﬂou/(O) = 05
Lv = —(p) 4+qu = 0,  agv(@) + 5/ (0) = 0.
Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linedrné nezavislé.
e Pro Wronskian W(z) = wu(z)v'(z) — v/ (z)v(z) funkel w, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulovd
konstanta, nebot
W) = (pw' — u’v))/ = puv’ + pu'v' + puw” —pu'v —puv — puv =
= (" +pv)u — (pu" +p'u ) = (pv') u— (pu') v = quu—quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s linearni nezavislosti.

e Reseni nehomogenni tilohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

y(a) = a(@)u(@) + co(z)o(z).
Funkce y ma byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit

f = Llcqu+cv) = —(p(clu)’)/ + geru — (p(cw)’)/ + qeav =
= —p(du+2du + cu”) —p' (du+ cru) + qgeru —
—p (chv + 2chv" + cov”) — P’ (chv + cav') + qeav =
= a (-pu” —pu' + qu) — peru’ — p(cu+ o) — p'eyu +
e (—pv” — p'v' + qu) — pcyv’ — p (v + cH') — plehy =
= c¢1Lu—pdiu’ — (p(c&u))/ + coLv — peyv’ — (p(c’zv))/ =
= —p(cu’ + ') — (p(clu+ c/QU))I.

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c1, co spliuji soustavu rovnic

(@) + ) = 0, (L1)
/ / / ’ _ _@
(@) + @) = L8
Plati tedy
1 0 v() | flz)v(z) o(z) — 1 u(x) 0 _ [@u(z)
01(55') = W(x) _{)E;ﬁ; v’(x) = K ) 2( ) = W(I) u/(x) _% ‘ = K
(1.2)
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ao [c1(0)u(0) + 2(0)v(0)] + Bo [} (0)u(0) + c1(0)u’(0) + c5(0)v(0) + c2(0)v'(0)] ;
az [er(Q)u(l) + c2(€)v(0)] + 1 [e1 (Ou(l) + e (0w (€) + 5 (O)v(l) + e2(OV'()] = 0,

po upravé s vyuzitim (1.1)

c1(0)(aou(0) + Bou’(0)) + c2(0) (agv(0) + Gov'(0)) = 0,
c1(f) (alu(f) + ﬁlu’(f)) + Cz(f)( v(0) + ﬁlv'(ﬂ)) = 0;



kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy

2(0) (aov(0) + B0’ (0)) = 0,
c1(0) (aru(l) + Bru/(€)) 0,

takze
Cl(é) = 0, CQ(O) = 0. (13)

e Funkce ¢1, cg jsou FeSenim rovnic (1.2) s poc¢ateénimi podminkami (1.3) a jsou tedy dany vyrazy

e Reseni dlohy je
Oznacime-li

lze feSeni zapsat

1.2.3 Greenova funkce
Funkei G : [0, 4] x [0,¢] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy

x € (0,0),

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) + g(@)y(x) = 0,
aoy(0) + foy'(0) = 0 = axy(l) + Bry'(£).
kde p(x) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojita pro x € [0,¢] x [0, ],
(ii) G je symetrickd, tj. G(z,&) = G(&, x),
(iii) pro kazdé £ € [0, 4] ma funkce G(-, &) spojité derivace druhého Fadu,
) )

(iv) pro kazdé £ € [0, ] je funkce G(-, &) FeSenim uvazované okrajové tlohy,

1
v) lim G.(z,&) — lim Gg(x,§) = ——= pro & € (0,¢).
() Jim Golo.€) = lim Gu(o.€) =~ pro £ € (0.0)
Plati: M4-li uvazovana homogenni okrajova tiloha jen trividlni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), ¢ € C?(0,¢),
existuje prave jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha
Ly(x) = —(p(2)y' (@) +a(2)y(z) = f), =€ (0,0),
aoy(0) + Boy’(0) = 0 = ary(f) + By’ (£).

ma pak jediné Teseni tvaru
¢
o) = [ FOGGE. .
0

D.: I. Kiguradze: Okrajové tlohy pro systémy linearnich obycejnych diferencialnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J



1.2.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +q(x)y(z) = f(z), = €(0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = o,  ary(l) + Gy’ (€) = v1.

Jestlize funkce w = w(x) spliiuje okrajové podminky
apw(0) + Bow'(0) = o, arw(l) + S’ (6) =
a funkce u = u(x) je feSenim tlohy
Lu(z) = f(x) — Lw(z)

s homogennimi okrajovymi podminkami
apu(0) + Bou'(0) = 0 = agu(fl) + fru/ (),

pak funkce
y(x) = u(z) +w(z)
je TeSenim uvazované tulohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napiiklad polynom.

Cviceni
Reste okrajové tilohy

1 2 / . ,
1) —y" — Y= 0, z € (0,1); y(1) = yo, y je omezend pro z — 0.
2) — (%) =0, 2 € (1,00) y(1) = pou lim y(&) =0,
3) — (:Cy') =0, z € (1,00); y(1) = yo, y je omezend pro x — oo.
4) —zy” —y' =0, z e (L,2); y(1) = y1. y(2) =0,

Y1,
5) —x y” — a:y +k%y =0, x € (0,¢); y(¢) =1, y je omezend pro x — 0 ; k je parametr.
6) —uy —y = —z, z € (0,0); y(0) = y(€) = 0.
7) —y" =sinz, z € (0,27); y'(0) =y'(2w) = 0.

Najdéte vlastni funkce okrajovych tloh a vlastni ¢isla prislusnych operatoru
8) —v" = Xv, z € (0,0); v'(0) =2'(¢) =0.
9) —v" =X, z € R; v(z) = v(x + 2).
10) —v" + quv = Av, = € (0,£); v/ (0) =0, v(¢) = 0; ¢ je parametr.

Reste okrajové tlohy
11) —y” — w?y = f(z), = € (0,£); y(0) = y(¢) = 0; w je parametr.

T—T

12) —y" =3y = ——, = € (0,7); y(0) = y(m) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkci tlohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.

s n2—Inzx z\ |k Lovo v s
Vysledky: 1) y(r) = o 2) y(r) = % 3) y(x) = yo 4) y(x) = 9“5 5) () = (5)" 6) nemd reseni

7) y(z) =sinz — z 4+ C, C je libovolnd konstanta 8) A, = (%F)°, v,(z) = cos Fx, n=10,1,2,... 9) A, =n?,
2

vp(x) = Cp cosnz+ Dy, sinnz, Cy,, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\, = ¢+ (W) ,

¢

vn(z) = cos (2"+1) z.11) y(z) = Bsin &z 4 L ff sin 27 (¢ — 2)dé pro £ =k € Na [ f(¢)sin £2¢d¢ = 0,
0

B je libovolna konstanta;

i < 2 sin BT ¢ sin kT g w
=1 ff sinw(§ — x)dg — Shes ff )sinw(§ —x)dE =20 [ f(§) D ﬁdﬁ pro 2t ¢ N
0 k=1

sh(1—x)sh
12) y(x) = OOE sinke . = I (cosv/3x — cotg/3m siny/3z)+1(z—7) 13) G(z, &) = ( Shl) s, 0<fgagl
ylx R(RZ-3) 6 g 6 &) T Y shash(20) g < cp <
k=1 sh1 0 U= =



10



Kapitola 2

Specialni funkce

2.1 Legendreovy polynomy

2.1.1 Definice

Legendretv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

1 4, "
Pa(@) = gopgm@ — 1"
Zejména
Py(z) =1 Py(z) = 3(322 — 1) Py(z) = (352 — 3022 + 3)
Pi(z) ==z P3(z) = 1(52% — 3x) P5(x) = 1(632° — 702° + 152)
Ponévadz

_ k £2(n—k) " p2n—2k _ ( 2n—2k
D S ) D S D e s

k=0 =0
plati
dr & (—1)k 2n—2k
Pu(z) = 5= Y oz
(@) = g K — k)"
k=0
Tedy pro m € N je
gn Pt 2 (1) — 28)
P. m = 4m—2k = mehet =
2 dz2m kzzo 22mEl(2m — k)!x dg?m—1 kgo 22mEl(2m — k)! !
m—1 2m—1
o am (—=1)%(4m — 2k)x4m—2k—1 _
drp2m—1 22mEl(2m — k)!
k=0
@ PO ()R (dm — 2k)(Am — 2k — 1) 4 oo —
= gem-2 22k (2m — k)! N
k=0
@ 2m—1 (=1)F(4m — 2k)! LAm—2k—2 —
= e P 22mEl(2m — k)!(4m — 2k — 2)! = =
B i (=1)F(4m — 2k)! L2(m—k)
—~ 22m k!l (2m — k)!(2m — 2k)! 7
analogicky
m—1
(—1)*(4m — 2k — 2)! 2(m—k)—1
Poy— " ’
2m—1 Z 22m 1k!(2m_k_1)!(2m—2k—1)!$

k=0

11



souhrnné

[

w[3

] (—=1)*(2n — 2k)!

27kl(n — k)l(n — 2k)!xn—2k : (2.1)

P, =

k=0

2.1.2 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (2.1) lze odvodit:

2n+1 n
Poii(z) = 1 xPp(z) — n—l—lP" 1(x), n=1,2,... (2.2)
n

2.1.3 Véta

Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} fesenim diferencidlni rovnice
(1 —2?)y" (x) — 229/ (x) +n(n + y(z) = 0

s podminkou y(1) = 1.

D.: Pron =0 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy n > 0.

2zn(x? — 1)" 1
2 -
. '(x — 1) Pak n/(z) = T

tuto rovnost (n + 1)-kréat (s vyuzitim Leibnizovy formule):

Polozme n(x) = , takze (22 — 1)1/ (x) = 2onn(z). Derivujme

(@ = D) + (0 + D20 @) + 2oy ) = o (a0 @) + (04 V(@)
(@ = D) (@) + 209D (w) — nn+ Dy @) = 0,

a ponévadz n(™ (z) = P,(z), vidime, ze P,(z) je feSenim uvedené rovnice.
Pfimym vypoltem ovéfime, ze Py(l) = Pi(1) = 1. Odtud a z rekurentni formule (2.2) Gplnou indukei
plyne, ze P, (1) =1 pro kazdé n e NU {0}. O

Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru

(1 =22y (2)) +n(n+1y(x) = 0. (2.4)

2.1.4 Véta (Orthogonalita Legendreovych polynomiu)
Pro Legendreovy polynomy plati
1 0, m#n,
/Pn(x)Pm (x)dz = 9
-1 2n+1’

D.: Budte n,m € NU {0}. Rovnici (2.4) jednou napiseme pro y(z) = P, (x) a vynasobime P, (z), podruhé ji
napiseme pro y(x) = P,(z) a vyndsobime P,,(x):

m =n.

(1 = 2?) P, (2)) Pu(z) + m(m + 1) Py (z)Pu(z) = 0,
(1 = 2?)PL(2)) Pu(z) + n(n + 1)Py(z)Pp(z) = 0.
Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme
(1 = 2Pl (2)) Puz) = (1 — 2?)PL(2)) Pu(a) + (m(m + 1) = n(n + 1)) Py(2)Pn(z) = 0,
((1=22) (P (@) Pa(@) = Pu(@)Pi (@) + (m = n)(m +n+ 1)Pu(@)Pu() = 0,
1
[(1 — ;52)(P7’n(:v)Pn(:v) — Pm(x)Pé(x))]il +(m—-—n)(m+n+1 /Pn dr = 0,
—1

12



a ponévadz prvni sc¢itanec se rovna nule, plati pro m # n
1
/Pn(a:)Pm(:zr)d:c = 0.
-1

1
Pro vipocet |P,|> = [ (P.(x))?dz pouZijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zépisu ozna-
1

¢ime Q(x) = (2% — 1) a uvédomime si, Ze 1 a —1 jsou 2n-nésobné koteny polynomu Q.

- (273”1)2 / QMY (@)Q" V(x)de = - = (-1)" (2§n!)2 _/11 QP (2)Q(x)dz

2 1 1
_ (c1) <ﬁ> /(Qn)!(xQ—l)"da: _ (_1)"%/@“)”@_1)”@

-1

Pro vypodet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"dx opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
-1

d =
n+1 n+1 .

/l(xﬂ)n(w_l)ndx - {(Hl)nw]ll —/ln(:v+1)"1w

1

_ n n—1 _ n+1 _
= n+1/(w+1) (x —1)" " da

—1

1

_n [(x+1)n1(a:—1)"+2rl n—1

_ 1 n—2 1 n+2d —
n+1 n+2 _ n+2/(x+ ) (2 ) .
-1
(- 1) (n-1)-1 1
n(n — nn—1)---
— 1n72 _1n+2d - .. = _1n/ _12nd —
(n+1)(n+2)/(x+ @ =) de (n+1)(n+2)...(2n)( )" [ e = )T
-1 -1
PR NG iy N 1) RO o) R )
 (2n)! 2n+1 . (2n) 2n+1 (2n)!(2n + 1)
Celkem tedy
1
2. n (2n)! a (n)222ntl 9
/(P"(I)) = e Y 2@ T
21
O
2.1.5 Véta
Legendreovy polynomy P, jsou vlastnimi funkcemi homogenni okrajové tlohy
-(1- xQ)y/(a:))/ = \y(x), y(x) je omezend pro x — 1 — a proxz — —1+ (2.5)

prislugné k vlastnim ¢islim A = n(n+1), n =0,1,2,.... Jind vlastni ¢isla tato Gloha nema.

13



D.: Reseni rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budeme feseni piedpokladat ve tvaru mocninné

fady). Mame
o0
x) = Z anx”,
n=0

= Z napz" ! = Z(n + Dapt12™,
n=1 n=0
(1 -2y (z) = Z(n + Dapiz™ — Z(n + Dap2" ™2 =
n=0 n=0
Z n+ Dapp12” Z(n —Day—12" = a1 + 2a2z + Z ((n + Dapy1 — (n— l)an,l)x",
n=0 n=2 n=2
-(1- xQ)y/(a:))/ = —2a9 — Z n((n+1ant1 — (n— Dap_1)a" " =
n=2
= —2ay9 — Z(n +1)(nan, — (n+ 2)an42)2" = Z(n +1)(nan, — (n + 2)an42)z"
n=1 n=0
Tedy
Z(n +1) (nan —(n+2) an+2 Z Aapz™.
n=0

Odtud plyne Aa, = (n + )na, — (n + 1)(n + 2)a,12, takze

nn+1)— A

n+)n+2)™ (26)

Ap+4+2 =

Fundamentalni systém FeSeni rovnice (2.5) bude ddn mocninnou fadous ag =1 aa; =1 a fadous ag =0

aa; =1, tedy
] 2k+1)(2k +2) — A
= b2kt kde bp =1, b = ( b
yl(iﬂ) kzz:o kL , € 0o y Ok+1 (2k+2)(2k+3) ks
0 2k(2k+1) — A
= 2k kd =1 =— .
Y2 () kZ::() Rt e co , Ckal Ok D2k T 2) Cr

Pokud A = n(n+1) pro néjaké n € NU{0}, je pravé jedna z funkei y;, y2 polynomem, druhd je vyjadiena
nekonecnou fadou. Pokud A # n(n + 1) pro Sechna n € NU {0}, jsou obé funkce y1, y» ddny nekoneénymi
fadami. VysSetfime konvergenci téchto fad. Ponévadz

lim bz 3| 2 lim (2k+1)(2k+2)— |
k—oo bk$2k+1 o k—oo (Qk —+ 2)(2]{3 + 3) ’
lim Chpr 2] 22 Tim 2k(2E+1) =X |
k—oo | cpx?t | T ke |2+ 1)(2k+2)| 7

fady konverguji absolutné a stejnomérné pro |z| < 1 podle limitniho podilového kriteria a diverguji pro
|z > 1.

Dale plati

lim y(z Zbk, lim oy (e Zbk, Jim yo(z) = lim (e ch

r—1+ —1—

14



Ponevadz cleny posloupnosti {by } a {ci } od jistého indexu neméni znaménko, 1ze k vySettovani konvergence

fad Z b, Z ¢y pouzit Gaussovo kriterium'. Jest

k=0 k=0
b, (2k+2)(2k+3) RN S Y A=2)(k+1)
beyr (2k+1)(2k+2)— X\ ko k22k+1)(2k+2)— )\
o _ @k+DEE+2) 1 1 M(k+1)
cey1 2k(2k+1)—X Tk kK22k(2k+1) = X

takze obé fady diverguji. Libovolna linearni kombinace ay; + Byo funkci y1, y2 s koeficienty takovymi, ze
la| 4+ |B] > 0 je tedy v prislusném jednostranném okoli alesponi jednoho z bodt 1, —1 neohranicena.

Jedind vlastni ¢isla uvazované tlohy tedy jsou A = n(n + 1) pro n € NU {0} a prislusné vlastni funkce
jsou polynomy. [J

2.2 CebysSevovy-Laguerreovy polynomy
2.2.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x > 0 definovan vztahem

x dn

Zejména
Lo(z) =1 Lo(z) = 322 — 2z + 1 Ly(z) = ot — 22% + 322 — 4w + 1
Li(z)=—-z+1 Ls(z) = —ta® + 222 -3z + 1 Ls(z) = —gga® + ot — 323 + 5a? — 5w+ 1

2.2.2 Explicitni vyjadfeni CebySevova-Laguerreova polynomu
Necht L, () = 3 anxz”. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme

]i}_

takze

Odtud dostaneme

n
An(k+1) k! (k + 1) B Elnlk!(n — k)! ~ k—n
ane  (k+1)! (n  (k+ D+ D (n—k—1)  (k+1)2’
k
I Gaussovo kriterium konvergence fady > a, s nezapornymi cleny:
n=0
Necht existuje € > 0 a ohranicena posloupnost {©,}22 ; takové ze =+ B + 1—®n.
an41 n  nlte

oo
Je-li A > 1, pak fada Y ay, konverguje.

n=1

o0
Je-li A < 1, pak fada ) ay diverguje.

OO
Je-liA=1ap>1, pak fada Y ay, konverguje.

n=1

oo
Je-lix=1apu <1, pak fada > an diverguje.

n=1
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tedy
k—n

n
an(k-l,-]_) = mank, k:O,l,Q,...,n—l, ano = (0) = 1.

2.2.3 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy

S vyuzitim (2.7) dostaneme

nLy(z) = znj(—nk (Z) %xk +n,

s = w0 (1) met = e (3) e

tedy

nLy(x) —xL (x) = n—i—i(—l)k (Z) (k_l 0 (% — 1) R n—l—nil(—l)k (Z) n};kxk =

k=1 k=1

n—1 n—1
B k(7 n—k ;. ok n! n—k ;.
= 2.1 <k> a = O Y S

k=0 k=0

n—1

-1zt

= e = Ly ().

"H( e ey AR C)

Odtud dostaneme vyjadieni derivace CebySevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:
n

L (z) = E(Ln(x)—Ln_l(x)). (2.8)
S vyuzitim (2.7) také dostaneme
n—-1 k—1 n—1
C) I () — k| (n) _ [(n-—1 T iy X _
L)~ Foa) = 3 )~ mm e
B e (n—1)! n k1 , at B
- ;(_1)kk!(n—k—1)! {n—k_l] (k—l)!+(_1) (n—1)
n—1 n— ! xk71 Infl
- Z(—l)k (n— Lt !+(—1)” | =

k—1D)l(n—k)! (k—1)

n—1)"! 2F = n—1\ o*
= _J‘Ukﬂmg = —Z(—l)k< & )F = —Lnp-1(z).

3
[l
-

=

Maéame tedy dalsi rekurentni formuli
Ly(x) = Ly_y(2) + Lp—1(z) = 0. (2.9)

Z formuli (2.8) a (2.9) dostaneme
(La(@) = Loa (@) = Ly y(@) = Lo (a),

tedy
Lo(z) = (1 - %) Ln1(z) + %L;_l(x), (2.10)

coz je formule pro vypocet Cebysevova-Laguerreova polynomu pomoci CebySevova-Laguerreova polynomu stup-
né nizsiho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n + 1 misto pro n a za L/, dosadime z (2.8), dostaneme

Lopp(z) = (1- %)Ln(x)Jr

n

T n
n+lx

(Ln(z) = Ly—1(2)).
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Tuto rovnici upravime na tvar
(n+1)Lpi1(z) = Cn+1—2)L,(z) —nl,_1(z).
Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Laguerreovych polynomi z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(z)=1-—uxz.

2.2.4 Diferencialni rovnice pro CebysSevovy-Laguerreovy polynomy

Derivovanim rovnice (2.8) dostaneme

Li(@) = == (La(@) = Lua(@) + = (L) = L4 (2) -

Do této rovnice dosadime z (2.9) za vyraz L] (x) — L/

!_1(z) a upravime:

L (z) = —=(Ln(x) = Ly_1(z)) —nln_1(x),

xLl(x) = ——=Ly(z)+ (2 - n) Ly_1(x).

T

23813

Za vyraz L,_1(z) v posledni rovnici dosadime z (2.8) a dostaneme

oL (z) = —gLn(UC) + n(l-z) (—%L;(a@) + Ln(x)) ;

x

po upravé

zL!(z) = (x— 1)L, (x) — nLy(z).
To znamen4, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L,, jsou fesenim diferencidlni rovnice
wy"(z) + (1 = 2)y () + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
—z, 1/ —z
(a:e Y ) +ne “y = 0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou feSenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e *y(z) = 0.

Tr—00

2.2.5 Véta (Orthonormalita Ceby$evovych-Laguerrovych polynomii)

Pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy plati

/Lm(a:)Ln(x)e*xdx - {1’ men
0

D.: Pro kazdé 0 <[ < n plati

dnil —x.n dnil - (_l)k n . (_l)k
W(e a") = o o g = %" o (k+n)(k+n—1)(k+1+1)2F =
k=0 ’ k=0 ’
_ i (—l)k (k +n)!xk+l
P Kl (k+1)! ’
takze
dnfl

17



n—I

dxnfl

také plati (e7*a™) = P(x)e™ ", kde P(z) je néjaky polynom, takze

“Tg") = 0 (2.12)

pro kazdé m € N.
Necht pro uréitost je m < n. Uvazujme integral

oo

—XT 1 71} n
J = /Lm(x)Ln(x)e dz = —'/ dx" ") dw.
0

0

K jeho vypoctu pouzijeme m krat metodu per partes a vztahy (2.11), (2.12):

1 a=t 1% amt
| EEr=C “]0 = [ ) g () e | =
0
17 -t (—y™ [ dm -
-l ;”(x)dxnﬂ (e x )d:v - T T /WLm(x)dx”*m (e * )dw.
0 0

Je-li m = n, pak podle 2.4.2 je

(o]

1 1
—Z.n -~ T —
/ dzr = n!F(n—l—l) = nl = 1,
0
Jeli m < n, pak podle (2.11) a (2.11) je
1 dqn—m-1 e o0

O

7 véty plyne, ze funkce
Un(z) = e 2L, (z), n=0,1,2,...

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

2.2.6 Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
Zobecnény Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna redlnd z > 0 a s > —1 definovédn
vztahem
S e’ —s d” —x,.n+s
Qi(2) = o T (e "a"™T).

Tyto polynomy jsou feSenim diferencidlni rovnice
zy’ () + (s + 1 —2)y/(z) + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
_ ’ _
($S+1e myl) 1 ne I.’L'Sy:()

Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy splituji rekurentni formule

(n+ 1)@ (z) = Cn+s+1-2)Q(x) - (n+9)Q; 1 (2)

18



L@@ = T (@)~ (14 )@ ()

Q) - @) = Q@)

d S S
a rovnici
— < m=n
[an@@i@e erar = § ;
0 0, m#£n

o0
piitom I'(n + s + 1) = [ e~t""*d¢, sr. 2.4. Z posledni rovnice plyne, Ze funkce
0

n!

o° — 8/2,—1/2

Qs (x), n=0,1,2,...

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

2.3 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy

2.3.1 Definice

Cebyseviv-Hermitetv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x € R definovin vztahem

2 d” 2
H,(z) = (—1)"e" =",
@) = (1o L
Zejména
Hy(z)=1 Hy(x) = 422 -2 Hy(z) = 162 — 4822 + 12
Hy(z) =2z Hj(z) = 823 — 122 Hs(z) = 322° — 16023 + 120

2.3.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace soucinu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

Hpia(z) = (—1)n+lem2 d(z:;ll e = (—1)"+1ew2% (—2xe‘m2) = 2(—1)"em2(ic—nn (xe_mz) =
n ek . N
— 23 (1) e e = vy [ () oo+ (1) o] -
- zx(—l)"eﬁ%e# on(—1)n e d(i:_llefﬁ 2. (e)  2nH,s(a),
tedy
Hp1(z) — 2¢H,(z) + 2nH,—1(x) =0. (2.13)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomt pomoci prvnich dvou.
Dale plati

d N dar 2 n 22 dan 2 " 22 dnti 2
H (z) = = (—1)"e Pl = 2z(—1)"e Pl — (=1)"te P =

Odtud s vyuzitim (2.13) dostaneme
H!(z) = 2nH,_1(x), (2.14)

tj. vyjadfeni derivace polynomu H,, pomoci polynomu nizsiho stupné.
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2.3.3 Diferencialni rovnice pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim vztahii (2.14) a (2.13) dostaneme

H!(z) = (2nH,—1(x)) = (22H,(2) — Hysa(z)) = 2H,(z) + 20H., () — H,,,(z) =
= 2H,(z) +2zH] (z) —2(n + 1)H,(x) = 2zH](z) —2nH,(x).

Pro kazdé n € NU {0} je tedy CebySevtiv-Hermitetiv polynom H,,(z) feSenim diferencialni rovnice

y'(x) — 20y (z) + 2ny(z) = 0, (2.15)
nebo v samoadjungovaném tvaru

!
(e*ﬁy’) + 2ne*z2y =0.

Poznamenejme jesté, ze Cebyseviiv-Hermitefiv polynom je fesenim rovnice (2.15) s okrajovymi podminkami
lim efzzy(:v) = lim efzzy(:v) = 0.

2.3.4 Vé&ta (Orthogonalita CebySevovych-Hermiteovych polynom)
Pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy plati

—0oQ

D.: Pro urcitost budeme predpokladat, ze m < n. Oznac¢me

7= /Hm(x)H"(/I)eﬂﬁd:C = (_1)H/Hm(17)d(.1?6712d17.

— 00
Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krét metodu per partes; pfitom vyuzijeme (2.14) a skutecnost,
ze pro libovolny polynom P plati

lim e_I2P(x) = lim e_””2P(x) = 0.

r——00 xr—00

n —22]% 7 ! dn_l —a?
J = (-1) [Hm(x)e ]700_ H, () e " do | =
n—1 r dnil —x? n—2 r dn72 —x?
OO dn—m
= ... = (_1)n—m2mm' / d 7me_m2d{£
X

Je-li m < n, pak

qn—m—1 0
J = (—1)"_m2mm![ e_w2}

dxnfmfl
je-li m = n, pak podle (2.18) je

o0

J = 2"n! / e de = 2"nl/7.

— 00
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7 véty plyne, ze funkce
6712/2
wn: 71{71(:17)5 TL:0,1,2,...

V2mnl/T

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(—oc, c0).

2.3.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty Cebysevovych-Hermiteovych polynomi

o0
Hled4dme feseni rovnice (2.15) ve tvaru mocninné fady y(z) = > aizF.

Plati
2ny(x) = ZZnankxk,
k=0
2xy’ () = 2172/@@%;01671 = ZZkankxk,
y'(x) = Y k(k—Dana™? = > k(k— Dapea®? = > (k+2)(k + Daygpa® .
k=0 k=2 k=0

Po dosazeni do rovnice (2.15) dostaneme
Z k +2)(k + 1)ap(py2) — 2kank + 2nank} 2 =0,
k=0

a tedy
2(n—k)

= o -~ Qnk, :071,27..., _2-
) D n

2.4 Funkce I
2.4.1 Poznamky

o0
1. Nevlastni integral [ e~ t*~1dt absolutné konverguje pro kazdé = > 0.
0

1
D.: Jeliz > 1, integral [ e 't*~'d¢ neni nevlastni.
0
Je-li © < 1, vezmeme § € (0,z). Pak tlirg:_ =9 ’e*ttx*’ = tli%1+ e t*% = 0 a podle limitniho
srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, Ze nevlastni integrél

1 1
J t~*dt konverguje pro k < 1, také nevlastni integrél [ |e~'t*~!|dt konverguje.
0

0
Dale je
1 1 1)1 1
lim ((z+1)Int —t) = lim ((x+1)ln— — —) = — lim T@t+nr+1 = —00,
t—o0 T—0+ T T T—0+ T
nebot podle de 'Hospitalova pravidla plati
1 1
lim 7ln7 = lim ¥: lim —4 =— lim 7 =0,
T—0+ T—04 = T—0+ - T—04
takze podle véty o limité slozené funkce dostaneme
lim 2 ‘e ttxfl‘ = lim e "t = lim @tV — 0 < 0.
t—o00 t—o00 t—o00
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o0
Podle limitniho srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, ze [ ) kon-
1

o0
verguje, nyni dostévame, Ze také integral [ |e~*¢*~| d¢ konverguje. OJ
1

2. Pro z > 0 polozme

P(z) = / et 14t (2.16)
0
Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati
r 1
T(z) = w+nt+l) (2.17)
x(z+1)---(x+n)
D.: Uplnou indukei:
Integraci ,,per partes dostaneme I'(x+1) = [ e 't"dt = — [e "]~ +z [ e 't*~1dt = 2T (z), takze
0 0

(2.17) plati pro n = 0.
Podobné I'(z +n + 2) = Ofe_ttw"’""’ldt = —[e =t + (@ +n+1) g e "ttt =
=(x4+n+1)I(x+n+1), coz je indukéni krok. OJ

Podle (2.16) je

o0

1) = /eftdt = - [eft}go = 1.
0
Z (2.17) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne
'n+2)  T(n+2)

1=T(1) tj. T(n+2) = (n+ 1)1,

T12(n+1) (D’

tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

2.4.2 Definice

Funkce T' je pro kazdé x > 0 definovdna vztahem (2.16), pro < 0, « € Z je funkce ' definovdna vztahem
(2.17), kde za n vezmeme [—z] = —[z] — 1, t.j.

DomI' =R\ {0,—-1,-2,...}.
2.4.3 Véta
1. Pro kazdé x € DomT plati
Pz +1)=2l(z) neboli TI'(z)=(x—1)IT'(zx—-1)

a pro kazdé n € N plati
MNa)=(x—-1)(x—-2)--(x —n)'(x —n).

2. Pro kazdé x € R\ Z p