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Uvod

Cilem tohoto textu je seznamit Ctendfe se zdkladnimi pojmy a nastroji topologie. Pfes-
toze pro jeho Cteni je postacujici znalosti ovladnuti zdkladnich matematickych pojmu
a konstrukci, k jeho spravnému pochopeni je nutné se diive sezndmit se zaklady teorie
metrickych prostord, algebry, pfipadné teorie mnoZin.

Cilem topologie je studium vlastnosti prostord. OvSem na rozdil od teorie metrickych
prostort se v topologii nezajimdme o vzdalenosti mezi body prostoru a prostory pova-
Zujeme za stejné, pokud se na sebe daji vzdjemné preménit néjakou spojitou deformaci.
TakZe napfiklad nerozliSujeme mezi kouli a krychli; ostatné koule se zméni v krychli jiZ
pfi pfechodu mezi dvéma ekvivalentnimi metrikami na R.

Zakladnim pojmem, ktery se proto v topologii studuje, je spojitost zobrazeni. M-
Zeme si v§imnout, Ze k tomu, abychom definovali spojitost zobrazeni mezi metrickymi
prostory, vlastné nepotrebujeme védét presné, jak jsou od sebe které body daleko. Zcela
si vystacime s informaci, Ze jisté body se nekonecné bliZi k néjakému bodu prostoru.
Zobrazeni f: X — Y je totiZ spojité, jestlize pro libovolnou posloupnost bodi (x;)7 ,
prostoru X, kterd konverguje k néjakému bodu x, obrazy téchto bodi (f(x;));>; konver-
guji k bodu f(x). Cilem zavedeni pojmu topologického prostoru je umoznit formalné
pracovat s ndsledujici definici spojitosti, kterd se 1i§i od obvyklé e-8-definice pouze v
tom, Ze misto o jisté vzddlenosti mluvi jen o blizkosti k ur¢itému bodu:

Zobrazeni f: X — Y je spojité, jestlize pro libovolny bod x prostoru X a pro
libovolné okoli & bodu f(x) existuje né&jaké okoli bodu x, jehoZ vSechny
body se zobrazi do 0.

Tato definice nam tedy ani neurcuje, jakym zptisobem musime blizkost bodii popisovat,
ani nds nenuti porovnavat, zda dané dva body jsou od sebe vzdileny vice nez jiné
dva body lezici v jiné Casti prostoru. Tento piistup vede ke zobecnéni pojmu metrického
prostoru na prostor topologicky, jehoZ definice je zaloZena na pozorovani, jaké vlastnosti
okoli bodl v prostorech maji.

Abstraktnéjsi pristup prinasi nékteré vyhody:

(1) Naptiklad mGzeme provadét elegantni mnozinové argumenty a vyhnout se tak
komplikovanym formulacim vyuZivajicim €-90-zapisu.

(2) Na metrickych prostorech existuje mnoho ekvivalentnich metrik, ov§em vétSina
pojmu studovanych v teorii metrickych prostorti na volbé metriky nezavisi; jednd se
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totiZ o pojmy topologické. Proto je uzite¢né mit moZznost s témito pojmy pracovat, aniz
bychom pfedtim museli zvolit nékterou z té€chto metrik a nase argumenty, které by stejné
fungovaly i pro jinou metriku, provadét jen s touto jednou zvolenou.

(3) Obecny topologicky pfistup umoziuje provadét s prostory nékteré konstrukce,
které obecné produkuji z metrickych prostori prostory pomoci metrik nepopsatelné.
Pfitom se Casto jednd o béZné studované prirozené prostory. Piikladem takového prostoru
je prostor vSech redlnych funkci s bodovou konvergenci, tedy prostor, kde posloupnost
funkci (g;)7> | konverguje k néjaké funkci g, jestlize pro kazdé redlné ¢islo r posloupnost
(gi(r))7>, konverguje k bodu g(r).

V nésledujicim textu se budeme casto setkdvat s pojmem mirné zobeciiujicim pojem
metriky, zvanym pseudometrika, ktery se 1iSi od metriky vypusSténim pozZadavku na
nenulovost vzdélenosti dvou riznych bodd. Tedy (X,p) je pseudometricky prostor,
jestlize zobrazeni p: X x X — R spliiuje

1. Vx,ye X: p(x,y) >0,
2. VxeX: p(x,x) =0,
3. Vx,y €X: p(x,y) = p(yx),

4. Vx,y,z€X: p(x,2) <p(x,y) +p(,2).

Tento prostor je metricky, jestlize navic plati

5. Vx,yeX: p(x,y) =0 = x=y.



Kapitola 1

Definice topologického prostoru

Topologicky prostor lze definovat mnoha ekvivalentnimi zptisoby, v zavislosti na tom,
ktery topologicky pojem znamy z metrickych prostori (jako tfeba oteviena mnoZina,
uzaviend mnozina, okoli ¢i uzavér) budeme povazovat za zakladni. Vlastnosti prostoru
popiSeme pomoci vlastnosti tohoto pojmu, zbylé topologické pojmy prohldsime za od-
vozené a pomoci zdkladniho pojmu je definujeme. Poté je samoziejmé tieba ukdazat,
Ze vSechny takto vzniklé definice topologického prostoru ve skutecnosti popisuji ty-
téZ objekty. Tento pfistup ndm mimo jiné umozni kdykoli pouzivat pravé tu definici
topologického prostoru, kterd se ndm zrovna nejvice hodi.

Nejcastéji se za zékladni definici topologického prostoru povazuje nasledujici definice
pomoci otevienych mnoZin:

Definice 1.1 (topologického prostoru pomoci otevienych mnoZzin). Topologii namnoziné
X rozumime libovolny systém .7 C (X ) podmnozin X spliujici

1. 0.X € 7,
2. VA BE I :ANB€ 7,

3. pro libovolnou indexovou mnozinu / a mnoziny A; € .7, proi € I, plati ;c;A; €

T.

Prvky topologie .7 se nazyvaji otevifené mnoZiny a dvojice (X, .7) se nazyva topologicky
prostor. Prvky mnoZiny X se nazyvaji body prostoru (X, 7).

Ekvivalentné mlizeme fici, Ze topologie na X je systém podmnoZin X uzavieny na
libovolna sjednoceni a kone¢né priniky.

Vsimnéte si, Ze mnoZina A C X je oteviend v prostoru (X, .7 ) pravé tehdy, kdyz pro
kazdy jeji bod x € A existuje oteviend mnozina B € .7 takovd, Ze x € B C A. Je tomu tak
proto, Ze pfi splnéni této podminky plati A = J{B € .7 | BC A}, a tedy je A oteviend
diky tfetimu axiomu v definici topologie. K diikazu, Ze mnoZina A je oteviend, staci
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tedy ukdzat, zZe libovolny bod mnoZiny A je obsaZen v néjaké podmnoziné A, ktera je
oteviend. Dikaz otevienosti mnoZiny se vétsSinou provadi pravé timto zplisobem.

Uvédomme si nyni, Ze kazdy pseudometricky prostor (X,p) lze skute¢né chépat
jako topologicky prostor. Vime, Ze podmnoZina pseudometrického prostoru je ote-
viend, jestlize s kazdym svym bodem obsahuje i néjakou kouli se sttedem v tomto
bodé. Pro otevienou kouli o poloméru € se stiedem v bodé x budeme pouZivat znaceni
B(x,e) ={y € X | p(x,y) < €}. Potom miiZeme definovat na X topologii 7}, indukova-
nou pseudometrikou p nésledovné:

Tp={ACX|VxecAJe>0:B(xe) CA}.

Snadno se ovéfi, Ze (X, 7)) je skute¢né topologicky prostor. Na druhou stranu, o topo-
logickém prostoru (X,.7) fikame, Ze je (pseudo)metrizovatelny, jestlize na X existuje
(pseudo)metrika p takova, Ze .7 = 7.

Pokud médme na mnoziné X dany dvé ekvivalentni metriky, tak indukuji tutéZ topo-
logii. Topologii indukovanou euklidovskou metrikou na prostoru R" (nebo kteroukoli
ze standardnich euklidovské metrice ekvivalentnich metrik) znac¢ime &. Opacné oviem
neni pravda, Ze indukuji-li dvé metriky tutéz topologii, potom jsou ekvivalentni. Tako-
vym piikladem jsou tfeba metriky p a ¢ na R definované piedpisy p(x,y) = [x—y| a
o(x,y) =l|e*—¢|.

Priklad 1.2.

1. Pro libovolnou mnozinu X je (X, &(X)) topologicky prostor, zvany diskréni.
Tento prostor je indukovan napfiklad metrikou, kde vzdélenost libovolnych dvou
ruznych bodi je stejna.

2. Pro libovolnou mnoZzinu X je (X,{0,X}) topologicky prostor, zvany indiskrétni.
Snadno se nahlédne, Ze pro alesponi dvouprvkovou mnoZinu X tento prostor neni
metrizovatelny, ale je indukovany pseudometrikou, kde vzdédlenost libovolnych
dvou bodi je nulova.

3. Dvoubodovy topologicky prostor ({a,b},{0,{a},{a,b}}) se nazyva Sierpinského
prostor. Diky své asymetrii tento prostor neni ani pseudometrizovatelny.

4. Asymetrie ovSem nemusi byt jedinym divodem, pro¢ topologicky prostor neni
pseudometrizovatelny, jak ukazuje pfiklad takzvaného prostoru konecnych kom-
plementii (X,.7 ) na nekonecné mnoziné X, kde

A€ <= A=0nebo XA je konecnd.

Pokud by totiZ byla jeho topologie indukovana néjakou pseudometrikou p, musela
by existovat dvojice bodl x,y € X s nenulovou vzddlenosti. Potom by koule
B(x,p(x,y)/2) a B(y,p(x,y)/2) byly diky trojihelnikové nerovnosti neprazdné
oteviené disjunktni podmnoZiny X, coz je ve sporu s definici topologie .7 .



Komplementy otevienych podmnoZin topologického prostoru nazyvame uzaviené.
Diky De Morganovym zakonim je snadné ovéfit, Ze topologické prostory lze ekviva-
lentné definovat takto:

Definice 1.3 (topologického prostoru pomoci uzavienych mnozin). Dvojice (X,.%) se
nazyva topologicky prostor, jestlize .# C @(X) a spliiuje

1. 0.X € #,
2. VA,BEe .%: AUB€ 7,

3. pro libovolnou indexovou mnoZinu I a mnoziny A; € %, proi € I, plati | A; € Z.
icl

Prvky .% se nazyvaji uzaviené mnoziny.

Mezi definici pomoci otevienych mnozin a definici pomoci mnoZzin uzavienych ma-
Zeme tedy prechdzet takto:

F={ACX|X\A€ T}, T={ACX|X\AcF).

Dalsimi topologickymi pojmy zndmymi z teorie metrickych prostorti, které mizeme
pomoci otevienych mnozZin zavést, jsou uzavér, vnitfek a hranice podmnoZiny topolo-
gického prostoru. Je-li (X,.7") topologicky prostor a A C X néjakd mnoZina bodd X,
definujeme uzdvér A (oznacovany rovnéz cl(A)) mnoZziny A v prostoru X jako nejmensi
uzavienou podmnoZzinu X obsahujici A. VSimnéme si, Ze diky axiomim topologického
prostoru ma skute¢né kazdd mnoZina A uzavér, nebot’ jej muzeme ziskat jako prinik
vSech uzavienych mnozin obsahujicich A. Je rovnéz uzitecné si uvédomit, jaké vyjadreni
uzavéru ziskame, pfeneseme-li tuto charakterizaci do duélni feci otevienych mnozZin:

A={xeX|VUET:xcU = ANU #0}.

Podobné definujeme vnitriek A° mnoZiny A C X jako nejvétsi otevienou podmnoZinu
X obsaZzenou v A. VSimnéte si, Ze vnitiek je dudlnim pojmem k uzavéru, tedy ze A° = X \
m . Hranici (boundary) mnoZiny A rozumime rozdil mezi jejim uzavérem a vnitikem.
Uvédomte si, ze pravé definované pojmy se vzdy vztahuji k prostoru X, v némz se
mnoZina A nachézf; tedy napiiklad hranice intervalu (0,1) v euklidovském prostoru R
je {0, 1}, zatimco hranice (0, 1) v prostoru (0, 1) je prazdna.

MnoZina A se nazyva hustd v prostoru X, jestliZe jejim uzavérem je cely prostor. Ri-
kame, Ze topologicky prostor je separabilni, jestlize obsahuje néjakou nejvyse spocetnou
hustou podmnoZinu.

Cviceni 1.4.

1. Vyjadrete predchozi pojmy plné v feci otevienych mnoZin i plné v feci uzavienych
mnoZzin.
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2. Ukazte, Ze hranice je vzZdy uzaviend.
3. Dejte piiklad podmnoZiny metrického prostoru R?, jejiz hranicf je cely prostor.

Pojem topologického prostoru miiZzeme definovat rovnéZ pomoci vlastnosti operatoru
uzavéru:

Definice 1.5 (topologického prostoru pomoci uzavéru). Dvojice (X,~) se nazyva topo-
logicky prostor, jestlize ~: @(X) — #(X) je zobrazeni spliujici

1. 0=0,
2. VACX:ACA,

3.VACX: A=A,
4. VAL BCX: AUB=AUB.

Abychom ovérili, Ze tato definice je ekvivalentni pfedchozi definici pomoci uzavie-
nych mnoZin, musime nejprve pomoci uzdvéru definovat, kdy je mnoZina uzaviena:

VACX:Ae.F «— A=A. (1.1)
Cviceni 1.6.

1. Ovéite, Ze operator uzdvéru definovany pomoci uzavienych mnoZin spliiuje axi-
omy v definici 1.5.

2. Ukazte, Ze z axiomu v definici 1.5 plyne, Ze zobrazeni ~ je monoténni vzhledem
k inkluzi, tedy 26 VA CBC X: A C B.

3. Ovéite, Ze uzaviené mnoZziny definované predpisem (1.1) spliuji axiomy v defi-
nici 1.3.

Vsimnéte si, Ze k ovéfeni platnosti axiomt definice 1.3 nebylo tfeba pouZit axiom 3
definice 1.5. Pokud bychom tento axiom vypustili, tak by sice naddle kazdy uzdvérovy
operator definoval topologicky prostor, ov§em stejny prostor by bylo mozné zadat pomoci
vice riznych uzavérovych operator, a v tomto smyslu by definice nebyly ekvivalentni.
Abychom ovérili, Ze ndmi uvedené definice skute¢né ekvivalentni jsou, potfebujeme
ukdzat nésledujici:

1. Uzéavérovy operator uréeny mnoZzinou uzavienych mnozin .# definovanou pred-
pisem (1.1) je roven piivodnimu operatoru ~.

2. Je-li = uzavérovy operator ureny mnozinou .# spliujici definici 1.3, potom je
splnéna podminka (1.1). Jinymi slovy, ziskany uzavérovy operator definuje jako
uzaviené pravé puvodni uzaviené mnoziny.



DokaZme si prvni z téchto tvrzeni. Vime, Ze novy uzdvér mnoZiny A je roven nejmensi
mno%iné F € .7 splitujici F D A. UkédZeme, Ze touto mnoZinou je pravé A. MnoZina A
skute¢né patii do .# diky axiomu 3 a spliiuje poZadovanou inkluzi diky axiomu 2. Pokud
je F € .7 libovolnd mnoZina spliiujici F D A, potom F = F podle (1.1) a FDA diky
monotonii = (cvi¢eni 1.6.2). Dohromady tedy dostdvdme F D A, coZ ukazuje, Ze A je
opravdu mezi t€émito mnoZinami nejmensi.

Cviceni 1.7.
1. Dokoncete dikaz ekvivalence definic 1.3 a 1.5.

2. Formulujte definici topologického prostoru pomoci vnitiku a zdtivodnéte jeji ekvi-
valenci s pfedchozimi definicemi.

DalSim uZite¢nym topologickym pojmem, kterému se budeme vénovat, je okoli. In-
tuitivné, okolim daného bodu myslime takovou mnoZinu, kterd pro néjakou droven
blizkosti obsahuje vSechny body, které jsou k tomuto bodu takto blizko. Formalné, ii-
kame, Ze mnoZina A C X je okolim (neighbourhood) bodu x € X v topologickém prostoru
(X,7), jestlize existuje oteviend mnozina U € .7 spliiujici x € U C A. MnoZinu viech
okoli bodu x zna¢ime .7 (x).

Topologicky prostor miZeme ekvivalentné definovat také pomoci vlastnosti okoli.

Definice 1.8 (topologického prostoru pomoci okoli). Dvojice (X,.7) se nazyva topo-
logicky prostor, jestlize 7 : X — @((X)) je zobrazeni, které pro kazdy bod x € X
spliiuje

1. X € 7(x),

2. VA€ T (x): x €A,

3.VA€e 7(x) VBCX: ACB — Be€ J(x),
4. VA,Be T (x): ANB e I (x),

5.VAe T (x)IBe T(x)VyeB: Ac T(y)
(tato podminka v podstaté fikd, Ze v kazdém okoli A bodu x existuje néjaké
podokoli, které neobsahuje Zddné body hranice A).

UkazZme si, Ze i tato definice je ekvivalentni definici pomoci otevienych mnoZin. Stejné
jako v piipadé uzavéru nejprve zadefinujme pivodni pojem oteviené mnoZiny pomoci
okoli: mnoZina je oteviend, jestliZze je okolim kazdého svého bodu, tedy

VACX:Aec T < (Vxc€A)(A e T (x)). (1.2)

Cviceni 1.9.



8 KAPITOLA 1. DEFINICE TOPOLOGICKEHO PROSTORU

1. Ovéite, zZe okoli bodi v topologickém prostoru spliuji axiomy v definici 1.8.

2. Ovéite, Ze oteviené mnoziny definované predpisem (1.2) spliiuji axiomy v defi-
nici 1.1.

3. Dokazte, ze okoli bodd v topologickém prostoru uréeném mnoZzinou otevienych
mnozin .7 spliiuji podminku (1.2).

K ovéfeni ekvivalence definic 1.8 a 1.1 zbyva kromé fakt uvedenych ve cviceni 1.9 jiz
jen ukézat, Ze pokud pomoci libovolného zobrazeni .7 spliujiciho axiomy definice 1.8
definujeme oteviené mnoZiny, tak se okoli urend témito mnoZinami budou shodovat
s témi, kterd zadava zobrazeni .7. UkaZzeme tedy, Ze mnoZina A je okolim bodu x pravé
tehdy, kdyz A € 7 (x).

Je-li A okolim x, existuje oteviend mnozina U € .7 spliujici x € U C A. Podle (1.2)
tedy plati U € .7 (x) a axiom 3 fikd, Ze i A € 7 (x).

Opacné, pokud A € .7 (x), musime prokdzat, Ze A je okolim x, a to tak, Ze najdeme
otevienou mnozinu U C A obsahujici x. Za tuto mnoZinu je prfirozené volit vnitiek
mnoziny A, pfic¢emz vnitfek mizeme pomoci okoli popsat nasledovné:

U={yeX[Ae Ty}

Takto definovand mnoZina U je podmnoZinou A diky axiomu 2. Zbyvé tedy ukazat,
ze U je oteviend podle predpisu (1.2). Vezmeme-li ovSem libovolny bod y € U, vime
oném, ze A € 7 (y), a tedy podle axiomu 5 existuje B € .7 (y), jejiz kazdy bod z spliiuje
A € 7 (z). Proto je B podmnozinou U a diky axiomu 3 dostivame U € 7 (y), ¢imz je
otevienost U dokézéna.

Chceme-li zadat néjaky topologicky prostor, neni vétSinou vyhodné popsat pitimo
néktery z pojmt zavedenych v pfedchozich definicich. V piipadé definice pomoci ote-
vienych mnozin lze vyuzit, na jaké operace je mnozina .7 uzaviend, a popsat pouze
dostatek otevienych mnoZin, ze kterych je jiz mozné pomoci téchto operaci vygenerovat
celou mnozinu .7 . Pojmy, které se v této souvislosti pouZivaji, jsou baze a subbaze.

Je-li (X, .7) topologicky prostor, potom o mnoziné otevienych mnozin £ C .7 fikame,
Ze je bdzi topologie .7, jestlize kazdy prvek .7 je sjednocenim né&jakych prvki 2.
Napriklad topologii indukovanou pseudometrikou jsme vlastné definovali pomoci baze
sloZené ze vSech kouli # = {B(x,€) | x € X, € € R }. Ekvivalentnég ji oviem miZeme
definovat pomoci baze Z = {B(x,€) |x€ X, e € Q"}.

Cviceni 1.10. Dejte piiklad spocetné baze prostoru (R", &).

Abychom mohli topologické prostory zaddvat pomoci bazi, potiebujeme jen védeét,
které mnoziny podmnoZin X jsou bazi n€jaké topologie.



Tvrzeni 1.11. MnoZina .¥ C @(X) je bdzi néjaké topologie na mnoziné X prdvé tehdy,
kdy?\J. =X a

VA,Be YVxeANBIdCe .¥: xec CCANB. (1.3)
Cviceni 1.12. Dokazte tvrzeni 1.11.

Podmnozina topologie . C .7 se nazyva subbdze topologie .7, jestlize kazdy pr-
vek 7 je sjednocenim kone¢nych prinikd prvku .7, tedy jestlize kone¢né pruniky
prvku . tvoii bazi 7.

Priklad 1.13. MnozZina intervali {(—eo,a), (a,o0) | a € R} je subbdzi prostoru (R, &).
Cviceni 1.14. Ukazte, Ze kazdd mnozina . C (X)) je subbdzi néjaké topologie na X.

Podobné mizeme mluviti o bdzi okoli néjakého bodu x prostoru (X, .7), ¢imZ myslime
libovolnou podmnozinu % C .7 (x) takovou, Ze pro vSechna okoli U € .7 (x) existuje
V € % spliujici V C U. Napriklad v libovolném metrickém prostoru ma kazdy bod x
spoCetnou bazi okoli tvofenou koulemi o poloméru 1/n, pro n € N, se stfedem v x.

Mame-li na mnoziné X definovany dvé topologie .7 a .7 spliiujici 7 C %, fikame,
ze 7 je hrubsi (slabsi, coarser) nez 7 a ze 7 je jemnéjsi (silnéjsi, finer) nez 7.

Tak jako v metrickych prostorech, miiZzeme i v topologickych prostorech mluvit o kon-
vergentnich posloupnostech. Rikdme, Ze posloupnost (x;)7 ; bod# prostoru (X,.7) kon-
verguje k bodu x € X, jestlize

VAe T (x)IneNVi>n: x; €A,

tedy pro kazdé okoli bodu x existuje index, od kterého jizZ vSechny body posloupnosti
lezi v tomto okoli.

Cviceni 1.15. Charakterizujte konvergentni posloupnosti v prostorech z piikladu 1.2.

Tvrzeni 1.16. Je-li A mnoZina v topologickém prostoru (X, ), potom limity vSech
konvergentnich posloupnosti bodit mnoZiny A lezi v uzdvéru A. Proto, je-li A uzavrend,
obsahuje limity vSech konvergentnich posloupnosti svych bodu. [

Nasledujici piiklad ukazuje, Ze na rozdil od metrickych prostorti ov§em v obecnych
topologickych prostorech opacnd implikace k predchozimu tvrzeni neplati, a uzaviené
mnoziny tedy nelze popsat pomoci konvergentnich posloupnosti. Jak uvidime v na-
sledujici kapitole, znamena to, Ze konvergentni posloupnosti nejsou dostatecné silnym
ndstrojem, aby se s jejich pomoci dala charakterizovat spojitost zobrazeni mezi topolo-
gickymi prostory.
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Priklad 1.17. Na nespocetné mnoZziné X uvazme topologii
T ={A C X |A=0nebo X \A je nejvyse spocetnd}.

Nyni si v§imnéme, Ze pokud posloupnost (x;);> ; konverguje k x vzhledem k topologii .7,
tak miZzeme uvézit oteviené okoli (X \ {x; | i € N})U{x} bodu x, které prokazuje, Ze od
jistého prirozeného ¢isla n pro vSechna i > n plati x; = x. Tedy konvergence v prostoru
(X,.7) je stejnd jako konvergence v diskrétnim prostoru.

Priklad 1.18. Ukéazeme si, Ze predusporadané mnoziny jsou ve skutecnosti specidlnim
pfipadem topologickych prostori. Presnéji, preduspofdadané mnoZiny odpovidaji pravé
topologickym prostorim (X,.7), kde mnoZina .7 je uzaviend na libovolné priniky.
Snadno se nahlédne, Ze tato podminka na .7 je ekvivalentni pozadavku, aby kazdy
bod mél nejmensi okoli. VSimnéte si, Ze tuto podminku spliiuje diskrétni, indiskrétni 1
Sierpinského prostor.

Na predusporadané mnoziné (X, <) muzeme topologii definovat tak, Ze za oteviené
prohldsime pravé vSechny nahoru uzaviené mnoZiny, tedy mnoZziny A C X spliujici
podminkuy >x €A = y € A. Opacné, je-li .7 topologie na X uzaviena na libovolné
praniky, miZeme zavést na X preduspofadani piedpisemx <y <— 7 (x) C Z (y), tedy
bod x je mensi nebo roven bodu y, jestliZe nejmensi okoli x obsahuje nejmensi okol{ y.

Cviceni 1.19.

1. UkaZte, Ze konstrukce uvedené v predchozim piikladu definuji vzdjemné inverzni
bijekce mezi mnozinou vSech topologii na X uzavienych na libovolné priiniky a
mnozinou vSech pfedusporadani na X.

2. Charakterizujte konvergentni posloupnosti v topologickém prostoru odpovidajicim
piedusporddané mnoziné (X, <).



Kapitola 2
Spojita zobrazeni

Definice 2.1. Jsou-li (X,.7) a (Y, % ) topologické prostory, fikame, Ze zobrazeni f: X —
Y je spojité (continuous) (vzhledem k topologiim .7 a %), jestliZze pro vSechna A € %
jef1A) e 7.

Priklad 2.2. Zobrazeni id: (X,.7) — (X, %) je spojité pravé tehdy, kdyZ % je hrubsi
nez 7.

Cviceni 2.3. Dokazte, Ze zobrazeni predusporddanych mnozZin je izotonni pravé tehdy,
kdyz je spojité vici prislusSnym topologiim definovanym v piikladu 1.18.

Spojitost 1ze samoziejmé charakterizovat i pomoci ostatnich pojmi zavedenych v pred-
chozi kapitole:

Cviceni 2.4. Dokazte, Ze spojitost zobrazeni f: (X,.7) — (Y, ) je ekvivalentni kazdé
z nésledujicich podminek:

1. Vzor kazdé uzaviené mnoZiny v Y je uzaviend mnoZina v X.

2. Pro kazdou podmnozinu A C X plati f(A) C f(A).

3. Pro kazdou podmnoZinu A C Y plati f~1(A°) C f~1(A)".

4. Existuje subbéze . topologie % takovd, Ze pro viechna A € . plati f~1(A) € 7.

Pokusime-li se popsat spojitost pomoci okoli, obdrZime navic definici spojitosti v bod€.
Rikdme, 7e zobrazeni f: (X,.7) — (Y, %) je spojité v bodé x € X, jestlize pro kazdé
A € % (f(x)) existuje B € .7 (x) spliiujici f(B) C A. Jinymi slovy, vzor libovolného
okoli bodu f(x) je okolim bodu x.

Cviceni 2.5. Dokazte, Ze zobrazeni f: (X, 7 ) — (Y, % ) je spojité pravé tehdy, kdyZ je
spojité v kazdém bod¢ prostoru X.

11



12 KAPITOLA 2. SPOJITA ZOBRAZENI

Snadno se nahlédne, Ze pro metrické prostory je vySe uvedend definice spojitosti
v bodé ekvivalentni obvyklé e-d-definici, a proto ze cviceni 2.5 vyplyva, Ze v piipadé
metrickych prostord se topologicka definice spojitosti shoduje s £-5-definici.

Je dobfe zndmo, Ze spojitost zobrazeni metrickych prostorti 1ze popsat pomoci konver-
gence posloupnosti. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze tuto charakterizaci je mozZné pouzit
pro topologické prostory za predpokladu, Ze topologie .7 je indukovana pseudometrikou.

Tvrzeni 2.6 (ACy). Pro libovolny pseudometricky prostor (X, p) a topologicky prostor
(Y, %) je zobrazeni f: (X, Tp) — (Y, % ) spojité pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloup-
nost (x;)72, v prostoru X konvergujici k bodu x € X posloupnost (f(x;))7>; konverguje
k bodu f(x).

Diikaz. “=="Ze spojitosti f vime, Ze pro libovolné okoli A bodu f(x) je f~'(A) okolim
bodu x. ProtoZe posloupnost (x;)7> ; konverguje k x, existuje pfirozené ¢islo n takové,
7e pro viechna i > n mame x; € f~'(A), a tedy f(x;) € A, co? dokazuje konvergenci
posloupnosti (f(x;))7>; k bodu f(x).

“«=" Obréacenou implikaci dokdzeme obménou. Piedpokladdme, Ze existuje bod
x € X, vnémz neni f spojité, a zkonstruujeme posloupnost konvergujici k tomuto bodu,
jejiz obraz nekonverguje k f(x). Podle ptedpokladu existuje okoli A bodu f(x) takové,
Ze pro zadné okoli B bodu x neplati f(B) C A. Vezmeme-li tedy za B okoli tvaru B(x, 1 /i)
pro vSechna pfirozend &isla i, mizeme vybrat pro kazdé i bod x; € B(x, 1/i) spliiujici
f(xi) ¢ A. Proto posloupnost (x;)3; konverguje k x, zatfmco posloupnost (f(x;))7,
k bodu f(x) nekonverguje. O

Vidime, Ze k ditkazu obracené implikace jsme vyuzili faktu, Ze okoli bodu v pseu-
dometrickém prostoru jsou pln€ zaddna posloupnosti bazovych okoli tvofenou koulemi
o poloméru 1/n. Skute¢né, pokud baze okoli bodl nejsou spocetné, mize byt podminka
zaloZend na konvergenci posloupnosti slabsi nez pozadavek spojitosti, i kdyz cilovy
prostor je metrizovatelny. Takovou situaci ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.7. Uvazme zobrazeni id: (R,.7) — (R, &), kde 7 je topologie spoéetnych
komplementi definovand v piikladu 1.17. Toto zobrazeni trividlné splituje podminku na
konvergenci posloupnosti. Ov§em rovnéZ se snadno vidi, Ze toto zobrazeni neni spojité,
nebot’ napiiklad otevieny interval (0, 1) ma nespocetny komplement.

Pokud bychom chtéli ziskat charakterizaci spojitosti a dal§ich pojmd znamych z te-
orie metrickych prostord analogickou charakterizaci pomoci limit posloupnosti, museli
bychom tedy misto posloupnosti pouZit obecnéjsi pojem, ktery by nim umoZznil vybirat
body nejen ze spocetné baze okoli bodu jako v pfedchozim diikazu, ale z libovolné mno-
Ziny zmenSujicich se okoli. V piipadé metrickych prostorti jsme védéli, Ze bazi okoli
tvori klesajici posloupnost, a proto si vystacime s posloupnostmi bodd, coz znamena,
Ze po kazdém bodu nésleduje dalsi bod. Obecné ovsem vime jen, Ze prunik dvou okoli
néjakého bodu je opét jeho okolim, a tedy budeme vybirat body tak, Ze ke kazdym
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dvéma bodiim budeme mit bod, ktery nésleduje po obou. Formalnim pojmem zachycu-
jicim tuto myslenku je sit. Sit’ N v prostoru (X, .7) je zobrazeni z libovolné usmérnéné
mnoziny (A, <) (tj. uspofddané mnoZziny, kde kazda dvojice prvki ma né&jakou horni
zavoru) do X. O siti N: A — X se tikd, Ze konverguje k bodu x € X, jestlize pro kazdé
okoli U bodu x existuje a € A takové, Ze pro vSechna b > a plati N(b) € U. Piestoze
v naSem textu nebudeme charakterizaci konvergence pomoci siti pouZivat, je mozné déle
popisované vlastnosti prostorti ekvivalentné zavést i pomoci tohoto pojmu analogicky
jako pro metrické prostory pomoci posloupnosti. Uvédomte si jen, Ze pfi pfechodu mezi
charakterizaci pomoci otevienych mnozin a pomoci siti ¢i posloupnosti musime vzdy
pouZzit axiom vybéru.

Cviceni 2.8. Dokazte, 7e id: (X,.7) — (X,.7) je spojité zobrazeni a Ze slozenim dvou
spojitych zobrazeni vznikne opét spojité zobrazeni.

V tvodu jsme si fikali, Ze v topologii nebudeme rozliSovat mezi prostory, které se na
sebe daji vzdjemné prevést spojitou deformaci. Ve formélni definici topologicky stejnych
prostord budeme tedy poZadovat existenci bijekce mezi témito prostory, kterd takovou
spojitou deformaci realizuje.

Definice 2.9. Bijekce f: X — Y se nazyva homeomorfismus prostort (X,.7) a (Y, %),
jestlize jsou f i f~! spojitd zobrazeni. Pokud mezi dvéma prostory (X,.7) a (Y, %)
existuje homeomorfismus, fikdme, Ze jsou homeomorfni, a piseme (X,.7) = (Y, % ).

Pozndmka 2.10. Diky cvieni 2.8 miZeme mluvit o kategorii, jejimiZ objekty jsou
topologické prostory a morfismy spojitd zobrazeni. Pfitom homeomorfismy jsou praveé
izomorfismy v této kategorii.

Priklad 2.11.

1. Zobrazeni metrickych prostord f: (0,1) — {c€ C | |c| =1} dané piedpisem
f(x) = e*™1 je spojitd bijekce intervalu na kruZnici, jejiz inverze oviem spojitd
neni. Skutecné si pozdé€ji ukdzeme, Ze interval a kruznice nejsou homeomorfni.

2. Pro libovolna pfirozend ¢isla m # n nejsou euklidovské prostory R™ a R" ho-
meomorfni. Dikaz tohoto tvrzeni ovS§em neni snadny; Ize jej nalézt napiiklad
v paragrafu X.1 skript [1].

3. Metrické prostory (0,1) a R jsou homeomorfni, coZ dokazuje napiiklad zobrazen{
x — cotg(mx). Pfitom si v§imnéte, Ze prostor R je dplny (tedy v ném kazda cau-
chyovska posloupnost konverguje), kdeZto interval (0, 1) dplny neni. Tedy home-
omorfismy nezachovavaji tplnost metrickych prostort, coZ znamend, Ze tplnost
neni topologicka vlastnost.
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Kapitola 3

Zakladni konstrukce topologickych
prostoru

Z univerzdlni algebry vime, Ze z danych algeber je vZdy mozné ziskdvat nové algebry
pomoci jistych zakladnich konstrukci jako jsou podalgebry, souciny, soucty ¢i kvocienty
(homomorfni obrazy). Mnohé z téchto konstrukci ovSem nelze aplikovat na metrické
prostory; to je piipad jak obecnych soucint, tak kvocientti. Situace se ov§em méni, pokud
misto metrickych prostorit uvazime obecné topologické prostory. Prestoze topologické
prostory a algebry se v mnoha ohledech chovaji zna¢né odli$né, ukaZeme si, Ze vSechny
vySe uvedené operace jsou definovatelné a uzite¢né i v piipadé topologickych prostort.

3.1 Podprostory

Necht' (X, .7) je topologicky prostor a Y je libovolnd podmnozina X. V piipadé algeber
je jediny zptisob, jak definovat strukturu algebry na podmnoziné Y algebry X tak, aby
vnofeni 1 : ¥ — X bylo homomorfismem, a to navic pouze v pfipadé¢, Ze podmnoZina Y
je uzaviend na vSechny operace. Po topologickém podprostoru budeme analogicky po-
Zadovat, aby vnoreni bylo spojité zobrazeni. OvSem tato podminka vétSinou neurcuje
topologii na Y jednozna¢né, nebot pouze vyZaduje, aby pro kazdou otevienou pod-
mnoZinu A C X byla mnoZina 1~ (A) = ANY oteviend v podprostoru Y. Existuje tedy
nejhrubsi topologie na Y, kterd podminku spojitosti t splituje, a pravé tato topologie,
oznacovand .7 |y, je topologii podprostoru Y. Diky této volb& potom vznikly podprostor
ma oc¢ekavanou univerzalni vlastnost, Ze kazdé spojité zobrazeni z libovolného pro-
storu do (X,.7), jehoz obraz je podmnozinou Y, je soucasné spojitym zobrazenim do
prostoru (Y, .7 |y). Tvoiime-li topologii na néjaké mnoziné timto zpusobem, tedy jako
nejhrubsi topologii takovou, Ze dand zobrazeni do jistych topologickych prostort jsou
spojitd, mluvime o projektivni topologii vzhledem k témto zobrazenim.

15
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Tvrzeni 3.1. Je-li (X,.7) topologicky prostor aY C X, tak Ty ={ANY |Ae€ T}
Jje topologii na mnoziné Y. Tato topologie je nejhrubsi topologii % na Y takovou, Ze
vnoreni (Y, % ) do (X, T) je spojité. O

Topologicky prostor (Y, 7 |y) definovany v tvrzeni 3.1 se nazyva podprostor prostoru
(X,.7) ureny podmnoZinou Y.

Priklad 3.2. V prostoru kone¢nych komplementt je kazdy kone¢ny podprostor diskrétni
a kazdy nekoneény podprostor je opét prostorem konec¢nych komplementd.

Cviceni 3.3. Dokazte, Ze pro topologicky prostor (X, .7 ) apodmnoZinu Y C X je splnéna
podminka
VACY:A€e Ty < A€ T

praveé tehdy, kdyz Y € .7.

ProtoZe podprostor je dobfe definovanym pojmem i v pfipadé metrickych prostord,
méli bychom ovéfit, ze ndmi definovany pojem podprostoru topologického prostoru
skute¢né zobecniuje pojem podprostoru prostoru metrického. Vezméme tedy libovolny
metricky prostor (X,p) a jeho podmnozinu Y C X. Metrika na podprostoru Y je ddna
ziZzenim p na Y x Y, a tedy ji indukovana topologie Z,m ma bézi tvofenou koulemi
{zeY|p(z,y) <€}, kde y €Y a € € RT. PouZijeme-li k definovini topologie na Y
topologickou definici aplikovanou na prostor (X,.7,), dostaneme topologii 7|y s bazi
tvofenou mnoZinami tvaru {z €Y | p(z,x) < €}, kde x € X a € € R™. Tato béze tedy

obsahuje vSechny mnoZiny z bdze topologie 7, ,. Na druhou stranu se dd snadno
Y

ovéfit, Ze kazd4d mnoZina z této baze je vygenerovdna mnoZinami béaze ﬂp‘yz, a tedy
%‘yz = % ‘Y'

Cviceni 3.4. Dokazte, ze kdyz (X, p) je metricky prostor a ¥ C X, tak kazdd mnozina
tvaru {z€Y | p(z,x) < €}, kde x € X a € € R, je sjednocenim né&jakych mnoZin tvaru
{zeY |p(z,y) <€}, kdeyeYaeecR".

V dal$im textu se budeme Casto setkdvat se dvéma vyznamnymi podprostory prostoru
(R", &), a to s n-rozmérnou kouli B, = {x € R" | |x| < 1} a s jeji hranici, kterou je
n—1-rozmérnd sféra S, = {x e R" | |x| = 1}.

3.2 Kbvocienty

Dualni konstrukci k podprostoru je kvocient. V ptipadé€ algeber je pro danou algebru A
a relaci ekvivalence ~ na A mozné pfirozené definovat operaci na A/~, pouze pokud
~ je kongruenci algebry A. V piipadé topologickych prostord 1ze pfirozené definovat
topologii na X /~ pro kazdy topologicky prostor (X,.7") a libovolnou relaci ekvivalence
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~ na X. Jak ov§em uvidime, mnoho péknych vlastnosti pivodniho prostoru se touto kon-
strukci obecné nezachovava. Pii definici topologie na X /~ budeme chtit, aby pfirozend
projekce v: X — X/~ byla spojitd. To znamend, Ze za oteviené mnoZiny v X/~ lze
brat pouze takové, jejichZ vzor v tomto zobrazeni (tedy sjednoceni prislusnych tfid ~) je
oteviend mnoZina v X. Definujeme-li tedy jako oteviené v§echny mnoZiny v X /~, které
tuto podminku spliiuji, ziskdme nejjemné;jsi topologii, pro niZ je zobrazeni v spojité. To-
pologie ziskana timto zptisobem, tedy nejjemnéjsi topologie spliujici, Ze jista zobrazeni
do vzniklého prostoru jsou spojitd, se nazyva induktivni. Pfi této volbé topologie bude mit
zobrazeni v rovnéZ ocekavanou vlastnost, Ze kazdé spojité zobrazeni z (X,.7) do libo-
volného prostoru (Y, % ), jehoZ jadro obsahuje ~, je sloZenim v a né&jakého jednozna¢né
uréeného spojitého zobrazeni z X/~ do Y. Pro zjednoduseni zdpisu vyuZijeme faktu,
ze relace ekvivalence odpovidaji surjektivnim zobrazenim, a celou definici formulujeme
pouze v feci zobrazeni.

Tvrzeni 3.5. Je-li (X,.7) topologicky prostor a f: X — Y surjektivni zobrazeni, tak
U ={ACY|fY(A) € T} jetopologii na mnoZiné Y. Je-li navic g: (X,.7) — (Z,7)
libovolné spojité zobrazent spliiujici ker f C kerg, tak existuje jediné spojité zobrazeni
h: (Y, %)— (Z,7) takové, Ze ho f = g. O

Topologicky prostor (Y,% ) definovany v tvrzeni 3.5 se nazyva kvocient prostoru

(X, 7).
Piiklad 3.6.

1. Je-li ~ relace ekvivalence na uzavieném intervalu (0, 1) s jedinou netriviélni tfidou
rozkladu {0, 1} obsahujici pravé krajni body intervalu, pak (0,1) /~ = S;.

2. Ztotoznime-li ve ¢tverci X = (0, 1) x (0, 1) protilehlé body dvou protilehlych stran,
tedy [0,x] ~ [1,x] pro x € (0,1), bude X/~ vélcova plocha. ZtotoZnime-li navic
i protilehlé body zbylych dvou stran, tedy [x,0] ~ [x, 1] pro x € (0,1), bude X /~
homeomorfni toru.

3. Pokud v predchozim piikladu ztotoznime jednu dvojici stran v opaéném sméru,
to jest [x,0] ~ [1 —x, 1] prox € (0, 1), bude vysledny kvocient X /~ homeomorfn{
Kleinové ldhvi.

Vyznamnym specidlnim piipadem kvocientu je situace, kdy ztotoZiiujeme jistou pod-
mnozinu A prostoru (X,.7) do jednoho bodu, tedy ~ = idx U (A x A). Kvocient X /~ se
v tomto piipadé oznacuje X /A.

Cviceni 3.7. Ukazte, 7e B, /S,—1 = S,. VyuZijte tohoto faktu k dikazu, Ze S, je kvoci-
entem B, 1.
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Priklad 3.8. UkaZeme si priklad jednoduchého kvocientu metrického prostoru, ktery
neni metrizovatelny. Uvazime euklidovsky prostor R? a ztotoZnime v§echny body n&které
piimky, tedy X = R?/(R x {0}). DokdZeme, 7e bod b = R x {0} prostoru X nem4
spocetnou bazi okoli, coZ neni v metrickém prostoru mozné. Predpoklddejme tedy, Ze
mnoziny A, C X, pro n € N, tvofi spocetnou bazi otevienych okoli bodu . To znamena,
7e vzory viech téchto mnoZin v pfirozené projekci v—!(A,) jsou oteviené v IR? a obsahuji
piimku R x {0}. Nyni dojdeme ke sporu tak, Ze zkonstruujeme okoli A bodu b, které
nebude obsahovat Zddnou z mnoZin A,. Pfitom pro kazdé n zajistime vlastnost A, Z A
tim, jak A definujeme v ramci pfimky {n} x R. Za timto d¢elem zvolime libovolné
a, € RT splitujici [n, 0,] € v=1(A,); jelikoz mnoZzina v—'(A,) je okolim bodu [r,0],
muZeme takové q, ziskat napiiklad jako

sup{e € (0,1) | B([n,0],&) Cv~'(A,)}
5 .

Polozme A = v(B), kde

B={]J ((n—1,n+1)x (=04,04)) U ((—ee,1) x (=1,1)).

neN

ProtoZe v~!(A) = B je otevfend mnoZina v R?, je A otevienym okolim bodu . Oviem
pro kazdé n € Nbod [n,a,] & Blezi v v='(A,), atedy A, € A, coZ je ve sporu s tim, Ze
mnoziny A, tvoii bazi okoli b.

Jak uvidime v kapitole o kompaktnosti, v tomto dikazu jsme vyuZili toho, Ze pfimka
R x {0} neni kompaktni, nebot ji Ize pokryt pomoci nekone¢né mnoha otevienych mno-
Zin tvaru (n—1,n+1) X (—ay,, &), pfi¢emz po odstranéni kterékoli z nich néktery bod
piimky pokryt nebude. Proto také tento dikaz nemtizeme aplikovat v piipadé kvocientu

({0, 1) xR) /({0,1) x {0}).

Tento kvocient je nejen metrizovatelny, ale dokonce homeomorfni podprostoru

X

{[X,y] |y € (_1’1>7 RIS <07 ’yD}

euklidovského prostoru R2.

3.3 Retrakty

Cviceni 3.9. Necht X a Y jsou topologické prostory a f: X — Y a g: ¥ — X jsou
spojitd zobrazeni splilujici f o g = idy. Ukazte, Ze potom Y je kvocient prostoru X a g je
homeomorfismus prostoru ¥ na podprostor X.
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Vztah mezi prostory popsany v predchozim cviceni je v topologii velmi dilezity,
nebot’ prostor ¥ ma vzdy s prostorem X mnoho spoleénych vlastnosti, které se obecné
nedédi na podprostory ani na kvocienty. Pfitom se vétSinou predpoklada, Ze Y je pfimo
podprostorem prostoru X a zobrazeni g je vnotfeni podprostoru:

Definice 3.10. Pokud Y je podprostor topologického prostoru X a soucasné existuje
spojité zobrazeni r: X — Y splitujici r(y) =y pro viechnay € Y, fikdme, Ze Y je retraktem
prostoru X, a zobrazeni r nazyvame retrakci X na'Y.

Priklad 3.11.
1. Libovolny oblouk je retraktem kruZnice.

2. V kapitole ?? si ukdzeme, Ze n-rozmérnd sféra S, neni retraktem (n+1)-rozmérné
koule B, 1, pfestozZe je jejim podprostorem i kvocientem.

3.4 Souciny

Dalsi konstrukci, kterou definujeme, je soucin. Pro jednoduchost se nejprve podivejme
na piipad sou¢inu dvou prostord, ktery umime definovat i v pfipadé metrickych prostort.
Vybereme-li si z ekvivalentnich metrik na sou¢inu metrickych prostorti (X1, p1) a (X2, p2)
metriku

p((x1,x2), (y1,¥2)) = max{p (x1,y1), p (x2,y2) },

bude koule o poloméru r se sttedem v bodé& (x1,x;) soucinem kouli o polomé&ru r se stiedy
v bodech x| a x,. TakZe bazi topologie sou¢inu budou tvofit pravé souciny bizovych
mnoZin v prostorech X; a X;. Takto se také obecné zadefinuje soucin dvou topologickych
prostort (X1,.77) a (X2, Z2): na mnoziné X; x X, zaddme topologii bazi

{UxV|UeFA,VeR}
Vsimnéme si nyni, Ze tutéz topologii miZeme rovnéz zadat pomoci subbaze
{UxXy |U e ALU{XI xV |V e}

Pritom mnoziny U x X, a X] x V jsou vlastné pravé vzory otevienych mnoZin z prostort
X1 a X v projekcich py: X1 x Xo — X1 a pp: X1 X Xo — Xp. Tedy topologie soucinu
je definovéna jako nejhrubsi topologie na X; x X, takové, Ze obé projekce jsou spojité.
Jedna se tedy, stejné jako v piipadé podprostort, o projektivni topologii. Touto definici
se rovnéz zaru¢i oCekdvand univerzalni vlastnost soucinu: libovolna spojitd zobrazeni
z n¢jakého prostoru do X; a X, jednoznacné ur€uji spojité zobrazeni z tohoto prostoru
do X1 X Xz.

Priklad 3.12. Soucin dvou kruznic je homeomorfni toru.
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Nyni stejnym zptsobem zavedeme topologii i na nekonecnych soucinech topologic-
kych prostora.

Definice 3.13. Pro libovolny systém topologickych prostort (X;,.7;), pro i € I, je jejich
soucinem prostor [](X;, 7)) = ([1Xi,7), kde 7 je topologie generovana subbazi
icl icl
{p;'(U)|iel, Ue T}

Béze soucinové topologie generovand subbdzi v definici obsahuje pravé mnoZiny
k
M p;,'(U)), kdekeNo, ij€l, Uj€ T (3.1)
j=1

To napiiklad znamen4, Ze pro kazdé okoli A libovolného bodu soucinu []X; se na vSech
sloZkach s vyjimkou konecné mnoha museji v prvcich mnoziny A vyskytovat v§echny
body piislusného prostoru X;.

Cviceni 3.14. Ukazte, Ze topologie indukovana standardnimi ekvivalentnimi metrikami
na soucinu kone¢né€ mnoha metrickych prostort je pravé soucinova topologie.

V dal$im textu se Casto setkdme s uZitim ndsledujici univerzalni vlastnosti soucinu.

Tvrzeni 3.15. Necht’ (Y, %) a (X;, 7;), pro i € I, jsou topologické prostory a (X,.T) =
[1(Xi, ). Jsou-li fi: (Y, %) — (Xi,F;), proi € I, spojitd zobrazeni, pak existuje prdvé
icl

Jedno spojité zobrazeni f: (Y, % ) — (X, ) spliiujici p;o f = f; pro vSechna i € I. Toto
zobrazeni je ddno predpisem f(y) = (fi(y))ier-

Diikaz. Nejprve si v§imnéme, Ze uvedeny piedpis zobrazeni f jednoznacné vyplyva
z podminky na sloZeni s projekcemi. K dokonceni diikazu tvrzeni tedy staci ovéfit, Ze
toto zobrazeni f je spojité. Proto vezméme libovolnou mnoZinu patfici do standardni
subbdze prostoru (X,.7) a ukazme, Ze jeji vzor v f je oteviend mnoZina v (Y, % ).
MnoZina ze subbéze je tvaru p; ' (U), kde U € %, ajeji vzorje f~' (p; ' (U)) = £ (U),
coZ je oviem oteviend mnoZina v prostoru (¥, %) diky spojitosti f~!. [l

Spojité zobrazeni f z tvrzeni 3.15 se obvykle znali (fi)ic;. Toto zobrazeni je tedy
definovéano jako jediné zobrazeni takové, Ze vSechny diagramy

(fi)iel

(Y, %) [1(Xi, %)

iel

i P

(X]VZ) s
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pro j € I, komutuyi.

Dilezitym specidlnim piipadem tvrzeni 3.15 je situace, kdy prostor (Y, %) je rovnéz
soucinem n&jakych prostort (Y;,%;), pro i € I, a pro kazdé i € I je dano spojité zobrazen{
gi: Yi, %) — (X, 7). Potom miZeme za f; brét sloZeni g; o p;, kde p; zna¢i pfirozenou
projekci z [](Y;, %;) na prostor (Y;,%;). Vzniklé zobrazeni, obvykle oznacované [] g,
je tedy urééenlo komutativitou nasledujicich diagrami pro vSechna j € I: !

(¥, %) ——— [1(%.. 7))
i€l iEIgl iel

| |/
(Y, %) — (X, 7)) .

Nyni si ukdzeme, Ze souc¢inova topologie charakterizuje pravé bodovou konvergenci,
tedy konvergenci probihajici na vSech slozkéach soucinu nezévisle.

Tvrzeni 3.16. Necht’ (X;,.7;), pro i € I, jsou topologické prostory a x = (x;)ier a xp =

(Xk.i)ier, pro k € N, libovolné body prostoru T1(X;, ;). Potom posloupnost (xi)i_,
i€l

konverguje k bodu x prdvé tehdy, kdyz pro vSechna i € I posloupnost (xi ;)i konverguje

k bodu x;.

Diikaz. “==" Pfedpokladejme, Ze posloupnost (x;);>_, konverguje k x, a uvazme libo-

volné i € 1. Pro libovolnou otevienou mnozinu U C X; obsahujici bod x; potfebujeme

ukdzat, Ze od urcitého indexu pati{ jiZ v§echny ¢leny posloupnosti (xi ;);>_; do U. K tomu

si staCi povSimnout, Ze podle definice soucinové topologie je mnoZina p; ! (U) oteviend

v prostoru [](X;,Z;) a obsahuje bod x, a tedy od uréitého indexu patii v§echny body
i€l

posloupnosti (xx);>, do p; 1(U). Proto od tohoto indexu i body x;; = p;(x;) patif do
mnoziny p;(p; ' (U)) = U.
“«=" Necht nyni posloupnost (xx ;);>_, konverguje k x;, pro viechna i € 1. Sta¢i ndm

ukdzat, Ze pro libovolnou bazovou otevienou mnozinu U = .(k]l pl-jl(U i)V I;II(Xi, ;)
J= 1
obsahujici x, kde U je oteviend v (X; T j), existuje index, od kterého jiZ vSechny body
posloupnosti (x;);~; patif do U. ProtoZe pro kazdé j = 1,...,k patif bod x;; = p;;(x) do
mnoziny Uj, z pfedpokladu vime, Ze existuje k; € N takové, Ze pro kazdé k > k; plati
xki; € Uj. ProtoZe indexi k; je jen kone¢n€ mnoho, miiZeme za ko zvolit nejvetsi z nich,
a potom pro libovolné k > ko dostavame p;; (xx) = xki; € Uj, pro vSechna j =1,... k.
Jinymi slovy, pro k > ko mame x; € U, coz jsme cht€li dokézat. 0

Niasledujici priklad vysvétluje, pro¢ neni mozné v definici otevienych mnoZin v sou-
¢inu topologickych prostorti povolit omezovani na oteviené mnoZiny na nekonecné
mnoha sloZzkach soucasné.
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Piiklad 3.17. PodmnoZina A = (—1,1)N prostoru posloupnosti redlnych &isel (R, &)Y
neni oteviend. VSimnéte si, Ze napfiklad posloupnost posloupnosti (x;);>_,, kde x; € RN
je déna predpisem

0 proi<k,

1 proi>k,

(k)i =

konverguje bodové ke konstantni posloupnosti (0)7 ; € RN, Pfitom vechny posloupnosti
xx le#i mimo A, ale jejich limita do A patif, coZ znamend, 7e mnoZzina R \ A nenf uzaviend
podle tvrzeni 1.16.

Pokud misto konvergence bodové uvazujeme na soucinu metrickych prostort kon-
vergenci stejnomérnou, je snadné zavést metriku, kterd tuto konvergenci popisuje. Staci
definovat vzdalenost p ((x;)ier, (yi)ier) jako supremum hodnot p (x;,y;) pro i € I, pfipadné
rovnu 1, pokud toto supremum neexistuje nebo je vétsi nez 1. Pfitom si uvédomte, Ze
k popisu stejnomérné konvergence na soucinu neni postacujici znét topologii na jednot-
livych prostorech X;, nebot’ musime byt schopni porovnavat vzdélenosti bodl pouZitych
v riznych slozkach.

Ukazeme si nyni, Ze bodovou konvergenci na soucinu metrickych prostorti obecné
metrikou popsat nelze, pokud indexovd mnoZina je nespocetna.

Piiklad 3.18. UvaZujme topologicky prostor RE, tedy prostor redlnych funkci redlné
proménné s bodovou konvergenci. UkdZzeme, Ze konstantni funkce (0),cg nema spo-
¢etnou bdazi okoli, a proto tento prostor nemiiZe byt metrizovatelny. Za timto dcelem
vezmeme libovolnd okoli V;, pro j € N, bodu (0),cr a nalezneme né&jaké okoli tohoto
bodu, v némz neni ani jedno z okoli V; obsaZeno. Protoze kazdé okoli V; musi obsahovat
néjakou otevienou mnoZinu tvaru (3.1), existuje pouze kone¢né mnohor; 1,...,r jnj € R
takovych, Ze na pfisluSné sloZce se v prvcich V; neobjevuji vSechna redlna Cisla, tedy
pr(Vj) =Rproviechnar ¢ {r;1,...,r;n;}. JelikoZ Cisel r;  je dohromady jen spocCetné
mnoho, miizeme si zvolit s € R rizné od vSech Cisel 7, a tudiz spliujici p,(V;) = R
pro viechna j € N. Potom ov§em mnoZina p; ! ((—1,1)) je hledanym otevienym okolim
bodu (0),cr neobsahujicim ani jednu z mnoZzin V;.

Pro nejvyse spocetné indexové mnoZiny je soucin metrickych prostort vzdy metrizo-
vatelny, nebot’ spocetné mnoho nezdpornych redlnych ¢isel jsme schopni secist takovym
zpusobem, aby se zména na libovolné sloZce projevila na celkovém souctu.

Tvrzeni 3.19. Jsou-li (X;, p;), proi € N, metrické prostory, je topologie soucinu (X, 7 ) =

1 (Xi, ;) indukovand metrikou p definovanou formuli
ieN

pz .XZ)yl)

. NI
P (Xi)ieN, yl IEN ] Di 1+pz(xtayl)

(o)

i
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Pozndmka 3.20. VSimnéte si, Ze v definici metriky p je kaZzd4 metrika p; upravena tak,
aby vzdélenost Zadnych dvou bodd nepiekrocila hodnotu 1, ale pfitom se nezménila
pfislusné indukovand topologie. Tato tiprava spolu s volbou vahy i-té slozky - zajistuji,

aby vznikla fada byla shora omezend absolutné konvergentni fadou Z 5. a tedy byla
sama konvergentni.

Diikaz. Ukazeme, Ze kazdé bazové okoli libovolného bodu x = (x;);en v prostoru (X, .7)
obsahuje néjaké bazové okoli bodu x v prostoru (X, 7)), a opacné, Ze kazdé bazové

okoli x v prostoru (X, .7, ) obsahuje néjaké bazové okoli x v prostoru (X,.7).
Kazdé bazové okoli (3.1) bodu x v (X,.7) obsahuje okoli tvaru

HB XiyFi) X H Xi,
i=n+1

pro néjakd n € N a r; € R. OvSem toto okoli obsahuje okoli

1 ,
B(x mm{Zl 1:—lr,~ |i:1,...,n}>

bodu x v prostoru (X,.7,).
Naopak, pro kazdé bazové okoli B(x,r) bodu x v (X, 7, ) mizeme zvolit n € N takové,
ze 2Ln < 5. Potom okol{

o)

n r
Z.I}B<xi’2n—r> % H Xi

i=n+1
bodu x v (X,.7) je obsazeno v B(x, r), nebot

r

ilL n. ="
=20 1+ 2n 2

2n—r

a soucasné

i 1_1 r
l:n+12’ n "2

]

Priklad 3.21. Dilezitym piikladem spocetného souc¢inu metrickych prostort je Canto-
rovo diskontinuum (Cantor set), coZ je podprostor intervalu (0, 1) obsahujici pravé ta
Cisla, pro ktera existuje zapis ve trojkové soustavé vyuzivajici pouze ¢islice 0 a 2. Tento
prostor je totiz homeomorfni prostoru {0,2}, kde {0,2} je dvoubodovy diskrétni pro-
stor, pfi¢emz piislu§ny homeomorfismus zobrazuje posloupnost (a,),cn na ¢islo majici
v trojkové soustavé zapis 0,ajazas. ..
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Cviceni 3.22. Dokazte, Ze zobrazeni definované v predchéazejicim piikladu je homeo-
morfismus.

Cviceni 3.23. DokaZte, Ze vSechny projekce ze soucinu neprazdnych topologickych
prostord jsou retrakce.

3.5 Soucty

Posledni zdkladni konstrukei, kterou si v této kapitole popiSeme, je soucet topologickych
prostorti. Tato konstrukce vlastné znamend, Ze vSechny pivodni prostory dohromady
za¢neme chdpat jako jediny prostor, v némz se Zddné dva pivodni prostory k sobé nikde
nepfiblizuji. PonévadZ se jednd o dudlni konstrukci k soucinu, pfislu§nd topologie bude
definovana jako induktivni.

Definice 3.24. Pro libovolny systém topologickych prostori (X;, .7;), pro i € I, je jejich
souctem topologicky prostor definovany na disjunktnim sjednoceni vSech X;, tedy na
mnoziné J (X; x {i}), bdzi {U x {i} |i€l, U € F}.

icl
Priklad 3.25. Kazdy diskrétni prostor je souctem vSech svych jednobodovych podpro-
storu.

Cviceni 3.26. Ukazte, Ze pro libovolné topologické prostory (X;, .7;) je pro vSechna j € I
vnofeni 1;: X; — |J(X; x {i}), definované pfedpisem 1;(x) = (x, j), spojité zobrazen{
icl
prostoru (X;, 7;) do souctu.
Cviceni 3.27. Ukaite, Ze jsou-li (X;,p;), pro i € I, pseudometrické prostory, potom
predpis
) , 1, pokud i # j,
p((xal>7<y7])): . —
mln{pi(xvy)v 1}7 pOkUd 1=
kdei,j €I, x € X; ay € X, definuje pseudometriku na disjunktnim sjednoceni X;, kterd
indukuje topologii souctu prostort (X;, ;).

Soucet topologickych prostorti ma nasledujici univerzalni vlastnost, kterd je dudlni
k vlastnosti soucinu.

Tvrzeni 3.28. Necht’ (Y, %) a (X;,7;), pro i € I, jsou topologické prostory, (X,T) je

soucet prostorit (X;, 7;), kde X = |J (X; x {i}), a ;: X; — X je pFirozené vnoreni. Jsou-
icl

li fi: (Xi, %) — (Y, %), pro i € I, spojitd zobrazeni, pak existuje prdvé jedno spojité

zobrazeni f: (X,7) — (Y, %) spliiujici f o1; = f; pro vSechna i € 1. Toto zobrazeni je

ddno predpisem f((x,i)) = fi(x).

Cviceni 3.29. Dokazte tvrzeni 3.28.



Literatura

[1] Pultr, Ales. Uvod do topologie a geometrie I. Stitni pedagogické nakladatelstvi,
Praha, 1982.

25



Rejstrik

baze, 8
baze okoli, 9
bod, 3

Cantorovo diskontinuum, 23

homeomorfismus, 13
hranice, 5

kvocient, 17

mnoZina
husta, 5
otevrena, 3
uzavrena, 5

okoli, 7

podprostor, 16

posloupnost
konvergentni, 9

prostor
diskrétni, 4
Hausdorffav, 26
homeomorfni, 13
indiskrétni, 4
kone¢nych komplementt, 4
metricky, 2
metrizovatelny, 4
pseudometricky, 2
pseudometrizovatelny, 4
separabilni, 5
Sierpinského, 4
To, 25
Ty, 25

T», 26
topologicky, 3
pseudometrika, 2

retrakce, 19
retrakt, 19

sit), 13
konvergentni, 13
soucet, 24
soucin, 20
subbaze, 9

topologie, 3
hrubsi, 9
indukovana, 4
induktivni, 17
jemnéjsi, 9
projektivni, 15
siln&jsi, 9
slabsi, 9

uzavér, 5
vnitrek, 5
zobrazeni

spojité, 11
spojité v bodé, 11

26



	Obsah
	Definice topologického prostoru
	Spojitá zobrazení
	Základní konstrukce topologických prostoru
	Podprostory
	Kvocienty
	Retrakty
	Souciny
	Soucty

	Literatura

