Zakladni pojmy matematické statistiky

Matematicka statistika jeéda, ktera analyzuje a interpretuje datedevsim zadelem ziskani fedpowdi a zlepSeni rozho-
dovani v fiznych oborech lidsk&nnosti. Ritom seridi principem statistické indukce, tj. na zakiamhalosti o ndhodném
vybéru z ukitého rozlozeni pravgbodobnosti se snazéinit zawry o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustrednim pojmem matematické statistiky je tedy pojénaaného vyéru.

Definice ndhodného vykru:

a) Necltt Xy, ..., %, jsou stochasticky nezavislé nahodnédnayi, které maji viechny stejné rozlozenbl(Rekneme, ze
X1, ..., % je nahodny vybr rozsahu n z rozlozeni 8. (Ciselné realizace;x..., % néhodného vyisu Xy, ..., X, uspo-
rfadané do sloupcoveého vektoru odpovidaji datovémb@o zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht’ (X1,Y4), ..., (%, Y1) jsou stochasticky nezavislé dvourazme nahodné vektory, které maji vSechny stejné dvou
rozmerné rozlozeni i(9). Rekneme, ze (XY1), ..., (%,Y.) je dvouroznérny nahodny vybr rozsahu n
z dvourozndrmého rozlozeni 4(9). (Ciselné realizace (1), ..., (%,Yn) Nd@hodného vydu (X1,Y1), ..., (%, Y,) uspda-
dané do matice typux odpovidaji dvourozsmnému datovemu souboru zavedenému v popisné sfjst

c) Analogicky Ize definovat p-rozénny nahodny vybr rozsahu n z p-rozémeho rozlozeni }(9).

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(X ..., X,) nhdhodného vydsu Xy, ..., X, (resp. T = T(X%, Yy, ..., X, Yn) nahodného vydyu (X1,Y ),
.., (X, Yn)) se nazyva (vyrova)statistika



Definice dilezitych statistik:
a) Neclr X, ..., X, je nahodny vybr, n> 2.

Oname M :%Zn:xi ... vybgrovy pramer, & = nilzn‘,(xi ~MY ... vybsrovy rozptyl S =v$? ... vyb&rova sn¥rodatna
i=1 L=

odchylka
Pro libovolné, ale pewndané realnéislo x je statistikou téZ hodnotabcrové distribini funkcer, (x) _—carc{u X, < x}

b) Nech’ je dano i 2 stochasticky nezavislych nahodnych &yilo rozsazich > 2, ..., n> 2.
Celkovy rozsah jen = inj :
j=1

Ozname M, ..., M, vybrové pameéry a S°, ..., §° vybérové rozptyly jednotlivych vyéra. Necht ¢, ..., G jsou realné
konstanty, aspojedna nenulova.
Z(”j _1)512

ZC,-M . linearni kombinace vydvovych pameri, S.2 _FT ... vazeny pimer vybérovych rozpty.

c) Nech’ (XY 1) o (%Y je néhodny vyér z dvourozndrného rozlozeni o rozsahu n.
Ozname M -—Zx,, M ——ZY vybérové pamery, S, -—Z(x -M, ), ——Z(Y M, )? vybérové rozptyly.

i=1

S proSS, 0
(X, =M, )Y, =M,)... vybérova kovariancgRy, = {S1S .. vybérovy koeficient korelace

0 jinak
Pro libovolnou, ale pewnzvolenou dvoijici realnychiisel x,y je statistikou téz hodnotabcrove simultanni distribini

X, <x0Y, <y}.
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n-17=

Sip=

funkce F,(x,y) = —carc{l



Upozorreni: Ciselné realizace statistik M?B, S, Rio odpovidajiciselnym charakteristikam e, s, So, I zavedenym
V popisné statistice, ale u rozptylu,&odatné odchylky, kovariance a koeficientu korelgceultiplikativni konstanta

il, nikoliv 1, jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidiredji, uveden&iselné realizace mohou byt povaZzovany
n- n

za odhadyiselnych realizaci

nahodnych i zavedenych v pitu pravaépodobnosti.

Charakteristika Pccet Matematickg Popisna
vlastnosti pravdpodobnost| statistika statistikal
poloha E(X) =u M m
variabilita D(X) =o° s n-1,

n
variabilita D(X)=0 S n-1_

n

SpOIQ\fné C(Xl, Xz) =012 S_|_2 n _lS
variabilita n
tésnost vztahu| R(X X)) =p Ri, ro
rozlozeni D(X) Fa(X) F(x)




Bodové a intervalové odhady parameiti a parametrickych funkci

Vychazime z nahodného Wil Xy, ..., X, z rozloZeni L§ ), které zavisi na parametbu Mnozinu vSech fipustnych hod-
not tohoto parametru oz¥iane =. Tato mnoZina se nazywérametricky prostor

Nag. je-li X1, ..., %, ndhodny vybr z rozlozeni Ng,6°), pak ¢ = (u,0?) a v tomto pipack parametricky prostdg =
(— oo,oo)x<0,oo)_

Parametr® nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného rédwdyiEru (pripadré chceme odhadnoutjakou pa-
rametrickou funkch(®)).

Bodovym odhaderparametrické funkce B() je statistika | = T(Xy, ..., X)), kterd nabyva hodnot blizkycht), & je hod-
nota parametry jakakoliv. Existuji izné metody, jak konstruovat bodové odhady {nagetoda momentci metoda ma-

ximalni wWrohodnosti, aleémi se zde zabyvat nebudeme) a takané typy bodovych odh&dOmezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

Intervalovym odhaderparametrické funkce B() rozumime interval (D, H), jehoZz meze jsou stikiyst

D = D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) a ktery s dostate¢ velkou pravdpodobnosti pokryva k(), a je hodnota parametri
jakakoliv.



Typy bodovych odhadi

Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vyér z rozloZeni L§ ), h(9) je parametricka funkce, T4,TT,, ... jSou statistiky.
a)Rekneme, Ze statistika T jezstrannym odhadeparametrické funkce k(), jestlize
080=: E(T) = h(@®).
(Vyznam nestrannosti spiwa v tom, Zze odhad T nesmi parametrickou funkgi)lgystematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka sjla, jde o vychyleny odhad.)
b)Jsou-li T;, T, nestranné odhady téze parametrické funkeg,ijakiekneme, ze fje lepsi odhamez T, jestlize
08 0=: D(Ty) < D(Ty).
c) Posloupnos{T, }”_ se nazyv&osloupnost asymptoticky nestrannych odhparametrické funkce k(), jestlize
08 0=: Inim E(T,) =h().

(Vyznam asymptotické nestrannosti &p@ v tom, Ze s rostoucim rozsahemanzklesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnos{T,}”_ se nazyvéosloupnost konzistentnich odligparametrické funkce (), jestlize

09 0=0e >0: lim P(T, —h(8) > ¢)=0.
n- o

(Vyznam konzistence spiva v tom, ze s rostoucim rozsahem &njiklesa pravépodobnost, Zze odhad se bude
realizovat ,daleko” od parametrické funkcesh()
Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva gdymptoticka nestrannost a z asymptotické neststinnglyva
konzistence, pokud posloupnost rozgtyldhadu knverguje | nule



Vlastnosti dalezitych statistik

a) Piipad jednoho nahodného wh: Nectt Xy, ..., %, je ndhodny vybr z rozloZeni se &dni hodnotow, rozptylems® a
distribusni funkci®(x). Nech n> 2. Ozn&me M, vybsrovy primér, S,2 vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale peydané
X OR ozna&me F(x) hodnotu vyBrové distribéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty pararaetr, °a libovolné, ale
pevre dané reélnéislo x plati:

E(M) =q,

URERS

E(SY) =,

D(S?) = y_r;‘— Gr:((r?—_li)’ kdey, je 4. centralni moment,

E(Ri(x)) = ©(x),

D(F. (x)) = q’(X)[lr:q’(X)]

Znamena to, Ze Me nestrannym odhadem S/ je nestrannym odhadesf, pro libovolné, ale pevndanéx OR je vybs-
rova distribini funkce FR(x) nestrannym odhaded(x).

Posloupnos{m, }” je posloupnost konzistentnich odhad

{Snz}:;l je posloupnost konzistentnich odhad,
pro libovolné, ale pevndanéx R je {F,(x)}"_, posloupnost konzistentnich odfiadi(x).



b) Pripad r> 2 stochasticky nezavislych nahodnych &gb Necht' X,,,..., X, , ..., X1,...,X,, ]e r stochasticky nezavislych
nahodnych vybri o rozsazich 1 2, ..., n> 2 z rozloZeni se igdnimi hodnotamiy, ..., a rozptylems®. Celkovy rozsah

je n:Zr“nj . Neclt ¢, ..., G jsou reélné konstanty, aspedna nenulova. Pak pro libovolné hodnoty paraimeir..., yi, ac”
j=1

plati:
E(ZCiij = 2.0
j=1 j=1
E(S? =%
Znamena to, Ze linearni kombinace &dvych paimeéra » c¢,M; je nestrannym odhadem linearni kombinatedstich hod-
=1

r Z(”j _1)512
not ZC,-H i avazeny pimér vybsrovych rozptyh S2="2 je nestrannym odhadem rozptylti

j=1 -

c) Pripad jednoho nahodného Wb z dvourozrdrného rozloZzeniNech’ (X1,Y1), ..., (%,Yy) je ndhodny vyér
z dvourozmdrného rozlozZeni s kovarianei, a koeficientem korelage Pak pro libovolné hodnoty paramets,,ap plati:

E(S2) =012
E(R:,) = p (shoda je vyhovujici pro & 30).

Znamena to, Ze vyoova kovariance S je nestrannym odhadem kovariamge avSak vybrovy koeficient korelace Rje
vychylenym odhadem koeficientu korelgce



Ciselné charakteristiky diskrétnich a spojitych rdiijeh veléin aspa intervalového typu

Charakteristika polohytredni hodnota E()—¢islo, které charakterizuje polohu realizaci nahod#ig€iny naciselné ose s
piihlédnutim k jejich pravébodobnostem.

Diskrétni gipad ndhodna vetina X ma pravépodobnostni funkai(x).

o0

Stredni hodnotaE(x) = Z XT[(X), pokud je suma vpravo Kofre.

Fyzikalni vyznam: sedni hodnota jeziSt soustavy hmotnych bédjejichz elkova hmotnost je 1 a bod o $adnici x m:
hmotnostr(x).
Spojity pripad nahodna vetina X ma hustotu prawgodobnostip(x).

[ee]

Stredni hodnotaE(x) = _[X(I)(X)dx, pokud je integral vpravo kotiey.

Fyzikalni vyznam: $edni hodnota jes£iStt hmotné pimky, jejiZ celkova hmotnost je 1 a hmota je tiange rozprosena
podle gedpisug (X).

Centrovana nahodna v@ha: Y = X - E(X).
(Pro nahodnou velinu Y plati: E(Y) = 0.



Charakteristika variability:ozptyl D(X) - ¢islo, které charakterizuje pr@miivost realizaci nahodné vély kolem jeji
stredni hodnoty sithlédnutim k jejich pravébodobnostem.

2
Defini¢ni vzorec D(X) - E([X - E(X )] ) (rozptyl je stedni hodnota kvadratu centrované ndhodnéing).
2
Vypocetni vzorec D(X) - E(Xz)_ [E(X )] (rozptyl je stedni hodnota kvadratu minus kvadréeghich hodnot).

Socrte)-| S|

X=—00

_];x2¢(x)dx-ﬁx¢(x)dx}2

Smerodatna odchylka/ D(X) - vyjadtuje pimérnou variabilitu realizaci nahodné watiy X kolem jeji stedni hodnoty.

D(X)=

_ , L _X-E(X)
Standardizovana nahodna vala: £ = W

(Pro nahodnou valinu Z plati: E(Z) =0, D(Z) =)



Charakteristika spot@é variability: —¢islo, které charakterizuje variabilitu realizacbdwahodnych
velicin X1, X, kolem jejich stednich hodnot silédnutim k pravépodobnosteméthto realizaci.

Defini¢ni vzorec C(Xl,XZ) - E([Xl - E(Xl)][xz - E(X 2)]) (kovariance je $&dni hodnota s@inu centrovanych
nahodnych vetin).

Vypocetni vzorec C(Xl, X 2) — E(X 1X 2) - E(X 1)E(X 2) (kovariance je $edni hodnota s@inu minus so&in
strednich hodnot).

i ixl)(ZT[(Xl’XZ)- ixln:l(xl) ixznz(xz)

X1 =—00 X5=—00 Xq=—00 Xo=—00

T TX1X2(|)(X1, Xz)dxldxz - TX1¢1(X1)dX1 szq)z(xz)dxz

—00—00

CX,,X,) =

Vyznam kovarianceJe-li kovariance kladna (zaporna), pak té&dgvo existenci jistého stugmiimé (nepime) linearni
zavislosti mezi realizacemi nahodnych vliX4, X,. Je-li kovariance nulova, pakame, ze nahodné vahy X4, X, jsou
nekorelované a znamena to, ze mezi jejich realmaneni zadny linearni vztah. Pozor — z nekorelogiimevyplyva
stochasticka nezavislost, zatimco ze ststické nezavislosti plyne nekorelovan



Vlastnosti stredni hodnoty
a)E(a) =a
b) E(a + bX) = a + bE(X)
c) EX-EX) =0

d) E(Z:‘xi} = éE(xi)

e) Jsou-li nahodné veiiny X4, ..., X,stochasticky nezavisle, pal{ﬁxi] =T E(X;)

1=1 1=1

Vlastnosti kovariance
a) C(a, X2) =C(Xy, @) =C(a, &) =0
b) Ca + by Xy, & + 1X5) = b, C(Xy, Xy)
c) C(X, X) = D(X)
d) C(X1, Xz) = C(Xz, Xy)
e) C(Xy, Xo) = E(X1X2) — ECX)E(Xy)

i=1 j=1



Vlastnosti rozptylu
a)D(@) =0
b) D(a + bX) = BD(X)
¢) D(X) = E(X*) - [EC0?
d) D(Zn:xij = ZH:D(xi)+2nf zn:C(xi,xj) (jsou-li ndhodné veliny X4, ..., X, nekorelované, pak Eixij =

01 j=i+1 =1

3'D(X;))
i=1

Vlastnosti koeficientu korelace
a) R(a, X2) =R(X, @) =R(a, &) =0
b) R(a + Xy, & + bX2) = sgn(kby) R(Xy, X2)
c) R(X, X) =1 pro D(X)# 0, R(X, X) = 0 jinak
d) R(X1, X3) = R(Xp, X1)
C(X1, X,]
VD(X1)yD(X,)
0 jinak
f) |R(X.,X,) <1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz megiimami X;, X, existuje
s prav@podobnosti 1 Uplna linearni zavislost, tj. exiskgnstanty g & tak, ze P(X=a + &X;) = 1.
(Uvedena nerovnost se nazyCauchyove Schwarzove Bunakovskeho nerovnc.)

pro,/D(X,)4/D(X,) >0

e) R(Xq, Xp) =




