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1. Zakladni pojmy
1.1. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, 7e celé ¢islo a déli celé ¢slo b (neboli &slo b je délitelné
Cislem a, té7 b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé ¢islo c tak, 7e plati a-c = b.
Pigeme pak a | b.

Piimo z definice plyne nékolik jednoduchgch tvrzeni, jejichz ditkaz preneché-
vame Ctenafi jako cvideni s navodem v [1, §12]: Cislo nula je délitelné kazdym
celym ¢islem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou, je nula; pro libovolné ¢islo
a plati a | a; pro libovolna ¢sla a, b, ¢ plati tyto ¢tyfi implikace:

alb Ablc = alc (1)
alb ANalc = alb+c ANal|lb—c (2)

G2l — (@ |bs—ac | le) (3)
alb ANb>0 = a<d (4)

Home Page

Contents

I

44

e
-

Page 1 of 21

Go Back

Full Screen

Close

AN

Quit



PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd p¥irozené ¢isla n je ¢islo n? + 1 délitelné &islem
-+ 1.

RESENT. Plati n? — 1 = (n + 1)(n — 1), a tedy ¢&slo n + 1 déli &slo n? — 1.
Piedpoklddejme, %e n + 1 déli i ¢islo n? 4 1. Pak oviem musi délit i rozdil (n? +
1)—(n®*—1) = 2. Protoze n € N, plati n+1 > 2, atedy zn+1 | 2 plyne n+1 = 2,
proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma tedy jediné pfirozené ¢islo 1. 0

VETA 1. (Véta o déleni celjch cisel se zbytkem) Pro libovolné zvolend cisla
a € Z, m €N existuji jednoznacné urcend cisla g € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak,
Zea=qm-+r.

DUKAz. Dokazme nejprve existenci Cisel ¢,r. Piredpokladejme, Ze prirozené
¢islo m je dano pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z. Nejprve budeme
predpokladat, Ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme indukei:

Je-li 0 < a < m, staci volit ¢ =0, r = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, Ze a > m a Ze jsme existenci ¢isel ¢,r dokazali pro
viechna o' € {0,1,2,...,a — 1}. Specilné pro o' = a — m tedy existuji ¢, tak,
Zed =q¢m+r" aptitomr’ € {0,1,...,m—1}. Zvolime-li ¢ = ¢ 4+ 1, r = 7/, plati
a=d+m=(¢d+1)m+r =qgm+r, coz jsme chteli dokazat.

Existenci ¢isel ¢, r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li naopak a < 0,
pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokdzaného existuji ¢’ € Z,r' € {0,1,...,m—
1} tak, ze —a = ¢m+7r', tedy a = —¢m—r'. Je-li ' = 0, poloZime r = 0, ¢ = —¢/;
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je-li r > 0, polozime r =m —1', g = —¢ — 1. V obou piipadech a = ¢-m +r, a
tedy disla ¢, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.
Nyni dokédzeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze pro néktera ¢isla ¢, q2 € Z;
ri,me € {0,1,...,m — 1} plati a = ¢m + r; = gom + r5. Upravou dostaneme
r1—7re= (g — q1)m,atedy m|r; —ry Ovem z 0 < r; <m, 0 <7y < m plyne
—m < 11 — re < m, odkud podle (4) plati r; — r, = 0. Pak ale i (go — ¢1)m = 0,
a proto q1 = ¢a, 11 = ro. Cisla ¢, 7 jsou tedy urcena jednoznacné. Tim je ditkaz
ukoncen. O]

Cislo g, resp. r z véty se nazyvéa (netiplngj) podil, resp. zbytek pii déleni ¢isla

a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvl je zfejma, prepiseme-li rovnost
a =mq+ r do tvaru

a r o T

— =g+ —, piitom 0< —<1.

m m m
Je vhodné téZ si uvédomit, 7e z véty 1 plyne, Ze ¢islo m déli ¢islo a, praveé kdyz
zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. DokaZte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESENI. Podle véty 1 existuji s,t € Z tak, 7e a = sm+ 1, b = tm + L.
Vynasobenim dostaneme vyjadfeni

ab=(sm+1)({tm+1)=(stm+s+t)m+1=gm+r,
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kde g = stm + s+ t, r = 1, které je podle véty 1 jednoznacné, a tedy zbytek po
déleni cisla ab c¢islem m je jedna. U

1.2. Nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Mé&jme celd ¢sla ay,as. Libovolné celé ¢islo m takové, Zze m | ay,
m | as (resp. ai | m, as | m) se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek)
¢isel aq,as. Spolecny délitel (resp. nésobek) m > 0 ¢&isel aq, as, ktery je délitelny
libovolnym spolecnym délitelem (resp. déli libovolny spoleény nésobek) c¢isel ay, as,
se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel a1, as a
znai se (a1, aqz) (resp. [ay, a]).

PozNAMKA. Piimo 7 definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati (a,b) =
(b,a), [a,b] = [b,al], (a,1) =1, [a,1] = |al, (a,0) = |a|, [a,0] = 0. Jest& v8ak neni
jasné, zda pro kazdou dvojici a, b € Z ¢sla (a, b) a [a, b] viibec existuji. Pokud vSak
existuji, jsou ur¢ena jednoznacné: Pro kazda dveé ¢isla my, my € Ny totiZz podle (4)
plati, Ze pokud my | mo a zarovenn msy | my, je nutné m; = mey. Dikaz existence
¢isla (a,b) podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve véte 2, diikaz existence
¢isla [a, b] a zptsob jeho urceni pak popiSeme ve vété 4.

VETA 2. (Buklidiv algoritmus) Necht ay,ay jsou piirozend cisla. Pro kaZdé
n > 3, pro které a,_1 # 0, oznacme a, zbytek po déleni ¢isla an_o Cislem an_1.
Pak po konecném poctu kroki dostaneme ap =0 a plati ax—1 = (a1, az).
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DUKAz. Podle véty 1 plati as > a3 > a4 > .. .. ProtoZe jde o nezéporna cela
¢isla, je kazdé nasledujici alespori o 1 mensi nez pfedchozi, a proto po urcitém
konecéném poctu krokd dostavame ap = 0, pficem? ax_; # 0. Z definice ¢isel a,
plyne, Ze existuji celd cisla qq, qo, . .., gp_o tak, Ze

a1 = q - az + as,

Az = @2+ A3 + a4,

Ag—3 = Qr—3 * Gp—2 + Ap—1

Ar—2 = Qr—2 * Qf—1.

Z posledni rovnosti plyne, %e ap_1 | ar_a, z predposledni, Ze ap_1 | ap_s, atd.,
aZ nakonec ze druhé a,_; | as a z prvni dostaneme ag_; | a;. Je tedy ap_; spolecny
delitel ¢isel aq, az. Naopak jejich libovolny spole¢ny délitel déli i ¢islo as = a1 —qraq,
proto i ay = as — qqas,..., a proto i ag_1 = ag_3 — Qr—3ar_2. Dokazali jsme, ze
ap—1 je nejvetsi délitel cisel aq, as. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty 2 a z toho, Ze pro libovolnéd a, b € Z
plati (a,0) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—0b) plyne, Ze existuje nejvétsi spolecny
delitel libovolnych dvou celych ¢isel.
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VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd cisla ay,as existuje jejich nejvétsi
spolecny délitel (a1, az), pritom existuji celd cisla ki, ks tak, Ze (a1,a2) = kia; +
kQCLg,

DUKAz. Jisté staci vétu dokazat pro ai,a; € N. Vsimnéme si, Ze jestlize je
mozné néjaka cisla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria; + raag, s = s1a1 + s2a2, kde
r1,72, 81, S2 € Z, mizeme tak vyjadrit i

r+s=(r1+ s1)a1 + (r2 + s2)az

a také
c-r=(c-r)a+ (c-r3)as

pro libovolné ¢ € Z. Protoze ay =1-a1 +0-ag, az =0-a1 + 1 - ag, plyne z (5), Ze
takto mizeme vyjadrit i a3 = ay —q1as, @4 = Ao —qas, .. ., Qg1 = Ap_3— Gr_30k_2,
coZ je ovem (ag, as). O

VETA 4. Pro libovolnd celd ¢isla ay,ay existuje jejich nejmenst spolecnyj ndso-
bek [ay,as) a plati (a1, as) - (a1, as] = |ay - azl.

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nekteré z ¢isel aq, as rovno nule. MiiZeme navic
predpokladat, %e obé nenulova ¢isla aqi, as jsou kladnd, nebot jejich znaménka se
v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi, ukazeme-li, 7e ¢ = ay-as/ (a1, as)
je nejmensi spoleény nasobek ¢isel ay, ay. ProtoZe (ay,aq) je spolecny délitel ¢isel
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ay, az, jsou ay/(ar, az) i as/(a1, az) celd éisla, a proto

. a102 . aq a4 — as a
(a1,a2)  (anaz) = (an,az)

je spoletny nasobek ¢isel ay,as. Podle véty 3 existuji ky, ke € Z tak, Ze (a1, az) =
kiay + koag. Predpokladejme, Ze n € Z je libovolny spoleény nasobek ¢isel aq, as
a ukdZeme, Ze je délitelny c¢islem ¢. Je tedy n/ay,n/as € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + keaz)  nlar,az) n
a2 ay ara 10z q
To ov8em znamend, %e ¢ | n, coZ jsme chtéli dokazat. ]

1.3. Délitelé a nasobky mnoha cisel.

DEFINICE. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek n ¢isel ay, as, . . .

Z definujeme analogicky jako v 1.2. Libovolné m € Z takové, Ze m | a1, m | as,

o, m | an (resp. a1 | m, ax | m, ..., a, | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spolecny ndsobek) ¢isel ay, as, . .., a,. Spoletny délitel (resp. nasobek) m > 0 ¢isel
a1, az, . .., a4y, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem (resp. déli libo-
volny spolefny nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejvétsi spolecny délitel (resp.
nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay,as,...,a, a znaél se (aj,asq,...,a,) (resp.
[al, a2 ,an]).

) Oy €
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Snadno se presvédcéime, ze plati

(@1, .. Gn-1,0,) = ((a1,. .., A1), W), (6)

G s 5 5815 80] = ([0 s @iy Bl (7)

Nejvetsi spolecny délitel (aq, ..., a,) totiz deli v8echna ¢isla aq, ..., a,, a tedy je
spole¢nym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho spolecného délitele
(@1, .. an_1), tj- (a1,...,an) | ((a1,...,a,_1),a,). Naopak nejvétsi spolecny déli-
tel ¢isel (aq,...,an-1),a, musi kromé& &sla a, délit i v8echna dsla aq,. .., ap-1,
protoze déli jejich nejvétsiho spolecného délitele, a proto ((ai,...,an-1),an) |
(ay,...,a,). Dohromady dostavame rovnost (6) a zcela analogicky se dokaze (7).

Pomoci (6) a (7) snadno dokaZeme existenci nejvétsiho spolecného délitele i
nejmensgiho spole¢ného néasobku libovolngch n ¢isel indukel vzhledem k n: pro
n = 2 je jejich existence dana vétami 2 a 4, jestlize pro nékteré n > 2 vime, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel i nejménsi spoleény nésobek libovolnych n — 1
¢isel, podle (6) a (7) existuje i pro libovolnych n ¢isel.

1.4. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla ay, ay, . . ., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize plati (ay, ag, . . .

1. Cisla aq,as, ..., a, € Z se nazivaji po dvou nesoudélnd, jestlize pro kazdé i, j
takové, ze 1 < i < j < n, plati (a;,a;) = 1.

) an)
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PozNAMKA. V pripadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne z ne-
soudélnosti po dvou nesoudélnost, ne v8ak naopak: naptiklad ¢isla 6, 10, 15 jsou
nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou, nebot dokonce Zadné dvojice z nich
vybrana nesoudélnd neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejveétsi spolecny délitel cisel 202 — 1 a 291 — 1.
RESEN{. UZijeme Euklidév algoritmus. Plati
291 _ 1 — 228(263 _ 1) + 228 _ 17
263 _ 1 — (235 + 27)(228 _ 1) + 27 _ 17
2% 1= 42" 2" L 1)(2" - 1).
Hledany nejvétsi spolecny délitel je tedy 27 — 1 = 127. O
VETA 5. Pro libovolnd prirozend c¢isla a, b, c plati
(1> (ac, bC) = (CL, b) e
(2) jestlize (a,b) =1 a a|be, pak a | c,
(3) d = (a,b) prave tehdy, kdyZ existuji q1,q, € N tak, Ze a = dg;, b = dgo a
(q1,q2) = L.

DUKAzZ. ad 1. Protoze (a,b) je spoleény délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢ spolecny
délitel cisel ac, be, proto (a,b) - ¢ | (ac,bc). Podle véty 3 existuji k,l € Z tak,
7e (a,b) = ka + lb. Protoze (ac,bc) je spolecny délitel ¢isel ac, be, déli i ¢slo
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kac+ lbc = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - ¢ a (ac, be) jsou dvé prirozend ¢isla,
kterd deli jedno druhé, proto se podle (4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, %e (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy véty (véta 3)
existuji k,l € Z tak, ze ka + b = 1, odkud plyne, %e ¢ = c(ka + Ib) = kca + lbc.
ProtoZe a | be, plyne odsud, Ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji ¢1,q2 € N tak, Ze a = dg1, b = dgy. Pak
podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dgz) = d-(q1, ¢2), a tedy (g1, g2) = 1. Naopak,
je-li @ = dq1, b = dgz2 a (q1,42) = 1, pak (a,b) = (dq1,dqz) = d(q1,q2) =d-1=4d
(opét uzitim 1. ¢asti tohoto tvrzeni). O

2. Prvodisla

vvvvv z

Prvocislo je jeden z nejdtlezitéjsich pojmi elementarni teorie ¢isel. Jeho dile-
zitost je dana predevs§im vétou o jednoznac¢ném rozkladu libovolného ptirozeného
¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym a G¢innym néstrojem pfi feseni celé fady
uloh z teorie ¢isel.

DEFINICE. Kazdé piirozené ¢islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nemé, nazyva se prvocislo. V opac-
ném pfipadé hovofime o sloZeném cusle.
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V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p. Nejmensi pr-
vodisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... Prvodisel je, jak brzy doka-
zeme, nekonecné mnoho, mame ovSem pomérné limitované vypocetni prostfedky
na zjisténi, zda je dané ¢islo prvodislem (nejvets znamé prvocislo 220402457 1 m4
pouze 9152052 cifer).

VETA 6. Prirozené c¢islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZdd celd
cisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAZ. ,=“ Predpoklddejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z. Protoze
(p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1. V prvnim p¥ipadé p | a,
ve druhém p | b podle véty 5.

=" JestliZze p neni prvodislo, musi existovat jeho kladny délitel rizny od 1
a p. Oznacime jej a; pak oviem b = £ € N a plati p = ab, odkud 1 < a < p,
1 < b < p. Nagli jsme tedy cela ¢isla a,b tak, Ze p | ab a pfitom p nedéli ani a, ani
b. ]

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k € Ny, pro kterd je mezi deseti po sobé
jdoucimi ¢isly k4 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESEN{. Pro k = 1 je mezi na§imi &sly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7, 11. Pro k = 0
a k = 2 pouze ¢tyfi prvocisla. Jestlize k£ > 3, neni mezi zkoumanymi ¢isly ¢islo
3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét sudych a pét lichych cisel, mezi
kterymi je zase aspon jedno délitelné tfemi. Nagli jsme tedy mezi ¢isly & + 1,
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k42, ..., k+10 aspon Sest slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvocisla.
Zadani proto vyhovuje jediné ¢islo & = 1. U

PRIKLAD. Dokazte, %e pro libovolné prirozené ¢islo n existuje n po sobé jdou-
cich prirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvodislo.

RESENT. Zkoumejme ¢isla (n + 1) +2,(n + D!+ 3,....(n + D! + (n + 1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo, protoze pro libovolné
ke{2,3,...,n+1}plati k| (n+ 1)}, atedy k| (n+ 1)! +k, a proto (n+ 1)+ k&
nemtize byt prvocdislo. U]

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné k € N, k < p, je
kombina¢ni &slo (?) délitelné p.

RESENI. Podle definice kombinacniho ¢sla

Py p! _p-(p-l) ..... (p—k—i—l)
<k>_k!(p—k)!_ T eN,

a tedy k! | p- a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p — k + 1). Protoze k < p,
neni zadné z ¢isel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle véty 6 neni ani
k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty 5 plati k! | a, a tedy b = 3

je celé cislo. Protoze (i) = B = pb, je ¢cislo (i) delitelné cislem p. O
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VETA 7. Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozné vyjddrit jako soucin prvo-
cisel, pricem? je toto vyjadrent jediné, nebereme-li v ivahu poradi initeli. (Je-li
n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla.)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zptisobem jako v 1.1 definovat
v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, pro¢ se omezujeme na obory
integrity). V nékterych oborech integrity pfitom 7adné prvky s vlastnosti prvodisla
(fikdme jim dreducibilng) neexistuji (napf. Q), v jinych sice ireducibilni prvky exis-
tuji, ale zase tam neplati véta o jednozna¢ném rozkladu (napi. v Z(y/—5) mame
nasledujici rozklady: 6 = 2-3 = (1 + /=5) - (1 — v/=5); zkuste si rozmyslet, 7e
v&ichni uvedeni ¢initelé jsou skuteénd v Z(y/—5) ireducibilni).

DUKAzZ. Nejprve dokazeme indukei, Ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit jako
soudin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvodisla 2.

Predpoklddejme nyni, 7e n > 2 a Ze jsme jiz dokézali, Ze libovolné n/, 2 <
n' < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je prvodislo, je soucinem
jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje jeho délitel d, 1 < d < n.
Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n. Z indukéniho predpokladu plyne, Ze ¢ i
d je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich
soucin ¢ - d = n.
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Nyni dokazeme jednoznacnost. Pfedpoklddejme, Ze plati rovnost soucint p; -

Dy Dm=q1" G2 qs, kde pi,...,pm, q1,. .., ¢s jsou prvodisla a navic plati
PL<pe< - <pPm1 < @< <gal<m< s Indukel vzhledem k m
dokazeme, Ze m = s, p1 = q1,-- -, Pm = Gm-

Je-lim=1jepr=q - gs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo p; délitele
q1 takového, ze 1 < g1 < p; (nebot gaqs ... qs > 1), coZ neni mozné. Je tedy s = 1
a plati p; = ¢.

Predpokladejme, Ze m > 2 a Ze tvrzeni plati pro m—1. Protoze p1-pa-- - - pm =
qi- Q2 - -+ - qs, déli p,, soudin ¢ - --- - ¢s, coz je podle véty 6 mozné jen tehdy,
jestliZe py, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}. ProtoZe ¢; je prvodislo, plyne
odtud py, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela analogicky se dokéaze, Ze gs = p; pro vhodné
je{1,2,...,m}. Odtud plyne

qs:pjgmeQZSQSy

takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme py -ps -+ Prae1 = q1 - Go - -+ -+ §s_1, a tedy
z indukéniho predpokladu m — 1 =s—1, p1 =q1,. .., pm-1 = Gm-1. Celkem tedy
M=8apPL==qL, -, Pm-1= Gm-1, Pm = @m- Jednoznacnost, a proto i celd véta 7
je dokazana. O]

PozNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech s jistotou roz-
hodnout, jde-li o prvodislo (na druhou stranu je o naprosté vétsiné slozenych
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¢isel snadné prokézat, Ze jsou skutecné slozend). Pfesto se v roce 2002 poda-
filo indickym matematikim (Agrawal, Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.
ac.in/users/manindra/primality_v6.pdf) dokéizat, Ze problém prvodiselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s c¢asovou sloZitosti polynomialné zéavislou na
poctu cifer vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodafilo v otézce rozkladu
¢isla na prvodisla (tfebaZe se obecné neveti, Ze je to mozné, exaktni dikaz zatim
nebyl podan).

Ze je problém rozkladu pfirozeného &sla na prvoéisla v§pocetné sloZit§, o tom
svéddi 1 vyzva udinéna firmou RSA Security (viz http://www.rsasecurity.com/
rsalabs/node.asp?1d=2093). Pokud se vam podafi rozlozit ¢isla oznacend podle
poctu cifer jako RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, obdrzite 30000, 50 000, ...,
resp. 200000 dolart (¢isla RSA-576 a RSA-640 jiz byla rozloZena v roce 2003,
resp. 2005; byla-li vyplacena slibend odména, mi neni zndmo).

DUSLEDEK. (1) Jsou-lips,...,px navzdajem riznd prvocisla any, ..., ng €
Ny, je kaZdy kladny délitel cisla a = pJ*--- - pRr tvaru pit - P, kde
ml,...,mkENOamlﬁnl,mgﬁng,,,,,mkgnk.

Cislo a md tedy prdve

(@)= +1)(ne+1)----(np+1)
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kEladnych delitelu, jejichZ soucet je
1+1 o 1 p’flk+1 . 1

P k
ola) =
(@) p1—1 pr—1
(2) Jsou-li p1,...,px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, My, ..., My €
No a oznacime-li r; = min{n;,m;}, t; = max{n;, m;} pro kazdé i =
1,2,....k, plati
(p?lpzk’pgnlpzlk>:pql ..... pzk;
7 7, m m {3
[pll ..... pkk’pll ..... pkk]:pﬁlpkk

POZNAMKA. S pojmem soucet vsech kladnych deliteli cisla a souvisi pojem
tzv. dokonalého cisla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp. slovné: ,soudet
vsech kladnych délitelt ¢isla a mensich nez a samotné je roven ¢islu a”.

Takovymi ¢isly jsou napf. 6 = 1 +2+ 3, 28 = 1 +2+ 4+ 7+ 14, 496 =
1+2+4+48+16+31+62+ 124+ 248 a 8128 (jde o vSechna dokonal4 ¢isla mensi
nez 10000).

Lze ukéazat, 7e suda dokonala ¢isla jsou v Gzkém vztahu s tzv. Mersenneho
prvocisly. Plati totiz: a je sudé dokonalé ¢islo, praveé kdy? je tvaru a = 2971 (24—1),
kde 27 —1 je prvocislo. Mersenneho prvodisla jsou pravé prvodisla tvaru 2% — 1. Bez
zajimavosti neni ani to, Ze pravé Mersenneho prvodisla jsou mezi v8emi prvocisly
nejlépe ,vidét“ — obecné je pro velka ¢isla, u kterych se nedafi nalézt netrividlniho
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delitele, obtizné prokazat, ze jsou prvocisla. Pro Mersenneho prvodisla existuje
pomérné jednoduchy a rychly postup. Proto neni ndhodou, Ze nejvétsi znama
prvodisla jsou obvykle tvaru 2¥ — 1 (viz nap¥. http://www.utm.edu/research/
primes/largest.html).

Na druhou stranu popsat licha dokonala ¢isla se dodnes nepodafilo, resp.
dodnes se nevi, jestli viibec néjaké liché dokonalé éislo existuje

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alespon
jedno prvocdislo.

RESEN{. Oznadme p libovolné prvodislo délici ¢islo n!—1 (takové existuje podle
véty 7, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p délit ¢slo n! a nedélilo by
n! —1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1), plati p < n!—1, tedy p < n!l. Prvodislo
p spliiuje podminky tlohy. O]

Nyni uvedeme nékolik dikazt toho, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodisel (i
kdy?Z tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi Cisly existuje nekonecné mnoho prvocisel.

DUkaz. (Eukleides) Predpokladejme, Ze prvocisel je konecné mnoho a oznac¢me
je p1, P2, ..., Pn. Polozme N = py-po...p, + 1. Toto ¢islo je bud samo prvodcislem
nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od py, ..., p, (¢isla py, ..., p, totiz
déli ¢islo N — 1), coz je spor.
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(Kummer, 1878): Predpokladejme, Ze prvocisel je konecné mnoho a oznac¢me Contents
jep1 < p2 < -+ < pp. Polofme N = py-py---pp > 2. Cislo N — 1 je podle véty 7
délitelné nekterym prvocislem p;, které déli zarover ¢islo N atedyi N—(N—1) =
1. Spor. 44
(Fiirstenberg, 1955):

I

44

-
-k

V' této pozndmce uvedeme elementarni ,topologicky® dikaz exis-
tence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme topologii prostoru ce-
lijch cisel pomoci bdze tvorené aritmetickymi posloupnostmi (od —oo
do +0). Lze snadno ovérit, Ze jde skutecné o topologicky prostor,
navic lze ukdzat, Ze je normdini a tedy metrizovatelny. KazZda arit-
metickd posloupnost je uzaviend i oteviend mnoZina (jeji komple-
ment je sjednocent ostatnich aritmetickych posloupnosti se stejnou
diferenct). Dostavdme, Ze sjednoceni konecného poctu aritmetickych
posloupnosti je uzaviend mnozina. Uvazme mnoZinu A = UA,, kde
A, je tvorena vSemi nasobky p a p probiha vsechna prvocisla. Jedina
celd ¢isla nepatiici do A jsou —1 a 1 a protoze mnozina {—1,1}
zrejme neni otevrend, mnozina A nemiZe byt uzaviend. A tedy neni Close
konecnym sjednocenim uzavienych mnozin, coZ znamend, Ze musi
existovat nekonecné mnoho prvocisel.
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PRIKLAD. DokaZte, %e existuje nekonecné mnoho prvodcisel tvaru 3k + 2, kde
k € No.

RESEN{. Predpokladejme naopak, %e existuje pouze konecné mnoho prvoéisel
tohoto tvaru a oznacme je p1 = 2, p» = b, p3 = 11, ..., p,. Polome N =
3Py pg - Pn + 2. Rozlozime-li N na soucin prvocisel podle véty 7, musi v tomto
rozkladu vystupovat asporii jedno prvodcislo p tvaru 3k+2, nebot v opacném piipadé
by bylo N soucinem prvocisel tvaru 3k 4+ 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a
tedy podle prikladu na str. 3 by bylo i N tvaru 3k + 1, coz neplati. Prvodislo p
ovsem nemtize byt zadné z prvodcisel py, pa, ..., pa, jak plyne z tvaru ¢isla NV, a to
je spor. U]

PozNAMKA. Pfedchozi piiklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni:
,Pro libovolné prirozené ¢islo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n alespon dvé prvo-
¢isla®, kterd zobectiuje Cebysevovu vétu: ,Pro kazdé ¢slo n > 3 existuje mezi ¢isly
n a 2n — 2 alespon jedno prvocislo“. Diikaz lze provést elementarnimi prostiedky,
je vsak pomeérné dlouhy.

Predchorzi ptiklad zobectiuje Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti: ,,Jsou-
li a,m nesoudélna pfirozend disla, existuje nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel k
tak, ze mk + a je prvocislo“. Jde o hlubokou vétu teorie ¢isel, k jejimuz dikazu je
zapotiebi aparat znacné presahujici jeji elementarni ¢ast.
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OzNACENI. Pro libovolné prvodcislo p a libovolné piirozené ¢islo n je podle
véty 7 jednoznacné urcen exponent, se kterym vystupuje p v rozkladu disla n
na prvodinitele (pokud p nedéli ¢slo n, povazujeme tento exponent za nulovy).
Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro zdporné celé ¢islo n klademe wv,(n) =

Up(—7).

Podle dtisledku 2 mtizeme prave zavedené oznaceni v,(n) charakterizovat tim,
7e p»(™ je nejvys$si mocninou prvodisla p, kterd déli ¢slo n, nebo tim, #e n =
p» ., kde m je celé &slo, které neni délitelné ¢islem p. Odtud snadno plyne,
7e pro libovolnd nenulova cela ¢isla a, b plati

up(ab) = vp(a) + v,(b) (8)

vp(a) Svp(b) A a+b#0 = wu,(a+b) > vp(a) (9)
vp(a) <vp(b) = wv(a+b) =vy(a) (10)

vp(a) S vp(0) = v((a,b)) =vpla) A vy([a,b]) = v,(b) (11)

Na nésledujicim ptikladu demonstrujme uzitecnost zavedeného oznadceni.
PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné piirozend ¢isla a, b, ¢ plati
(a, 0], [a, c], [b, ]) = [(a, b), (a, ), (b, ¢)]

RESENT. Podle véty 7 budeme hotovi, ukazeme-li, #e v,(L) = v,(P) pro libo-
volné prvocislo p, kde L, resp. P znaci vyraz na levé, resp. pravé strané. Necht
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je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii obou vyrazi mizeme bez
Ujmy na obecnosti pfedpokladat, Ze vy(a) < wv,(b) < v,(c). Podle (11) plati

vp([a;0]) = vp(D), vp(la,c) = wp([b, ) = vp(c); vp((a,0)) = vp((a,c)) = wvp(a),
v,((b, ¢)) = v, (D), odkud v, (L) = v,(b) = v,(P), coZ jsme méli dokazat. O
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