Dynamické systémy
a systémova dynamika

Uvod

V podzimnim semestru 2006 byl pfedmét M8115 Seminafl z matematického modelovani inovovan
— byla do néj zaclenéna témata vztahujici se k aktudlni problematiky udrzitelného rozvoje. Jed-
nim z dilezitych aspekti udrzitelnosti je schopnost komunikace ptfes hranice obortl. (Budovani
Babylonské véze se ukazalo jako neudrzitelné po zmateni jazyk, tj. v okamziku, kdy se pracovnici
nebyli schopni mezi sebou domluvit.) Ekologie je pfirodni véda pevné stojici na matematickém
zdkladé (viz napf. [4]); tomu ale vétSinou nerozumi ekologi¢ti (snad vystiznéji feceno environ-
mentalisticti) aktivisté, ktefi se snazi podle svého nejlepsiho védomi a svédomi pro udrzitelny
zivot néco délat, ani pracovnici statni nebo obecni spravy, ktefi pod tlakem vSemoznych, casto
ekonomickych, omezeni o zivoté rozhoduji.

Ridicim a organiza¢nim pracovnikiim mtze byt blizsi manazersky zptisob mysleni nez pfi-
rodovédecky nebo dokonce matematicky. Pro tyto lidi je nutné (nebo by asponn mélo byt), aby
byli schopni posuzovat disledky svych rozhodnuti; posouzeni metodou pokus-omyl je vSak ve-
lice nakladné, v horsim — ale vysoce pravdépodobném — ptipadé miize mit omyl destruktivni
a nevratné nasledky. Potfebnou tlohu jakéhosi ,manazerského trenazéru“ mtze hrat systémova
dynamika, disciplina rozvijejici se v poslednich letech (viz napf. [7]) se svymi simulaénimi modely.
Tyto modely jsou vyjadieny obrazky, jejich vystupy grafy a tabulkami, tedy zptsobem, kterému
i manazefi mohou rozumét. Pravé systémova dynamika se muze stat spoleénym jazykem tvurci
rozhodnuti, aktivist i védc.

Nésledujici text predstavuje inovované lekce v kursu M8115. Po obecném tGvodu o (matema-
tickém) modelovani se vénuje modelim zapsanym diferencidlnimi nebo diferenénimi rovnicemi, a
potom stejnym modelim vyjadienym prostiedky systémové dynamiky. Tim muze byt navodem
k prekladu dynamickych systému do systémové dynamiky nebo naopak. Jista ,upovidanost” textu
je dtsledkem snahy o jeji ¢itelnost nejen pro studenty matematiky, ale i jinych obort, pfipadné pro
zajemce z dalsich oborti i mimo akademickou sféru. K této ,,obecné ¢itelnosti“ a snad i zajimavosti
by mély pfispét i dva v textu uvedené exkursy.
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Kapitola 1

Modely a modelovani

O modelovani se c¢asto fika, ze je vice uménim nez védou. Jistym zpusobem se vSak jesté vice
podoba Femeslu, tieba tesariné. Kazdy modelar pristupuje k problému néjak jinak; podle druhu
svého vzdélani, zkuSenosti a v neposledni fadé i vkusu nebo prevladajici mdédy. Ale pokud je
problém specifikovan — o co jde, k ¢emu méa model slouzit, jaké tidaje jsou k dispozici a podobné
—, pak dva zkusSeni modelafi pravdépodobné vytvori funkéné velice podobné modely.

1.1 Uvodni pojmy

Systém je cokoliv, co lze néjak, pfinejmensim v mysleni, vydélit z reality, néco, co se néjakym
zpusobem lisi od svého komplementu. Abychom néco vnimali a mohli o tom pfemyslet, musime
,t0% nejdrive rozpoznat, odlisit od okoli, od ostatnich jevi. A abychom ,to* vnimali jako systém,
nejen jako jednoduchy jev, musi ,,to“ byt néjak strukturovano, skladat se z néjakych casti. A tyto
Casti jsou spolu provazany néjak tésnéji, nez s jevy mimo systém. Jinak by slozky systému souvisely
se svétem ,,vné“ vice nez ,uvniti* systému a ten by se rozpadl a na soucasti, které by splynuly
s okolim. Systém existujici v redlném svété mizeme (nebo chceme) néjak representovat, nahradit
néjakym systémem jinym, jednodussim, srozumitelnéjsim, zvladnutelnéjsim.

Zkoumanou skuteénost (systém) budeme nazyvat origindlem, jeho representaci, coz je také
néjaky systém, nazveme modelem. Kazdy model je vytvaren za néjakym tcelem, pfi procesu mo-
delovani zachovavame jen ty slozky, vlastnosti, vztahy systému, které jsou pro tento ticel podstatné,
od ostatnich odhlizime.

Trochu presnéji lze Tici, ze systém je néjaka mnozina, na niz jsou definovany néjaké relace. Ori-
gindl O a model M musi byt takové, ze existuje morfismus ¢ : O — M. Zobrazeni & samoziejmé
nemusi byt prosté.

Kazdy model je postaven na néjakych predpokladech, které ¢asto nejsou tplné realistické. Ja-
kou cenu tedy ma jeho analyza, na jaké otdzky muze odpovédét? V této situaci se ukazuje jako
uzitecné rozlisit projekei a predikci (nebo predpovéd). Predikce fik4, co se stane; projekce popisuje,
co by se za jistych predpokladid mohlo stat. S pouzitim gramatickych termint lze ¥ici, ze predikce
je indikativ a projekce konjunktiv. Naptiklad ze struktury néjaké soustavy rovnic plyne, jaké jsou
meze nebo trendy vyvoje modelovaného ekosystému nebo spolecenstva, pripadné kdy cely sys-
tém zkolabuje. Tyto vysledky lze ale snadno zpochybnit poukazem na to, ze podminky vyvoje
se mohou zménit. Tato kritika je vSak opravnéna pouze v pfipadé pouziti modelu k predikci, pfi
projekci je bezvyznamnéa. Projekce totiz nemluvi o budoucnosti, pouze odpovida na otazku, jak
by se dany systém choval, pokud by okolnosti nebo podminky byly neménné. Projekce ukazuje
néco o soucasnosti systému (pfesnéji feceno o vztahu soucasnych podminek a systému, ktery se
v nich vyviji), neodhaluje jeho budoucnost. VySetfovini disledkti soucasného stavu pro budouc-
nost, pokud by se neménily okolnosti, je velice silnym nastrojem k porozumeéni souc¢asnému stavu.
Stejnym zplisobem funguje tachometr. Ukazuje-1i 90 kilometrii za hodinu, 1ze uéinit predpovéd, ze
automobil bude za hodinu ve vzdalenosti 90 kilometrti od souc¢asné polohy. Tato predikce je témér



jisté Spatné. Ale jako projekce ¥ika, ze pokud by automobil ziistal na pfimé silnici dlouhé alespon
90 km a pohyboval se stale stejné rychle, tak by za hodinu byl ve vzdalenosti 90 km od soucasné
polohy. Nikdo snad nezpochybiiuje, ze tdaj 90 km/hod poskytuje cennou informaci o aktualnim
stavu automobilu.

1.2 Tridéni modelu

Modely 1ze klasifikovat podle riznych hledisek. Prvni z nich vychazi z povahy modelu; podle ni
rozlisujeme modely

e materidlni a
e idealni.

Materialni jsou vSechny modely, které lze, pfinejmensim principidlné, uchopit do ruky nebo alespon
ohmatat — modely lodi, letadel, staveb, vodnich cest (a nezédlezi na tom, zda poustime elektricky
proud do vhodnym zptisobem pospojovanych drati, nebo do ryh v néjaké podlozce napoustime
vodu), modelem ¢lovéka miize byt krejéovskd panna nebo ter¢ pro nécvik ostré stielby a podobné.
Za modely tohoto druhu lze povazovat i analogové pocitace. Materidlnimi modely se v tomto
textu zabyvat nebudeme. Idealni modely 1ze rozdélit na schematické (rtiznéd schémata elektrickych
obvodt, dopravnich siti, vztahii osob vystupujicich v telenovele ap., matematické (jsou zapsany
pomoci matematickych symbol) a pocitacové (jsou tvofeny néjakym pocitatovym programem).
Je jasné, ze mezi matematickymi a poc¢itacovymi modely nevede ostra hranice — samotny program
mize byt zapsan na papitfe jako posloupnost néjakych symbolii, ¢astmi programi jsou i matema-
tické formule; z matematického modelu lze vytvorit pocitacovy, pokud existuji efektivni algoritmy
pro feSeni pouzitych rovnic, pro vypocet hodnot pfislusnych funkci, pro vyhodnoceni logickych
vyrazl a podobné. Navic programové systémy pro symbolické vypocty (Maple, Mathematica, . .. )
umoznuji zapsat a analyzovat matematicky model nejen tuzkou na papife, ale i ve ,virtualnim
zapisniku“. Ani rozliSeni schematického a matematického modelu nemusi byt jasné. Napt. schéma
linek MHD lze povaZovat za matematicky model zaloZeny na teorii grafti. Toto déleni je tedy
spiSe pomocné, vyjadiujeme jim pouze to, zda je vétsi diiraz kladen na vyjadfeni struktury mo-
delovaného déje nebo jevu, na matematické analyzovani modelu a odvozovani dtsledki z ného
plynoucich, nebo na jeho pocitacovou realizaci.

Zékladnim kriteriem pro t¥idéni matematickych/poéitacovych modell je jejich chovani case.
7 tohoto hlediska délime modely na

e statické nebo deskriptivni (v ¢ase se neméni) a
e dynamické (vyviji se v Case).

V pripadé ,ryze matematickych“ modeld je toto tfidéni ponékud problematické. V matematice
(nebo pfinejmensim v jeji mnozinové podobé) ¢as ve vlastnim smyslu neexistuje. I pohyb nebo
smeérovani se vyjadiuje pomoci ,strnulé* formulace: , ke kazdému € existuje 9, ze ...“. Pfesnéji je
tedy dynamicky model takovy, v némz existuje jedna ,privilegovand“ skalarni veli¢ina modelujici
¢as. Mezi dynamickymi modely lze dale rozlisit modely

— bez paméti a

— s paméti.

U modeldi s paméti zavisi jejich stav ,v nasledujicim ¢asovém okamziku“! na soucasném (aktu-

4lnim) stavu i na stavu v néjakém minulém okamziku, pfipadné na vyvoji modelu v minulosti;
u modeld bez paméti pouze na stavu aktualnim.

Matematické/pocitacové modely lze také délit podle charakteru veli¢in a proménnych v ném
vystupujicich. Jedna moznost je rozlisit modely na

1Co toto souslovi piesné znamena, bude specifikovano pozdéji: na str. 20 v exkursu kapitoly 2.



e stochastické (v modelu se vyskytuje alesponl jedna ndhodné veli¢ina) a
e deterministické (v modelu ndhodnd veli¢ina neni).

Pritom ndhodnou veli¢inou u dynamickych modeli neni ¢as. Toto déleni je opét jenom pomocné —
kazdou veli¢inu lze totiz povazovat za nahodnou; distribu¢ni funkce téch ,nendhodnych®“ nabyva
pouze dvou hodnot, konkrétné 0 a 1. Matematické modely lze také délit na

e diskrétni (veli¢iny nabyvaji nejvyse spocetné mnoha hodnot)
e spojité (veli¢iny nabyvaji hodnot z néjakého kontinua) a
e smiSené (v modelu se vyskytuji proménné obou typi).

V pripadé dynamickych modeld mizeme mit modely, v nichz je ¢as diskrétni a ostatni veliciny
spojité, modely se spojitym casem a ostatnimi veli¢inami diskrétnimi, modely se vSemi veli¢inami
spojitymi a podobné. Je tedy potteba rozliSovat, zda pii této klasifikaci mluvime o ¢ase (privilego-
vané proménné) nebo o veliinach ostatnich. Vzhledem k tomu, ze kazdy digitalni pocitac¢ se mize
nachéazet jen v koneéném poctu stavii — a nezalezi na tom, ze jich je nepredstavitelné mnoho —, je
kazdy pocitacovy model diskrétni. OvSem toto rozliSeni je opét zrelativizovano existenci programi
pro symbolické vypocty.

Jind moznost klasifikace matematickych/poéitacovych modeli vychézi z jejich vztahu k ,,okoli“,
tj. k veli¢indm, které nejsou soucasti modelu. V tomto piipadé lze modely délit na

e autonomni (nezdvislé na ,okoli“) a

e neautonomni (explicitné zavislé na néjaké ,vné&jsi“ proménné).

se déli na autonomni a neautonomni podle toho, zda je v jejich pravych stranach explicitné uveden
¢as, ¢i nikoli. Modely autonomni v ¢ase i ostatnich proménnych vyjadiuji fundamentalni prirodni
zadkony; napf. a rozpad castic probiha stejné ve ¢tvrtek jako v patek, na Zemi nebo na Marsu.
Veétsinu prirodnich procestt modelujeme modely autonomnimi v ¢ase a neautonomnimi v jinych
proménnych; napt. model zavislosti bodu varu vody na teploté je jiny pfi tlaku vzduchu 1,013 -
10° Pa nebo tlaku niz$im nez tento norméalni, oviem model je stejny dnes jako byl v 19. stoleti;
v modelu zavislosti kvality (cukernatosti) mostu na vynosu vinné révy je tfeba uvazovat rok,
ve kterém se déj odehravd — mnozstvi cukru totiz podstatné zavisi na teploté v obdobi zrani
hrozni. Déleni modelti na autonomni a neautonomni je opét ponékud umélé. ,Vnéjsi“ proménné
Ize zahrnout do modelu: napt. ,,model varu vody“ miuze obsahovat jako své proménné teplotu i
tlak, sou¢asti modelu kvality révy mize byt néjaky autonomni submodel v§voje pocasi® a podobné.

Dosud uvedené zpusoby klasifikace vychazely z charakteru modelt, nikoliv z matematickych
metod pouzitych pfi jejich tvorbé. Pti takovém piistupu bychom mohli mluvit o modelech za-
lozenych na teorii mnozin nebo relacnich struktur, na maticové algebte, na diferencidlnich nebo
diferenc¢nich rovnicich a to obycejnych nebo parcidlnich a podobné. V tomto pojeti by modely byly
soucasti prislusné matematické discipliny, presnéji feceno, vystupovaly by jako priklady ilustrujici
pouzitelnost teorie pro feseni redlnych problémii.

Jesté jiny zpusob klasifikace muze byt zalozen na vztahu modelu a originalu. z tohoto hlediska
1ze rozlisit modely

e demonstrativni a
e explikativni.

Demonstrativni modely prislusny jev nebo déj pouze popisuji, ukazuji jak vypada nebo probiha,
nikoliv pro¢ tomu tak je. Napr. Keplerovy zakony popisuji pohyb planet kolem slunce. Explikativni
modely se snazi odpovédét na otazku proc; jsou zalozeny na presné formulovanych predpokladech a
jasné vymezenych pojmech, které oznac¢uji pozorovatelné (a v lepsim piipadé i kvantifikovatelné)

2V soucdasnosti samoziejmé zadny takovy model, ktery by byl dostateéné spolehlivy, neni znam.



jevy. Napi. Newtonovy pohybové zdkony spolu s jeho zakonem gravitacnim vysvétluji, proc¢ se
planety pohybuji konstantni plosnou rychlosti po kuzeloseckéch s ohniskem ve Slunci.

Explikativni model tedy redukuje néjaky realny proces na procesy nebo jevy jiné ,arovné“.
Ty mohou byt ,,jednodussi“ nebo ,,prvotnéjsi“, ponévadz jsou konkrétnéjsi, snadnéji nahlédnu-
telné (napf¥. vyvoj populace popiSeme pomoci poctu jedinct, poc¢tu plodnych mezi nimi, poétu
narozenych a zemfelych za néjakou jednotku ¢asu) nebo naopak abstraktnéjsi (barvu ténu vyja-
dfime pomoci kinetické energie jednotlivych svrchnich tént). Odpovéd na otazku, zda skuteéné
jev na néjaké urovni lze zredukovat na jevy trovné jiné, zda ,celek neni nic nez souhrn ¢asti“,
nebo ne, podstatné zavisi na filosofickych vychodiscich. Pro potieby modelovani realnych procesi
vs8ak na odpoveédi nezalezi; model je vzdy zjednodusenim reality a dilezité je pouze to, zda se pii
zjednoduseni néjaka, z hlediska ticelu modelu podstatnd, vlastnost neztrati.

Pokud myslime na tucel modelu, miuzeme uvést jesté jedno klasifikacni kriterium. Modely lze
délit na

e teoretické a
e praktické.

Teoretické modely slouzi k porozumeéni, jak se néjaky systém za urcitych podminek chova, pripadné
pro¢. Prakticky model mé predikovat, jak se konkrétni systém bude chovat, pfipadné pomoci pri
rozhodnuti pro néjaky zasah do systému. Teoreticky model by mél byt dostatecné jednoduchy, aby
z ného bylo vidét, pro¢ se déje to, co se déje. Vztah mezi hypothesami (pfedpoklady modelu) a
zavéry (vlastnostmi FeSeni modelu) zprostiedkuje porozuméni modelovanému systému. Nahrazeni
komplexniho systému komplexnim modelem, kterému nerozumime, neprohloubi poznani. Teore-
tické modely jsou casto vyjadieny nékolika rovnicemi, které predstavuji ty nejrelevantnéjsi procesy
podilejici se na nékolika jevech, jez jsou predmétem zvlastniho zajmu.

Prakticky model obétuje jednoduchost, aby ziskal co nejpresnéjsi predikce chovani konkrétniho
systému. Miuze obsahovat mnoho rovnic odvozenych z mnozstvi pozorovanych udaji. Takovy mo-
del je obvykle pfilis komplikovany, aby ho bylo mozno néjak matematicky analyzovat; lze ho vSak
simulovat na pocitaci.

Déleni modelfi na teoretické a praktické je opét jenom pomocné. Cisté teoretické a praktické
modely predstavuji jakési extrémy, skutecné modely lezi nékde mezi nimi. Mnozstvi ¢asu a vy-
nalozeného usili, nedostatek vstupnich tdaji a potfeba komunikovat se spolupracovniky omezuji
komplexnost praktickych modelti. Na druhé strané, teoretické modely jsou casto vystaveny kon-
frontaci s pozorovanymi daty. Pak ztstanou teoretickymi pouze v tom smyslu, Ze zahrnuji jen
nékolik ,,podstatnych® procest, ale pouzité rovnice Ize zkomplikovat tak, aby model se spravnou
zakladni strukturou ptezil i kvantitativni srovnani s daty.

V popularizacni literatufe byvaji modely a dokonce i systémy déleny na linearni a nelinearni.
Pritom vsak neni jasné, co tyto pojmy oznacuji; proto je jim vénovan nasledujici exkurs.

Exkurs: Co je linearni?

Obvyklou frazi je, ze zékladni vlastnosti slozitych systémi je jejich nelinearita, ktera se projevuje
tak, ze malé zmény né&jakych hodnot vyvolaji velké (skokové, nepfedvidatelné apod.) zmény hodnot
jinych. Z nelinearnich zavislosti nebo vazeb pak plyne chaotické chovani systému a podobné.
Nelinearita se stala jakymsi zaklinadlem.

Tento exkurs je pokusem provést alespon castecny ,sémanticky uklid“. Slovo ,linearita“ méa
totiz pfinejmensim t¥i r@izné vyznamy. O jakou nelinearitu jde, vystihuje pfislusné opozitum.?

3Do uvedené ,tiiprvkové klasifikace“ linearity /nelinearity vsak nezapadé rozsifené pouzivani pojmu ,nelinearni
dynamika“. Ta byva vymezena néjak takto: ,,...v linedrni dynamice je ‘odezva’ systému na popud na jeho zménu
Gmérna tomuto popudu (‘jak se do lesa vold, tak se z lesa ozyva’), ale v pfipadé nelinearni dynamiky je odezva
¢asto 1 mnohokrat vétsi, nez v pripadé linearni dynamiky. Systém se stavd mnohem ‘citlivéjsim’ na pokusy o zménu
jeho kvalitativniho stavu.“ [KREMPASKY, J. Veda verzus viera? Bratislava: Veda, 2006. 253 p. ISBN 80-224-0896-4.
str. 59] Linearita nebo nelinearita v takovém pojeti neni vlastnosti systému, ale jeho chovani. Formulace je vsak
dosti nejasna (odezva, ktera je tisicindsobkem popudu, je prece stejné jako odezva, kterd je dvojnasobkem popudu,



Vysledkem vyjasnéni pojmu byva zjednoduseni problému nebo alespon jeho snazsi myslenkova
uchopitelnost. Vptipadé ,linearity“ vsak dojdeme k tomu, ze véci jsou komplikovanéjsi, nez se na
zacatku zdélo.

1. Plynuti ¢asu

Cas mifizeme vnimat jako neustéle se vracejici (stale se opakuji vegetacni sezény, d&jiny se opakuji,
ynic nového pod sluncem® a podobné) nebo plynouci odnékud nékam (od minulosti pfes ptitomnost
do budoucnosti). Ve druhém piipadé lze mluvit o ¢ase linedrnim, v prvnim o ¢ase cyklickém.

Cyklické vnimani ¢asu odpovidd mythologickému pristupu ke skutecnosti: veskeré déni neni
nic nez opakovani mythickych pravzoru, které je tfeba pripominat nebo zpfitomnovat néjakym
ritudlem (vegetaéni sezény opakuji umirdni bozstva a jeho navrat z podsvéti; na zac¢atku vegetacéni
sezony je potifeba provést orgiasticky obrad, aby bozstva v povétii oplodnila matku Zemi; na
Silvestra je potiebné prozit prvotni chaos, jaky byl pred stvofenim svéta, aby mohl povstat novy
rok; kazdého 7. listopadu je nutné usporadat mohutné oslavy fijnové revoluce s vzyvanim vécné
7ivého Lenina a podobné). Cyklia miize byt vice, ,,velky* cyklus mize byt sestaven z cykli ,,malych®
(v pribéhu zaloZeni, rozvoje a ipadku Fisi se odehraje mnoho zrozeni, dospélosti, starnuti a smrti
jednotlivych lidskych bytosti).

Linearni vnimani ¢asu se objevilo v helénské dobé, odpovida jednak zajmu o historii, ale také
o eschatologii. S linedrnim vnimanim ¢asu souvisi i idea pokroku (objevuje se néco podstatné
nového, které je piekonanim starého; evoluce sméiuje ke zvySovani komplexity a podobné) nebo
upadku (vyvoj Vesmiru sméfuje k jeho tepelné smrti; lidstvo je ¢im dal méné moralni; ztraceny
r4j jiz nenalezneme a podobné). Prechod od cyklického k linedrnimu ¢asu lze vystizné ilustrovat
na Starém zékoné. Hebrejsky Stary zdkon mél tii ¢asti — Zakon (Téra), proroci (nikoliv vésteil)
a spisy, jeho pieklad do feétiny (Septuaginta) se déli na t¥i ¢asti — knihy historické (minulost),
knihy mudroslovné (pfitomnost) a knihy prorocké (budoucnost).

V realité se nejcastéji vyskytuje néjaka kombinace chapani casu cyklického a linedrniho. Smé-
fovani ¢asu ,,od stvoreni po eschaton* — tedy linearni ¢as — muze byt vlastné cyklem, navratem
k pocétku (na pocatku byla beztfidni prvobytné pospolné spole¢nost, na konci déjin bude bez-
tfidni komunisticka spole¢nost; Vesmir zacal nekonecnou hustotou a teplotou velkého tresku, skonci
nekonecénou hustotou a nekone¢nou teplotou velkého krachu a podobné). V linedrnim ¢ase probi-
haji néjaké cykly (,spirdla vyvoje“). Mythologicky piistup ke skute¢nosti patrné dobfe odpovida
lidskému zptisobu mysleni.

Fyzikéalni cas je linearni, tj. jednorozmérny a plyne jednim smérem; Godelovo Feseni Einstei-
novych rovnic s ¢asovymi smyckami patrné neni fyzikalné realistické. Asi z tohoto duvodu se
v piirodnich védach (i ve spolecenskych?) o jiném nez linedrnim ¢ase neuvazuje. Netroufam si ale
Fici, ze linearni chapani casu je spravné a cyklické Spatné. Otazkou je, zda vneseni néjakych ,cyk-
lickych prvka® (nelinearity?!) do linedrniho ¢asu neprohlubuje porozuméni skutec¢nosti. Souvisi
mythické pravzory s jungovskymi archetypy a ty s archetypy systémovymi? Pokud ano, jak?

2. Vazby

Piedstavme si néjaky systém tvoreny nékolika prvky (naptiklad néjaké ¢innosti; soucastky elek-
trického obvodu a podobné), které jsou spojeny vazbou, tj. vzdjemné na sobé zavisi, ovliviiuji
se (napiiklad néslednost ¢innosti; vodi¢ mezi prvky obvodu a podobné). Tyto vazby mohou byt
linedrni (po prvni ¢innosti nésleduje druhd, po ni tfeti, pak ¢tvrtd atd.; vSechny soucastky jsou
zapojeny sériové) nebo néjakd vazba muze byt zpétnd (napiiklad po ¢tvrté ¢innosti se vratime
k druhé; nékteré sou¢astky nemaji jen jeden vstup a jeden vystup). Zpétné vazby lze dile klasifi-
kovat na pozitivni (to je vétSinou vazba $patna, vede k néjakému kolapsu nebo explozi) a negativni
(ty jsou lepsi, ¢asto vedou k né&jaké rovnovaze); to je vSak dalsi, pomérné slozitd otazka.

pfimo Gmérnd tomuto popudu, pouze s jinym koeficientem tmeérnosti), navic je nepochopitelné, pro¢ se mluvi
o (ne)linearits; kde je jaka linea recta, rovna ¢ara? V této (bezpochyby vyznamné) souvislosti by bylo vhodné&jsi
mluvit o ,nerovnovazné dynamice“ jako I. Prigogine, o ,synergetice“ jako H. Haken, nebo i o ,teorii katastrof*
jako R. Thom.
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Pojem ,zpétnéd vazba® se pouziva i v ponékud (ale zdaleka ne iplné) jiném vyznamu — jed-
norazova odezva na néjakou akci nebo ¢innost (,studenti mi poskytli zpétnou vazbu“). Z tohoto
divodu mize byt vhodné misto pojmu ,zpétna vazba“ u trvale vzajemné se ovliviujicich prvka
(tedy v systémovém pojeti) pouzivat pojem ,smycka“ nebo ,systémova smycka“.

3. Funkéni zavislost

Zéavislost néjaké velic¢iny (tzv. zavisle proménné) na néjaké jiné (tzv. nezavisle proménné) graficky
znazornujeme kartézskym grafem; na vodorovné ose byvaji hodnoty nezavisle proménné, na svislé
hodnoty zavisle proménné. O zavislosti fekneme, Ze je linearni, pokud vyslednym grafem je pfimka;
ve vSech ostatnich pripadech ji nazveme nelinedrni.

Toto vymezeni je vsak prilis vagni. Napriklad neni nic fe¢eno o stupnici na osach. Zavislost
v obrazku 1.1 a) bychom asi prohlésili za nelinearni. Pokud v8ak stupnice na svislé ose bude
logaritmickd, dostaneme obrazek 1.1 b); zévislost je tedy zobrazena pfimkou a tudiz ji 1ze prohlasit
za linearni.

Prvni zpfesnéni definice linearity spoé¢ivd v nahrazeni obrazku formuli (vzoreckem). Situaci
znazornénou na obr. 1.2, tj. zavislost zavisle proménné y na nezavisle proménné x, jejimz grafem
je primka, muzeme zapsat rovnosti

y=2x+1,

tedy jako ndsobek (v nasem piipadé dvojnasobek) nezdvisle proménné k némuz je pfictena néjaka
hodnota (v nasem piipadé 1). Obecny zédpis linedrni zavislosti je

y =ax +b.

Zéavislost z obréazku 1.1 a) je zapsdna rovnosti y = 2%, tedy formuli jiného tvaru. Rovnost
y = 27 vSak muzeme ,zlogaritmovat“, tj. upravit ji na tvar

logy = xlog 2.
Oznacime-li nyni a = log2 a z = logy, dostaneme

z =ar,
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Obrazek 1.1: Stejna zavislost vyjadiena pomoci rovnomérné a logaritmické stupnice na ose zavisle
proménné
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Obrézek 1.2: Graf zavislosti y = 2z + 1

tedy linearni zavislost proménné z na proménné x. Zavislost na zakladé obrazku povazovana za
nelinearni je vyjadfena ve tvaru zavislosti linearni.

Zobecnénim této tvahy je zjisténi, ze linedrni zavislost néjakych veli¢in neni néjakou jejich
,vnittni“ vlastnosti, ale je disledkem oznaceni. Jinak feceno, zalezi na tom, co za proménné
veli¢iny prohlasime. Obecné neexistuje néjaké pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, co je ,ta
prava“ proménna — je to néco, co jsme spocitali nebo zmérili, logaritmus méfené hodnoty nebo
néco jiného? (To neni umélé vytvafeni problémi tam, kde nejsou — napiiklad tak jednoducha
veli¢ina jako je hlasitost ténu je logaritmem energie viniciho se vzduchu; a kdo ted rozhodne, zda
wzékladni® veliéinou vyjadfujici, zda hrajeme piano nebo fortissimo, je hlasitost nebo energie?)
Mluvime-li tedy o linearni zavislosti, je tfeba peclivé specifikovat, o jaké veli¢iny jde.

Veli¢iny, jimiz jsme se dosud zabyvali, lze povazovat za ,statické”, jednou dané, existujici.
Zajimaveéjsi a dulezitéjsi jsou veli¢iny ,dynamické”, vznikajici jako vysledek néjakého procesu
probihajiciho v ¢ase. (Upozortiuji, Ze se nejednd o matematické pojmy, ale o intuitivni popis.
,Cista“ matematika se zabyva ,véénymi pravdami“, nikoliv vznikdnim a zanikdnim. Pokud piece
jen néjak popisuje pohyb, kinésis, pouziva k tomu objekty vééné a nehybné existujici; kde a jakym
zpusobem matematické objekty existuji je ovSem — zatim? — nezodpovézend otazka filosofie
matematiky.)

Pohyb, vznikani, zanikani, zména byva projevem néjaké zékonitosti. Veli¢ina ,,ve stavu zrodu®
nebo ,ve stavu zmény“ zavisi na néjaké jiné veli¢iné, na néjakém vlivu. A tato zavislost zase muze
byt linearni nebo nelinearni. Rozhodnout, o jaky typ zavislosti jde, je opét otdzka tthlu pohledu.
(Zase na intuitivni, nikoliv matematické tirovni. Matematicky je dynamickd rovnice linearni, pokud
spliiuje princip superpozice.)

Pokusim se tuto myslenku ilustrovat jednoduchym az stupidnim piikladem (psychologiim se
omlouvam).

Sestavime matematicky model uéeni se. Zakladni proménnou (v terminologii dynamickych sys-
témi ,stavovou® nebo ,fadzovou proménnou®, v terminologii systémové dynamiky ,akumulaci“)
bude mnozstvi védomosti; oznac¢ime ji x. Ponechme stranou otazku, jak je mozné mnozstvi védo-
mosti kvantifikovat (napf. po¢et pojmt, které znam; pocet vztahtl mezi pojmy, kterym rozumim;
pocet megabyti stazenych z Internetu; pocet a aktivita spoji mezi neurony v mozku; néco tuplné
jiného), hledéni odpovédi by nés zavedlo piili§ daleko od tématu, jimz se zabyvame. Mnozstvi
védomosti se bude v zavislosti na uceni v priibéhu ¢asu ménit; to ze veli¢ina x zavisi na Case t,
zapisujeme symbolicky = = z(t). Symbol z(t) tedy oznacuje mnozstvi védomosti v Case t. Proces
uceni zapiSeme jako vyjadieni mnozstvi védomosti v nasledujicim ¢asovém okamziku, tj. vyjadreni
velic¢iny x(t + 1).

Nejjednodussi pfedstavou je, ze v kazdém casovém okamziku nebo jednotkovém casovém inter-
valu se néco naucim, tj. ziskdm mnozstvi védomosti d, které pribudou k védomostem, které mam.
Zapsano rovnosti

x(t+1) =z(t) +d. (1.1)
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Obrazek 1.3: a) Graf linedrni zavislosti (1.1) ¢lenu posloupnosti na ¢lenu piedchozim; b) graf této
posloupnosti.

Tato formule je vlastné zépisem linedrni zavislosti veli¢iny x(t 4+ 1) na veli¢iné x(¢); tato zavislost
s d = 1 je zndzornéna na obr. 1.3 a). Grafem je opét prfimka. Pokud v né&jakém pocéateénim case,
v okamziku ¢ = 0, je mnoZstvi mych védomosti 2(0), bude jejich mnozZstvi v ¢ase t ddno vyrazem

x(t) = x(0) + td; (1.2)

tento vysledek 1ze snadno ovérit tplnou indukei nebo si vzpomenout na vyjadieni obecného ¢lenu
aritmetické posloupnosti. Opét jsme dostali linearni zavislost, tentokrat veli¢iny x(¢) na veli¢ing
t; tato zavislost je zndzornéna na obr. 1.3 b), kde d = 1 a x(0) = 1. Linearni zavislost popisujici
,vznikani posloupnosti“ se projevila v linearni zavislosti vznikajici posloupnosti na ¢ase. Obrazky
1.3 a) a b) jsou az na oznaceni os uplné stejné. To by mohlo vést k (undhlené!) tivaze, ze ,,vyvojovy
zdkon*, ,podstata“ (obr. 1.3 a)) a ,pozorovany vyvoj“, ,jev* (obr. 1.3 b)) jsou na jisté trovni
popisu totozné.

Model ponékud priblizime realité rozdélenim procesu uceni na procesy dva — ziskavani novych
védomosti a zapominani védomosti starsich. Symbol z(¢) bude opét oznacovat mnozstvi védomosti
v case t. Pravidlo, podle néhoz ur¢ime mnozstvi védomosti v kazdém nésledujicim okamziku,
tentokrat bude

x(t+1) = 2(t) + mnozstvi novych védomosti — mnozstvi zapomenutych védomosti.

Asi je rozumné predpokladat, ze ¢im vic toho vim, tim vic toho mohu zapomenout. Jinak feceno,
mnozstvi zapomenutych védomosti lze povazovat za pfimo tmérné mnozstvi védomosti, které jsem
mél. Koeficient imérnosti oznacime c, tedy

mnozstvi zapomenutych védomosti = ca(t).

Velic¢ina ¢ vyjadruje relativni mnozstvi védomosti zapomenutych za jednotku casu, tedy jakousi
rychlost zapominani.

Na druhé strané, ¢im vic toho vim, tim snadnéji nové védomosti prijimam — napfiklad mohu
nové poznatky zasazovat do kontextu védomosti, zndm néjaké obecné principy, takze si snadnéji
zapamatuji poznatky logicky vyplyvajici z dosavadnich védomosti a podobné. Opét tedy budeme
mnozstvi nové nauc¢enych védomosti povazovat za piimo tmérné stavajicimu mnozstvi védomosti.
Oznacime-li konstantu imeérnosti b, mame

mnozstvi novych védomosti = bx(t).

Veli¢ina b vyjadiuje relativni mnozstvi nové prijatych védomosti za jednotku casu, tedy jakousi
rychlost pfijimani novych poznatki.
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Obréazek 1.4: Graf linedrni zavislosti ¢lenu posloupnosti na ¢lenu piedchozim; x(t + 1) = 2z(t)
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Obrazek 1.5: Graf ,nelinedrni“ posloupnosti z(t) = 0,01-2¢; a) mé¥Fitko na svislé ose je stejnomérné,
b) méfitko na logaritmické ose je logaritmické

Pravidlo popisujici mnozstvi védomosti v nasledujicim okamziku tedy bude tvaru
z(t + 1) = z(t) + bx(t) — cx(t),
nebo, po upravé (vytknuti vyrazu z(t) na pravé strané rovnosti),
z(t+1)=(14+b—c)z(t).
P1i oznaceni r = 1 4+ b — ¢ dostaneme

z(t+1) = rx(t), (1.3)

tedy opét linedrni zavislost veli¢iny x(¢ + 1) na veli¢ing x(t); zdvislost s r = 2 je zndzornéna na
obr. 1.4. V tomto ptipadé bude mnozstvi védomosti v ¢ase t dano vyrazem

x(t) = z(0)r"; (1.4)

vysledek lze opét ovérit indukei nebo si vzpomenout na vyjadieni obecného ¢lenu geometrické
posloupnosti. Zavislost z(t) = z(0)r" s (0) = 0,01 a r = 2 je zndzornéna na obrazcich 1.5 a) a
b); na obrazku b) je pfitom na svislé ose logaritmicka stupnice. Zavislost mnozstvi védomosti na
Case lze tedy prohlsit za nelinearni (pokud za ,zdkladni proménnou® bereme veli¢inu z(t)), nebo

za linedrni (pokud za ,zékladni proménnou® vezmeme logaritmus veli¢iny x(t)).



X(t+1)=x(t)

Vytvareni, vivoj, zménu veli¢iny x jsme vyjadfovali pomoci jeji hodnoty v néasledujicim c¢aso-
vém okamziku, tj. 2(¢t + 1) jsme vyjadiili pomoci 2(t). Jinou moznosti, jak vyjadfit zménu néjaké
veli¢iny, je pomoci tzv. priristku této veli¢iny: zménu veli¢iny x v ¢ase t vyjadiuje jeji prirtstek
Az(t) = z(t + 1) — z(t). Model (1.1) tedy mizeme zapsat ve tvaru

Ax(t) =d
a model (1.3)
Ax(t) = (r—1)a(t) neboli Az(t) = (b— c)x(t).

Prvni zavislost s d = 1 je zndzornéna na obr. 1.6 a), druhd s 7 = 2 je na obr. 1.6 b). Opét se jedna
o zavislosti linearni.
Jiny mozny zpusob vyjadieni zmény veli¢iny x je pomoci jejiho relativniho pfirdstku

~ Ax(1)
o)

Timto zpiusobem vyjadfime prvni model vyvoje védomosti ve tvaru

ox(t)

ox(t) = w

a druhy ve tvaru
dx(t) =r—1 neboli dx(t) =b—rc.

Prvni z téchto zavislosti s d = 1 je znazornéna na obr. 1.7 a), druhd s r = 2 je na obr. 1.7 b).
Tentokrat se v prvnim piipadé jedna o zavislost nelinedrni, kterd generuje linearni posloupnost
(1.2); ve druhém o zavislost linearni, kterd generuje posloupnost nelinedrni (1.4). A jak je tomu
nyni s linearitou?

V obou uvedenych prikladech vyslo, ze pii jisté volbé parametru d nebo r bude mnozstvi
védomosti v mé hlavé rtst nade vSechny meze. To samoziejmé neni mozné a je nutné model
zéavislost® k problematice tvorby matematického modelu.

Vyjdeme z posledniho vyjadieni 0x(t) = b—c, relativni pFirtistek védomosti je rozdilem rychlosti
prijimani novych poznatkt a rychlosti zapominani poznatki starych. Tento rozdil lze chapat jako
rychlost nabyvani védomosti; oznacme ho v = b — ¢. Model bude tvaru

ox(t) = v,
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Obrazek 1.6: Graf zavislosti absolutniho pfirtistku Axz(t) = x(t + 1) — 2(¢) na hodnoté x(t); a)
Ax(t) =1,tj. 2t + 1) = x(t) + 1, b) Az(t) = =(t), tj. x(t + 1) = 2z(t)
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Obrazek 1.7: Graf zavislosti relativniho prirtstku 533 = (z(t + 1) — z(t)) /2(t) na hodnoté z(t);

a) 0x(t) = 1/x(t), tj. x(t + 1) = z(t) + 1, b) dx(t) = tJ a:(t +1) = 23:(1&)

tedy relativni pFirtistek védomosti je roven rychlosti nabyvani védomosti (to zni skoro jako tauto-
logie) a tato rychlost je konstantni. Rychlost nabyvani védomosti v ale ve skutecnosti asi nebude
konstanta nezavisla na ¢emkoliv. Tato rychlost by mohla zaviset na aktualnim mnozstvi védomosti:
éim vice mam védomosti, tim obtiznéji prijimam nové, nebot je komplikovanéjsi zasazovat nové
poznatky do rozsahlé sité predchozich, nebo prosté jiz mam ,precpanou hlavu“. Tedy ¢im vice
mam poznatkil, tim mensi je rychlost b pfijimani novych poznatkd a v dtisledku toho je mensi
rychlost uceni v. Nebo jinak: ¢im vice mém védomosti, tim jsem asi starsi, coz znamena, Ze se
blizim ke starecké demenci a tim vice zapominam, tedy rychlost zapominani ¢ je vétsi; opét je
dusledkem nizsi rychlost uceni v. Obéma uvahami dostavame, Ze veliina v zavisi na veli¢iné x(t)
a to tak, ze ¢im je vétsi x(¢), tim je mensi hodnota v. Opét budeme predpokladat, Ze tato zavislost
je linearni,
v=—ax(t)+V,

kde a a V jsou kladné konstanty; veli¢ina V vyjadfuje maximalni moznou rychlost nabyvani
védomosti, tj. rychlost nabyvani védomosti mysli nezatizenou, koeficient a predstavuje zpomaleni
této rychlosti vlivem jiz prijatych védomosti. Vysledny model tedy bude tvaru

ox(t) = —ax(t) + V; (1.5)

relativni prirtstek védomosti zavisi linedrné na aktualnim stavu védomosti. Rozepsanim relativniho
prirtstku dz(t) a jednoduchou tpravou tento model mizeme piepsat na tvar

z(t+1) =2z(t)(1+V — ax(?)),

tedy jako nelinearni zavislost mnozstvi védomosti v nasledujicim ¢asovém okamziku na aktudlnim
mnozstvi védomosti.

Mnozstvi védomosti v ¢ase ¢ jiz obecné nelze vyjadrit néjakou formuli (pFesnéji Feceno, nelze je
pro libovolné hodnoty V' a a vyjadiit formuli, v niz se vyskytuje pouze kone¢né mnoho aritmetic-
kych operaci, elementarni funkce a jejich superpozice v koneéném poctu). Ale ze znalosti po¢atecni
hodnoty 2(0) 1ze vypocitat hodnotu z(1), z té pak hodnotu x(2) atd. Zavislost mnozstvi védomosti
na case (Casovy pribéh mnozstvi védomosti) je pro hodnoty V' =0,5, a =1 a 2(0) = 0,001 zné-
zornén na obr. 1.8. Vidime, ze pfi tomto zobrazeni se jednd o zavislost nelinedrni. Tato zavislost
je vsak alesponn monotonni; mnozstvi védomosti s casem roste. Proto lze najit stupnici na svislé
ose (takova stupnice byva nazyvana logistickd ve vyznamu ,néco jako logaritmicka“; s logistikou
jako metodou uklddani vojakt do ubikaci to nemé nic spoleéného), ktera zavislost znazorni jako
linearni.

Zajimavéjsi visledky dostaneme napiiklad pii volbé @ = 1 a V = 3. Casovy priibéh velic¢iny
x(t) s (0) = 0,001 je zndzornén na obr. 1.9 a), prubéh s z(0) = 0,001001 na obr. 1.9 b).
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Obrézek 1.8: Graf posloupnosti z(t) generované modelem x(t + 1) = x(t)(1,5 + z(t)) s pocateéni
hodnotou z(0) = 0,001
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Obrézek 1.9: Graf posloupnosti z(t) generované modelem (¢ + 1) = x(t)(4 + x(t)) s pocate¢ni
hodnotou a) x(0) = 0,001 a b) 2(0) = 0,001001

Predevsim vidime, ze zavislost na cCase je nelinearni, a to tak, ze v grafu jsou ,skoky nahoru a
doli“ (matematicky feCeno, zavislost na ¢ase neni monotonni). V takovém piipadé zaddna volba
stupnice na zadné ose nezobrazi zavislost jako linedrni. Mame tedy prvni pripad jakési ,,podstatné
nelinearity“. Jinou vlastnosti casového priibéhu je naprosté nepravidelnost skoktt — jen z pohledu
na zacatek vyvoje (napfiklad prvnich milion hodnot) nelze odhadovat, jak bude vyvoj pokracovat.
Dalsi vlastnost hodnd pozoru je to, Ze pfi zméné poc¢ateéni hodnoty 2(0) z 0,001 na 0,001001, tedy
o jedno promile, se obrazek naprosto zménil, prava polovina obr. 1.9 a) je Gplné jind, nez prava
polovina obr. b). Mala zména pocéteéni hodnoty vyvolala velkou zménu pritbéhu veli¢iny. Veli¢ina
x(t), kterd je generovana jednoduchym linedrnim modelem (1.5) v konkrétnim tvaru

dx(t) = —x(t) + 3

ma vSechny vlastnosti, které charakterizuji chaos. Veli¢ina generovana timtéz modelem s trochu
jinym parametrem V', tedy modelem

dx(t) = —x(t) + 1

ma vSechny ,hezké“ vlastnosti — malé zména nezavisle proménné vyvolavad malou zménu zavisle
proménné, z jednoho pohledu na graf vime o pribéhu vSe: x(t) naroste k jisté hodnoté (presné
k hodnoté 0,5, obecné vyjadieno k hodnoté V/a), kterd predstavuje jakousi kapacitu mysli.
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1.3 Vlastnosti matematického modelu

Staticky model byva pfevazné zapsan néjakym systémem rovnosti, které vyjadiuji strukturu (v si-
rokém smyslu tohoto slova) modelovaného jevu. Pro dynamicky model je typické, Ze je tvoren
néjakym systémem dynamickych rovnic*. Jejich feseni popisuje chovani modelovaného procesu
v ¢ase. Proto byva pozadovano, aby model, tj. prislusné rovnice, mél nasledujici vlastnosti:

1. existence FeSent,
2. jednoznacnost TeSeni,
3. spojita zavislost na vstupnich udajich modelu.

Prvni vlastnost je naprosto nezbytna. Model, ktery by nemél feSeni, nemtize nic modelovat —
bud by modelovany déj nemohl probihat, nebo by rovnice byly $patné. Pozadavek, aby existovalo
feSeni, vSak neznamend, Ze toto feSeni musime znat, nebo byt schopni ho nalézt. Pro projekce
z modelu ¢asto plné dostacuje matematickd analyza pfislusnych rovnic (napf. s vyuzitim metod
kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic) nebo p¥iblizné feSeni nalezené numericky (coz je dalsi
dtvod, pro¢ neexistuje ostra hranice mezi modely matematickymi a pocitacovymi).

Pokud by model nebyl jednoznac¢né fesitelny, nebyl by vhodny pro projekci procesu; nebylo
by totiz jasné, které z jeho vice Teseni se bude realizovat. Nemé-li model jednoznacné feSeni,
neznamens to vsak, ze je Spatny. Nejednozna¢ny totiz mize byt i modelovany déj. (Pokud ovsem
netrvame na tom, ze Laplacetiv determinismus® je pravdivym vyjadienim veskeré skutecnosti.)

V pripadé stochastickych modelu je feSsenim néjaka ndhodna funkce, zobrazeni casu do mnoziny
nahodnych velicin. V takovém piipadé pozadujeme, aby byla jednoznac¢né urcena casové zavisla
distribu¢ni funkce ptislusné nahodné veli¢iny.

Spojita zavislost na vstupnich datech modelu je podminkou pro praktickou pouzitelnost mo-
delu. Pokud malé zména vstupii vyvola velkou zménu vystupt, nemtizeme nic projektovat. Veskeré
udaje totiz zname jen s jistou omezenou presnosti a pri nespojité zavislosti feseni bychom dostali
vysledky s chybou vétsi nez je néjaka prijatelnd; presnéji fe¢eno, mohli bychom takové vysledky
dostat, coz je jesté horsi, nebof se objevuje dal$i nejistota. Pokud Feseni nezavisi na vstupnich
udajich spojité a mame jistotu, ze model je spravny (nebo méme alespori dobré divody si mys-
let, ze tomu tak je), vime pouze to, Ze nic o mozné budoucnosti nevime. Populdrni interpretace,
ze ,mavnuti motylich kiidel nad Tokiem vyvola hurikdn na Floridé“, nic nevysvétluje; naopak
predstira znalost, kterd principialné neni mozna.

Typicky priklad nespojité zavislosti na pocatecnich podminkach je na obrazcich 1.9. Je vidét, ze
projektovany pribéh déje se v obou obrazcich shoduje zhruba po prvnich ¢trnact ¢asovych jedno-
tek. Toto pozorovani ukazuje potiebnost dalsi analyzy modeli; urc¢it nebo odhadnout cas, po jaky
je pfi zndmé presnosti znalosti vstupnich tidaji feseni jesté ptijatelné presné. V kazdém piipadé
nejsou modely, u nichz feseni zavisi na vstupnich datech nespojité, pouzitelné pro asymptotickou
analyzu procest, tj. pro uréeni dlouhodobych trendu, ale pouze pro analyzu tranzientni, tj. pro
popis dynamiky v kratkém c¢asovém intervalu.

1.4 Proces modelovani

Na obrazku 1.10 jsou schematicky znazornény kroky, z nichz sestava sestaveni, testovani a pripadné
modifikace modelu.

4Vyznam pojmu ,dynamicka rovnice* bude specifikovan pozdéji. Zhruba feceno, jedna se o diferencialni nebo
diferené¢ni rovnici.

5 Inteligentni bytost, ktera v uréity okamzik znala vechny sily, které v piirodé ptisobi, a mimoto vzajemnou
polohu vsech ¢astic, z nichz je priroda slozena, a kterd by pritom méla schopnost, aby tyto tdaje mohla podrobit
matematické analyze, mohla by zahrnout do jednoho vzorce pohyb velkych téles i nejlehéich atomu a nic by pro
ni nebylo neurcité; jak budoucnost tak minulost by lezely jasné pfed jejima o¢ima.“ Citovano dle: STRUIK, D. J.
Dejiny matematiky. Orbis, Praha 1963, str. 138.
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Urceni cile modelu

Je cil dosazitelny?

Sestaveni modelu

Vyhodnoceni modelu

Modifikace Zamitnuti modelu
modelu Prijeti a novy zacatek
modelu

Obrazek 1.10: Schéma procesu modelovani

Ten prvni je podstatny; presto byva ¢asto opominut. Spoc¢iva v rozhodnuti, k ¢emu presné je
model uréen. Po modelu nemiiZzeme chtit, aby byl spravny do nejmensich detailt. Ale muzZzeme
trvat na tom, aby byl uZitecny. A uziteénost modelu je urcena jeho cilem a hodnotou tohoto cile.

Dulezitym aspektem pii stanoveni cile je rozhodnuti, na jakém misté skaly mezi teoretickymi a
praktickymi modely mé byt model vytvareny. Tedy: chceme pouzit model k porozumeéni systému
a k jeho interpretaci, nebo k predpovédi jeho chovani, af se jiz bude vyvijet sém nebo pod vlivem
néjakych vnéjsich zasaha? Dalsim dilezitym rozhodnutim je, jakou numerickou presnost budeme
potiebovat. Presnd predpovéd nebo projekce byva casto cilem praktickych aplikaci. Ale pokud je
hlavnim cilem teoretické porozuméni, mize stacit, kdyz model poskytne spravné znaménko nebo
néjakou jinou rozumnou kvalitativni odpovéd; napt. 1ék A je skuteéné uéinnéjsi nez 1ék B, systém
se neustali v néjaké rovnovaze, ale bude oscilovat a podobné.

Dalsim krokem je posouzeni dosazitelnosti cile. Nejobvyklejsi prekazkou je ¢as nebo dostupnost
udaji. Pokud jde o odhad potfebného Casu, je na misté pesimismus, zejména pro zacatecniky
v modelovani. Z tohoto diuvodu je dobré zacit s malym projektem, ktery pripadné miize byt
v budoucnu rozsifen na néjaky komplexnéjsi, nebo s jednoduchym modelem, k némuz mohou
pozdéji byt pridany dopliujici nebo rozsifujici podrobnosti.

Naproti tomu odhad, zda jsou dostupna vSechna potifebna data, mtze byt optimisticky. Zaca-
te¢nici ¢asto dojdou k zavéru, ze projekt je nefeSitelny, nebot chybi néjaké ,krucidlni tdaje“. Ale
modely mivaji nékolik parametri nebo predpokladii, které maji pouze maly nebo zadny vliv na
relevantni aspekty chovani modelu. Jediny zptisob jak poznat, zda néjaké iidaje jsou skutecné po-
tiebné, je provést analyzu sensitivity nebo elasticity (kvantifikaci vlivii jednotlivych slozek modelu
na vysledné chovéni).

Sestaveni dynamického modelu bude vénovan nasledujici oddil, vyhodnoceni modelu zavisi na
tom, o jaky model se jedna. Poslednim krokem je rozhodnuti, zda model pfijmeme ¢i nikoliv.
Ve druhém pripadé je tfeba posoudit, zda celou praci zahodime a zacneme znovu, nebo zda se
model ke stanovenému cili priblizil a sta¢i ho jen néjak modifikovat. Na tomto misté je dobré
upozornit, ze matematicky model nemusi byt ,spravny* (ale mftize byt Spatny, pokud zanedbéva
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Obrazek 1.11: Etapy sestavovani modelu

néjaky dilezity jev nebo déj). Jeden model vSak muze byt lepsi nez jiny v tom smyslu, ze lépe
dosahuje svého cile, napf. presnéji projektuje mozny vyvoj, nebo dava lepsi vhled do problému.
Model lepsi z jednoho hlediska muze byt horsi z jiného. A nezanedbatelné je pfitom hledisko
jednoduchosti. Napiiklad Ptolemaitiv model slune¢ni soustavy poskytoval presnéjsi predpoveédi
postaveni planet na ,,nebeské sfére“ nez Kopernikuv; ten vsak byl jednodussi, umoznil nové slunec¢ni
soustavu pochopit a v dusledku toho po konfrontaci s pozorovanymi udaji mohl byt Keplerem
zpresnén. , Vlastni Kopernikovou ... zasluhou nebylo objeveni pravdivé teorie, ale nového plodného
aspektu.“® ...za vhodnych okolnosti v mnoha hierarchiich védeck§ch modelti pievazi ctnosti
jednodussi teorie jeji nefesti.“”

Poznamenejme jesté, Ze neni nutné se snazit hned sestavit néjaky nejlepsi (vzhledem ke stano-
venému cili) model. UzZitecnéjsi muze byt sestaveni jednoduchého modelu a teprve po vyjasnéni, co
mu chybi, nebo v ¢em nevyhovuje Gcelu, ho modifikovat. Takova posloupnost ,lepsich a lepsich“
modeltl mize byt uzitenym a pou¢nym vedlej$im vysledkem tohoto procesu.

1.5 Sestaveni dynamického modelu

Obrézek 1.11 shrnuje vysledky zakladnich etap pii tvorbé modelu. Skutecnost, ze néco rozpozna-
vame jako systém, je vyjadfena pojmem pievzatym z kognitivni védy — mame v mysli mentalni
model tohoto systému. Mentalni model je tvofen ndzorem systému (souhrnem vsech vjemi, které
ndm zprostiedkovavaji nase smysly) zasazenym do souvislosti informaci uloZenych v paméti. Jiz
z tohoto vymezeni je patrné, ze mentalni model jednoho systému se lisi od c¢lovéka k ¢lovéku.
I kdyby vsichni ,nazirali“ stejné, v paméti maji rizné vzpominky a védomosti.

Vlastni vytvareni matematického modelu zacind rozmyslenim, z jakych slozek se studovany
systém skldda, tj. jaké velic¢iny (tedy pojmy, jez lze kvantifikovat) a procesy jsou v ném nejdtle-
vyjadfovat predpoklady, které si o systému vytvarime a odvozujeme z nich vysledky. Slozky systém
je uzitecné rozlisit na

SWITTGENSTEIN, L. Rozliéné pozndmky. Mlada fronta a Vysehrad, 1993. 159 p. ISBN 80-204-0360-4. Str. 34.
TLEE, R. L. — FRASER, A. B. The Rainbow Bridge: Rainbows in Art, Myth, and Science. Pensylvania State
University Press, 2001. Citovano dle [1], str. 9.
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Obrazek 1.12: Priklad: polarita vlivu ceny na trzbu

1. veli¢iny ,uvniti“ systému (endogenni), které se v pribéhu ¢asu mohou ménit,
2. veli¢iny ,,vné“ systému (exogenni), které viak systém ovliviiuji a mohou se v ¢ase ménit,
3. veli¢iny, které se v dobé studovaného vyvoje systému neméni.

Jinou dilezitou otazkou je vybér trovné rozliseni podrobnosti. Napiiklad za slozku systému mu-
Zeme vzit skupinu obyvatel stejného véku (a pak si pfedstavujeme, ze jedinci uvniti této skupiny
jsou identi¢ti, i kdyZz ve skutecnosti nejsou), jednotlivé obyvatele, nebo naopak skupiny jesté vétsi
(napiiklad lidi produktivni a ty ostatni). Tomuto procesu se ik agregace. P¥ilis vysoky stupeii
agregace vede k tomu, ze agregovana slozka nic nevypovida o skutecném stavu systému; na druhé
strané, maléd agregace s sebou nese nebezpedi, ze vysledny model bude pfilis komplexni v rozporu
s cilem modelovani. Podobnym problémem jako agregace je rozpoznani proménnych, jejichz zména
ovliviiuje systém malo. Pak lze proménné, které se méni v priibéhu casu, povazovat za konstantni.
P1i vybéru slozek modelu je tfeba si také rozmyslet, které slozky systému na sebe vzajemné pt-
sobi, nebo mohou pusobit. Vysledkem tohoto rozmysleni, prvni etapy tvorby modelu, je pojmovy
model, seznam pojmu, které se v modelu maji vyskytovat.

Uziteénym krokem je tyto pojmy vyjadrit grafickou formou. Néjakym zptisobem zobrazit slozky
systému a vazby mezi nimi, tj. znazornit, ktera slozka ovliviiuje slozky jiné. Vysledkem této etapy je
néjaké schéma systému, diagram jeho struktury. Schéma je irovni abstrakce nékde mezi systémem
a matematickym modelem; nelze ho dale néjak presné analyzovat nebo z ného vyvozovat zavéry
(struktura systému jeSté negeneruje ani nedeterminuje jeho chovéni). Proto se mu nékdy fika
predmodel.

Uzivanym zptsobem grafické representace systému je tzv. pfiinny smyckovy diagram (CLD
— casual loop diagram). Jedn4 se o hranové ohodnoceny orientovany graf. Jeho vrcholy zastupuji
slozky systému, orientovana hrana vedouci ze slozky ¥ do slozky II vyjadiuje vazbu takovou, ze
slozka ¥ slozku II ovliviiuje. Hrany jsou ohodnoceny symboly ,+“ a ,—“ vyjadfujicimi jejich
polaritu; ohodnoceni ,,+“ hrany vedouci ze slozky ¥ do slozky II vyjadiuje, ze slozka ¥ zvétSuje,
zesiluje, zintenziviuje slozku II, jeji ohodnoceni ,,—* naopak, ze ¥ zeslabuje II. Graf samoziejmé
miize obsahovat smycky (to ale nejsou ,smycky* z nazvu CLD®). Cyklus v grafu vyjadiuje zpétnou
vazbu v systému. Jeji polarita je urcena poc¢tem hran s polaritou ,,—“ v tomto cyklu; je-li tento pocet
sudy, povaZzujeme zpétnou vazbu za pozitivni (zesilujici), je-li lichy, povazujeme ji za negativni
(vyrovnavajici, cil hledajici).

Pokud se nedaii urcit polaritu vazby, je to signidlem, ze patrné chybi néjaka dilezita slozka
systému. Naptiklad: cena urcité ovliviuje trzbu; lze ale zddvodnit jak to, zZe ji zvétsuje, tak i to,
ze ji zmensSuje. Je tedy potfeba zahrnout dalsi slozku systému — prodej. Cena ovliviiuje prodej
negativné (vyssi cena prodej zmensSuje), prodej spolu s cenou ovliviiuje trzbu pozitivné (zvétseni
prodeje pfi pevné cené trzbu zvysi, zvyseni ceny pii nezménéném prodeji trzbu také zvysi). Spravny
diagram tohoto jednoduchého systému je tedy na obr. 1.12 vpravo, nikoliv vlevo.

Dalsi — tou nejdtlezitéjsi — etapou je vytvoreni vlastniho matematického nebo pocitacového
modelu. Zde zavisi na tom, v jakém tvaru model chceme mit, zda jako systém dynamickych rovnic
(tomu bude vénovana kapitola 2), soustavu piktogramt (jako v kapitole 3), ¢i néco jiného.

8 Terminologie pouzivana napt. v [8] neodpovida terminologii teorie grafii. Orientovana cesta je nazyvana ,ote-
viend smycka“(!), orientovany cyklus ,smycka se zpétnou vazbou“.
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Podle schématu na obr. 1.10 mé po sestaveni modelu nasledovat jeho vyhodnoceni. To je mozné
provést v pripad€, Ze mame model matematicky a dostatecné jednoduchy, Ze ho lze analyzovat
matematicky. To samoziejmé nenastava vzdy; muzeme mit tifeba komplikovany prakticky model
pro presné predikce. Pak jedinou cestou k vyhodnoceni modelu je jeho pocitacova representace,
néjaky program, ktery numericky fesi pfislusné rovnice a podobné. K tomuto tcelu lze ¢asto vyuzit
existujici programové prostredky; nejjednodussi dynamické modely lze simulovat i v prostredi ta-
bulkovych kalkulétorﬁ kancelarskych programﬁ (KOfﬁce OpenOfﬁce ap. ), pro simulaci a graﬁckou
nebo symbolické vypocéty (Maple, Mathematica; nekomercni programy tohoto druhu mi nejsou
znédmy). Pro modely ve formé piktogramu jsou pfimo uréeny komercéni programy Vensim, Stella
nebo jeji nastupce Powersim.

1.5.1 Priklad: valka s terorismem

Terorismus je beze sporu jednim z nejzévaznéjsich problémt soucasnosti. Pokusme se modelovat
jeho dynamiku (a pfitom nezapominejme, ze se jednd o piiklad z ucebniho textu, ktery m4 ilu-
strovat proces sestaveni dynamického modelu, nejde o snahu radit OSN nebo néjaké vladé, co
m4 délat). Cil modelu je ryze teoreticky; snazime se zjistit zda — a pokud ano, tak za jakych
podminek — muze byt valka proti terorismu taspésna.

Nejprve budeme identifikovat pojmy, které se v modelu objevi. Za pfi¢inu terorismu byva ozna-
¢ovéna chudoba obyvatelstva nékterych zemi. Nemusi se jednat o chudobu absolutni (vyjadfenou
tieba v HDP na hlavu), ¢astéji jde o chudobu relativni, kontrast chudoby a bohatstvi né&jaké jiné
zemé. (Relativni chudoba roste s poklesem chudoby absolutni; mam-li jen jednu motyku a moji
sousedé jsou na tom podobné, chudobu si neuvédomuji. Je-li ovSem ve vesnici televize, mohu vi-
dét, ze jinde na svété ziji lidé v luxusu.) Tuto slozku systému — chudobu — nazveme ,frustrace
obyvatelstva“. Dalsi slozkou jsou uréité lidé, schopni a ochotni teroristické ¢iny (v jiné terminolo-
gii hrdinské ¢iny, osvobozovaci boj, mucednictvi ap.) provadét. Nazveme ji ,,mnozstv1 teroristti“.
Teroristé ovSem v chudych zemich nevznikaji sami od sebe, nejsou ,,generovani“ jenom chudobou.
Je nutné, aby clovék byl informovan o moznosti dat svému zivotu smysl nicenim a pripadnou
smrti; navic k tomu pottebuje jisté specifické dovednosti, které lze ziskat vycvikem. Této slozce
systému budeme tikat ,nabor“. Na druhé strané stoji vlastni valka s terorismem — bojové nebo
zpravodajské akce s i¢elem eliminovat terorismus; nazvéme je ,likvidacni akce.

Pojmovy model je tedy zatim tvoren Ctyfmi slozkami — ,mnozstvim teroristu®, ,frustraci
obyvatelstva®, ,naborem* a ,likvidacnimi akcemi“. Zakladni veli¢inou charakterizujici systém je
,2mnozstvi teroristi“; bez nich by zadna valka s terorismem ani nemohla existovat. ,,Mnozstvi
terorist”“ také urcuje pozorovatelné chovani systému; pocet teroristi se projevuje teroristickymi
akty. Druhou veli¢inou urcujici stav systému je ,frustrace obyvatelstva“; vyjadifuje jeho vnitini
stav. Ostatni slozky lze povazovat za exogenni nebo dokonce v ¢ase neproménné. Nabor novych
teroristti mize byt soucasti kultury daného statu, naroda nebo nabozenstvi, likvida¢ni akce mohou
byt bez ohledu na okolnosti soucasti vojenské doktriny nebo vnitini politiky statu bojujiciho proti
terorismu.

Podivejme se nyni na vazby mezi jednotlivymi slozkami. ,,Nabor“ asi ,mnozstvi teroristi

N1

ovliviiuje kladné, zvétsuje je. Naopak ,likvidacni akce ,mnozstvi teroristi“ zmensuji (nebo se
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+
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¥frustrace obyvatelstva <—J

Obrazek 1.13: Priklad pfi¢inného smyckového diagramu: ,valka s terorismem®



o to alespoii snazi, pfipadné to deklaruji); vazba je tedy negativni. Dale je asi rozumné piedpo-
kladat, ze vazba ,frustrace obyvatelstva“ na ,nabor® je pozitivni — mezi frustrovanymi lidmi lze
snadnéji nalézt nékoho, kdo radikalné zmeéni (nebo naplni) sviij Zivot teroristickym aktem. ,, Likvi-
dacéni akce* vsak neovliviiuji jen ,,mnozstvi teroristii, objevuji se u nich také néjaké vedlejsi efekty;
i tzv. inteligentni raketa miuze zasdhnout venkovskou svatbu misto shromazdéni teroristd — tim
zvétsi frustraci obyvatelstva“. | Likvida¢ni akee* tedy ovliviiuji ,mnozstvi teroristi“ (negativné)
a ,frustraci obyvatelstva® (pozitivné). Samy ovSem mohou byt nejen projevem politiky, ideologie,
zajmu zbrojafskych koncernti nebo odborovych organizaci v téchto koncernech, ale mohou byt
odezvou na teroristické utoky. Muze tedy existovat pozitivni vazba ,,mnozstvi teroristi“ na ,likvi-
dacni akee“. To, zda tato vazba existuje a jak je intenzivni, je (nebo muze byt) uréeno pravé vnitini
nebo zahrani¢ni politikou, ekonomickymi nebo ideologickymi zdjmy a podobné. V této chvili se
tedy ukazuje, Ze je uzitecné zavést dalsi slozku systému, nazvéme ji zkusmo ,politika“. Mizeme
ji povazovat za neproménnou v Case, za jakési relativné stalé ovlivnéni ,likvidac¢nich akci“. Vazba
,politiky* na ,likvida¢ni akce* je vsak ambivalentni; neni totiz specifikovano, o jakou politiku jde.
Podle svého vkusu muzeme ,politiku“ nazvat podrobnéji ,politikou appeasementu®, pak je jeji
vazba na likvida¢ni akce negativni, nebo ,,jestiabi politikou“ a pak je tato vazba pozitivni.

Vysledny pri¢inny smyckovy diagram ,valky s terorismem® je na obrazku 1.13. Vazba, ktera
v systému muze a nemusi byt, je vyznacena ¢arkované. Pokud systém tuto vazbu obsahuje, pak
ma také jednu zesilujici (,,mnozstvi terorist“- likvida¢ni akce®- , frustrace obyvatelstva“- nabor-
HmnoZzstvi teroristi“) a jednu vyrovnavajici (,mnozstvi teroristii“- likvidac¢ni akce“-,mnozstvi
terorist®) zpétnou vazbu.
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Kapitola 2

Dynamické rovnice

Jiz od dob Isaaca Newtona je nejpouzivanéjsim prostiedkem k vyjadieni redlného déje (popisu,
modelovéni, zdpisu pfirodniho zdkona) systém diferencidlnich rovnic. Tém — a jejich zobecnéni
— je vénovéana tato kapitola.

2.1 Deterministické dynamické modely zapsané dynamic-
kymi rovnicemi

Z uvah o sestaveni modelu (sr. 1.5) vyplynulo, Ze zakladnimi slozkami modelu jsou veli¢iny, které
jsou vnitfnimi charakteristikami modelovaného systému a v case se néjak vyvijeji, tj veli¢iny, jez
v kazdém casovém okamziku vyjadiuji stav systému. Takové veli¢iny lze chapat jako realné funkce
jedné realné proménné — casu; tyto funkce budeme nazyvat stavové promeénné.

Model miize obsahovat i dalsi proménné (exogenni proménné nebo vnitini proménné systému,
jejichZz zména neni bezprostiedné ptisobena vazbami jednotlivych slozek systému, nebo takové pi-
sobeni neni cilem modelovéani) a konstanty. Tyto slozky modelu se nazyvaji parametry. Parametry
modelu mohou byt mezi sebou nebo se stavovymi proménnymi néjak vazany. Hodnota jednoho
parametru mizZe byt urcena (vynucena) hodnotami jinych parametrt nebo stavovych proménnych.
Tyto vazby zapiSeme vynucujicimi funkcemi (forcing functions).

Ponévadz v povaze stavovych proménnych je v Case se ménit, je potfeba jejich zménu né-
jak vyjadrit. Oznac¢ime-li stavovou proménnou symbolem x, nebo podrobnéji pro zdiraznéni jeji
zévislosti na ¢ase symbolem xz(t), je obecny tvar zapisu

zména z(t) = f(t, vlivy), (2.1)

kde f je néjakd redlnd funkce, tzv. prechodovd funkce (state transition function). ,Vlivy“ jsou
stavové proménné (véetné proménné z, v systému samoziejmé mohou byt i bezprostiedni zpétné
vazby) a/nebo exogenni proménné, piipadné dalsi parametry. Pfechodové funkce miize, ale nemusi,
explicitné zaviset na Case t. Pokud zadna z prechodovych funkci v modelu na cCase explicitné
nezavisi, jedna se o model autonomni, v opa¢ném piipadé neautonomni.

Projekce chovani systému pomoci modelu musi nékdy a v néjakém stavu zacit. Proto ne-
zbytnou slozkou dynamickych modelt jsou pocdtecni podminky, které udavaji hodnoty stavovych
proménnych v urceném pocatecnim okamziku ¢g. U autonomnich modelt se obvykle voli ¢y = 0.

Rovnice tvaru (2.1) vyjadiuji zdkladni dynamiku modelu. Abychom tuto dynamiku mohli
projektovat, je tfeba jesté specifikovat, co pfesné znamend ,,zména z(t)“. To neni vitbec jednoduchd
otazka, souvisi s tim, jak Ize matematicky vyjadrit plynuti ¢asu. Tomu je vénovan nasledujici
exkurs.
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Exkurs: Jak plyne cas?

Nejprve si trochu zafilosofujme. Cas si miizeme predstavit pfinejmensim tiemi zpiisoby. Ten prvni
by bylo moZno nazvat ,buddhisticky“. Cas a jeho plynuti viibec neexistuje, vie je vééna pritomnost
a vnimani ¢asu je jen predstava, vyplod ,neosvobozené mysli“ lpici na své individualni existenci.
Druhy zptsob lze nazvat ,platénsky“. VSechny casové okamziky jiz existuji (v néjaké ¥isi ideji,
v BoZi nebo bozské mysli a podobné) a nase vniméni plynuti casu je opét pouze iluze ,obyva-
telil jeskyné“. Treti pojeti bych nazval ,existencialistické“. Cas stale vznika (nebo je stéle znovu
tvoren), kazdy okamzik se vSak okamzité propadd do minulosti.

V matematice Cas neexistuje; z tohoto pohledu je matematika ,,buddhisticka®“. Fyzikalni pojeti
Casu — cCas jako jeden z geometrickych rozmért casoprostorového kontinua — je v podstaté ,pla-
tonské“ (jako ostatné celd fyzika s hledanim ,teorie vSeho“). Toto pojeti se ukazuje jako velice
plodné. Vedlo k vytvoreni infinitesimalniho, tj. diferencialniho a integralniho, po¢tu v Newtonové
pojeti, coz je mocny néstroj k ,uchopeni“ pohybu a zmény. (A na tom nic neméni ani skuted-
nost, ze matematici — za vSechny jmenujme alespon Weierstrasse — infinitesimélni pocet zase
yzmrazili do nehybnosti a bezcasi.) Fyzikalni pochopeni ¢asu vedlo k prudkému rozvoji techniky,
tim ke zrychlujicimu se vznikani novych skutecnosti a nasledné, ponékud paradoxné, k rozvoji
existencialni uzkosti.

At jiz chapeme ¢as jakkoliv, mize nas zajimat, jak lze jeho plynuti — nebo to, co za plynuti
Casu povazujeme — popsat. Je-li ¢as jen pfedstavou, je porozuméni této pfedstavé prvnim kro-
kem k osvobozeni se od ni. Pokud ¢as jiz objektivné nékde nebo néjak existuje, jeho myslenkové
uchopeni nés k realité pfiblizi. A pokud ¢as teprve vznikd, ddva ndm porozuméni jemu — nebo
alespon jeho projeviim — Sanci spolupodilet se na kvalité budoucnosti.

Zakladni vlastnosti casu je to, ze plyne, Ze existuje néco, cemu se rikad Sipka nebo sip casu.
Plynuti ¢asu se projevuje jednak tim, ze mizeme rozlisit minulost a budoucnost, nebo — opatrnéji
feCeno — poznat, ze néjaky okamzik predchézel jinému. Pokud jsme totiz schopni dva casové
okamziky rozlisit, mizeme také poznat, ktery z nich byl dfive a ktery pozdéji. Navic ¢as plyne
jednosmérné, nelze se vracet v Case zpét; k minulosti se pres budoucnost nedostaneme. Dalsim
projevem plynuti ¢asu je to, Ze po kazdém okamziku prijde néjaky nésledujici, existuje jakési
propojeni minulosti a budoucnosti. Je ovsem mozné, ze béh ¢asu jednou skonci, ze nastane okamzik,
po kterém jiz zadny dalsi nepfijde. Takovy ,konec ¢asu®“ vSak muze byt nejvyse jeden. A tfetim
projevem plynuti ¢asu — nebo naseho zpisobu vnimani nebo predstavovani si ¢asu — je jakasi
mira ¢asu. Jsme schopni néjakym zptsobem mérit nebo kvantifikovat ¢asovou vzdélenost dvou
okamziki. Tyto t¥i vlastnosti ¢asu vyjadrime formalneé.

Skutecnost, ze jeden Casovy okamzik, feknéme t¢1, predchazi jiny okamzik, feknéme to, vyja-
diime formulkou t; < t2. Vétu ,pokud jsme schopni dva ¢asové okamziky rozlisit, mtzeme také
poznat, ktery z nich byl drive a ktery pozdéji“ presnéji vyjadiime vyrokem ,pro jakékoliv dva
dasové okamziky t1 a tp musi nastat pravé jedna z moznosti: bud t; < t» nebo t3 < t; a nebo
t; = t2.“ (Symbolem ¢; = to je vyjadiena skutecnost, ze okamziky ¢1 a to splyvaji, jsou soucasné,
nejsme je schopni od sebe rozlisit.) Jednosmérné plynuti ¢asu vyjadiuje podminka: z toho, ze jeden
okamzik pfedchazi druhému a ten predchazi tretimu, plyne, ze prvni okamzik predchézi i tfetimu.
Formalné feceno, z dvojice vztaht t; < t3 a to < t3 vyplyva vztah t; < t3.

Bezprostiedni nasledovani ¢asovych okamziki za sebou vyjadiime tak, Ze ke kazdému caso-
vému okamziku existuje takovy, ktery ho nasleduje ,nejtésnéji“, tj. ktery ho nepredchazi a ktery
sou¢asné neni predchézen zaddnym jingm ¢asovym okamzikem v budoucnosti (budoucnosti vzhle-
dem k okamziku t). Formalnéji feceno: ke kazdému ¢asovému okamziku ¢ existuje ¢asovy okamzik,
ktery oznacime o(t) a ktery nepfedchazi zddny z okamzikl s takovych, ze t < s. Je§té piesnéji
feceno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik o(t), takovy ze ¢t < o(t) a pokud ¢t < s pro
néjaky okamzik s, pak o(t) < s. (Pfitom formule ,t; < t3“ je zkratka za ,t; < o nebo t; = t2“.)
Pii ,existencialistické* interpretaci je o(t) asovy okamzik, ktery ,vznikl z ¢asového okamziku® ¢
nebo ktery , byl stvoren“ bezprostiedné po okamziku ¢. Pov§imnéme si, Ze nepozadujeme, aby ke
kazdému okamziku ¢ existoval néjaky okamzik s takovy, ze t < s. Vyrok (implikace) ,pokud t < s
pro n&jaky okamzik s, pak o(t) < s“ je pravdivd, i kdyz zadny okamzik s, ktery by byl predché-
zen okamzikem ¢, neexistuje. V takovém ptipadé by okamzik o(t), ktery existovat musi, splyval
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s okamzikem ¢, o(t) = t. Nepostulujeme tedy, Ze po kazdém okamziku nastane novy ,bezpro-
stfedné budouci“ okamzik (v ,existencialistické“ interpretaci) nebo ze ¢as je aktualné nekoneény
(v ,platénské” interpretaci). Konec ¢asu tedy nastat mize. Na bezprostfedni nasledovani ¢asovych
okamziki se mizeme podivat i z druhé strany. Ke kazdému casovému okamziku existuje takovy,
ktery ho ,nejtésnéji“ predchdzi. Formalné feceno, ke kazdému okamziku ¢ existuje okamzik o(t),
takovy 7Ze o(t) < t a pokud s < t pro néjaky okamzik s, pak s < p(t). Samotné symboly o a p
muzeme také povazovat za objekty, nazyvaji se operator kroku vpred — o, a operator kroku vzad
— 0.V ,platénském® pojeti se jedna o zobrazeni, které kazdému okamziku pfifadi , bezprostfedné
nasledujici® nebo ,bezprostredné predchazejici* okamzik; v ,existencialistickém* pojeti je o kon-
struktor, ktery z néjakého okamziku vytvori okamzik ,bezprostfedné nasledujici“, o v néjakém
okamziku ,vyvola ze zapomnéni“ okamzik ,bezprostiedné predchéazejici“.

Meéreni nebo kvantifikace délky casovych intervala spociva v prifazeni néjakého redlného ¢isla
tomuto ¢asovému intervalu. Casovy interval je jednoznaéné uréen okamzikem pocatednim, Fek-
néme t, a okamzikem koncovym, feknéme s, takze ono redlné ¢islo, vyjadiujici délku casového
intervalu, vlastné prifazujeme dvojici ¢isel (s, t). PovSimnéme si, Ze samotné ¢asové okamziky ne-
musi byt vyjadreny ¢isly (jak je bézné ve fyzice), nemusi tedy byt mozné casové okamziky séitat
nebo odéitat. (Neni ostatné jasné, jak by se piipadné interpretoval soufet dvou okamziki.) I ve
fyzikalnim vyjadfeni, napt. ,Cas t = 5s“, nejde ve skutecnosti o néjaky okamzik pojmenovany
,Dét sekund®, ale o okamzik, ktery je vzdalen od néjak zvoleného pocatku o 5 s. Toto prifazeni
miry — délky c¢asového intervalu — dvéma okamzikim musi mit néjaké ,rozumné“ vlastnosti.
V pripadé, ze pocatecni okamzik ¢ pfedchéazi koncovy okamzik s, prohlasime délku intervalu za
kladnou. Pokud koncovy okamzik jednoho intervalu splyva s poc¢ate¢nim bodem druhého inter-
valu, bude délka intervalu s pocatecnim okamzikem shodnym s pocatecnim okamzikem prvniho
intervalu a s koncovym okamzikem v koncovém okamziku druhého intervalu rovna souctu délek
obou intervalt.

Stroze matematicky miizeme vlastnosti ¢asu vyjadiit néasledovné. Cas je néjakd mnozina,
ozna¢me ji T, spolu s bindrni relaci < a zobrazenim v : T x T — R (R oznacuje mnoZinu re-
alnych cisel) takovymi, Ze jsou splnény tii axiomy:

A1 Relace < je asymetrickd, tj. z t1 < t plyne —(t2 < t1), tranzitivni, tj. z t; < t2 a ty < t3
plyne t; < t3, a upln4, tj. pro kazda dvé ¢, to z mnoziny T nastane praveé jedna z moznosti
t1 < tg,ta <11 nebo t1 = to.

A2 Pro kazdé t z mnoziny T existuji o(t) = inf{s: t < s} a g(t) =sup{s: s<thao(t)€Ta
o(t) € T.

A3 Zobrazeni v je spojité, silné izotonni, tj. z t; < t2 plyne v(te,f1) > 0, a mé vlastnost
I/(tl,tg) = I/(tl, tz) + I/(tQ, tg).

Vlastnost spojitosti zobrazeni nebyla v pfedchozim neformalnim textu diskutovana. Spojuje
zobrazeni v s relaci <, jedna se vSak o sofistikovanou matematickou zalezitost. Intuitivné znamena,
7e pokud se okamziky t1 a ty ,pFili§ nelisi“, pak se ,pfili§ nelisi“ hodnoty v(s,t2) a v(s,t2) pro
libovolny okamzik s z mnoziny T. Poznamenejme, ze hodnotu v(t2,¢) interpretujeme jako délku
¢asového intervalu od pocatecniho okamziku t; do koncového okamziku t,.

Uvedené axiomy postacuji k tomu, aby mohla byt formalné vytvorena teorie c¢asovych zmén
— teorie dynamickych rovnic.

Nejprve zavedeme jesté nékolik pojmi. Definujme p(t) = v(o(t),t). Veli¢ina p vyjadiuje vzda-
lenost né&jakého ¢asového okamziku a okamziku bezprostiedné nasledujiciho. Cim je tato veli¢ina
mensi, tim c¢as plyne ,hladceji“, ¢im je vétsi, tim ,,trhanéji“. Proto se tato veli¢ina nazyva zrnitost
casu v okamziku ¢. S riznymi ,,casovymi skoky“, ,nepravidelnostmi v plynuti casu“ ma urcité zku-
Senosti téméi kazdy. Cas plyne, jednotlivé okamziky nejsme téméi schopni rozlisit a najednou se
néco stane — Clovék se zamiluje, zemie nékdo blizky, teroristé 11. zari zattoci, dojde ke kambrické
explozi a podobné — a najednou nic neni jako diive; ¢as zatneme rozlisSovat na ,pred“ a ,po*,
v case vznikla mezera. Jindy nebo pro jiné potfeby vnimame cas pfimo jako postupujici v dis-
krétnich krocich, pravidelnych nebo nepravidelnych — c¢as je odmérovan jednotlivymi semestry,
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vegetacnimi sezénami, parlamentnimi volbami, horotvornymi pohyby a podobné. Zavedeni zrni-
tosti ¢asu je soucasnym (zékladni pojmy zformuloval S. Hilger roku 1988, teorie byla do uceleného

Pomoci zrnitosti a operatorti skoku o a ¢ mizeme klasifikovat ¢asové okamziky. Pokud u(t) > 0,
tj. pokud o(t) > t, okamzik ¢t se nazyvam zprava osamoceny, pokud u(t) = 0, tj. pokud nejsme
schopni okamzik ¢t odlisit od okamziku bezprosttedné nasledujiciho, o(t) = ¢, pak se okamzik ¢
nazyvéa zprava husty. Podobné pokud o(t) < ¢, nazyva se okamzik ¢ zleva osamoceng a pokud
o(t) = t, nazyva se okamzik ¢ zleva husty. Okamzik ¢ se nazyva husty, pokud je husty zleva i
zprava, a nazyva se izolovany, pokud je osamoceny zleva i zprava.

Na obrazku 2.1 je nékolik ptrikladti mozného plynuti ¢asu. Dva extrémni pripady jsou takové, ze
vSechny casové okamziky jsou husté, nebo ze vSechny okamziky jsou izolované. Pokud jsou vSechny
okamziky husté, jedna se o Cas fyzikalni nebo klasickou ¢asovou osu. V takovém pripadé muzeme
Cas ztotoZnit s mnoZinou redlnych ¢éisel. Fyzikdlni ¢as je zndzornén na obrazku a). Pokud jsou
vSechny okamziky izolované, mtze prubéh casu vypadat rozmanitéji. Existuje-li néjaky prirozeny
Casovy krok a zrnitost je konstantni — tj. v kazdém okamziku stejnd — a rovna tomuto kroku,
jednd se diskrétni ¢as s pevnou (obvykle jednotkovou) délkou kroku; je zndzornén na obr. b).
Takové pojeti casu se casto pouziva pri modelovani dynamiky systémil. Je vSak adekvatni pouze
tehdy, kdyz skutecné néjaka prirozend casova jednotka existuje a modelovany systém se vyviji
v postupnych krocich. Jind moznost diskrétniho ¢asu je znézornéna na obr. c). Zrnitost Casu se
postupné zmensuje. V takovém pfipadé mize dokonce dojit k tomu, ze existuje néjaky posledni
Casovy okamzik, ktery je zleva husty. Posledni okamzik je sice v kone¢né casové vzdalenosti, ale
vede k nému nekoneéné mnoho ¢asovych kroki. (Tato predstava je jednim z moznych vychodisek
z klasické Zenonovy aporie , Achilles a zelva“. Za povSimnuti stoji, ze podobnym zpisobem si
vétsina lidi predstavuje ¢as zbyvajici do smrti. Sice uzname, ze nase smrt pfijde za néjaky ko-
necny casovy usek — z hlediska casu historického nebo dokonce geologického velice kratky — ale
mame pocit, ze smrt je jesté vzdalena nekoneéné mnoho néjakych ¢asovych kroktd; k okamziku
smrti nevidime. Tato predstava je mozna spravna: Moje smrt se mé netyka; pokud jsem tady,
neni zde smrt a pokud je zde moje smrt, nejsem tu ja. Ke smrti se priblizujeme, ale v uvedeném
smyslu ji nikdy nedosdhneme.) Pro modelovani néjakych procesti (napf. takovych, na néz maji
vliv nepfedvidatelné prirodni katastrofy nebo spolecenské otfesy) miize byt uziteéné si ¢as pred-
stavit jako slozeny z izolovanych okamzikt, které ale maji nepravidelné vzdalenosti; zrnitost je
sice v kazdém okamziku kladné, ale v kazdém okamziku jina. Takovy pribéh ¢asu je znazornén na
obr. d). Dalsi zptisob plynuti ¢asu je ten, Ze ¢as po néjakou dobu plyne spojité, vSechny okamziky
jsou husté. Pak ale nastane ,casovy skok“, cas dospéje do néjakého zleva hustého okamziku, za
kterym bezprostiedné nasleduje casovy okamzik zleva osamoceny a zprava husty. Takto plynouci
Cas si mizeme predstavit napr. pri procesu uceni: béhem semestru se do studentovy hlavy sou-
visle dostavaji védomosti a pak nastane skok béhem prazdnin, po kterych néasleduje dalsi souvisly
Cas prijimani védomosti. Jiné prirozené pouziti takového ¢asu se souvislymi tseky a skoky je pri
modelovani zemédélskych procesit — vegetadni sezéna je pferusovana obdobim zimy. Na obr. e)
je priklad takového plynuti ¢asu. Souvislé tseky jsou znazornény jako stejné dlouhé, tak tomu ale
nemusi vzdycky byt. Na tomto pfikladu je také mozné jednoduse ilustrovat, ze ¢asové skoky nelze
zaménovat. Krok do budoucnosti a navrat mtze byt néco tplné jiného, nez krok do minulosti a
navrat. Udélame-li krok do budoucnosti a pak se vratime o krok do minulosti, mizeme se dostat
jinam, nez jsme byli. (Matematicky Feceno, operatory skoku vpied a vzad o a g nekomutuji.)
Predstavme si, Ze se nachdzime v prvnim zleva osamoceném a zprava hustém okamziku, tj. na za-
catku — pri ,Cteni obrazku® zleva doprava — druhé souvislé tsecky. Skokem vpfed ztustaneme ve
stejném okamziku, ,,bezprostiedné nasledujici okamzik* nemtzeme rozlisit od okamziku, v némz
se nachézime. Potom skokem vzad se dostaneme do prvniho zprava osamoceného bodu. (Tento jev
nenastava, pokud vsechny okamziky jsou izolované nebo vsechny okamziky jsou husté, tedy v mo-
delech ¢asu bézné pouzivanych. Model ¢asu ,typu e)“ je tedy vhodny pro popis procesi, v nichz
dochéazi k nevratnym zméndm.) Na zavér je na obr. e) zndzornéna kombinace v8ech moZnosti.

Uvahy o plynuti ¢asu (nebo: o popisu [nasi predstavy o] plynuti ¢asu) jsou vlastné piipravou
na popis zmeény. Predstavme si nejprve pro jednoduchost, ze stav néjakého systému, o néjz se
zajimame, lze vyjadrit jednim redlnym cislem — jednoducha akumulace nebo néco podobného.
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Obrézek 2.1:

Stav systému, v néjakém casovém okamziku ¢ mizeme oznacit symbolem F(t). Systém se v pri-
béhu ¢asu méni, v okamziku bezprostiedné néasledujicim po ¢, tedy v okamziku o(t), bude ve
stavu F(J(t)), ktery se obecné od stavu F'(t) mize lisit. Za vyjadieni zmény muizeme povazovat
rozdil téchto stavil, tedy F (a(t)) — F(t). Tento rozdil ale jesté neni vhodnou ,mirou zmény*;
tou by mohl byt pouze v pripadé pravidelné plynouciho ¢asu se vsemi okamziky diskrétnimi a
pfirozenou ¢asovou jednotkou, tedy ¢asu z obr. b) — podstatnou charakteristikou zmény je totiz
i zrnitost Casu, velikost prislusného ¢asového kroku. Proto je za miru zmény vhodné vzit zménu
stavu v ,,bezprostfedné nasledujicich okamzicich® relativné k délce ¢asového kroku, tj. k zrnitosti.
Za miru zmény stavu muzeme tedy povazovat vyraz

Pokud zrnitost je konstantni a rovna ,pfirozené“ ¢asové jednotce, u(t) = 1, jednd se o obvyklou
diferenci (tradiéné znacenou AF'(t)). Je-li vSak okamzik ¢ zprava husty, u(t) = 0, pak je také
o(t) = t a v disledku toho F(o(t)) —F(t) = 0. Nastava tedy problém, Ze vyraz F2(t) je ,neurcity“,
je tvaru F'2(t) = 0/0. Tento problém je viak fesitelny — fesenim je 300 let rozvoje infinitesimalniho
po¢tu. Mirou zmény je pak derivace F”(¢).

2.2 Priklady

2.2.1 Model uéeni

Jeden z modeld uceni, kterym byl ilustrovan exkurs o linearité v prvni kapitole, byl tvaru
z(t+1)=z(t)(14+V —axz(t)). (2.2)

V tomto modelu je jedind stavovd proménnd = (mnozstvi védomosti), dva konstantni kladné pa-
rametry V' (maximalni mozna rychlost uceni) a a (zpomaleni rychlosti uceni). Rovnici (2.2) lze
prepsat na tvar

Ax(t) = z(t)(V — ax(t)), (2.3)

to znamena, ze > = Az. Jedna se tedy o diferen¢ni rovnici, tj. dynamickou rovnici s diskrétnim
Casem, ktery ma v kazdém okamziku jednotkovou zrnitost. Pfechodova funkce na pravé strané je
tedy funkci tii proménnych, stavové = a dvou parametria V', a. Pocatec¢ni podminku lze zapsat ve
tvaru

x(0) = xp.
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Piibyl tedy dalsi kladny parametr z¢ (poc¢ateéni mnozstvi védomosti). Vynucujici funkce v tomto
modelu nejsou.

Na tomto prikladu je mozno ukazat jesté jednu vlastnost modeld, a to, Ze pocet parametri
neni néjakou vnitini (essencidlni, invariantni) vlastnosti modelu.

Neexistuje néjaka ,nutna“ nebo ,prirozend“ jednotka pro zméreni mnozstvi védomosti; mu-
zeme ji tedy vybrat libovolné. Zavedeme proto novou stavovou proménnou y jako mnozstvi védo-
mosti v novych jednotkach. Za ,novou jednotku“ vezmeme takovou, kterd je a/V-krat mensi nez
puvodni, tedy

a

y(t) = Vx(t), neboli x(t) = %y(t).

Po dosazeni do rovnice (2.3) dostaneme

Ay(t) = y(t+1) — y(t) = —=((t + 1) — 2(t)) = %Az(t) = %x(t)(v — ax(t)) =

<l»

takze model je tvaru
a

Ay(t) = Vy(©) (1 - y(®), y(0) = f7o.

V jeho prechodové funkci je jiz pouze jeden parametr V', parametr a se ukazal jako nadbytecny.

Tento piiklad také ukazuje, ze ,komplexnost systému® (zhruba feceno, mnozstvi slozek systému
a vazeb mezi nimi) neni, nebo nemusi byt, vnitini (podstatnou) vlastnosti systému. Mtize se jednat
o vlastnost popisu nebo mentalniho uchopeni systému.

2.2.2 Formalni shoda modela ruznych systému

Pokusime se sestavit rovnice popisujici dynamiku dvouslozkovych systémt rizné irovné: z oblasti
fyziky, chemie, biologie (ekologie) a sociologie. Stavové proménné ve vSech piipadech budou dvé,
oznadime je ni a no. Cas bude ve vsech piipadech spojity, tj. jeho zrnitost je v kazdém okamziku
nulova.

Dynamika elektron-dérové plazmy v oblasti silového pole v polovodicich plyne z téchto pted-
pokladii: pFirtistek koncentrace elektronii (n1), resp. dér (nq) za jednotku ¢asu je pfimo Gmérny
témto koncentracim a jejich ubytek pfimou rekombinaci je pfimo imérny soucinu téchto koncent-
raci. Do prvni slozky téchto prirtistkt je mozno zahrnout i ibytek zptisobeny zachytem elektront
v ,pastich®. Z téchto fakti je jiz mozno napsat prislusny systém rovnic

dn1 b
), — ainig — 01ning
dt ’
d?’LQ b
), — Q2N2 — 02NN
dt '

kde a1, as, by, ba jsou prislusné koeficienty iimérnosti, b; a by jsou kladné.

Pokud se z néjaké suroviny s koncentraci ng autokatalyticky syntetizuje néjaka latka s koncen-
traci ni, z ni opét autokatalyticky jina latka s koncentraci no a ta se muze rozpadat na néjaké
produkty, které odchazi ze systému, mtizeme bilan¢ni rovnice téchto procesii zapsat ve tvaru

dn1 b
— = agngni — bninsg,
a 0071 1M2
dTLQ

—= =  —agng + bnins.
a 212 12

Pr1i sestaveni rovnic jsme respektovali skutec¢nost, ze pririistek druhé latky je ibytkem prvni latky.
To vsSak nic neméni na skuteCnosti, ze souéin agng je konstanta. Vsechny parametry v tomto
modelu jsou kladné.
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V oblasti ekologie jsou znamy systémy typu dravec-kotist, napt. systém sestavajici z rysi, ktefi
se zivi zajici, a zajici, ktefi se zivi travou. Prirdstek zajicti je tim vétsi, ¢im vice jich je, prirtistek
rysu zavisi na na poctu jejich setkani se zajici a ten je timérny soucinu poctl zajict a rysu.
V nepritomnosti zajicit by se projevil ubytek ryst umeérny jejich poctu. Za téchto predpokladi
dostaneme Lotkovy-Volterrovy rovnice (stavové proménné mohou vyjadiovat popula¢ni hustoty,
celkovou biomasu nebo pfimo poéty jedincii)

d?’Ll b

— = aini —bining,
a 1n1 1M1N2
d?’LQ

—= =  —asng + banins.
a 2712 211712

Parametry a1, as, b1 a by jsou kladné.

Nakonec sestavime rovnice pro vzajemné soupefici socialni skupiny (z oblasti sportu, politiky
apod.). Prirtstek po¢tu pfivrzenci jedné skupiny (n1) je tmérny jejich poc¢tu (vznikajicimu bud
prirozenym rtstem nebo agitaci mezi nezainteresovanymi) a poc¢tu téch, které se podarilo ziskat
presvédcovanim ¢leni souperici strany. Druhé slozka musi byt imérna souc¢inu nine, protoze zavisi
na poctu parovych interakei ¢lenti obou soupeticich skupin. Analogické tvrzeni plati o pfislusnicich
druhé skupiny, jen je potifeba uvazit, ze prirtustek v fadach druhé skupiny vznikly presvédc¢ovanim
¢lent prvni, je ubytkem ve skupiné prvni. V hrubém priblizeni mizeme tedy dynamiku uvazova-
nych skupin popsat rovnicemi

d?’Ll b
— = aini — bning,
a 1M1 1N2
d?’LQ

— = asn bnins.
a 2N + 0NNy

Uvazime-li, ze parametry ag, a1, as, b, by a bs mohou byt obecné kladné nebo zaporné, vidime,
Ze rovnice popisujici procesy Ctyf ruznych drovni jsou totozné. Na jisté urovni abstrakce tedy
mizeme zapomenout na to, ze zkoumame procesy ve spolec¢nosti, v pfirodé zivé nebo nezivé,
a muzeme se pokusit o néjaké vseobecné platné dedukce. Ukazuje se, Ze ty nejsou trividlni ani
nezajimavé.

Tento piiklad je pfevzat z knihy [6].

2.2.3 Valka s terorismem

Pojmovy model a zakladni schéma této problematiky je uvedeno v oddilu 1.5.1. Tam jsou také
identifikovany dvé zakladni stavové proménné. Oznacéme je

T ... mnozstvi teroristi,
F ... frustrace obyvatelstva.
Exogenni velic¢iny, které déle ovliviuji systém a mohou se v ¢ase ménit, oznacime
N ... nabor,
L ... likvidac¢ni akce.

Politiku budeme povazovat za stalou, tedy za parametr systému. Budeme uvazovat vyvoj systému
ve spojitém case, takze zména stavovych proménnych bude vyjadfena jejich derivaci.

Nejprve sestavime model, v némz neni vazba mnozstvi teroristti na likvida¢ni akce. Ty jsou
tedy ovlivnény konstantni politikou, takze se v ¢ase neméni. Plati tedy

L =p,

kde p je parametr, vyjadiujici politiku. Parametr p nemize byt zaporny (likvida¢nich akeci nemiize
byt méné nez zadna). Hodnota p = 0 vyjadiuje, ze zadné zasahy neprobihaji, tedy Ze se provadi
dtisledné politika appeasementu; kladna hodnota vyjadiuje aktivni protiteroristickou politiku, tedy
politiku  jestiabi“. To, Ze pfipoustime p = 0, umoziiuje p¥i konstrukei modelu (na rozdil od
vytvareni pfi¢inného smyckového diagramu) mluvit o politice bez pfivlastku.
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Zména mnozstvi teroristt 7' je ovliviiovana likvida¢nimi akcemi L a naborem N, tedy

dT
E :f(NvL)'

O funkéni zavislosti f vime pouze to, Ze v prvni proménné N roste (vazba ndboru na podet
teroristl je pozitivni) a ve druhé proménné L klesé (vazba likvida¢nich akei na pocet teroristii je
negativni). Pokud funkéni zavislost nezndme, zvolime tu nejjednodussi, coz je pfimé imeérnost,

f(N,L) = aN - BL,

kde «, [ jsou kladné konstanty; a vyjadfuje tspésnost naboru, ( uspésnost likvidacnich akei.
Celkem dostavame rovnici

Y AN - 8L
a —oN-h

Pocéteéni podminku zapiSeme ve tvaru T'(0) = Tp; hodnota Tp je kladnd (za poc¢ateéni okamzik
bereme takovy, v némz jiz néjaky problém s terorismem byl).

Frustraci obyvatelstva F' ovliviiuji pouze likvidac¢ni akce L. Zavislost zvolime opét jednoduse
jako pfimou umeérnost, tedy

dF
— =9L
dr YL,

kde v je kladna konstanta vyjadiujici silu vedlejsich efektti protiteroristickych akci. Pocatecni
podminku zapiSeme obecné jako F'(0) = Fp. Nezdporna hodnota Fy vyjadifuje poc¢atecni frustraci,
zpusobenou naptiklad pfirodnimi podminkami, souc¢asnou vladnouci stranou, byvalymi koloniza-
tory a podobné.

Posledni vazba v systému je pozitivni vliv frustrace obyvatelstva F' na nabor N; ve tvaru primé
amérnosti ho zapiseme

N = §F,

kde ¢ je kladny koeficient imérnosti.
Celkem dostavame model sestavajici ze dvou stavovych proménnych T a F', prislusnych pre-
chodovych rovnic

dT

- = N — 3L 2.4
dt ol = AL, (24)
dr
— = ~L 2.5
g gl (2.5)
s pocatecnimi podminkami
T(0) = T, (2.6)
F(0) = F (2.7)
a vynucujicimi funkcemi
N = §F; (2.9)

parametry «, 3, v, d a Ty jsou kladné, p a Fj jsou nezdporné.
Vyjadfeni (2.8) proménné L dosadime do rovnice (2.5) a dostaneme

dF
dr P
Reseni této jednoduché diferencidlni rovnice s pocateéni podminkou (2.7) je F(t) = ~pt + Fp.
Z rovnosti (2.9) nyni mame

N(t) = 6ypt + 6 Fp. (2.10)
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a) b) o

Obrazek 2.2: Mozny priubéh funkce T' = T'(t) — prvni slozky FeSeni modelu (2.4)—(2.9)

Dosazenim vyrazi (2.8) a (2.10) do rovnice (2.4) dostaneme diferencialni rovnici

dT
i adypt + adFy — PBp,

vvvvv

1
T(t) = Ea&yptz + (adFy — Bp)t + Tp.

Pokud p = 0 (tj. pti dusledné politice appeasementu), je funkce T konstantni, T = Ty. V takovém
ptipadé se zadna vélka s terorismem nevede, teroristické titoky probihaji se stalou intenzitou. Za
povsimnuti stoji i skutecnost, ze pak podle rovnosti (2.10) je frustrace konstantni a v piipadé
d < 1 (tj. kdyZ nébor neni piili§ intenzivni), je dokonce mensi nez frustrace poc¢ateéni. To zna-
mena, ze terorismus je ¢asteénym fesenim vnitinich problému stat nebo oblasti s frustrovanym
obyvatelstvem.

Je-lip > 0, je funkce T' = T'(t) kvadraticka a jeji pribéh snadno vySetfime pomoci stiedoskolské
matematiky. Grafem funkce T je parabola s vrcholem o souradnicich

Pp—adky . (adFy — Bp)?
adyp 206yp ’

jejiz osa je rovnobéznd s osou zavisle proménné a jez je oteviend do +o0o. Samoziejmeé, Ze inter-
pretovatelny smysl mé pouze jeji nezdpornd ¢ast, T'(t) > 0. Mozny priibéh zavislosti veli¢iny T na
Case t je zndzornén na obr. 2.2. Pokud 8p < adFp, jedna se o funkci rostouci na intervalu (0, 0o),
obr. 2.2 a). Uvedenou podminku lze vyjadfit také ve tvaru
ad
p< 2R (211)
B
a interpretovat ji tak, ze je-li jestfabi politika slabd (nebo jinak, je-li silny vliv politiky appease-
mentu), terorismus bude nartstat.
Necht je tedy vliv politickych jestfabii dostateéné silny, tj. plati nerovnost
ad
p> —Fo. (2.12)
5
Je-li druha soutradnice vrcholu paraboly (grafu funkce T') kladné, je pribéh funkce zobrazen na obr.
2.2b). V takovém pripadé se vilka s terorismem zpocatku jevi jako Gspésnd, mnozstvi teroristi se
zmensuje. Po jisté dobé ale za¢ne nartistat a bude vétsi nez na zacatku. Jedna se o typicky priklad
chovani ,fixes that backfire* (zdsahy, které se nevyplaci).
Ma-li byt valka s terorismem vskutku tspésnéd — vést k eliminaci teroristi — musi byt druhé
soutfadnice vrcholu paraboly nekladna, tj. musi platit

2a0vpTy < (a0 Fy — Bp)*.
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Tuto podminku lze pfepsat na tvar
B3 p* — 2a8(BFy +vTo)p + o*6*F§ > 0. (2.13)

Na levou stranu této nerovnosti se lze divat jako na kvadraticky polynom v proménné p. Jeho
diskriminant je

D = 40*5*(BFy +vTp)? — 4025° B2 FF = 4026 (2vBFy Ty + v*T3) > 0,

takze ma kofeny

200(BFy +vTp) =vVD  ad ad \/
= —Fo+ — [ YTo =/ 20vFoT 272 ) |
XE 3 0+ﬁ2 7To ByFoTo + 7T
Z tohoto vyjadieni je vidét, ze p1 (mensi kofen) je mensi nez kritickd hodnota vyjadiend podminkou
(2.12). Podminky (2.12) a (2.13) tedy mohou byt soucasné splnény prévé tehdy, kdyz

P12 =

ad ad
P2 ?Fo + >

Dosud dosazené vysledky lze shrnout: Plati-li podminka (2.11), je funkce T" na intervalu (0, co)
rostouci; pokud soucasné plati podminka (2.12) a neplati podminka (2.14), je funkce T zpocatku
(tj. na intervalu (0,¢1) pro jisté t; > 0) klesajici, ale poté zac¢ne rist; plati-li podminka (2.14),
funkce T' v kone¢ném case klesne k nule. Jinak feceno, intenzivni likvidac¢ni akce vedou k vymyceni
teroristl; slabé nebo zadné likvidacni akce vedou k nartstu terorismu; silnéjsi, ale ne dostatecné
intenzivni likvidacni akce se zpocatku jevi jako tispésné, v konec¢ném diisledku vsak vedou k nartistu
terorismu.’

Znovu zduraznéme, ze model nebyl sestaven proto, aby fesil globalni problémy lidstva. Meél
ilustrovat proces tvorby a analyzy modelu. Zajimavym ,vedlejsim vysledkem* je to, Ze kvalitativni
vlastnosti feseni jednoho modelu jsou rizné pri riznych pripustnych volbach jednoho parametru.
Tento fakt doklada skutec¢nost, ze chovani neni determinovano jenom strukturou systému, ale mize
podstatné zaviset i na kvantitativnich charakteristikach jeho slozek.

Vénujme se nyni modelu, v némz je pozitivni vazba poctu terorist na likvidacni akce, tj.
protiteroristické akce jsou odezvou na teroristické ¢iny (které jsou viditelnym projevem existence
mnozstvi teroristi).

K zévislosti (2.8) exogenni proménné L na politice pfibude jeji zavislost na stavové proménné
T; za zavislost opét vezmeme pfimou tmérnost. Mista rovnosti (2.8) tedy budeme mit rovnost

L=p+ T, (2.15)

kde A je kladny koeficient imérnosti. Do rovnic (2.4) a (2.5) dosadime vyjadieni (2.9) a (2.15).
Dostaneme systém obycejnych diferencialnich rovnic

dT
dF

K nim pfislusi poc¢ateéni podminky (2.6) a (2.7). Jednd se o nehomogenni linedrni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty, lze ho tedy explicitné vytesit. Nezajima nas ovSem presné feSeni, ale jeho

1Komu se tento ,pravicovy“ zavér nelibi, miize opravnéné namitnout, ze v modelu nejsou nijak zahrnuty naklady
na likvida¢ni akce a cena za jejich tspésnost — zniCeni ,,oblasti rodicich terorismus“ pri dostatecné intenzivnich
likvidaénich akcich muze byt takova, ze se celd Zemé stane neobyvatelnou. A ,zprava® opét lze namitnout, ze pti
neomezeném terorismu by se Zemé stala neobyvatelnou tak jak tak. A v diskusi lze pokracovat. Model nedava
odpovéd; ale mize diskusi stimulovat a usmérnovat.
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a) b)

Obrazek 2.3: Fazovy portrét® a trajektorie systému (2.16), (2.17)

kvalitativni vlastnosti (model je teoreticky). Proto nebudeme explicitni feSeni vypisovat, ale pro-
vedeme standardni analyzu systému (2.16), (2.17) ve fazové roviné.

Nejprve poznamenejme, ze interpretovatelny vyznam maji pouze trajektorie lezici v uzavieném
prvnim kvadrantu, tj. 7" > 0, F > 0. Zde je casova derivace stavové proménné F' podle rovnice
(2.17) kladné. Z levé strany rovnice rovnice (2.16) vidime, ze T-nulklina ma rovnici

_BA Bp

F=27 22
ol Jrozé’

je to tedy pfimka. ,Nad“ touto pfimkou (v kladném sméru osy F’) je ¢asovéa derivace stavové
proménné T kladné, ,pod“ ni zapornd. ,,Fazovy portrét” systému (2.16), (2.17) je na obr. 2.3 a).
Z ného plyne, ze mozné trajektorie jsou takové, jak jsou zndzornény na obr. 2.3 b). Vidime, Ze opét
jsou mozné tii zpuisoby chovani — rist mnozstvi teroristt (trajektorie I), poc¢étecéni pokles tohoto
mnozstvi nasledovany nartistem (trajektorie II) a eliminace terorist v koneéném ¢ase (trajektorie
III). Na obr. 2.3 b) je ¢arkované zndzornéna kiivka, kterd oddéluje trajektorie FeSeni rostoucich
nade vSechny meze (typ I a II) a trajektorie FeSeni takovych, pro néz existuje ¢as t1, ze T'(t1) =0
a F(t1) < co. Je zfejmé, ze feSeni typu III mohou existovat pouze tehdy, kdyz p > 0.

Zaclenéni dalsi vazby — ovlivnéni likvidac¢nich akci mnozstvim teroristd, které se projevuje
poctem nebo intenzitou teroristickych akci — nema zadny vliv na kvalitativni vysledky modelu.
Jeden mozny zavér plynouci z této skutecnosti je, ze eliminace terorismu je mozné pouze preventiv-
nimi tdery, nikoliv policejnimi akcemi po teroristickych aktech. Alternativnim zavérem muze byt
odmitnuti modelu; napriklad odmitnuti zédkladniho predpokladu, ze pti¢inou terorismu je chudoba
v nékterych c¢astech svéta.
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Kapitola 3
Modely vyjadrené piktogramy

Uzivatelé nebo zadavatelé modeltl, zejména z oblasti spolecenskych véd nebo ekonomiky, lidé v roz-
hodovacich funkcich (,decision makers*) a podobné vétSinou dynamickym rovnicim nerozuméji.
Presto i s takovymi je nékdy potiebné nebo dokonce nutné komunikovat a pfi této komunikaci jim
vychdzet vstiic. Pro tento ucel byl vyvinut (nejprve v programovém systému Stella) jednoduchy
systém piktogramt, kterymi je mozné dynamicky model representovat. Pouzivané obrazky jedno-
duse vyjadiuji vztahy (vazby, nikoliv funkéni zavislosti) mezi slozkami modelu. To maji spole¢né
s pric¢innymi smyckovymi diagramy (sr. 1.5), navic ale umoziiuji rozliSovat stavové proménné od
ostatnich proménnych nebo konstant, vazby ovliviiujici zménu proménnych od vazeb mezi pro-
ménnymi. Nejvétsi vyhoda grafického prostiedi (nejen programu Stella ale také Powersim, ithink
nebo Vensim) vSak spoc¢iva v tom, Ze z grafické representace modelu s doplnénymi formulemi vy-
jadiujicimi zavislosti mezi slozkami pfimo generuje pfislusné dynamické rovnice a jejich numerické
feSeni.

Cenou za vyhody piktogrami (a programi typu Powersim) je jisté nebezpeci, které spociva
ve spoléhani se na technologii, pficemz do techniky feSeni neni prili§ vidét. Proto v této kapitole
bude ukazéna souvislost mezi pojmy pouzivanymi pti modelovani pomoci dynamickych rovnic a
pojmy nebo obrazky systémové dynamiky.

3.1 Akumulace, toky a dynamické rovnice

Zakladni veli¢iny systému — stavové proménné — si lze predstavit jako jakési rezervoary, v nichz
mnozstvi kapaliny odpovida aktudalni velikosti prislusné stavové proménné. Z a do téchto rezer-
voart vedou trubky, kterymi kapalina pritékad nebo odtékéd a tak zptisobuje zménu stavové pro-
ménné. Pritok a odtok se musi dit predepsanym zpisobem, je proto regulovan jakymisi kohouty
na potrubi. Tento pristup k modelovani je tedy jinak formulovanou klasickou metodou vytvareni
(multi)kompartmentovych modelt (viz napt. [3, sec. 1.4]).

Pouzivané piktogramy slozek systému jsou na obr. 3.1. Popsané rezervoary se nazyvaji aku-
mulace a byvaji zndzornény obdélnickem, trubky s kohouty se nazyvaji toky a byvaji znazornény
dvojitou ¢arou s pfipojenym trojihelnickem a koleckem. Tok miize za¢inat a/nebo konéit v néjaké
akumulaci, nebo mimo modelovany systém, nékde v jeho ,,0koli“. Toto okoli se znazornuje oblac-
kem. Kazda akumulace odpovidé stavové proménné, tok vedouci od ni (odtok) odpovida zaporné
Casti pravé strany prislusné dynamické rovnice, tok vedouci do ni (pfitok) jeji kladné ¢asti.

Dalsimi slozkami systému jsou pomocné proménné, které se znazornuji kolecky; odpovidaji
soucasné exogennim proménnym i vynucujicim funkcim. Ke kazdému kolec¢ku ptislusi formule vy-
jadfujici hodnotu prislusné proménné v zavislosti na ostatnich, které na ni maji vazbu; pomoci
piktogramt tedy neni mozné modelovat systémy, v nichz nelze z vynucujicich funkci pomoci ele-
mentarnich prostredkt explicitné vyjadrit kazdou proménnou. Ze znazornéni je také patrné, ze i
,kohouty“ na tocich predstavuji jakési funkce a proménné — kladnou nebo zapornou ¢ast pravé
strany uvazované dynamické rovnice. Kladné a zaporné ¢asti prechodovych funkci jsou v tomto
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Obrazek 3.1: Piktogramy slozek dynamického modelu

pojeti chapany jako dalsi proménné. To je dalsi doklad toho, ze komplexita systému je vlastnost
representace tohoto systému; modely systémové dynamiky jsou svym zptsobem komplexnéjsi nez
modelovana skutecnost.

Konstantni parametry systému jsou znézornéné ctvereckem stojicim na Spicce a nazyvané kon-
stanty. Vazby, v této souvislosti nazyvané spoje, jsou znazornény sipkami. Formule definujici po-
mocné proménné mohou obsahovat pouze ty pomocné proménné nebo konstanty, od nich ptrichazi
do definované proménné spoj.

Co vyjadfuje zménu stavové proménné (akumulace), neni z piktogramt vidét. V programu
Powersim je zménu mozno vyjadiit bud diferenci (tj. je pouzivan diskrétni ¢as s jednotkovou zr-
nitosti v kazdém okamziku) nebo derivaci (tj. je pouzivén spojity ¢as, v némz je kazdy okamzik
husty). Powersim vS8ak na své nejvyssi (uzivatelské) trovni nerozliSuje mezi diferencni a diferen-
cidlni rovnici; diferenéni rovnice je pro ného diferencidlni rovnice numericky fesend Eulerovou
metodou. Pii feseni ptislusné diferencialni rovnice je pouzivana metoda Rungeho-Kutty druhého
nebo ¢tvrtého radu.

3.2 Priklad — valka s terorismem

Modely ,valky s terorismem* zapsané systémy diferencialnich rovnic v ptikladu 2.2.3 vyjadiime
pomoci systémové dynamickych piktogramti v programovém systému Powersim. Na obr. 3.2 je
model, v némz neni vazba mnozstvi teroristti na likvidacni akce. Formule vyjadiujici hodnoty
jednotlivych pomocnych proménnych jsou:

Likvidacni akce: ’Politika’

Nabor: ’delta’*’Frustrace’
Rate_1: ’beta’*’Likvidacni akce’
Rate_2: ’alpha’*’N&abor’

Rate_3: ’gamma’*’Likvidaéni akce’

K vlastnimu modelu jsou pfidany i informace o hodnotéch jednotlivych konstant a pomocnych
proménnych. Ponévadz neni jasné, v jakych jednotkach by méla byt méfena frustrace obyvatelstva
nebo mnozstvi teroristii (chdpané jako intenzita teroristickych aktti) — a vzhledem k tomu, Ze
se jedna o teoreticky model, neni to ani potfebné védét —, byla zvolena fiktivni jednotka X.
Casovy pribéh akumulaci je vyjadien graficky — obrazkem nad akumulaci MnoZstvi teroristt
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a obrazkem pod akumulaci Frustrace. Je vidét, ze vysledek odpovida analyze provedené v 2.2.3:
pri zvolenych hodnotach konstant a =1, =1,v=1,0 =1, p =10, Fy = 0,01 a Ty = 10 plati

5
10=p> %FO:O,OL

10=p< %5}7‘0 + g)—g (’YT() + \/25’}/F0T() + ’72T02) = 20,02,
takze je splnéna podminka (2.12), neni splnéna podminka (2.14) a pribéh MnoZzstvi teroristtd
je skutec¢né zpocatku klesajici, pak ale zacne rist a prekro¢i poc¢atecéni hodnotu.
K modelu lze snadno pridat vazbu MnoZstvi teroristd na Likvidacni akce a prislusny
koeficient tmérnosti A — konstantu lambda. Formule definujici pomocnou proménnou Likvida&ni
akce pak bude

Likvidacéni akce: ’Politika’+’lambda’*’MnoZstvi teroristi’

a zbytek modelu ztistane beze zmény. Je uveden na obr. 3.3.

Modely v programovém prostredi Powersim v tomto pripadé nedaly zadné nové vysledky oproti
modelim matematickym a jejich analyze; naopak, z matematickych modeli bylo mozné odvodit
kompletni informaci o vyvoji systému — tfi mozné zptisoby chovani. Tyto zpiisoby chovani miizeme
ze simula¢niho modelu vidét také, pri simulacich ale neméame jistotu, ze jsme vyzkouseli vSechny
mozné volby konstant, tedy Ze jsme vidéli i vSechny mozné zptisoby chovani. Z této tvahy vsak
neplyne, ze by modely vyjadiené piktogramy byly zbytecné, a to dokonce ani v tomto velice umélém
prikladu. Na obréazcich 3.2 a 3.3 je vidét jistd nesymetrie akumulaci: Mnozstvi teroristd ma
pritok i odtok, Frustrace jen pritok. Toto pozorovani by mohlo napovédét, ze néco dilezitého
bylo pfi modelovani zanedbano — zmensovani frustrace obyvatelstva a v disledku toho i néjaka
slozka systému, kterd by je mohla ovliviiovat. Co by to ale mohlo byt, netusim.

32



®00aT

B0

EP/T 00T

BB JLIEPIAIT

EP/T O0°T

/

eeh

® 00°0T

£ ajey

I
1]

d

s O

MISI0E] 1A]5Z0UY

® FO00

EYap

oot

I0gEN

ELd|e

Z 9358y

d

ERJT 00T

kce

¢ni a

Obrazek 3.2: Model ,,valky s terorismem“ bez vazby MnoZstvi teroristt na Likvida
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Obecny tvod do dynamickych modeld (s matematikou na stfedoskolské trovni) predstavuje
kniha [5]. Jsou v ni studovédny modely zapsané pomoci diferen¢nich rovnic a piktogramt ,typu
Stella“, FeSeni diferenénich rovnic je realizovino v prostfedi tabulkovych procesort (konkrétné je
pouzivan MS Excel). Dikladné poudeni o systémové dynamice poskytuje jiz klasickd monografie
[7], struény Cesky vytah z ni je shrnut ve skriptech [8]. Uéebnice [2] je prvnim zpracovanim teorie
Casovych 8kél (teorie Casu struéné predstavené v exkursu v kapitole 2). Knihy [1], [3] a [4] jsou
vénovany dynamickym modelim v biologii, kazd4 z nich (nejvyraznéji [3]) vSak obsahuje i obecnéjsi
pojednani o matematickém modelovani. Sbornik [6] byl v nasich krajich prvni dostupnou publikaci
o dynamickych modelech, zpétnych vazbach, ,nelinedrni dynamice“, chaosu a podobnych jevech.

Piiklad o terorismu (1.5.1, 2.2.3, 3.2) byl vytvofen specidlné pro tento text. Pokud na jinych
mistech neni uveden explicitni odkaz na zdroj, znamena to, ze predstavovanou latku povazuji za
tolikrat tradovanou v literatufe, zZe ji lze chapat jako matematicky folklor. V zadném pripadé si
v takovém pripadé nedélam narok na autorstvi.
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