
LIMITN� CYKLUS V MODELU REKLAMY

PRA��K Pavel� �CZ�

Abstrakt� V �l�nku je pops�n spojit� model pro intenzitu opakovan�ho prodeje jist�ho
typu zbo��� kter� je ovlivn�n propagac� zna�ky v�robce�
Uva�ujeme 	rmu� kter� vyr�b� a na trhu prod�v� v�robek ozna�en� jej� zna�kou� Podobn�
v�robek vyr�b�j� i jin� 	rmy a prod�vaj� je pod sv�mi zna�kami� To� zda si vybran�
	rma udr�� sv
j pod�l na trhu z�vis� na kvalit� nab�zen�ho v�robku� kter� ovliv�uje jeho
obl�benost a tak� na 	remn� propagaci dan�ho v�robku a zna�ky�
Zde se p�edpokl�d�� �e v�robce prov�d� takovou reklamu� jej�� intenzita je p��mo 
m�rn�
objemu prodan�ho zbo���

LIMIT CYCLES IN AN ADVERTISING MODEL

Abstract� We describe a continuous model of repeated sales of a certain type of goods�
The model is enriched by including an e�ect of an advertising strategy of the producer�
We assume that the 	rm of the producer sells and advertises its product �signed by a
producer�s mark� on a market where similar products of various producers are available�
Here we assume that the producer advertises in such a way that the intensity of advertising
expenditure is proportional to the amount of sold goods�

� Popis modelu

P�i formulaci modelu budeme vych�zet z cvi�en� ���� knihy �	
 a �l�nku ��
� Ozna�me
N� � N��t
 po�et potenci�ln�ch kupc� vybran� zna�ky� To jsou v�ichni� kte�� v �ase t � ����

uva�ovanou zna�ku nepou��vaj�� ale jsou ��astn�ky trhu� D�le ozna�me N� � N��t
 po�et u�i�
vatel� zna�ky v �ase t� Implicitn� budeme p�edpokl�dat� �e hodnoty N� a N� jsou dostate�n�
velk� tak� �e lze uva�ovat N�� N� � C

��R
�

Po�et potenci�ln�ch z�kazn�k�� kte�� si v �ase t koup� vybranou zna�ku a stanou se tak jej�mi
nov�mi u�ivateli� je p��mo �m�rn� po�tu u�ivatel� zna�ky N� v �ase t a po�tu potenci�ln�ch
z�kazn�k� N� v �ase t� Koe�cient p��m� �m�rnosti� kter� ozna��me a � a�t
� se naz�v� kon�
taktn� m�ra� Obecn� je z�visl� na �ase a lze ho ovlivnit propagac� zna�ky� �bytek u�ivatel�
zna�ky v �ase t je p��mo �m�rn� po�tu t�chto u�ivatel� N� v �ase t� D�ky migraci a p�irozen�
�mrtnosti z nich ��st trh opust� �p�estane zbo�� dan�ho typu pou��vat
� ozna�me tuto m�ru
� � �� ��st z nich p�ejde ke konkuren�n�m zna�k�m a stanou se z nich potenci�ln� z�kazn�ci�

���



ozna�me tuto m�ru � � �� U�ivatel� zna�ky v �ase t tedy ub�vaj� m�rou � � �� �� P�edchoz�
p�edpoklady lze stru�n� zapsat pomoc� rovnice

�N� � a�t
N�N� � �N��

P�edpokl�dejme d�le� �e d�ky p�irozen�mu r�stu p��jmu obyvatelstva roste po�et nov�ch po�
tenci�ln�ch z�kazn�k� zna�ky konstantn� rychlost� k � �� Ti� kte�� se podle p�edchoz�ho od�
stavce stali nov�mi u�ivateli uva�ovan� zna�ky� p�edstavuj� �bytek potenci�ln�ch z�kazn�k� a
ti� kte�� p�estali b�t u�ivateli zna�ky a koupili si zna�ku konkuren�n�� p�edstavuj� p��r�stek
potenci�ln�ch z�kazn�k�� Stru�n� tedy m��eme ps�t

�N� � k � a�t
N�N� � �N��

Uva�ujme� �e kontaktn� m�ra je rostouc� funkc� reklamn�ch n�klad�� Ty maj� za n�sledek
rostouc� po�et u�ivatel� zna�ky� tak�e n�klady na reklamu lze pova�ovat p��mo �m�rn� po�tu
u�ivatel� zna�ky� Budeme tedy p�edpokl�dat� �e a�t
 � �N��t
� kde � � � je konstanta
�m�rnosti� Celkem z�sk�me soustavu

�N� � k � �N�N
�

�
� �N�� N���
 � ��

�N� � �N�N
�

�
� �N�� N���
 � ��

��


Stacion�rn� bod soustavy ��
 je

�N�

�
� N�

�

 �

�
��

�k
�
k

�

�
�

Ozna��me�li d�le N�t
 � N��t
 � N��t
 celkov� po�et ��astn�k� trhu� pak podle ��
 plat�
�N � k � �N�� V z�vislosti na okam�it�m po�tu u�ivatel� zna�ky N� m��e nastat �N � ��
resp� �N � �� To znamen�� �e po�et ��astn�k� trhu se v pr�b�hu �asu m��e zv�t�ovat nebo
zmen�ovat�

� Transformace modelu

Abychom ur�ili kvalitativn� chov�n� �e�en� soustavy ��
� polo�me

� � �t� x���
 �
�k

��
N�

��
�

�
� �� a x���
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�

k
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��
�

�
� �� ��


Vzhledem k v�znamu N� a N� je N� � �� N� � � a tedy x� � �� a x� � ��� Pou�ijeme�li
��
� lze soustavu ��
 ps�t ve tvaru

x�

� � 	��x� � �
� �
x� � �x�x� � x�
�
� x�x

�

�



x�

� � x� � x� � �x�x� � x�
�
� x�x

�

�

� �	


kde � znamen� derivaci podle prom�nn� � a 	 � �k������ 
 � ���� Stacion�rn� bod soustavy
�	
 je

�x�

�
� x�

�

 � ��� �
�

���



� Podm�nky stability stacion	rn�ho bodu

P�i vy�et�ov�n� stability stacion�rn�ho bodu soustavy �	
 budeme vych�zet z v�ty� srv� ��� str�
���


V
ta ��� P�edpokl�dejme� �e slo�ky zobrazen� f z R� do R� jsou spojit� a maj� spojit� parci�
�ln� derivace druh�ho ��du v okol� bodu x� � R

� a �e f�x�
 � �� Nech� det Df�x�
 �� �� Pak
je bod x� izolovan	m stacion�rn�m bodem syst�mu

x� � f�x
� ��


P�itom je bod x� uzel� ohnisko nebo sedlo pro syst�m 
��� je�li po
�tek singul�rn�m bodem
stejn�ho typu pro line�rn� syst�m

z� � Df�x�
 z� ��


kde z � x� x�� Je�li v�ak po
�tek st�ed pro syst�m 
��� je bod x� bu� bod rotace nebo ohnisko
pro syst�m 
���

Bodem rotace se p�itom rozum� takov� stacion�rn� bod x� rovnice ��
 v jeho� libovoln�m
okol� existuje alespo� jeden cyklus� kter� odpov�d� nekonstantn�mu periodick�mu �e�en�� Jeho
grafem ve f�zov�m prostoru je uzav�en� k�ivka� kter� ve sv�m vnit�ku obsahuje bod x�� P�i�
pome�me tak�� �e �e�en� ��x�� t
 rovnice ��
 s po��te�n� podm�nkou x��
 � x� je perio�
dick� s minim�ln� periodou T� jestli�e pro v�echna t plat� ��x�� t � T 
 � ��x�� t
 a p�itom
��x�� t� s
 �� ��x�� t
 pro libovoln� s � ��� T 
�

Ozna�me

f�x�� x�
 � �	��x� � �
� �
x� � �x�x� � x�
�
� x�x

�

�

� x� � x� � �x�x� � x�

�
� x�x

�

�

�
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Df�x�� x�
 �

�
	���� �x� � x�
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� � �x� � x�
�

� � �x� � �x� � �x�x�

�
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Matice linearizovan� soustavy �	
 ve stacion�rn�m bod� �x�

�
� x�

�

 � ��� �
 je

A � Df��� �
 �

�
�	 	�
� �

� �

�
�

Pro vlastn� ��sla matice A plat�

det�A� 
I
 �

���� �	 � 
 	�
� �

� �� 


���� � 
� � �	 � �

� 	��� 

 � �� ��


kde I je jednotkov� matice�

Hledejme �e�en� kvadratick� rovnice ��
� V z�vislosti na znam�nku diskriminantu

D�	
 � 	� � ���
� 	
	 � �� � 


rozli��me hodnoty vlastn�ch ��sel matice A� P�ipome�me tak�� �e 	 � � a � � 
 � �� pak


�
� � 	��� 

 � � a 
� � 
� � ��	 � �
� �!


��	



Je�li D�	
 � �� m� rovnice ��
 dva r�zn� re�ln� ko�eny a matice A m� dv� r�zn� re�ln�
vlastn� ��sla"


����	
 �
� �	 � �
�

p
D�	


�
� �#


Hledejme nyn� podm�nky� za kter�ch dan� ko�eny existuj�� Diskriminant kvadratick� nerovnice

D�	
 � 	� � ���
� 	
	 � � � � ���


je $ � ���
� �
�
� �
 a vzhledem k podm�nkce � � 
 � � plat� v�dy $ � �� To znamen��
�e v�dy existuj� dva nulov� body kvadratick�ho troj�lenu D�	
 a plat� pro n�

	��

 � 	� �
� �
p

�
� �
�
� �
� 	��

 � 	� �
� �
p

�
� �
�
� �
� ���


Lze uk�zat� �e pro 
 � ��� �
 je � � 	��

 � � a � � 	��

� Ilustraci t�chto vztah� zn�zor�uje
obr� ��

Obr� �" V lev� ��sti jsou zobrazeny ko�eny 	��

 a 	��

 jako funkce prom�nn� 
� V prav�
��sti je f�zov� obraz soustavy �	
 pro 	 � �� #� a 
 � �� ��

Odtud nyn� m�me� �e nerovnice ���
 plat� pro 	 � ��� 	��


 � �	��

��
�

Vyu�ijme nyn� �!
 a hledejme znam�nka vlastn�ch ��sel �#
� Pro 	 � � je 
� � 
� � �� Podle
druh�ho ze vztah� v �!
 je tedy 
� � � i 
� � � a stacion�rn� bod �x�� y�
 � ��� �
 soustavy �	

je nestabiln� uzel� Naopak� pro 	 � � je 
��
� � �� Potom v�ak 
� � � i 
� � � a stacion�rn�
bod �x�� y�
 � ��� �
 soustavy �	
 je stabiln� uzel�

Je�li D�	
 � �� m� rovnice ��
 dva komplexn� sdru�en� ko�eny a matice A m� dv� koplexn�
sdru�en� vlastn� ��sla� Podobn� jako v p�edch�zej�c�m odstavci bychom zjistili� �e vlastn� ��sla
matice A linearizovan� soustavy �	
 jsou pro 	 � �	��

� 	��


 d�ny


����	
 �
� �	 � �
� i

p
�D�	


�
� ���


Je�li 	 � �� je ��
���
 � ��	 � �
�� � � a stacion�rn� bod �x�� y�
 � ��� �
 soustavy �	

je nestabiln� ohnisko� Naopak pro 	 � � je ��
���
 � ��	 � �
�� � � a stacion�rn� bod

���



�x�� y�
 � ��� �
 soustavy �	
 je stabiln� ohnisko� Pro 	 � � je ��
���
 � � a stacion�rn� bod je
ohnisko nebo bod rotace�

Dosud proveden� �vahy t�kaj�c� se lok�ln�ho chov�n� soustavy �	
 nyn� shrneme�

V
ta ��� Soustava 
�� m� jedin	 stacion�rn� bod ��� �
 a existuj� hodnoty 	�� 	� parametru 	
dan� 
���� pro kter� � � 	� � � � 	� takov�� �e stacion�rn� bod je


i� nestabiln� uzel pro 	 � ��� 	�
�


ii� nestabiln� ohnisko pro 	 � �	�� �
�


iii� ohnisko nebo bod rotace pro 	 � ��


iv� stabiln� ohnisko pro 	 � ��� 	�
�


v� stabiln� uzel pro 	 � �	���
�


 Periodick� �e�en�

V soustav� ��
 je mo�n� vhodnou reklamou ovlivnit hodnotu parametru �� Tento parametr
ovliv�uje hodnotu parametru 	 v soustav� �	
� V dal��m budeme p�edpokl�dat� �e parametr

 v soustav� �	
 je konstatn�� Takto m��eme p�ipustit� �e soustava �	
 je citliv� p�edev��m na
zm�nu hodnoty parametru 	� kter� je v�ak ovlivn�na dal��mi parametry �� k� � a � soustavy
��
� Z v�ty 	�� je z�ejm�� �e p�i p�echodu parametru 	 p�es hodnotu 	� � � doch�z� ke zm�n�
stability stacion�rn�ho bodu soustavy �	
� To n�s p�iv�d� k my�lence� �e hodnota 	� m��e b�t
bifurka�n�m bodem soustavy �	
� Zab�vejme se tedy d�le �e�en�m soustavy �	
 pro hodnoty 	
z bl�zk�ho okol� bodu 	��

Nyn� p�istoup�me k formulaci v�ty� kter� zaru�uje existenci periodick�ho �e�en�� srv� ���
str� ���
� V�tu formulujeme ve zjednodu�en�m tvaru tak� abychom ji mohli p��mo pou��t na
soustavu �	
�

V
ta 
�� Hopfova bifurkace� Nech� % 	 R a nech� zobrazen� f z %
 R
� do R� je alespo�

dvakr�t spojit� diferencovateln� a takov�� �e f��� �
 � ��


i� P�edpokl�dejme� �e pro n�jak� 	� � % a �� � � m� matice D�f�	�� �
� vlastn� 
�sla
i����i���


ii� Nech� d�le 
�	
 je spojit� diferencovateln� funkce prom�nn� 	 na okol� U bodu 	�� pro
kterou plat�


a� 
�	�
 � i���


b� 
�	
 je vlastn�m 
�slem matice D�f�	� �
 na U�

Jestli�e
d

d	
��
�	�

 �� ��

pak lze nal�zt okol� �	�� �
� na kter�m existuje nekonstatn� periodick� �e�en� rovnice x� �
f�	� x
� jeho� trajektorie je uzav�en� k�ivka� a jeho� amplituda pro 	 � 	� konverguje k nule�

���



Pro soustavu �	
 polo�me 	� � �� Pro tuto hodnotu spl�uje soustava �	
 p�edpoklady v�ty
���� p�i�em�

d

d	
��
�	�

 � �

�

�
�

Existuje tedy n�jak� okol� bodu 	� � �� ve kter�m v z�vislosti na volb� parametru 	 existuj�
periodick� �e�en� soustavy �	
�

Chceme�li uva�ovat o stabiln�m periodick�m �e�en�� je t�eba p�edpokl�dat� �e stacion�rn�
bod �x�� y�
 � ��� �
 je nestabiln�� To nast�v� pro 	 � �	�� 	�
� D�kaz toho� �e periodick�
�e�en� vznik� pr�v� v okol� �	�� 	�
 bodu 	�� kde 	� � 	�� lze prov�st p�eveden�m soustavy
�	
 na norm�ln� formu� srv� ��
� Tento v�po�et zde pro jeho rozs�hlost prov�d�t nebudeme�
Uva�ujme pouze ilustraci f�zov�ho obrazu a trajektorie pro hodnoty parametr� 	 � �� #� a

 � �� �� srv� obr� �� Pro dan� hodnoty je stacion�rn� bod nestabiln� ohnisko a existuje stabiln�
periodick� �e�en�� jeho� amplituda z�vis� na hodnot� parametru 	�

� Z	v
r

Reklamn� strategie� zalo�en� na tom� �e investice do reklamy jsou p��mo �m�rn� objemu pro�
deje� m��e v�st k periodick�m oscilac�m objemu prodeje v�robk� dan� zna�ky� Tento v�sledek
je mo�n� interpretovat takto" Je�li po�et u�ivatel� v�robku v dan�m �ase mal�� �rma m� mal�
p��jem a nem��e si dovolit rozs�hlou reklamn� kampa�� Nicm�n� na trhu je mnoho potenci�l�
n�ch z�kazn�k�� tak�e i mal� investice do reklamy vedou ke zv�t�en� objemu �remn�ho prodeje�
Tak jak roste objem prodan�ch v�robk�� zvy�uj� se i v�daje na reklamu� Tento r�st v�ak po
�ase p�ev��� r�st objemu prodej�� proto�e potenci�ln� z�kazn�ci t�m� jak se st�vaj� u�ivateli�
ub�vaj�� Reklama p�est�v� b�t ��inn�� Nicm�n� st�le doch�z� k p�irozen�mu odlivu u�ivatel�
a proto�e nov�ch u�ivatel� v t�to f�zi cyklu p�ib�v� m�lo� doch�z� k poklesu objemu prodej��
Proces se tak m��e opakovat�

V �l�nku nen� uveden d�kaz toho� �e nalezen� periodick� �e�en� je stabiln�� Na jeho p�e�
hledn� podob� autor pracuje�
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