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LIMITNI CYKLUS V MODELU REKLAMY
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Abstrakt. V ¢lanku je popsan spojity model pro intenzitu opakovaného prodeje jistého
typu zbozi, ktery je ovlivnén propagaci znacky vyrobce.

Uvazujeme firmu, kterd vyrabi a na trhu prodava vyrobek oznaceny jeji znackou. Podobny
vyrobek vyrabéji i jiné firmy a prodéavaji je pod svymi znackami. To, zda si vybrana
firma udrzi svij podil na trhu zavisi na kvalité nabizeného vyrobku, kterd ovliviuje jeho
oblibenost a také na firemni propagaci daného vyrobku a znacky.

Zde se predpokladé, ze vyrobce provadi takovou reklamu, jejiz intenzita je pfimo tmérnd
objemu prodaného zbozi.

LIMIT CYCLES IN AN ADVERTISING MODEL

Abstract. We describe a continuous model of repeated sales of a certain type of goods.
The model is enriched by including an effect of an advertising strategy of the producer.
We assume that the firm of the producer sells and advertises its product (signed by a
producer’s mark) on a market where similar products of various producers are available.
Here we assume that the producer advertises in such a way that the intensity of advertising
expenditure is proportional to the amount of sold goods.

1 Popis modelu

Pti formulaci modelu budeme vychazet z cvieni 25.4 knihy [3] a ¢lanku [2]. Oznaéme
N1 = Ny (t) pocet potencidlnich kupct vybrané znacky. To jsou vSichni, ktefi v ¢ase ¢ € [0, c0)
uvazovanou znacku nepouzivaji, ale jsou ucastniky trhu. Déle ozna¢me Ny = Ny(t) pocet uzi-
vateli znacky v case t. Implicitné budeme predpokladat, ze hodnoty N, a N, jsou dostatecné
velké tak, Ze lze uvazovat Ny, N, € C'(R).

Pocet potencidlnich zadkazniki, kteri si v case ¢ koupi vybranou znacku a stanou se tak jejimi
novymi uzivateli, je pfimo tmérny poctu uzivatelt znacky Ny v ¢ase ¢t a po¢tu potencialnich
zakazniki N v ¢ase t. Koeficient pfimé Gmérnosti, ktery oznacime a = a(t), se nazyva kon-
taktni mira. Obecné je zavisly na ¢ase a lze ho ovlivnit propagaci znacky. Ubytek uZivateli
znacky v Case t je pfimo imeérny poctu téchto uzivateli N, v ¢ase t. Diky migraci a prirozené
tmrtnosti z nich ¢ast trh opusti (pfestane zbozi daného typu pouzivat), ozna¢me tuto miru
e > 0. Cést z nich piejde ke konkuren¢énim znackdm a stanou se z nich potencialni zakaznici,
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oznacme tuto miru 5 > 0. Uzivatelé znacky v ¢ase t tedy ubyvaji mirou 0 = ¢ + 3. Pfedchozi
predpoklady Ize stru¢né zapsat pomoci rovnice

NQ = a(t)NlNg - 6N2

Predpokladejme dale, ze diky pfirozenému riastu piijmu obyvatelstva roste pocet novych po-
tencidlnich zdkaznikl znacky konstantni rychlosti £ > 0. Ti, ktefi se podle predchoziho od-
stavce stali novymi uzivateli uvazované znacky, predstavuji abytek potencidlnich zédkazniki a
ti, kteri prestali byt uzivateli znacky a koupili si znacku konkurenc¢ni, predstavuji priristek
potencialnich zakaznik. Struc¢né tedy miizeme psat

Nl =k - a(t)N1N2 + /BNQ

Uvazujme, ze kontaktni mira je rostouci funkeci reklamnich ndkladi. Ty maji za ndasledek
rostouci pocet uzivatel znacky, takze naklady na reklamu Ize povazovat primo tmérné poctu
uzivateli znacky. Budeme tedy predpokladat, ze a(t) = alNy(t), kde o > 0 je konstanta
umérnosti. Celkem ziskdme soustavu

Ny =k — aNiN3 + BNy, N1(0) > 0, 1)
N2 = OéNlNZQ - 6N2, NQ(O) Z 0.

o k
(NloﬂN2O) = <_7_> .
ak €

Oznacime-li dale N(t) = Ny(t) + No(t) celkovy pocet Gastnikd trhu, pak podle (1) plati
N = k — eN,. V zavislosti na okamzitém poctu uzivateli znacky N, miize nastat N > 0,
resp. N < 0. To znamena, ze poéet G¢astniki trhu se v pribéhu ¢asu mize zvétsovat nebo
zmensSovat.

Stacionarni bod soustavy (1) je

2 Transformace modelu
Abychom ur¢ili kvalitativni chovani feSeni soustavy (1), polozme
ot, m(r) = 2N (5) -1 am() °N (5) -1 2)
T =0t, 11(1) = — —) =1, axy(r) = — -) -1
' e \§ : E2\S

Vzhledem k vyznamu N; a Ny je Ny > 0, Ny > 0 a tedy vy > —1 a x5 > —1. Pouzijeme-li
(2), lze soustavu (1) psat ve tvaru

'y = (=21 + (¢ — 2)x9 — 20,39 — X5 — T123) (3)
Ty = Ty + Ty + 22109 + T3 + 1175 ’

kde ' znamena derivaci podle proménné T a v = ak?/ds?, ¢ = [3/4. Stacionarni bod soustavy

(3) je
(xi,x;) = (07 0)'
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3 Podminky stability stacionarniho bodu

P1i vySetfovani stability stacionarniho bodu soustavy (3) budeme vychazet z véty, srv. [5, str.
116]

Véta 3.1 Predpokldidejme, Ze slozky zobrazeni f 2 R? do R? jsou spojité a maji spojité parci-
dlni derivace druhého Fadu v okoli bodu x° € R? a Ze f(x°) = 0. Necht det D f(z°) # 0. Pak
je bod x° izolovanym staciondrnim bodem systému

Z = f(x). (4)

Pritom je bod x° wuzel, ohnisko nebo sedlo pro systém (4), je-li pocdatek singuldrnim bodem
stegného typu pro linedrni systém

2= Df(x°) z, (5)
kde z = x — x°. Je-li vSak pocdtek stied pro systém (5), je bod x° bud bod rotace nebo ohnisko
pro systém (4).

Bodem rotace se piitom rozumi takovy stacionarni bod z° rovnice (4) v jehoz libovolném
okoli existuje alespon jeden cyklus, ktery odpovida nekonstantnimu periodickému feseni. Jeho
grafem ve fazovém prostoru je uzaviend krivka, kterd ve svém vnittku obsahuje bod x°. Pii-
pomenme také, ze TeSeni ¢(xg,t) rovnice (4) s pocateéni podminkou z(0) = zy je perio-
dické s minimdlni periodou T, jestlize pro vSechna ¢ plati ¢(xg,t + 1) = ¢(xg,t) a pfitom
o(zo,t+ s) # @(xg,t) pro libovolné s € (0,7).

Oznac¢me

f(z1,20) = (V(—21 + (¢ — 2)xy — 221209 — x% — xlxg),xl + 29 + 22179 + x% + xlxg),
pak

Df(l'laxQ) = < 1+2$2+$% 1+2$1+2$2+21‘1$2

Matice linearizované soustavy (3) ve stacionarnim bodé (xf,x35) = (0, 0) je

A = DFf(0,0) = < _Z W)_Qi).

Pro vlastni ¢isla matice A plati
det(A — Al = | 7772 @2 ‘ =N+ (y = DA +7(1—¢) =0, (6)

kde I je jednotkova matice.

Hledejme FeSeni kvadratické rovnice (6). V zavislosti na znaménku diskriminantu
D(7) =7 +2(2¢ - 3)y + 1, (7)
rozliSime hodnoty vlastnich ¢isel matice A. Pripomenme také, ze v > 0a 0 < ¢ < 1, pak

113



Je-li D(v) > 0, ma rovnice (6) dva rizné redlné kofeny a matice A ma dvé rizna realna

vlastni ¢isla:
—(v=1) £ vD(v)

; )

Hledejme nyni podminky, za kterych dané kotreny existuji. Diskriminant kvadratické nerovnice

Az2(7) =

D7) =v*4+2(20 —3)y+1>0 (10)

je A =16(¢p — 2)(¢ — 1) a vzhledem k podminkce 0 < ¢ < 1 plati vzdy A > 0. To znamen4,
ze vzdy existuji dva nulové body kvadratického trojélenu D(7) a plati pro né

() =3-20—2/(p—2)(p— 1), 12(¢) =3 — 26+ 2/ (¢ — 2)(¢ — 1). (11)

Lze ukézat, ze pro ¢ € [0, 1) je 0 < y1(¢) <1 a 1 < 5(¢). Hustraci téchto vztahii znazorhuje
obr. 1.

# (@ =320+ (D 2HD-1)

7, (@) =3-20 - J(D-2)0(P - 1)

0 1 2 o)

Obr. 1: V levé ¢asti jsou zobrazeny koteny 71(¢) a 7o(4) jako funkce proménné ¢. V pravé
¢asti je fazovy obraz soustavy (3) proy=0,92a ¢ =0, 1.

Odtud nyni mame, Ze nerovnice (10) plati pro v € [0,71(4)) U (72(9), 00).

Vyuzijme nyni (8) a hledejme znaménka vlastnich ¢isel (9). Pro v < 1 je A\; + Ay > 0. Podle
druhého ze vztaht v (8) je tedy Ay > 01 Ay > 0 a stacionarni bod (2°,y°) = (0, 0) soustavy (3)
je nestabilni uzel. Naopak, pro v > 1 je A; + A3 < 0. Potom vSak A\; < 01 Ay < 0 a stacionarni
bod (z°,y°) = (0, 0) soustavy (3) je stabilni uzel.

Je-li D(y) <0, ma rovnice (6) dva komplexné sdruzené kofeny a matice A ma dvé koplexné
sdruzena vlastni ¢isla. Podobné jako v predchéazejicim odstavci bychom zjistili, ze vlastni ¢isla
matice A linearizované soustavy (3) jsou pro v € (71(¢),72(¢)) dany

- (=) =iV=D0)

2

Ma(y) = (12)

Je-li v < 1, je R(A\12) = —(y —1)/2 > 0 a stacionarni bod (z°,3°) = (0,0) soustavy (3)
je nestabilni ohnisko. Naopak pro v > 1 je R(A\;2) = —(v —1)/2 < 0 a stacionarni bod
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(z°,9y°) = (0,0) soustavy (3) je stabilni ohnisko. Pro v =1 je R(\;2) = 0 a stacionarni bod je
ohnisko nebo bod rotace.

Dosud provedené tvahy tykajici se lokalniho chovani soustavy (3) nyni shrneme.

Véta 3.2 Soustava (3) ma jeding staciondrni bod (0,0) a existuji hodnoty 71, vs parametru
dané (11), pro které 0 < v; < 1 < 7y, takové, Ze staciondrni bod je

(i) nestabilni uzel pro v € [0,7),

(ii) nestabilni ohnisko pro v € (y,1),
(1ii) ohnisko nebo bod rotace pro y =1,
(iv) stabilni ohnisko pro v € (1,72),

(v) stabilni uzel pro v € (2, 00).

4 Periodické rfeSeni

V soustavé (1) je mozné vhodnou reklamou ovlivnit hodnotu parametru «. Tento parametr
ovliviiuje hodnotu parametru 7 v soustavé (3). V dalsim budeme pfedpokladat, Ze parametr
¢ v soustavé (3) je konstatni. Takto mizeme pfipustit, Ze soustava (3) je citlivd predevsim na
zménu hodnoty parametru «, kterd je vSak ovlivnéna dal$imi parametry «, k,d a € soustavy
(1). Z véty 3.2 je ziejmé, Ze pri prechodu parametru 7 ptes hodnotu 79 = 1 dochdzi ke zméné
stability staciondrniho bodu soustavy (3). To nés pfivadi k myslence, ze hodnota vy mize byt
bifurka¢nim bodem soustavy (3). Zabyvejme se tedy déle feSenim soustavy (3) pro hodnoty ~
z blizkého okoli bodu .

Nyni pfistoupime k formulaci véty, kterd zarucuje existenci periodického teSeni, srv. [1,
str. 406]. Vétu formulujeme ve zjednoduseném tvaru tak, abychom ji mohli pfimo pouzit na
soustavu (3).

Véta 4.1 Hopfova bifurkace. Necht A C R a necht zobrazeni f z A x R? do R? je alespori
dvakrat spojité diferencovatelné a takové, Ze f(-, 0) = 0.

(i) Piedpokladejme, Ze pro néjaké vy € A a wy > 0 md matice Dyf(,0), vlastni cisla
iwo, —iLUQ.

(ii) Necht ddle \(7y) je spojité diferencovatelnd funkce proménné v na okoli U bodu vy, pro
kterou plati

(CI,) )\(70) = in)
(b) A7) je vlastnim cislem matice Dy f(y,0) na U.

Jestlize
d
RG] £ 0.
y

pak lze nalézt okoli (70,0), na kterém erxistuje nekonstatni periodické Feseni rovnice x' =
f(v,x), jehoZ trajektorie je uzaviend krivka, a jehoZ amplituda pro v — 7o konverguje k nule.
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Pro soustavu (3) polozme vy = 1. Pro tuto hodnotu spliiuje soustava (3) predpoklady véty
4.1, pricemz

d 1

—[RA()] = —5-

dry 2
Existuje tedy néjaké okoli bodu vy = 1, ve kterém v zavislosti na volbé parametru ~y existuji
periodicka feSeni soustavy (3).

Chceme-li uvazovat o stabilnim periodickém feSeni, je tfeba predpokladat, ze stacionarni
bod (z°,4°) = (0, 0) je nestabilni. To nastava pro v € (y1,70). Dikaz toho, Ze periodické
feSeni vznika pravé v okoli (vy3,70) bodu 7y, kde 3 > 7, lze provést prevedenim soustavy
(3) na normalni formu, srv. [4]. Tento vypocet zde pro jeho rozsahlost provadét nebudeme.
Uvazujme pouze ilustraci fazového obrazu a trajektorie pro hodnoty parametri v = 0,92 a
¢ = 0,1, srv. obr. 1. Pro dané hodnoty je stacionarni bod nestabilni ohnisko a existuje stabilni
periodické tfeSeni, jehoz amplituda zavisi na hodnoté parametru .

5 Zavér

Reklamni strategie, zalozena na tom, Ze investice do reklamy jsou pfimo tmeérné objemu pro-
deje, mize vést k periodickym oscilacim objemu prodeje vyrobki dané znacky. Tento vysledek
je mozné interpretovat takto: Je-li pocet uzivateld vyrobku v daném case maly, firma ma maly
prijem a nemize si dovolit rozsahlou reklamni kampan. Nicméné na trhu je mnoho potencial-
nich zdkazniki, takze i malé investice do reklamy vedou ke zvétseni objemu firemniho prodeje.
Tak jak roste objem prodanych vyrobki, zvySuji se i vydaje na reklamu. Tento rist vsak po
case prevysi rist objemu prodejli, protoze potencialni zadkaznici tim, jak se stavaji uzivateli,
ubyvaji. Reklama prestava byt Gc¢inna. Nicméné stale dochazi k prirozenému odlivu uzivateli
a protoze novych uzivateld v této fazi cyklu pribyva malo, dochazi k poklesu objemu prodejii.
Proces se tak miize opakovat.

V ¢lanku neni uveden diikaz toho, ze nalezené periodické feseni je stabilni. Na jeho pre-
hledné podobé autor pracuje.
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