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Stanoveni souc¢tu (soucinu) nékolika ¢isel (Clent ¢iselné posloupnosti vyhovu-
jici danému predpisu) a FeSeni tloh, které s touto problematikou souviseji, patii
v oblasti skolské matematiky mezi oblibené celky jak pro zaky, tak i pro ucitele
matematiky. Na druhé strané je tfeba konstatovat, ze se zaci pii vyuce matema-
tiky hloubéji seznamuji pouze se soucty nékolika ¢lenii aritmetické ¢i geometrické
posloupnosti, coz predstavuje jen velmi omezeny celek znalosti z uvedené oblasti.

Tento c¢lanek je urcen predevsim tém ucitelim matematiky, jejich zakim a
dalsim zajemctm, kteri se chtéji o uvedené problematice dovédét néco navic.
Cilem prispévku je seznamit ctenare s metodou teleskopickych soucti a soucini.

Jak jiz nazev napovida, princip této metody je zaloZen na cileném rozsiteni
(,,prodlouzeni“) daného souctu (soucinu) nékolika ¢isel takovym zptisobem, aby
jej vzapéti bylo mozno vyrazné zjednodusit, tj. co nejvice snizit pocet jeho sci-
tancti (Cinitelit). Toho lze dosdhnout, pokud kazdy ze séitancti lze prepsat ve
tvaru vhodného rozdilu tak, ze vétSina ¢lenti takto upraveného souctu se v za-
véru navzajem zrusi. Takovy postup predstavuje jistou analogii s ¢innosti velkého
dalekohledu (teleskopu), ktery je potfeba pfed vlastnim pouzitim zpravidla pro-
dlouzit o urcity pocet ¢lankt tak, abychom s nim mohli dal efektivné pracovat
(odtud nazev metody). Zajemcim o tuto problematiku je mozno doporucit také
nékteré zahranicni zdroje, které jsou zaméreny predevsim na praci s matematicky
talentovanymi zaky. Patii mezi né také obé publikace uvedené na konci ¢lanku.

V prvni ¢asti prispévku je prezentovano vyuziti metody teleskopickych souctt
pri feSeni nékolika konkrétnich tiloh. Druha ¢ast ¢lanku je pak vénovana proble-
matice teleskopickych soucint.

1. Teleskopické soucty
Uvedme nejprve nékolik snazsich tloh.

Priklad 1
Urcete hodnotu vyrazu

I
1-2 23 34 77 nnh+1)
Reseni. Uvazujme k-ty séitanec (k = 1,2,...,n) daného soudtu, pro ktery plati
1 (kD) -k 1 1 (1)
k(k+1) k(k+1) k k+1°
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V daném sou¢tu nahradime kazdy s¢itanec rozdilem dvou zlomku podle (1). Do-

staneme tak
Ly
1-2 23 3-4 7 nh+l)
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Vsimnéme si, ze uvedené feseni je zaloZzeno na nasledujici skutecnosti: Kazdy

s¢itanec je nahrazen rozdilem dvou zlomku (v podstaté jde o rozsifeni daného

souctu, presnéji zdvojnasobeni poctu jeho ¢lentl, s cilem vyrazné v zavéru zjed-

nodusit upraveny tvar souctu).

Poznamka. K rozkladu (1) lze dospét také jinak — vyuzitim metody neurcitych
koeficientu pti rozkladu k-tého séitance na tzv. parcidlni zlomky. Jde o nalezeni
realnych cisel A a B, ktera pro kazdé k prirozené vyhovuji vztahu

1 A B

EES A

Tato tloha vede na feseni snadné soustavy dvou linearnich rovnic A+ B =0 a
A =1 o neznamych A, B. Jeji feSeni A = 1, B = —1 vede k vySe odvozenému

rozkladu (1).

Podobnym zptisobem lze stanovit napt. hodnotu souctu

1 1 1 1

123 234 345 T hmaDmt2)’

Priklad 2

Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n > 1 plati nerovnost

Reseni. Pro kazdé k pfirozené k > 1 plati nerovnost

1 - 1
k2 (k—1)k
Vyuzitim této nerovnosti pro k = 2,3,...,n a vyuzitim vysledku z prikladu 1
dostaneme postupné
1+1++<1—|—1+1++ ! =1 1<1
22 732 7 p2 T1.2 2.3 3-4 7 (n—-U)n a7

coz jsme chtéli dokazat.



Priklad 3

Dokazte, ze pro kazdé n prirozené plati nerovnost

1 1 1
<2.
1+2+1—|—2+3+ +1+2+...+n

1+

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé piirozené ¢islo k plati

k(k+1
1+2+"'+k:(T+)’
je dana nerovnost ekvivalentni s nerovnosti
S N R
1-2 2:3 34 7 nnh+1) '

Po snadné tpravé vsak dostavame piimo nerovnost dokdzanou v predeslém pri-
kladu 2.

Priklad 4
Dokazte, ze plati nasledujici rovnost

1 1 1
+ ++— =9
VI+V2  V2+V3 V99 + /100

Reseni. Usmérnime-li kazdy scitanec na levé strané rovnosti, ziskdme pouhym
yteleskopickym zjednodusenim® celého vyrazu na levé strané

1 1 1
+ ot ==
VI+V2 V243 V99 + /100

= (V2= VD) + (V3= V2) ...+ (VI00 —v09) = VIO - VI = 10— 1 = 9,

coz bylo tieba dokazat.

Priklad 5

Dokazte nasledujici nerovnosti

1 2 2010
a) —w+ o +...+

S0
21 3l 2011l =
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Resent.
a) Podobné jako v pfikladu 1 upravime nejprve k-ty séitanec (k = 1,2,...,2010)
na levé strané nerovnosti nasledujicim zptisobem

ko (k+D)-1 1 1
k+1)! (k+D! K (k1)
Pak plati
1+2+ +99_(1 1)+(1 1)+ +(1 1)_
21 31 71000 \1! 2! 21 3l 2010! 2011!/

coz jsme chtéli dokazat.

b) Jednotlivé s¢itance na levé strané nerovnosti upravime pomoci nasledujici
identity. Pro vSechna k = 3,4, ...,2011 plati

k k 1 k—1 1 1

=2+ (k-1 +k k-2 kk-2! & (k-1 &

Pomoci ni upravime kazdy sc¢itanec na levé strané nerovnosti a dostaneme tak

3 n 4 T 2011
+204+30 2043 +4

" 90090 + 2010! + 20111
_(1 1)+(1 1)+ +(1 1)_1 1 <1
S\2! 3! 31 4! 2010! 2011!/ 2! 2011 " 2°

Tim je diikaz i této nerovnosti uzavien.

Analogickym zpusobem (vyuzitim metody teleskopickych souctii) lze Fesit
také nasledujici tlohy. U kazdé z nich je uveden struény navod, pomoci néhoz
se kazdy ze zajemci o tuto problematiku muze samostatné pokusit o jeji feSeni.

Priklad 6

Urcete hodnotu souctu

\/1+1+1+\/1+1+1+ it
4 4 9 n?  (n+1)%

[NAvoD: Vyuzijte rovnost

1 1 (K> + k + 1)
1+ =+ =
k2 (k+1)2  k2(k+1)2

4



a dale po tpravé jednotlivych s¢itancti metodu teleskopickych soucti.]

Priklad 7

Urcete hodnotu souctu

S, =sinx +sin2z +sin3x + ... +sinnx.

[NAvOD: Pro vyuziti metody teleskopickych souéttt vynésobte nejprve kazdy clen

souctu vyrazem 2sin 3 a dale vyuzijte vzorec

2k —1 2k +1
QSinkxsing:cos( 5 )x—cos( ;)x

prok=1,2...,n]

Poznamka. Podobné lze stanovit také hodnotu souctu

C,, = cosx + cos2x + cos3x + ...+ cosnz.

Piiklad 8 (21. USAMO, 1992)

Dokazte rovnost

1 1 1 cos 1°

+ + ...+ = .
cos0°cos1®  cos1°cos?2° cos 88° cos 89° sin? 1°

[NAvOD: Obé strany dokazované rovnosti vynasobte vyrazem sin 1° a déle vyu-
zijte nasledujici rovnost (argumenty goniometrickych funkei uvazujte ve stupnich)

sin 1 _ sin(k +1)cosk — cos(k + 1)sink

cos kcos(k + 1) cos kcos(k + 1)

pro k=0,1,2,...,88]

Piiklad 9 (25. USAMO, 1996)

Dokazte rovnost

2sin2° 4+ 4sin4° + ...+ 178sin 178° = 90 cotg 1° .

[NAvOD: Obé strany dokazované rovnosti vynasobte vyrazem sin 1° a déle vyu-
zijte identitu (argumenty goniometrickych funkci uvazujte ve stupnich)

2sin 2ksin 1 = cos(2k — 1) — cos(2k +1).

prok=1,2...,89]



2. Teleskopické soudiny

Ve druhé casti se zaméfime na prezentaci metody teleskopickych soucinti.
S uvedenou problematikou se mj. mohli setkat jiz resitelé 21. rocniku Matematické
olympiddy v kategorii A (viz piiklady 14 a 15), které ponechavidme ¢tenaitm
k samostatnému procviceni.

Priklad 10

Dokazte nerovnost

13 99 _ 1
2 4 " 100 10"
Reseni. Oznacme
qo 3. 99 5 24 100
2 4 100 3 5 101

Protoze pro vsechna n prirozena plati oc¢ividné nerovnost

n n+1
< )
n+1 n-+ 2

obdrzime vyuzitim ,teleskopického zkraceni vétsiny Ciniteld v citateli a jmeno-
vateli zlomku (soucinu) A - B postupné nésledujici odhady
1 1 1
A<A-B<—<— tj. A< —
101 1000 Y ’

coz piimo dokazuje danou nerovnost.

Priklad 11

Dokazte nerovnost

1 1 1
1+— )\ 14+ . |1+ 2
( +1-3) ( +2-4) ( +2009-2011)<

Reseni. Kazdy z ¢initeltt na levé strané dokazované nerovnosti upravime nésle-
dujicim zptisobem: Pro kazdé k = 2,3, ...,2010 plati
1 k2

YOG ) T Gk

Uvazovany sou¢in upravime pomoci této rovnosti a dale vyuzijeme (stejné jako
v pfedchozim pfipadé) ,teleskopické zkraceni“ celého vyrazu. Dostaneme tak

22 32 42 20102 9 2010

: : 9. g,
1-3 2-4 3-5 2009 - 2011 2011

Tim je dtikaz uzavten.



Zcela analogicky lze postupovat také pii dikazu nasledujici identity. O jeji
snadny dikaz se mizete pokusit samostatné.

Priklad 12.

Dokazte, ze pro vSsechna n > 1 pfirozena rovnost

1 1 1
<1——)-<1——>-...-<1——>:"+1.
4 9 n? 2n
Piklad 13.

Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n > 1 plati nerovnost

2+1 3+1 n3+1<3
2-1 3B-1 " nd-1 2
Resend. VyuZitim vzorct a®+0% = (a+b)(a*—ab+b?), a®>—b> = (a—b)(a®>+ab+b?),
jez plati pro libovolna realna ¢isla a, b, dostaneme specialni volbou a = 2,3,...,n
ab=1
2241 3341 n*+1 3.3 4.7 5-13 (n+1)(n*—n+1)
221 3B-1 """ nd3-1 1-7 2-13 3-21 " (n—1)n2+n+1)
Protoze pro k = 2,3,...,n — 1 plati rovnost

(k+1?—(k+1)+1=k+k+1,
lze posledni soucin upravit (po teleskopickém zkraceni) do tvaru

3-3 4-7 5-13 (n+ D =n+1) 3 nmn+1) 3 n’+n
1-72-133-21 7 (n—1Dn24+n+1) 2n2+n+1 2n24+n+1

- 3
5
Tim je diikaz nerovnosti uzavien.

Zavérecné dvé (na sebe navazujici tlohy) jsou urceny ¢tendfum k samostat-
nému procviceni problematiky této casti prispévku.

Piiklad 14 (21. roénik MO, A-II-1a)

Dokazte, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > 1 plati

(1+1 1 1) (1+1 1 1) (1+1 1 1)_(n+1)2
2 4 8 3 9 27) 7 n n2 n3)  4n

Piiklad 15. (21. roénik MO, A-III-1)

Dokazte, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > 1 plati nerovnost

(1_5).(1_;)...,.(1_%)%.
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