Mnohonasobna a parcialni korelace

Varian¢ni, kovarian¢ni a korela¢ni matice

Necht’ X = (X, ..., X))’ je ndhodny vektor. Ozna¢me

u; = E(X)) sttedni hodnotu ndhodné veli¢iny X;,

o> = D(X;) rozptyl nahodné veliginy X,

oij = C(Xi, Xj) kovarianci ndhodnych veli¢in X, X;

pii = R(Xj, Xj) koeficient korelace ndhodnych veli¢in X, X

Vektor E(X) = (w, ..., 1p)’ se nazyva nahodného vektoru X.
Ctvercova matice fadu p var(X) = (Gi)ij=1,....p SE NAZyva nahodného vektoru X.

Ctvercovéa matice Fadu p cor(X) = (pjj) ij-1. ... p S€ NAZyV4 nahodného vektoru X.

Je zfeymé, Ze variancni matice a korelacni matice jsou symetricke.
Necht X = (X, ..., X)) aY=(Yy, ..., Y,) jsou ndhodné vektory.
Matice typu pxq cov(X,Y) = (C(Xj, Y;)) se nazyva vektori X, Y.

Matice typu pxq cor(X,Y) = (p(X;, Y;)) se nazyva vektort X\Y.



Odhady vektoru stiednich hodnot, varian¢ni a korela¢ni matice jednoho nahodného vektoru X

Necht’ X je ndhodny vektor, ktery ma p-rozmérné rozloZeni s vektorem stfednich hodnot p, variancni matici var(X) a
korela¢ni matici cor(X). Necht je dan nahodny vybér X; = (X, ..., Xip)’, ..., Xu = (X1, ..., Xpp)’ r0zsahu n z tohoto
rozlozZeni.

Nestranny odhad vektoru p je M=M,,...,M,)’, kde M, = Ly X, je vybérovy primér j-t€ho
vybéru,j=1, ..., p.

1

Nestranny odhad matice var(X) je S= (S = ] Z X -M & - M - fadup.
n—1 5
Vychyleny odhad matice cor(X) je R = (Rj), kde R;; je vybérovy korelacni koeficient i-t€ a j-té
slozky vektoru X, tedy
R, = ——,1,]=1,...,p. (Je zieym¢, Ze diagonalni prvky matice R jsou jedniCky a matice R je symetricka.)
S /S
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Priklad: U 28 nahodné vybranych osob byly zjistovany tyto udaje:

Sex ... 1 —muz, 2 — Zena (muztli 1 Zen bylo po 14)

vyska (v cm), proménnd X;

hmotnost (v kg), proménna X,

boty (Cislo bot), proménna X;

Vypoctéte realizaci vybéroveé variancni matice a vybérove korela¢ni matice. (Soubor udaje o lidech 1.sta)

ReSeni:

Statistiky — Vicenasobna regrese - Proménné Zavisla X3, nezavislé X, X, — OK — OK — Residua/ptredpoklady/ptfedpovédi —
Popisné statistiky — Dalsi statistiky — Kovariance resp. Korelace.

Vybérova kovarianni matice Vybérova korelacni matice
Proménna vyska hmotnost boty Proménna vyska hmotnost boty
vyska 112,8611 161,0926 @ 41,45370 vyska 1,000000 0,961979 @ 0,963360
hmotnost 161,0926 248,4709 @ 61,99206 hmotnost 0,961979 1,000000 @ 0,970948
boty 41,4537 61,9921 16,40608 boty 0,963360 0,970948 1,000000




Odhady kovarianc¢ni a korela¢ni matice dvou nahodnych vektora X, Y

Necht ndhodny vektor X ma p-rozmérné rozloZeni a necht’ X, ..., X,, je ndhodny vybér z tohoto rozloZeni. Necht’ nahodny
vektor Y mé g-rozmérné rozloZeni a necht’ Yy, ..., Y, je nahodny vybér z tohoto rozlozeni. Predpokladejme, ze obé
rozloZzeni maji konecné druhé momenty. Necht’ cov(X, Y) je kovarian¢ni matice téchto vektori a cor(X, Y) je korelacni

matice té&chto vektor. Oznaéme M . = —Z i = s P My, = Iy = s ds
; n .
MX =5 (MXIJ coo0g MXp),) MY =5 (MYb c0og MYq) .
Nestrannym odhadem kovarian¢ni matice COV(X Y) vektori X, Y je vektort X, Y definovana
vzorcem Sxy = (SU)——Z X -M, & -Mm,5i=1,...,pj=1,...,q.
Vychylenym odhadem korelacni matice cor(X, Y) vektori X, Y je vektordl X, Y definovana

vzorcem Rxy = (Rjj), kde Rj; je vyb&rovy korelacni koeficient i-t€ a j-t€ slozky vektoru X, Y,1=1, ...,p,j=1, ..., q.

Priklad: Necht’ vektor X = (X, X,, X3)’ obsahuje tidaje o vySce, hmotnosti a ¢islu bot muzi, vektor Y =(Y, Y;)’ obsahuje
udaje vySce a hmotnosti Zen. Vypoctéte realizace vybérové kovarianéni a vyberové korelacni matice vektorti X, Y. (Soubor
udaje o lidech 2.sta)
Reseni:
Statistiky — Pokrocil€ linearni/nelinearni modely — Obecné linearni modely — OK — Zavislé proménné: Vyska z,
Hmotnost z — Spojité nezavislé proménné: Vyska m, Hmotnost m, Boty m — OK — na zaloZce Moznosti zaSkrtneme Bez
abs. ¢lenu — OK — na zalozce Matice vybereme Kovariance resp. Korelace. Ve vzniklych tabulkach ponechame pouze
posledni dvé proménné a prvni tfi piipady.

Vybérova kovarianéni matice ~ Vybérova korelani matice

Sloup.4 Sloup.5 Sloup.4 Sloup.5
Ef ekt Vyska_z | Hmotnost z Ef ekt Vyska_z | Hmotnost_z
Vyska_m 10,81319 17,39560 Vyska_m 0,467318 0,767160
Hmotnost_m 15,70879 15,22527 Hmotnost_m 0,514047 0,508409
Boty_m 4,43407 5,13736 Boty_m 0,560289 0,662427




Koeficient mnohonasobné korelace a vybérovy koeficient mnohonasobné korelace
Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou veli¢inou Y a ndhodnym vektorem X = (X, ..., X;,)’ méfime pomoci
py. x- Jeho druh4d mocnina je dana vzorcem
py.x~ = cor(Y, X) cor(X)" cor(X, Y).
Ma tyto vlastnosti:

a) py.x=0
b) pYX>|P‘{,X #prov =1, P
C) Prx .x = Y,XIXZZDQXI’

d) py.x =1+ existuji konstanty By, B, ..., Bp tak, Ze Y = Bo + B: X, +... + B, X,.

Necht’ nahodny vektor (Y, X, ..., X;,)” ma (p+1)-rozmérné rozlozeni s koeficientem mnohonasobné korelace py x.
Necht’ je dan nahodny vybeér (Y, X1, ..., Xip)s --os (Y, Xai, ..., Xpp)’ rozsahu n z tohoto rozlozeni. Pak jako odhad py. x
slouzi Iy. x, jehoZ druha mocnina je dana vzorcem

ry x - = Ryx R" Rxy,

kde Ryx je vybérova korelaéni matice veli¢iny Y a vektoru X (v tomto piipadé se redukuje na vektor € JaRje

)
vybérova korelac¢ni matice vektoru X.

Vlastnosti koeficientu mnohonasobné korelace se pienaseji i na vybérovy koeficient mnohondsobné korelace.



Priklad: Pii zkoumani zavislosti hodinové vykonnosti délnika (veli¢ina Y — v kusech) na jeho véku (veliCina X; — v letech)

a dob¢ zapracovanosti (veli¢ina X, — v letech) byly u 10 nahodn¢ vybranych d€lnikii zjiStény tyto udaje:

Y [67[65[75|66|77[84[69[60]|70]|66
X;143140149146 41141148 |34132]42
X6 |8 [14]14[8 [12]16]1 |5 |7

Vypoctéte vybérovy koeficient mnohonasobné korelace r, ¢ , - popisujici zavislost hodinove vykonnosti d€lnika na na jeho

veéku a dobé€ zapracovanosti.
ReSeni:
Statistiky — Vicenasobna regrese — Proménné — Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Koeficient r, ¢ , -najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod ozna¢enim R = 0,54

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Uprav ené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 zb* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 | 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 | -0,70031 0,76071 = -0,920604 @ 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 | 0,167937

Jeho druha mocnina (ozn. R2) ndm tika, Ze variabilita vykonl délnik je z 29% vysvétlena jejich vékem a dobou zapracova-
nosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢iny Y a vektoru X

Popis testu

Necht’ nahodny vybér (Y, Xi1, ..., Xip)’s «.vs (Yn, Xai, -.., Xpp)’ pochazi z (p+1)-rozmérného normalniho rozlozeni, které ma
koeficient mnohonéasobné korelace py. x. Musi platit n > p+1.

Testujeme hypotézu Hy: py. x = 0 proti H: py. x # 0. Vzhledem k tomu, ze se jedna o vybér z (p+1)-rozmérného normalniho
rozloZeni, testujeme, zda existuje zavislost mezi veli¢inou Y a vektorem X. (Je-li py. x = 0, pak z vlastnosti (b) plyne, Ze
p(Y,X;) =0 pro vSechnai=1, ..., p, tudiZ ndhodné veli¢iny Y a X jsou stochasticky nezavislé pro vSechnai=1, ..., p.)

e . 2 -
Testova statistika F = 1‘; ! : iY;" — se fidi rozloZenim F(p, n-p-1), pokud Hy plati. Kriticky obor:w = (F, . $,n—p—1.= _.

Jestlize F e v, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.

Priklad

Predpokladdme, Ze udaje o vykonnosti 10 ndhodné vybranych dé€lnik, jejich véku a dobé zapracovanosti predstavuji
Ciselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 ze tfirozmérného normalniho rozlozeni. Na hladin€ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze vykon délnika nezédvisi na jeho veéku a dobé zapracovanosti.

Reseni:

Statistiky — Vicendsobna regrese — Proménné — Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Uprav ené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 z b* zb
Abs.clen 86,74217 25,32397 3,425299 | 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 | -0,70031 0,76071 = -0,920604 | 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 | 0,167937

Hodnota testove statistiky pro test nevyznamnosti koeficientu mnohonasobné korelace r, ¢ , -je 1,4411, poCet stupriil

volnosti Citatele je 2, jmenovatele 7, odpovidajici p-hodnota je 0,2991, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame
hypotézu, ze vykon délnika neni zavisly na jeho véku a dobé zapracovanosti.



Koeficient parcialni korelace

Necht’ Y, Z jsou ndhodné veli¢iny a X = (X, ..., X;))’ je ndhodny vektor. Korela¢ni koeficient p(Y,Z) udava miru tésnosti
linearniho vztahu mezi veli¢inami Y a Z. Ta vSak mize byt ovlivnéna 1 tim, Ze mezi veli¢inami X, ..., X, existuji veli¢iny,
které silné koreluji jak s Y, tak se Z. Zajima nas proto, jaka je ,,Cistd* korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vliv ndhodného
vektoru X.

Pokud se omezime na line4rni vztahy, mtizeme vliv vektoru X na veli¢inu Y popsat linearni regresni funkci

Y =a+p’X, kde p=var(X)" cov(X,Y), o = E(Y) - p’E(X).

Tu &ast veliciny Y, kterou vektor X nevysvétli, si miZzeme predstavit jako reziduum Y - v . Analogicky pro veli¢inu
Z dostavame

z =y+&X, kde 8 = var(X)" cov(X,Z), y=E(Z) - 8°E(X),

tudiz reziduum Z - z chapeme jako tu ¢ast veli¢iny Z, kterou vektor X nevysvétli.
Korela¢ni koeficient mezi rezidui Y - vy aZ - z se nazyva mezi ndhodnymi veli€inami Y a
Z pti pevné daném vektoru X a znafise p,, . Tedy p,,, =p(Y - Y, Z - z). Pocita se podle vzorce

p‘{ Z,— ov‘( X,cor 5(/ covk Z/

P, =3
\/I OV‘( Xgor k, covs( Y. I— pe)Y Q,X,cor 5(/ cov k,z,_

Necht’ ndhodny vektor (Y, Z, X, ..., X,)’ pochazi z (p+2)-rozmérného rozlozeni, které ma parcialni korelacni koeficient
P, ,«- Necht je dan nahodny vybér (Yl, Z1, Xits eees Xip) s oves (Yn, Ziny Xai, .., Xpp)” rozsahu n z tohoto rozlozeni. Musi

platit n > p+2. Jako odhad » slouzi r

v.Z.X Y.ZX *

YXRXX XY >ZX XX Xz ©



Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢in Y a Z pri eliminaci vlivu vektoru X

Popis testu

Budeme ptedpokladat, Ze uvedeny nahodny vybér pochdzi z (p+2)-rozmérného normalniho rozlozeni.

Testujeme hypotézu Hy: py, ., x = 0 proti H;: py , x # 0.

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vybér z normalniho rozloZeni, testujeme, zda existuje zavislost mezi Y a Z pfti eliminaci

viivu X.

Testova statistika T, = se fidi rozlozenim t(n-p-2), pokud Hj plati.

P 5% Jn T p 2
’ 2
1 "Y,Z.X

Kriticky obor:w = “»,t, ., %-p-23U it % -p-2,.

1- /2

Jestlize T, € ¥ , Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o



Priklad
Pro data z pfikladu o vykonnosti délnikd vypoctéte vybérove parcialni korelacni koeficienty r, . .r interpretujte je,

X, Y, X,.X, ?

porovnejte je s obyCejnymi vybérovymi korela¢nimi koeficienty r,, ,r,, apro a= 0,05 otestujte vyznamnost uvedenych

parcialnich korela¢nich koeficient.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Nejprve vypocteme koeficient korelace mezi vykonem a vékem.
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — 2 seznamy — 1. seznam Y, 2. seznam X;, X, — Vypocet.

Proménna X1
Y 0,2287

Dale vypocteme parcialni korelacni koeficient mezi vykonem a v€kem pii vylouceni vlivu doby zapracovanosti a otestujeme
jeho vyznamnost.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — na zaloZce MozZnosti zaskrtneme Zobrazit r, irovné p,
pocty N, na zélozce Detaily zvolime Parcidlni korelace — 1. seznam proménnych Y, X1, druhy seznam proménnych X2 —
OK

Proménna Y X1
Y 1,0000 @ -,3286
p=---  p=388
X1 -,3286 = 1,0000
p=,388 p= ---

Korelaéni koeficient mezi vykonem a vékem vySel 0,2287, tedy s rostoucim vékem roste vykon. Parcidlni korelacni
koeficient mezi vykonem a vékem pii vylouceni vlivu doby zapracovanosti vysel -0,3286, tedy u délnikli se stejnou dobou
zapracovanosti klesa s rostoucim vékem vykon.

Odpovidajici p-hodnota je 0,388, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnosti p, , . .



Nyni vypocteme koeficient korelace mezi vykonem a dobou zapracovanosti:

Proménna

X2

Y

0,4538

Dale vypocteme parcialni korelacni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti pii vylouceni vlivu véku pracovnika a
otestujeme jeho vyznamnost.

Proménna Y xX2
Y 1,0000 ,5026
p=---  p=168
x2 ,5026 | 1,0000
p=,168 p= ---

Korelaéni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti vysel 0,4538, tedy ¢im delsi doba zapracovanosti, tim lepsi
vykon délnik podava. Parcidlni korela¢ni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti pii vylouceni vlivu véku vysel
0,5026, tedy u stejné starych délnika je ponékud silnéjsi pfima linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracovanosti.

Odpovidajici p-hodnota je 0,168, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnosti

X,



Mnohonasobna linearni regrese

Popis modelu mnohonasobné linearni regrese
Budeme zkoumat linedrni zavislost veli€iny Y na p nezavisle proménnych veli¢inach x;. ..., x,. Omezime se pouze na model
tvaru

Yi=PBo+ Bixii + ... + Poxip+ &, 1=1, ..., n.

Parametr ) interpretujeme jako teoretickou hodnotu zavisle proménné veli€iny pi1 nulovych hodnotach vSech nezavisle
proménnych veliin. Parametr B;, j = 1, ..., p interpretujeme jako pfiristek teoretické hodnoty zavisle proménné veliCiny
odpovidajici jednotkové zméné j-t€ nezavisle proménné veli€iny pii konstantni irovni ostatnich nezavisle proménnych.
Geometricky tento model pfedstavuje regresni nadrovinu. Lze ho formalné ztotoznit s linearnim regresnim modelem
z kapitoly ,,Jednoduchd linedrni regrese*, kde polozime fi(x;) = X;1, ..., fo(X;) = Xjp, 1 = 1,..., n. Dostadvadme tedy maticovy tvar
Y = Xp + ¢, kde regresni matice

I( I x,, .. X‘P\|
X=1.. ... |, ptiemz h(X) = p+1 <n a € ~ N,(0, o°I).

|\ 1 x e X )|

nl np

Vsechny vysledky uvedené v ptednaskach ,,Regresni analyza [ a ,,Regresni analyza 11 ziistavaji v platnosti.



Piiklad:
Pro data z ptikladu o vykonnosti délnikli sestavte regresni matici a vektor regresnic koeficientt.

Y [67][65[75][66|77[84[69[60]|70]|66
X;143[40[49 46|41 |41 4834|3242
X6 |8 1411418 121161 |5 |7

Reseni:
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Mira linearni zavislosti veli¢iny Y na veli¢inach x, ..., x;

Jak bylo uvedeno v pfedeslém textu, mirou tésnosti linearni zavislosti ndhodné veli¢iny Y na vektoru X = (Xj,..., Xp)' je
Py. x:

py. x> = cor(Y, X) cor(X)" cor(X, Y), kde

cor(Y, X) je korela¢ni matice veliCiny Y a vektoru X (v tomto ptipadé¢ se redukuje na vektor o ...p ),

cor(X) je korela¢ni matice vektoru X.
Vybérovym protéjskem koeficientu py. x je ry. X
ry.x~ = Ryx R Rxy, kde

Ryx je vybérova korelac¢ni matice veli¢iny Y a vektoru X (v tomto ptipadé se redukuje na vektor $Yx, e Tyx )

R je vybérova korelacni matice vektoru X.

V regresnim modelu se mu tika . (V ptipad¢ regresni ptimky se jednéd o obycejny parovy koeficient korelace
ryx.) Jeho kvadrat odpovidd indexu determinace v regresnim modelu Y = XP + & Formalné je tedy celkovy F-test
rovnocenny s testem o nulové hodnoté koeficientu mnohondsobné korelace.

Stoji za zminku, Ze vypoctend hodnota testové statistiky F by méla byt aspon 4x vétsi nez prisluSny kvantil Fisherova -

Snedecorova rozlozeni, aby bylo mozné prohlasit zvoleny regresni model za skute¢né¢ kvalitni.



Posouzeni vlivu jednotlivych nezavisle proménnych v modelu
Chceme-li porovnavat vliv, jaky maji proménné xy, ..., X, v modelu Y = Xp + &, mizeme spocitat tzv.

, r sy s . , ey Y - m X;  m
, kterym se také tika . Zavedeme proto standardizované veli¢iny z. = ——X v = ———

SY X

i=1..,p,1=1,..,n
a vytvotime regresni model s témito standardizovanymi proménnymi. Odhady regresnich parametrii v tomto novém modelu
jsou B-koeficienty, které pak vyjadiuji intenzitu vlivu jednotlivych nezéavisle proménnych veli¢in na veli¢inu Y.

Priklad:

Pro data z ptikladu o vykonnosti délnikti posud’te vliv véku a doby zapracovanosti na vykon délnika pomoci
standardizovanych regresnich parametra.

Reseni:

Statistiky — Vicenasobna regrese — Proménné — Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Uprav ené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 zb* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 | 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 | 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 | 0,167937

Standardizované regresni parametry jsou uvedeny ve sloupci b . Pro vék ma tento parametr hodnotu -0,5509 a pro dobu
zapracovanosti 0,9204. V absolutni hodnot¢ je vyssi parametr pro dobu zapracovanosti, tedy tato proménnd ma vyssi vliv na
vykon nez vék.



Pouziti parcialnich korela¢nich koeficientii v modelu mnohonasobné linearni regrese
Uvazme model Y; = By + Bixj + ... + Bxipt €, 1= 1, ..., n. Druha mocnina vybérového parcialniho korelacniho koeficientu

vy €. > =2, .., psenazyva . Lze ho imnterpretovat jako ,,Cisty" pfinos proménné x; do

modelu, ktery obsahoval proménné xi, ..., X;.;. Cim vétsi je zavislost mezi x; a (X, ..., Xj.1)‘, tim men$i se tento "Cisty" pfinos
ukaze.

Vybérovy parcialni korelacni koeficient r, , ¢ , - méfi, Cistou” korelaci mezi Y a X, kdyZ se eliminuje vliv nahodneho
vektoru (X, ..., Xj.).

ProtoZze v klasickém modelu linearni regrese je St = Sk + Sg, je pokles rezidudlniho souctu ¢tvercu pii zatfazeni nové
proménné do modelu roven riistu regresniho souctu ¢tvercii a naopak. Vzhledem k diive zafazenym proménnym je tedy
parcidlni index determinace mirou relativniho zvySeni regresniho souctu ¢tvercii (poklesu rezidudlniho souctu ¢tvercil) v

dasledku zafazeni nové proménné.



Multikolinearita v modelu mnohonasobné regrese
O hovofime tehdy, kdyZ mezi nékterymi sloupci regresni matice existuje silna linearni zavislost, coz
svedci o tom, Ze regresni model obsahuje nadbyte¢né vysvétlujici promeénné.

Disledky multikolinearity: matice XX je blizka singularni matici => kvalita odhadu b je nizkd => rozptyly odhadt by, by,
..., bp jsou velké => intervaly spolehlivosti pro By, By, ..., Bp jsou Siroké.

Signaly upozornujici na existenci multikolinearity:

- vysoké absolutni hodnoty vybérovych korelacnich koeficientii nezavisle proménnych (orientacné > 0,75)

- celkovy F-test je vyznamny, ale dil¢i t-testy nikoliv.
Pti pouziti statistického software 1ze informace o multikolinearité ziskat pomoci koeficientu VIF (Variance inflation factor).
Ma-li tento koeficient hodnotu 1, pak ptislusnd nezavisle proménna neni korelovana s ostatnimi nezavisle proménnymi,
jestlize 1<VIF<5, pak existuje mirné korelace, pro VIF>5 vysoka korelace a pro VIF>10 extrémni multikolinearita.
V systému STATISTICA obdrzime VIF v Obecnych regresnich modelech. (Statistiky - Pokrocil¢ linearni/nelinearni modely
— Obecné regresni modely). Po zadani zavislé proménné a nezavislych proménnych zvolime Matice — Parcialni korelace:

Priklad:

Pro data z ptikladu o vykonnosti délniki posud’te pomoci koeficientu VIF, zda proménné vék a doba zapracovanosti mohou
zpusobit multikolinearitu v modelu v =3 + 3 x, +3,x, + 3.

Reseni:

Statistiky - Pokrocilé linearni/nelinearni modely — Obecné regresni modely — OK — Proménné — Zavisla Y, Spojité nezavisle
proménné X, X, — OK — Matice — Parcilani korelace.

Toler. Rozpty | R"2 Y Y Y Y Y
Ef ekt Infl fak Beta v Parcial. Semipar. t p
"X1" 0,282545 | 3,539258 | 0,717455 @ -0,550937 | -0,328630 | -0,292850 @ -0,920604 | 0,387883
"xo" 0,282545 | 3,539258 | 0,717455 0,920415 0,502564 0,489246 1,537994 | 0,167937

Koeficient VIF je 3,54, tedy mezi vékem a dobou zapracovanosti existuje jen mirné korelace.




Odstranéni multikolinearity: do modelu se zatadi jen ty proménné, které vyznamné zlepSuji odhad regresnich parametri.
Jednou z metod vybéru nejlepsi podmnoZiny proménnych je ( ). Ukolem postupné
regrese je najit ty prediktory, které co nejlépe vystihuji variabilitu zavisle proménné veli¢iny a ziskat odhady parametrti
linedrni regresni funkce, s jejiz pomoci pak lze uspokojivé predikovat hodnoty zavisle proménné veliiny.

Postupna regrese se pouziva ve dvou variantach — ( )a ( ).

Pti metod¢ forward se prediktory postupné piidavaji, pfi metodé backward se nejdiive zatadi vSechny prediktory a pak se
postupné odebiraji.

Princip postupné regrese spociva v tom, ze regresni model je budovan krok po kroku tak, ze v kazdém kroku zkouméame
vSechny prediktory a zjiStujeme, ktery z nich nejlépe vystihuje variabilitu zavisle proménné veli€iny.

Zatazovani prediktoru do modelu ¢i jeho vylucovani se déje pomoci

Sekvencni F-test je zaloZen na statistice F, kterd je podilem pfiriistku regresniho souctu ¢tverct pii zafazeni daného
prediktoru do modelu a reziduédlniho souctu ctvercu. JestliZe je tato statistika vétsi nez hodnota zvana ,,F to enter* (Cesky ,,F
na zahrnuti“, ve STATISTICE implicitné 1), je prediktor zatazen. Je-li statistika F mensi nez hodnota zvana ,,F to remove*
(¢esky ,,F na vyjmuti®, ve STATISTICE implicitné€ 0), je jiz dfive zatfazeny prediktor z modelu vylou€en. Po vybrani
proménnych do modelu jsou odhadnuty parametry linearni regresni funkce a kvalita regrese je posouzena indexem
determinace.

Do modelu se postupné piidavaji dalsi proménné, pokud se zvySuje podil vysvétlené variability hodnot veliCiny Y.



1. krok: Vypocteme vybérové korelacni koeficienty mezi zavisle proménnou Y a regresory Xj, ..., X,. Do modelu vybereme
ten regresor X;, pro ktery je absolutni hodnota korela¢niho koeficientu nejveétsi.

2. krok: Sestavime model Y = B, + Bix; , MNC odhadneme regresni koeficienty, vypoéteme regresni a rezidualni soudty

¢tvercu Sy a Sg a testové kritérium F = zf‘ . Pokud F > F, (1,n-2), pak regresor x; zafadime do modelu.

3. krok: Vypocteme vybérové parcidlni korelacni koeficienty mezi zavisle proménnou a regresory dosud nezatfazenymi do
modelu a vylou¢enim vlivu regresoru x;. Vybereme ten regresor x;, pro ktery je absolutni hodnota parcialniho korela¢niho
koeficientu nejvetsi.

4. krok: Sestavime model Y = B, + Bix; + B.x;, MNC odhadneme regresni koeficienty, vypodteme regresni a rezidualni

b r . A . wr O r 4 4 O W A r
soucty Ctvercl Sy a Sg a testové kritérium F = S L, kde ASy je pfirstek regresniho souctu Ctvercil pfi zafazeni regresoru x;

n—3
do modelu. Pokud F > F,_, (1,n-3), pak regresor x; zatadime do modelu.

5. krok: Vypocteme vybérove parcialni korelacni koeficienty mezi zavisle proménnou a regresory dosud nezafazenymi do
modelu s vyloucenim vlivu regresortl x; a x; a podle krokli 3 a 4 postupujeme dale, az vyCerpame vSechny regresory.



Postup pri budovani modelu mnohonasobné linearni regrese

1. Sestrojime dvourozmérné teCkové diagramy dvojic (Y,x;), j = 1, ..., p. Lze-1li diagramem uspokojivé prolozit ptimku,
svédc¢i to o tom, Zze Y linearné zavisi na x;. Objevi-li se nahodny mrak bodi, Y na x; zaviset nebude. Obrazce jinych tvara
svedci o problémech. Naptiklad trojihelnikovy tvar dvourozmérného te€koveého diagramu indikuje heteroskedasticitu (tzn.
ze je porusena podminka (d) v modelu klasické linearni regrese, tedy ndhodné odchylky nemaji tyZz rozptyl). Pouceni o
heteroskedasticité 1ze nalézt napt. v knize J. Hebak, J. Hustopecky: Vicerozmérné statistické metody s aplikacemi, SNTL
1987, Praha, kde je popsana zobecnéna metoda nejmensich ctverctl.

Ukézka homoskedastickych dat: Ukézka dat s rostouci heteroskedasticitou:

Ukézka dat s klesajici heteroskedasticitou: Ukézka dat s proménlivou heteroskedasticitou:
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2. Vypocteme vybéroveé parove korelacni koeficienty, abychom posoudili silu ptipadné linearni zavislosti Y na x; . Dale
vypocteme vSechny vybérové parcialni korela¢ni koeficienty, abychom posoudili silu,,Cisté" linearni zavislosti mezi Y a
x; pi1 vyloucCeni vlivu ostatnich proménnych. Budou-1i velké rozdily mezi parovymi a parcialnimi korela¢nimi koeficienty,
sveédCi to o existenci multikolinearity.

3. Vmodelu Y;=Bo + Bixj + ... + BpXip + &, 1=1, ..., n ziskdme bodov¢ a intervalové odhady regresnich parametra By, By, ...,
B,, index determinace, odhad rozptylu. Provedeme dil¢i t-testy a celkovy F-test. Vliv jednotlivych proménnych posoudime

pomoci B-koeficienti.

4. Z modelu vylou¢ime ty nezdvisle proménné, pro néz byly dil¢i t-testy nevyznamné.



Priklad

Sest studentll gymnazia absolvovalo &tyfi testy, které méii nasledujici veli¢iny: X; - piirodovédné védomosti, X, — literarni
védomosti, X3 — schopnost koncentrace, X, — logické mysSleni. Testy se hodnoti na Skéle od 1 do 10 (1 = Spatny vysledek, 10
= vyborny vysledek).

student | X; [ X, [ X5 | X4
1 7 19 [10|8
2 9 |8 |8 |10
3 4 13 |1 |2
4 2 13 (2 |2
5 3 (1 (2 |4
6 1 |1 (1 |4

Zajima nas, kolik bodii mizeme ocekavat v testu koncentracnich schopnosti studenta, jestlize zname vysledky testt pro lite-
rarni schopnosti, ptirodovédné schopnosti a logické mysleni.

Res$eni pomoci systému STATISTICA:

V tomto problému je proménna X; zavisld (oznacime ji Y) a ostatni proménné jsou nezavislé.
Sestavime regresni model Y; = Bo + BiXi + PoXip + Paxis T €, 1=1, ..., 6.

Nejprve sestrojime dvourozmérné teckové diagramy vyjadiujici zavislost Y na X, X, a Xg.



Dale spocteme vyberové korelacni koeficienty r,, , r,, , r,, & vybérove parcialni korelaéni koeficienty r, , ., r,, .,
rY,xz.x1 4 rY,Xz.X4 7 r\',x4.><1 4 r\(,)(4)(2 .

Korelace (ctyri testy .sta)

Oznac. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000
N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna | X1 | x2 | xa
Y 0,87 | 0,96 | 0,89

Vidime, ze korelace dvojic (Y, X)), (Y, X,), (Y, X4) jsou vysoké.



Parcialni korelace (ctyri testy .sta)
Oznac. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000
N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna | X1 | v
X1 1,0000 | 0,0273
Y 0,0273 | 1,0000

Parcialni korelace (ctyri testy .sta)
Oznag. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000

N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna | X1 | v
X1 1,0000 | 0,4275

Y 0,4275 ' 1,0000
Parcialni korelace dvojice (Y, X;) pii vylouceni vlivu veli¢iny X, je pouze 0,0273 a pfi vylou€eni vlivu veli¢iny X4 je

0,4275, tedy mnohem slabsi nez parova korelace, ktera ¢inila 0,87.

Parcialni korelace (ctyri testy .sta)
Ozna¢. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000

N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna X2 | Y
X2 1,0000 | 0,8108
Y 0,8108 | 1,0000

Parcialni korelace (ctyri testy .sta)
Oznag. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000

N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna X2 | Y
X2 1,0000 | 0,8773

Y 0,8773 | 1,0000
Parcidlni korelace dvojice (Y, X;) pifi vylou€eni vlivu veli¢iny X; resp. X4 je stale silna, jen o néco mens$i nez parova

korelace (ta byla 0,96).




Parcialni korelace (ctyri testy .sta)

Ozna¢. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000
N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Prom énna Y | X4
Y 1,0000 ' 0,5586
X4 0,5586 @ 1,0000
Parcialni korelace (ctyri testy .sta)

Ozna¢. korelace jsou v yznamné na hlad. p <,05000
N=6 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna Y | X4
Y 1,0000 | 0,6590
X4 0,6590 @ 1,0000

Parcialni korelace dvojice (Y, X;) pfi vylouceni vlivu veli¢iny X; resp. X, je o dost mensi nez parova korelace (ta byla
0,89), ale pokles neni tak vyrazny jako u dvojice (Y, X;) pti vylouceni vlivu veli¢iny X; resp. X;.

Z téchto analyz vyplyva, ze nejveétsi roli v modelu linedrni regresni zavislosti Y na X, X; a X4 bude hrat proménna X,,
podstatné mensi X, a role X; bude zfejme jen nepatrna.



Metodou nejmensich ¢tvercii ziskdme odhady regresnich parametri.

Vysledky regrese se zavislou proménnou :

Y (ctyri testy.sta)

R=,98240301 R2= ,96511567 Upravené R2=,91278918
F(3,2)=18,444 p<,05187 Smérod. chyba odhadu : 1,1664

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(2) Uroveri p
N=6 beta B
Abs.Clen -1,08961 0,941927 -1,15679 0,366858
X1 -0,299065 0,368366 -0,38391 0,472872 -0,81187 0,502130
x2 0,864242 0,316998 0,97862 0,358949 2,72633 0,112320
X4 0,445257 0,271142 0,53513 0,325873 1,64215 0,242263

Empiricka regresni funkce ma tedy tvar v = -1,09 — 0,38x; + 0,98x, + 0,54x,. Variabilita proménné Y je z 96,5% vysvétlena
zvolenym regresnim modelem. Pro a = 0,05 je celkovy F-test nevyznamny, vSechny dil¢i t-testy rovnéz. Podivame-li se na
beta koeficienty, vidime, zZe nejvétsi vliv ma proménna X,. Sestavime tedy novy model Y; = o + Boxpp + &,1=1, ..., 6.
Metodou nejmensich ¢tvercii opét ziskdme odhady regresnich parametrt.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ctyrni testy.sta)
R=,95813306 R2=,91801897 Upravené R2=,89752371
F(1,4)=44,792 p<,00259 Smérod. chyba odhadu : 1,2644

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t4) Uroveri p
N=6 beta B
Abs.¢len -0,520548 0,850099 | -0,612338 | 0,573413
xX2 0,958133 0,143162 1,084932 0,162108 6,692666 | 0,002593

Nyni ma empiricka regresni funkce tvar vy =-0,52 + 1,08x,, model jako celek je vyznamny a nezavisle proménna X, rovnéz.
Pro kontrolu kvality regrese porovname zjisténé a predikované hodnoty veli¢iny Y.

1 2 3 4 5 6
student1 student2 student3 student4 student5 student6

Skutecnost 10.0 8.0 1.0 2.0 2.0 1.0
Predikce 9.2 8.2 2.7 2.7 0.6 0.6




Vztah mezi naméfenymi a predikovanymi hodnotami znazornime pomoci dvourozmérného teckového diagramu.
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Nyni aplikujeme doptednou metodu postupné regrese:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle proménnd Y, Nezdvisle proménné X1, X2, X4 — OK — Detailni
nastaveni — zaSkrtneme DalS$i moZnosti — OK — Metoda — zvolime Krokova dopiedna — na zalozce Metoda zvolime Zobrazit
vysledky Po kazdém kroku — OK (V kroku O nejsou vregresni rovnici zddné promeénné.) Klikneme na Dalsi —
Vypocet:Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ctyr testy.sta)
R=,95813306 R2=,91801897 Upravené R2=,89752371
F(1,4)=44,792 p<,00259 Smérod. chyba odhadu : 1,2644

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t4) Uroveri p
N=6 beta B
Abs.¢len -0,520548 0,850099 | -0,612338 | 0,573413
X2 0,958133 0,143162 1,084932 0,162108 6,692666 | 0,002593

V prvnim kroku byla vybrana proménnd X,. Opét klikneme na Dalsi a dostaneme vysledky kroku 2, ktery je jiz kone¢ny:



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ctyri testy.sta)
R=,97653416 R2=,95361897 Upravené R2= ,92269829
F(2,3)=30,841 p<,00999 Smérod. chyba odhadu : 1,0981

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(3) Uroveri p
N=6 beta B
Abs.¢len -1,22615 0,872554 | -1,40524 @ 0,254603
X2 0,687789 0,217256 0,77881 0,246007 3,16580 = 0,050644
X4 0,329675 0,217256 0,39622 0,261109 1,51745 @ 0,226436

Empiricka regresni funkce ma tvar vy = -1,23 + 0,78x, + 0,4x4, model jako celek je vyznamny na hlading 0,05, avSak
nezavisle proménna X, a X, nikoliv. Pfispivaji vSak k vysvétleni variability hodnot zavisle proménné veli¢iny Y.
Adjustovany index determinace je 0,9227. V modelu s nezdvisle proménnou X, byl 0,8975 a v modelu se vSemi tfemi
nezavisle proménnymi byl 0,9128.

V tomto vysledném modelu uloZzime rezidua a predikované hodnoty:

Rezidua/ptedpoklady/predpovédi — Rezidualni analyza — Ulozit rezidua & ptedpovédi — OK

Pomoci S-W testu a N-P plotu prozkoumame normalitu rezidui:

Normalnip-grafz Rezidu:
Tabulka25 9v*6

O¢&ekavana normalni hodnota

-1,2 -1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

‘Rezidua SWVW=0‘9065‘p=0‘4138‘ Pozorovana hodnota

Vidime, ze rozloZeni rezidui je blizké normalnimu rozlozeni.




Zkusime jesté zpctnou metodu postupné regrese:

Na zéalozce Metoda zvolime Metoda — zvolime Krokova zpétna. V nultém kroku jsou do modelu zatfazeny vSechny nezavisle

promenné:
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ctyri testy.sta)
R=,98240301 R2= ,96511567 Upravené R2=,91278918
F(3,2)=18,444 p<,05187 Smérod. chyba odhadu : 1,1664
Beta Sm.chyba B Sm.chy ba t(2) Uroven p
N=6 beta B
Abs.¢len -1,08961 0,941927 | -1,15679 = 0,366858
X1 -0,299065 0,368366 = -0,38391 0,472872 | -0,81187 ' 0,502130
X2 0,864242 0,316998 0,97862 0,358949 2,72633 | 0,112320
X4 0,445257 0,271142 0,53513 0,325873 1,64215 | 0,242263
V 1. kroku je z modelu vyfazena proménna X;:
Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (ctyri testy.sta)
R=,97653416 R2= ,95361897 Upravené R2= ,92269829
F(2,3)=30,841 p<,00999 Smérod. chyba odhadu : 1,0981
Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(3) Uroverfi p
N=6 beta B
Abs.clen -1,22615 0,872554 | -1,40524 @ 0,254603
X2 0,687789 0,217256 0,77881 0,246007 3,16580 & 0,050644
X4 0,329675 0,217256 0,39622 0,261109 1,51745 | 0,226436

Ve 2. kroku, ktery je soucasné posledni, je vyfazena proménnd Xy:

Vysledky regrese se zavislou proménnou :
R=,95813306 R2=,91801897 Upravené R2=,89752371
F(1,4)=44,792 p<,00259 Smérod. chyba odhadu : 1,2644

Y (ctyri testy.sta)

Beta Sm.chyba B Sm.chyba t(@4) Uroveh p
N=6 beta B
Abs.¢len -0,520548 0,850099 | -0,612338 | 0,573413
X2 0,958133 0,143162 1,084932 0,162108 6,692666 | 0,002593

Metoda zpétné postupné regrese tedy jako optimalni naSla model regresni piimky s nezavisle proménnou X,.

Upozornéni: Pokud bychom na zdlozce Metoda ru¢né zmeénili hodnoty ,,F na zahrnuti* a ,,F na vyjmuti, mohli bychom
dostat jiné vysledky.



