Kapitola 3

V pfedchézejici kapitole jesme vidéli, 2e v jednoparamet-

"rickém exponenciédlnim systému s hustotami pB{xJ = expic(®).

T(x) + a(8) + B(x)} » ¢€(8) retouci v 8, existuje stejno-

mérné nejsiln&jsi test jednostranné hypotézy H, : 8 € Hu

1
proti Ky @ E->Eb a oboustranné hypotézy Hz : 8% 91 nebo

8 2 Ba proti Ky 3 E1¢ 94192, ale neexistuje stejnomérnéd

nejsilnéjsi test hypotézy Hey : 8, £ 8 % 8 proti K,:8<8
3 1 2 3

: 8= Bu proti K‘ : 8¢ Eu. JestliZe

1

nebo E.}Ez a H¢

neexistuji stejnom&rnd nejsilndjdi testy hypotéz H a H

3 &
a pfesto je potfebujeme testovat, jaké testy pak méme poklé=-

dat za vhodné ?

Podobnad situace nastane, z&visi-li rozd&leni pozorovini
na vice parametrech a chceme testovat hypotézu pouze o jed=-
nom z nich. Stejnomé&rnd nejsilndjsi test nemusi existovat

ze dvou zakladnich dlvodi:

(a) mnoZina viech 4 ~testid, mezi kterymi kledime optimum je
pFilis bohaté na to, aby obsahovala test, stejnomérné
maximalizujici silofunkeci;

(b) alternativa, tj. mnofina viech rozdéleni X za piatnos=-

ti alternativy, je pFili% bohaté na to, aby existoval
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test, maximalizujici silofunkci stejnomé&rnéd pfes tuto

mnoZinu,

Z tohoto hlediska se nabizeji tfi moZnosti, jak tento
problém zvladnout : (4) omezit t#idu testu a hledat test,
optimdlni jen na vhodné podmnoZin& testl; (i1) omezit alter-
nativu (napFf. pofadovat, aby test maximalizoval silofunkci
stejnomérnd na urtitém okoli hypotézy nebo aby maximalizoval
minimum silofunkce vypoltené pFes celou alternativu apod.);

(144) kombinovat zplhsoby (1) a (ii).

Jedna @ moZnosti, jak omezit tFidu testl, je uvaZovat
pouze tzv., nestranné kesty a hledat stejnomérnd nejsiladjii
nestranny test, Ukazuje se, fe nestrannost je pFirozeny poZa-
davek na test; v Fad& situaci, ve kterych neexistuje stejno-
mErné nejsibBjii ol ~test, existuje stejnomérné nejsilodji{
nestranny ol -test a krom& toho, pokud existuje stejnomérné

nejsiln&ji4 ol -test, je nutn& nestranny.

Pokud hypotéza a alternativa vykazuji urditou symetrii
nebo invarianci, je vhodné omezit se na testy, vykazujici po-
dobnou symetrii nebo invarianci. Dlleiidou tFidou testid, in-
variantnich v;hl-dan k uréité grupé transformaci vybérového
prnitoru na sebe, jsou pofadové testy, o kterych pojednava

samostatny ulebni text Lﬁ] -

Kapitola 3 bude vénovidna nestrannym testim a hledéni
stejnomérnd nejsilndjéich nestrannych testd v Ffad¥ komkrét-

nich situaci.

Nejprve definujeme nestranny test,
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pefinice. MNechf rozdéleni nidhodného vektoru X tvoifi sys=-

tém ﬂ:) s {PE H Be@}. Rekneme, %e o -test § hypotézy
H: B¢ ®H proti alternativé K : Ei@x je nestranpy,
jestLiZe jeho silofunkce ﬂﬁ{ﬂ) vyhovuje podmince

£3.1) 6§(E) € d, pro B8e€ ®H
ﬁﬁ(i) 3 pro @a @K'

JestliZe existuje stejnomdrné nejsilnédjsi oL -test H
proti K, pak je nutné& nestranny, o femZ se pfesvidiime,
srovnidme~Li jej s testem @(-x) 2 o, . JestliZe neexistuje
stejnomdrnd nejsilndjéi o -test, mlie existovat test, nej-

siln&j&i na mno2ind nestrannych testl, tedy stejnomé&rnd nej-

siln&jif nestranny o -test. Uvidime, Ze takovy test exis-

tuje napf. pro hypotézy HS a H:, o parametru jednoparamet-
rického exponenciélniho systému i pro hypotézy o jednom para-
metru viceparametrického exponencialniho systému, kde ostatni

parametry vystupuji jako rufivé.

YV Fad& situaci maji mnoZiny ®H a ®K spoleinou

hranici @". JestliZe silofunkce 6§{E} testu £ je
spojitéd v @ a test £ je nestranny, musi platit

(3.2) ﬁli(ﬂ} = du pro vi., 8 E@)’.

Testy, Vyhovujici podmince (3.2), nazveme testy podobné na hra-

nici H a K. ProtoZe podminka (3.2) je jednodufii neX (3.1),

bylo by vhodné védét, za jakych okolnosti je stejnomérné nej-

siln&jsi nestranny d. -test shodny s testem, stejnomérné nej-
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silnéjZim mezi testy vyhovujicimi (3.2). Gdpovéd na tuto otéz~
ku dévad nésledujici Lemma.

Lemma 3.1. Nechl systém (P rozdéleni vektoru X je ta-

kovy, 2e silofunkce Libovolného testu je spojita v 8. Pak,

je=L1 §u test, stejnom@&rné nejsilnéjsi mezi viemi testy

vyhovujicimi (3.2) a je-li o -testem hypotézy H, je P

i stejnomé&rnd nejsilnéjiim nestrannym Jd, =testem H proti

plkaz : ProtoZe tFida testd vyhovujicich (3.2) obsahuje viec-

ky nestranné d, -testy, je test §° alespon tak silny ja-
ko Libovolny nestranny o -test. j.g_o je také alespon tak
silny jako test jz_(:} TF 4, (ktery téZ vyhovuje (3.2);

to znamend, Ze gzn je nestranny a je stejnomérn& nejsilnéj~-

$im nestrannym o, -testem. Q@.E.D.

322, _ Jesty hypotézy Hy_ a _H, _v_jednoparametrickém expo:

_nencidlninm systémy

VETA 3.1.  Nechl nahodny vektor X = (Xqraee,X,) mé roz-

déleni pravdépodobnosti s hustotami

(3.3) pﬂ(__ﬁ) = exp {B.T(:) + A(B) + B{'&}}

vzhledem k mifFe tu . Pak

(1) existuje stejnomérnd nejsilndj&i nestranny o =~test

hypotézy Hy : 0, € g€ @, proti alternativé Ky : 8 < 8,

nebo 8>8,, ktery mé tvar
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1 kdy2 T(x)<C nebo T(x)>C¢C
—_— ~ 1 — = 2

(3.4) §(£} = Yi kdy# T(x)= ¢, i=1,2

0 kdy# c14T{£} < Cy

kde ¢€,,C,, a«““, X‘E jsou uriena tak, aby platilo

—

(3.5) o, P - 5 R - 4

(2) existuje stejnomérné nejsilnéj%i nestranny o =-test

hypotézy H, : @ 2 8, proti Kk, : 8 # 8 , ktery mé tvar
(3.4), kde Y 3"1, 3’2 jsou uréer!a tak, aby platile

(3.6) By 200 = &
(>
a -
E=) o, [rx @1}] = dEg [T(.i)] .
0
plhkaz : Pouijeme~Lli nerovnost

I 1 (e®2-1) | ‘% Ll pro  lz| ¢ &

z
na ﬁQ(B} .-ﬁ(E) = S §{x} e:p{ 8 T(x) + E(x)} dda.l s 2jisti=-
me, 2e silofunkce @ﬁ(EJ lihouolnél'!_n tealtt:l § je diferen-

_EEF_-I"Z_&[EI_@,__E tedy 'I spojité. Pro dlkaz Césti (1) miieme tedy
pouiit lemma 3.1 a hl_aa_t;lt, nejsilnédj¥i mezi testy vyho=-
vujicimi (3.2), kde @* = {91,92} « Zvolme né&jaké
i'f.(ﬂ.l,ﬂz) a hledejme test, ktery maximalizuje EEJ iii) me=
zi viemi testy vyhovujicimi (3.5). JestliZe poloZime §I(5)=
= 1= ﬁ{f_}, plyne z véty 2.4 a véty 2.5, 2e Felenim je prave

test vyhovujici (3.4) a (3.5). Z lemmatu 3.1 pak déle plyne,




ie tento test je také SN nestrannym o ~testem H3 proti

KS'

(2) Stafi hledat mezi testy, zavislymi na postaujici sta-
tistice T(z}. Podle disledku véty 1.5 mad T(x) hustotu

,
pelt) = exp {6 t + a(®)}
vzhledem k né&jaké mifFe v s C0Z je opé&t exponencidlni systém;
tedy silofunkce 61;9) Libovolného testu A(t) je diferen-

covatelna, Z nestrannosti dale plyne, Ze EBDqP{T) = 1.
a silofunkce &Wxﬂ) dosahuje v bodé 8

En minima. Pro-
toie je E}?(B} diferencovatelna, musi pro nestranny test
platit &L?{an) =0 azviéty o derivaci integrélu podle pa-
rametru vyplyva, Ze integral ﬁ)Y(E) = S “|r{ t) exp{_ﬂt +

+ A(B)} dy(t) lze derivovat podle B za integraénim zna-

ménkem, tedy pro Libovolny nestranny test ﬁr(t) plati

(3.8) E;Y(E} = Eg [T -xl,r(T)] + A(8). EE[’Ll,I(TJ] 3
Tento vztah musi platit 1 pro W(t) ¥ &, coZ znamens
0 = Eg(T) + A (@),
to po dosazeni do (3.8) davé
E;'?(n) = Eg|T. 1r(1}] - Eg(T). EB[‘]{J{T}] 5

a po dosazeni 8 = Bu dostévame , Ze Libovolny nestranny

test musi vyhovovat (3.6) i (3.7).

Zvolme ©'# 8 . Pomoci véty 2.4 budeme hledat test
‘;(t), ktery maximalizuje Ed’q(T) za podminek (3.6) a (3.7).

UvaZujme mnoZinu

-2




l-—'_'T e e ———— —_—

n={'e 0} , g [Twm])s eﬂ)}

(%w ] . ao[.'*f( ), 5

kde ﬂ) je mnoZina v3ech testovych funkci. Snadno se pfe-

svédéime, Ze bod (&, i Eg (T)) je vnitfnim bodem M. Podle
o

(ii1) véty 2.4 odtud plyne, Z2e existuji konstanty k1 a kz
a test "L!J splnujici (3.6) a (3.7) (pro §{5) = 'lf)(T(::’)}}
takovy, Ze
-‘Ll_u(tj = 1 kdyzZ {k1+k2t} exp {Eotﬂ(ﬂo%{exp{ﬂ:t + a(&‘)},
a tedy

= bt

Kriticky obor testu (3.9) je bud polopiimka nebo doplné&k in=
tervalu. Polopfimka nepfichazi v davahu; podle véty 2.2 je si-
lofunkce jednostranného testu ryze monotonni, tedy B&(ﬂo}*“
a test nembfe splnovat (3.7). Refenim je tedy test (3.4)
vyhovujici podminkém (3.6) a (3.7). Tento test je i nestramy,

coZ plyne ze srovhnéni s testem ﬁFtt) g dse. Q.E.D%

Disledek. Pfedpokladejme, Ze rozdéleni statistiky T je

za platnosti @8 = En symetrické kolem bodu A . Pak stej~-

nomérné& nejsilnéjsim nestrannym testem hypotézy H£=Eﬁﬂﬂ

proti K, : 8 ¢ 8, je test (3.4), kde konstanty ¢1,C2,X},ai
jsou dany vztahy

(3.10) P (T<C)) + Yy Py (T=Cy) .

1 N2 =

bikaz. Jestlife rozdileni T je symetrické kolem A ,

(311 =2A - ¢

g

plati P (T A=t) =Py (TO>A+t) ¥t a E;T=A ;
o o o




l—"%&—_ - —

kriticky obor testu WF{T) vyhovujiciho (3.4), (3.10) a
(3.11) je symetricky kolem /A a test splnuje i (3.6) a (3.7),
nebot

EEOI_-T.‘LP(T)] =8 [(T-Q}’tl)(T)] +&.EE° W) = oL .Eg T.

o

PFiklad 1. Necht X mé& Poissonovo rozdéleni s parametrem

% itis

A XX

(3'12} {:K=l) = ﬂ‘- ‘i‘T ) x=ﬂ,1,2,... -

P
A
Chceme testovat hypotézu H : ) = )\c proti K : A ¢ ﬁn‘
(3.12) tvofi jednoparametricky exponenciélni systém, kde 8=
log A a T(x) = x. Podle véty 3.1 ma stejnom&rn& nejsiln&jsi

d, =-test hypotézy H : 4 = )\n proti K : #;\D tvar
1 see X < t:1 nebo x}cz

§{x}= H’i cee X = Gy, i=1,2

'D aem :1( I-:':_ Ez

kde €, C, jsou celd kladna fisla a 0 < X}, X} € 1 jsou
Eisla takova, Ze plati (3.6) a (3.7). Podminka (3.6) dostava

v naSem pfipadé tvar

B
-A c§-1 s K f 41 ]
° o o = -
: [k=l: 33 B YU 1R SE L

1

a podminka (3.7) tvar

A [Cam2 4k 2 -
e Q[FSi; _é%ﬂ +:Ej(1- xq ?EL___;] = ¥ -dy @

k=C

PFiklad 2. Necht X= (x1,...,xn) je néhodny vybér z nor-

Y-




salniho rozdéleni N(0, 6%). Chceme testovat H : G = &,

proti K : € # go' Rozdéleni X mé& hustotu

- -n/2 1 2
o™ - g 20a)

ktera tvofi jednoparametricky exponencidlni systém s paramet-
rem 8 = - ;é: 5 postalujici statistika T(x) je rovna
T(x) 'i,L x3.  Kriticky obor stejnomérnd nejsilndjiiho ne-
ltrnnnlza oL -testu hypotézy H tedy podle vity 3.1 miZeme

psét ve tvaru
n

G (x) =1 jestize bud 'é‘! :

n

2 1 2 2
x, < €, nebo X >C,,
L €8 gy 172

kde ¢C a ¢ musi vyhovovat (3.6) a (3.7).
1 2
Protoie "l!' i xf mé za platnosti H rozdéleni j{z °

i=1
n-stupnich wolnosti ( s hustotou fn(r)), dostavame podminku

(3.6) ve tvaru

c
(3.13) Sz f.(y) dy =1 = o,
¢4
a podminku (3.7) ve tvaru
c, n
§ v tonay = (1ma)eg (2 x3/62) = n(1-w)
t1 o =1

coi déle s vyuZitim identity r.f"(y)-n.fn+z{r) niZeme ple-
psat v obecném tvaru

¢,

c

1
Konstanty €4 @ C, pak uriime z podminek (3.13) a (3.14)
s pompoci tabulek rozdéleni xz.

=§5=-




3.3._ _Testy hypotéz v_exponencidlnim systému za plitomngsti_

_ruiivého parametru

PFfedpokladejme, e rozdéleni nihodného vektoru X tvo i
systém ﬂ:)l{Fa=iE®}, kde B-(E,I,ﬂa) (84 a 8, mohou
byt i vektory). Chceme testovat hypotézu H : Hé@?n proti
l:!!ieax, kde hypotéza i alternativa jsou zévislé jen na E1,
tj. existuji mnoZiny C)1H’C>1K takové, Ze

Oy -{(i1,iz)e@ : 0,€ @1“_}
O, ={(9,,8)e @ : 0,6 O, } .

Jinak Fefeno, chceme testovat hypotézu o parametru B1, zatim=-

co '2 je rudivym parametrenm.

¥ takovém pfipadé obecné& neexistuje stejnomérné nejsil-
nEj8i oL -test H proti K, ale miZe existovat stejnomérns
nejsilndjii nestranny oL -test. Problémem je, jak takovy test
nalézt., th%:i se mySlenka nahradit rufivy parametr vhodnym od-
hadem, Z teorie odhadu je znimo, Ze vhodny odhad (tj. nejlepii
nestranny odhad) rudivého parametru existuje tehdy, existuje-
li Gaplnéd postadujici statistika pro tento parametr, Z vty 1.5
a véty 1.6 vyplyvéd, Ze Gplné postalujici statistika existuje,
je=L14 6) exponencidlni systém rozdéleni.

Uvaiujme tedy exponsmcidlni systém rozdéleni s hustotami
k

(3.15) Pg(x) = e:p{gg; 'irifﬁ) + A(8) + E{zi}

vzhledem k mife CU'. Budeme hledat stejnomérné nejsilnéjii
nestranné ol ~testy hypotéz

‘ o)
H1 ] i1 41 proti K1

o)
: a1>a“1




. (1) (2] ml 1) (2)
Hy, 3 8, € ey nebo @, H e} proti K, : 8 ,°< 8, < 8;
Hy eg‘”é 0, ¢ nﬁ” proti Ky : 8.< nf:) nebo 8, > a.(lz}
. = alo) . (o)
H, = 8, = 8] proti K, : 8, & ",

kde 1@ -'(Ba,...,ﬂk) vystupuje jako rudivy parametr.

Nésledujici véta ukéZe, 2e SN nestranné o, ~testy hy=-
potéz HT'HE'HS a H‘ existuji pro takova rozdéleni exponen=-

cidlniho typu, pro kterd Llze nalézt tzv. ancilérni statistiku,

tji. statistiku, kterd je za platnosti i1 = Dﬁu) u H1 -

H a 8, = i(:} a 91 = Ega} u H2 @ H3 stochasticky ne-

& 1
zévisld na Uplné postaldujici statistice pro rudivy parnlttr;z.
Ancilarni statistika je pak i testovym kriteriem. Z nésleduji-
cich pFikladd uvidime, Ze takové statistika skutetnd existuje

pro fadu problémi.

VETA 3.2. Nechl rozd#leni néhodného vektoru X tvoli ex-
ponencisdlni systém s hustotami (3.15). Necht v(x) =(h{T1(£),.u,

ceesT (X)) je statistika takové, Ze pfi n1=n‘j'l' rozdélent

¥(x) nezévisi na parametru ;Z = {HE,...,Hk).

(i) Jestlile funkce h(t1,tz,...,tk) je rostouci v t1 phki

pevnych tz""'tk' pak existuje SN nestranny o =test I'I1

i proti K1 a méd tvar

| 1 kdy# v(x) > ¢,
| (3.16) i#i} = 1y  kdrt  wW(x)=
[t} kdy3 f(ig*i C,

kde cn & K’ jsouuréena podminkou

(3.17) EBE}E,'{;:) s do,

==




(i1) JestliZe

(3-1') h( t1;-|-;tk) = t1'(t2"'"'tk) + b(ta,.."tk)

kde n(tz,...,tk}}ﬂ, existuje SN nestmny o ~test H,
proti K‘ a md tvar

1 kdy# v(£)¢c1 nebo \'(fi) > ¢,
(39 & Crly; eyt wm ey, im1,2
0 kdy: ¢,<V(x) < ¢y,

kde konstanty t.!,l:!,a’.' a a’z jsou urieny podminkami

(3.20) sp;{gy = o
2 '
(3.21) =pvon 2] = L. eouy.

pdkaz: (1) Vzhledem k lemmatu 3.1 stafi hledat test §£1
mezi podobnymi testy, tj. mezi testy vyhovujicimi

(3.22) Eiiti) =Jd pro 8cB" -{(n.,,...,ukn u.lwaf,'} 5

Podle vty 1.6 je statistika {Tz(f)""‘Tkiijj = T'(f) ohra=
nilend aplnou postalujici statistikou na @, tedy (viz def.
1.6) pro Libevolny test vyhovujiei (3.22) oplati

(3.23) E'[§(I) | 1"'(:)] = d s.3. [Pg] Yo @

Obrdcend, kbidy test vyhovujici (3.23) vyhovuje (3.22) a je
tedy podobny na (H)®, nebot

g D0 =g [P0 1 ™0]) = L Yo O
SN test bude tedy shodny s testem, nejsilnéjiim mezi viemi

testy vyhovujicimi (3.23) ( o takovych testech se Fikd, Ze
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maji Neymanovu strukturu). Hledejme tedy nejsilnéjii test vy-
hovujici (3.23).

Podminéné rozdéleni statistiky T1{£} piti daném T'(ﬁ)-
= t* tvoFi op#t exponenciblni systém s hustotami

pn(t1lt') = t:p*{i1t1 + i1(l1,t')}
vzhledem k néjaké mife Y .. Podle vity 2.3 v této podeminéné

t.
situaci existuje SN test tvaru

1 jestliZe t1>:(t')
(3.24) E.l( t.l,t') = r(t") t, = ¢ t*)
0 t, < e( t*)

kde funkce C(t") a ?r(t'} jsou uri;nr tak, aby platile

!',[§,{T,.T'HT" - t'] ®.d,. NE
1

Jestlite V(x) = h(t1,t'} je restouci v t,, lze test gg,

ekvivalentné vyjidFit
1 mas WEE(ED)

§1(*rt*) - a"a( £ ) nen ED Col t")
0 ... Ve (th)
kde _
rln{' >Co( T!)”'-t'} * fot t) 'FI:{v-co{ T')lT.'t.} = Y.

1
Test qi, je treba chapat jako podmindéany pFi daném T®=t%,
UkdZieme viak, Ze za nadich pfedpokladl, kdy rozdileni V za

platnesti i1-i: nezévisi na :2 '{HE"'""E)' test E'I
ve skutefnosti nezévisi ma T®_, 32, téchto p;dnin.t totiZ plali

Eg §1{T;I') = kenst. "{‘I E®’(-{_(.‘l"""t}"1":})

2 proteie T je ohranifend Gplné postadwjici statistika pre

'2 -{'!!"lrnk); Pl!"ll odtud i

9=




En[i(v,'r')n'*-t':l = konst. sj. [Pn] Ye e @".
To znamend, 2e co(t*) a EFn{t') nezavisi na t® a vysled
ny test je tvaru (3.16).

(ii) Podobn& jako v (i), SN test podminény jevem T*=t¥

odvodime pomoci véty 3.1 ve tvaru

1 cor by £ 6 (") nebo £ 0C,(4
(3.25) §$(t1,t') = X’i{t') ow oty = e, 181,2
0 g b VSR LR

kde ﬂi(t’) a 'K'itt'}, i=1,2, jsou uréena tak, aby pla=-
tilo

[§‘(1 ATt E B ] ot e

aa[ }SJTVTJIT = ']-:L B,:.I,(T 17 =40 ).

——

Vzhledem ke (3.18) miZeme ‘:12,} ekvivalentnd vyjaddFit ve tvaru

1 aaw Mol c'.‘(t"} nebo V> :IZ('E")
§¢(v,t') = a‘;(t*)... v=oci(th, i=1,2
0 g t:fl(t"){ v«::;_,(t")

kde 1{t*) a g}{t:) jsou uriena vztahy
[@3.‘(* Pyttt = L Ve

[_i(v 1" )a _L.,_l| ™2¢t*| = L+ € _n[_ﬂl_h A -t]

l{T'
neboli

£ u[v.%gv,r')n'ut'] =d.e E (V]T*=tY),
i1 E1
ProtoZe opét rozdéleni V nezévisi na Ez,...,ﬂk pFi i1-i:

a statistika T je ohranifend 4plnd postalujici statistika,

-70=-




r—_—_—-—-——-—-————————-—

I
| jsou n; a ’X‘* nezdvislé na t™ a vysledny test je tva-

ru (3-19)1 B.Euls
Analogicky se dokéZe nésledujici véta o testech hypotéz H!
a st

VETA 3.3. Necht rozd&leni néhodného vektoru X tvoiki expo=

nencialni systém s hustotami (3.15). Necht ’H’(L) “(h(T‘I(.-E)"“’

...,Tktx)) je statistika takové, Ze rozdéleni V(X) nezévi=-

et L S ———
(2)

a 51-i1

si na parametru j‘ = (Ez,..,,ik) pFi E.ﬁﬂ%”

o

a #e funkce h( t.l,...,tk) je rostouci v t, pFi danych

tz’ili’tk-

(1) Pak existuje SN nestranny ./, ~test Hy proti Ko

tvaru

?z{:’) - fX’.i sem v(fi} L c"’ 1‘1,2
0 S ?(_5}{ ¢, nebo ?(“:_:_};:- C,

kde Ea(ﬂﬁztﬁ) - EB(E)Q}{}) = s
1 1

(41) existuje SN nestranny o -test stprut'l Ky tvaru

1 ess V(x)< Cy nebo ?{1}} ¢,
§3(i] = xl'i anw v(:’)- ci' : 1‘1'2
1} san E1¢:¥(5){ fa

kde
o, a0 =, By = oL

3.4._ _Testy_hypotéz o_rozptyluy normélniho_rozdélent

(1) |MNecht XqpaeasX, Jje néhodny vybir z normadlniho rozdé-
lend N( 5', GE}.. V odstaveci 2.7 jsme odvodili SN ol -test
hypotézy H1= 5‘€° proti K1:G}€u a ukézali jsme, }e

P




'———-_—_-'———-._—,;____.___

neexistuje SN dJd. -test hypotézy Hazﬁ'ﬂfﬁ'a proti K2=E§<-S;.
Pomoci véty 3.1 nyni dokdieme, Ze existuje SN nestranny

oo =test Ny proti K, a tento test sestrojime.

(11,12,...,ln) md hustotu
2,~n/2 1 2 5 §
(3.26) (2wE€*) . ﬂp{- 357 g x5 +Ez ; Xy = %g;—z},

col je exponencidlni hustota (3.15), kde

I-1 I“
Wi e il

T,(x) -1); " T(x) = ¥ = 1 g Xyn

H, a K, plepilme ve tvaru: llz:l.'ii:; lz:l.'-:.'.i:, kde

0 = - Lo . uvatujme statistiku

V = h(T1,TE) = Tqg =W Tg, nebeoli

v(x) = g (x4- D)2,

Funkce h(?.l,l':) je rostouci v T, a za platnesti I1=l:,
2

né HEE rozdélent 7\ (n=1), tedy nekévislé na '2'

Podle vty 3.2 existuje SN nestranny o =test I‘I2 proti

Ky 8 kritickym oborem

(3.27) @(ﬁ:f} =1 eee V(x) = (:i-i.}! € <,

i

kde l'.‘u je urteno podminkou
C,/ G:

‘5 fn_,r{:)d: i
0

kde fn_.‘(x) znati hustetu rezdélent Kz ¢ (m=1) stupnich

voelnoszsti.
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(2) Zcela analogicky odvodime podle véty 3.3 SN nestranay
d. =test hypotézy Hys G ¢ 6’1 nebo £ = 6'2 proti
Ky 6"1-%’{-'.'-:6'2 s kritickym oborem

ﬁi;(i} = 1 sses ¢1 = zgl {li'i]a * tz

=
kd '
) ‘z’gf ¢,/ 63
S fo_q(x) dx = S foq(Rdx = .
- 2 2
:11'6'1 €,/ 65

(3) Uvaiujme hypotézu Het g = G’u proti alternativé
K‘:GI‘G}. ProtoZe funkce h(T.',Ta} = T1-nr§ je Lineédrni

v T.I, dostivime z vity 3.2 SN nestranny o -test ve tvaru

§‘(§‘) . ; {:i-'i)z € ¢, nebo » c,

2 2
C,/ €, ¢,/ G"
S faaq(X)dx = S faeq(X)dx = 1= o,
c,/635 VE AL

Ve viech td#chto pFipadech dovedeme jednodule vyjadrit i silu
testu: napf. silofunkce jednostrannéhe testu (3.27) je rovna

-
€/ €

(5(5) - 'S{E} g (x,-0)2 ¢ GE;}. .:5 Y.,

Necht 11,..-,1'. je opét nihodny vybér z normélnihe roz-
délenid H(E ’ G!}. Uvaiujme nejprve hypotézy H.I: 5 = 5“
proti K,: 5}50 s Hy: 5 = i“ proti l:a:ﬂlﬁ 5"" Bez ajmy

=T3=




sbecnosti miZeme poloZit SG-D (jinak pouiijeme transformace

—x, - ﬁo' i=1,0e0,0) 0 (Xq,00.,X)) mé hustotu (3.26),

n
ve které poloiime

n
1 - 2
(3.28) I1 = gé, '2 = - ;Ez ’ T1(:)*:, Tz{:} -;é;xi -

UvaZujme statistiku
T

V(ix) = h(T‘I’TE) ‘Y==EF— .
2l T,=nT
2 1
I1 X

ProtoZe ‘I’(L) = ?(’1"""::) = ¥( ?’""_EE‘ pro Lib. § >0,

je rozdélent ?(5} za platnosti E1=ﬂ nezévislé na Ny =
= = -%? 3 kromé toho je funkce h(t1,tz) rostouci v t1.
2 5
Podle viéty 3.2 tedy eistuje SN nestranny 4 =test H1:5 €0

proti K1=5>ﬂ 8 kritickym oborem

§(5) =1 ... W(x) @ c;
neboli
{(3) =1 ... (X)X,

a C je urteno tak, aby platile
oo

3 ey = L.

o
kde tﬂ_1(y) je hustota t=-rozdé&leni o¢ (n=1) stupnich vol=-

nosti.

Hahradime=L1 statistiku V(x) statistikou "{EJ =
Pyt

n

= XN 1$)1f2 , vidime, #e rozddlent W(X) rova#Z mezévisi
i=1 ~ A

na 6 phti 5 20 a Ie kromé toho je W Linedrani w Ty=X.

Podle vity 3.2 pak existuje SN nestranny test hypotézy




Hzxjn 0 proti Ky: 5# 0 s kritickym oborem (rozdéleni W
je symetrické kolem 0, je-Li 5 =0)

§(§_} %2 1 aae IH(:_}I.}{:‘
kde Pe =0 (Iwize' ) = &,

H(:) a t(_ﬁ) jsou ve vztahu

"(n-‘l]n N( x)

t(x) = ,

\I 1=-n Hz( x)

coZ znamend, Ze It(z)t je rostouci funkci |u(§)|, SN ne-

stranny o -test Llze tedy pFepsat ve tvaru

S =1 .1 2
(2

kde S tn_.l{y)dy = %’ .
c

Pifeme-li hypotézy ve tvaru S € 50 (resp. 5 = Su}, musi=
me t(ﬂ:‘} pfepsat

» I"k;‘?-i - 5')

n
[n:} ;“1_:)2;]132

Z reprezentace (3.28) plyne, Ze podobn# Lze sestrojit

t(x)

SN nestranny d. =test H:‘l’ a -é‘z € b, aikoli viak SN ne-
stranny test hypotézy H:a® 5" b nebo a% ‘%’,f b.

3.6._ _Sroynéni rozptyll_dvou mormilnich_rozdélent

Necht X = (Xqpeee,X) ay= (Yqreees¥,) Jsou nezdvisle
ndhodné vybéry ze dvou nezdvislych normédlnich populaci
N( 51, 6'?) a N( 52,6'5). UvaZujme hypotézy H1:€§f '5'3 €a

2,2
proti 11:G§;G$}l a szﬁgfﬁ’fia proti K,: G'Efﬁ'.'ﬁl,
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a>0.

Sdruiené hustota (X,Y) md tvar

up{ ——:- j :_Szli+:.52.z.}‘+
€, 3= 65 63

N 51' ﬁz' 61'6’2}

a tvolfi exponencidlni systém s parametry

1 1 1 n§,
i BE = + F) H’ s = F] B’ » F ]
U 252 265 B 53 G4
™M
1
“TeT

1
a 8 postatujicimi statistikami

T, = Y 2 1 2 - oy
1 jig‘ i, Tz'ax.l ” 3 jgfjf TE-T' T"Iv-
I
Hypotézy H, a H, pFepifeme ve tvaru H1=iqﬁu proti

l:m,l'.wu 8  Hp:0,20 proti Ky:8,#0. UvaZujme statistiku

i(‘r -$2/a (r,l-n1'§)n
v(:}- = h(Ty, T Ts,T,) = - .

1 2
(xi-x) T,- — -aT,

.'i

Pak h je rostouci v T1 a rozdéleni V(x) je za platnosti

gg = 3 6'$ nezdvislé na 'z*': a H‘.

existuje SN nestranny test hypotézy H1 s kritickym oborem

i(r -Y) H(n-1)
§(,{‘) % RS L e

icx,-i')’r(--ﬂ
i=1

Podle véty 3.2

C wvyhovuje podmince

kde fn_1‘._1(y) je hustota F rozdéleni o (n=-1) a (m=1)

stupnich volnosti.
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Abychom mohli pouZit vétu 3.2 i na hypotézu Hz= S'g =
= aE.'f proti I&'.z 5 Gg f o 152, nahradme statistiku V sta-

tistikou W, kterd je Linedrni v T1=
212
H‘J;(vj'r)u .(11_,'7;)“: .
S oxD2 el S (r,H2 T m -3 Ts
= ! R

Pak rozdéleni W je za platnosti G: = lG? nezidvislé na
EE'EI a Di s stejnomérnéd nejsilndjEi nestranny test Hz
proti Kz mé kriticky obor

(3.29) %{5‘) = 1 .aa Il(_zﬁ) - C, nebo “(f) * c,

kde C, a C, jsou uriena tak, aby platiloe

et <) - s
L] = d"’ L]
62=a 62 CERI) 5202 ¥

D& se ukdzat, 2¢ W md za platnosti 5'2 = .Gf bet*azdi-

Leni s hustotou

m+m=-2 — ﬂ
81 m-1 (¥ K: 2 J — ¥ % (1-w)° , 0<u<1
T T FCErED
a ie plati
¥ Boet peq (W) = E?EE%‘ B¢l m=1 (W
T =l

SN nestranny test pro H, proti K, md tedy kriticky obor

(3.29), kde c, a ¢, jsou uriena podminkami




b £
Bpet ey (Wdw = 5 Basy m-fMIEEESEE L .
- s i & i e =

'I:,' :1

Necht X = (11,...,xn) a Y= (Y,reee,Y,) Jjsou néhodné
vyb&ry ze dvou nezdvislych normélnich populaci N( 51,6'3) a
N( 52, 6’2). Hypotéza o rovnosti primérd 51 a 52 pti
nestejnych nezndmych rozptylech je tzv. Behrens-Fisheriv
problém a nedé se Felit metodami této kapitoly. Proto pfed=-
poklidejme, Ze 5'? = G'g = 62, sdrufend hustota

p(x,y, 511- 52’ 6) mé pak tvar

n n
(3.30) :( 51, 52,6'). exp {- ;lﬁz (;:? +j; r?) +
'j‘l : 3 +'1'er} .

Uvaiujme hypotézy :

Hyt 52- 51 €0 proti K, Si' 51 >0
8 Hy: 51 = 52 proti  K,: 5 ¥ 52.
Je vhodné ;ruvht reparametrizaci
S by (1a1y-1 DAY g oo
. [ 5% "B W * . = (m#n) 6° # 3 E’E .

Pouiijeme-Li identity

b DL ;_iz YO0 8g §ad g 9y9, CHESEDEN 51"‘52’
5 "l (a+n) G 7

mifeme hustotu (3.30) plfepsat ve tvaru




|

3
c(e,,8,,8;) llp{;;; 8, Ti{:,r?}

kde
=Y=-X T.=aX+nY T.= X, + Y
1 o 2 . 3 ?;; i j=1 j

a hypotézy H1 a Hz pak dostévaji tvar

K e<*0 : Kz 08>0

12
Hy: 8 = 0 Ky: OF 0.

Uvaiujme statistiku

-7 r§ an 2, -1/2
= VT o~ ~ st ') .

Y =
¥ =
[;“rﬁhg(*fﬂz] 172

Za platnosti S1= 52 rozdéleni statistiky V nezévisi na spo~
leiné hodnoté 51, 52 ana 6 a krom& toho je V rostouct
v T1. Podle véty 3.2 tedy existuje SN nestranny oo -test

H1 proti K1 s kritickym oborem

§(§,z)- . vicn
neboli

§(g,g) =1 ... Hx,y) 2 ¢

kde i

(7= \1+l1

{[é(xvi} 2, g(’i'ﬂz } f(-m-z)} 1/2

a C je urieno vztahem

t(x,y) =

(x)dx = &L , kde f je hustota rozdélent

fl+n-2 m+n=2

n_— 9§

t o (m+n=2) stupnich volnosti.

Statistika V viak neni Linedrni w T1; proto uvaiujme

jinou statistiku




. n o B R
e 2_ (mX+nY) Ty

¥ o= (Y=X [ :z + Y = Z] = -
%) ; i ,; j” W (Tg-To/(ntm)) 12

Pak V a W jsou ve vzijemném vztahu

-1/2
o [1 _ nn 2] s

odkud plynme, 2e |V| je rostouci funkci Wl a Ze rozdé&leni
W za platnosti 51- 52 nezdvisi na 51 a 6§ . Krom& toho

je W Llinedrni v T a rozddleni W Jje za platnosti 51=§2

1

symetrické kolem 0, Podle véty 3.2 a jejiho disledku
pak existuiﬂ
stranny o -test H, proti K, baru

§{£;L) 21 ... W > Cn
nebolid

(:'r!l-) = 1 ane It(‘ﬁ!z’}l.}:!
kde

3.8._ _Testy_nezavislogti ve dvourgzmérném _normélnim_rozddleni_

Necht (I1'T1)""'(In"nj je nkhodny vyb&r z dvouroz=-

) -irntﬁn normélniho rozdéleni s hustotou

{6,%’: rn“ﬁ?gﬁ““p{ z{1-§>2 {—TZ(:‘ 51)

1 i=1
(3.31) 5 3 L
-é,.%%; ; (x4- %1)(?1" 52) " E(r‘l 52} ]}

UvaZujme hypotézy
Hys 9‘0 proti K,: 83" 0

Hyt @ =0  proti Ky £+ 0.

Hypotéza H, je hypotézou nezévislosti X a Y; hypotéza




H znamend, 3¢ X a Y jsou bud nezavislé nebo zéporné za-

1
vislé. Hustota (3.31) tvofi exponencidlni systém s paramet-

ry

0, = $ . 8T, Oy —
V6, 6,(1-09 2 63(1-99) 3 26%1-p)
8, = : - 31 -S—z'g' ’ 8= 1 gz -ﬁ

4 1—? {Ez 5152} 5 1-§Jz -Eg i‘iuﬁ'z:|

a s postalujicimi statistikami

n n
T-‘ZI,IT,], Tz-z ::‘, T=Z‘f1, T-in, ngri.

i=1 i=1 i=1 i=1

Hypotézy H1 a “2 Lze pak psét v ewivaletnim tvaru

«0, K,: 9,>0

1
=0, K,: 8, § 0.

UvaZujme vybérovy korelaini koeficient

n

= P
f\;(“i“"ag“i‘”z] {(-r -T—)(rz- = ]

Vidime, 2e¢ R je linedrné rostouci v T, a zs platnosti 9-9
rozdéleni R nezévisi na 51, SE' 5}, G}, a tedy nezévisi
na ©,,65,8,,85. Z vty 3.2 pak vyplyvé SN nestranny P
test H, proti K1 ve tvaru

§1 (x,y) = 1 jestlize R >C

§1 (x,y) =1 jestlile - (n-2>¢

1=-R

neboli
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L= =]
tde éfn_a{x)d: = du; fae2 je hustota rozdéleni t o

‘m-2) stupnich volnosti.

Protoze R je linedrni v T, a za platnosti ‘? =20 je
rozdéleni R symetrické kolem O, dostévéme z véty 3.2 a je~-

jiho disledku SN nestranny o -test H, proti K, wve

tvaru
§2(£’1) = 1 jt!tl‘li! ﬁ&_ n=2 > I:1
to
kde § f,_(x)dx = olr2.
1

ProtoZe rozdéleni R zévisi jennm ? a nezavisi na 51, 52,
6'1, 6'2, je 1 silofunkce testd §1 a ?E zhvislé pouze

na 9 .

3,9, _ Srovnani_dyou bipomigkjch populagci
Necht X a Y jsou dvd nezévislé Hnomické néhodné ve=

Litiny se sdruZenym rozdéleninm

(3.32) P(x=x,Y=y) = (D(De} p,Y(1-p )" *(1-p)" 7,
%=0,1,ccss,0
r'ﬂ,‘l,--.,n

Chceme testovat hypotézu
(3.32) pfrepiieme jako hustotu exponencialniho systému ve

tvaru

n pz 91
(D (1-p,)"(1-p}) nxp{r th 2= - tn m—,] "

+( x+y) ln T:I_F'{)}
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